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BLOQUE 2: GEOMETRIA

JUNOS5, P2A: Se considera el plano y+z—- 12m= 0 (m pardmetro real) y las rectas

X=1 X=2 X=3 : .

u: , V! YW : . SeanA,By C los puntos de interseccion deconu, vy
y=z2 y =2z y =3z

W respectivamente.

a) Calcular las coordenadas AeB y C en funcién dem.

b) Hallar los valores den para los que el area del triangulo ABC es 1 u.a.

RESOLUCION:

a) Sustituimos las ecuaciones de la ractn el planar : y+y-12m= 0, obtenemoyg = 6m por lo
queA = (1,6m6m)
De la misma formaB = (2,8m4m y C = (3,9m3m).

b) CalculamosAB = (1,2m-2m), AC = (2,3m-3m), con lo que el area del triangulo se calcula asi:

- 0

i Kk
% 1 2m -2m || = 1. Portanto|(0,-m,—m)| = 2 » J2n? =2 > m=+,/2.
2 3m -3m

JUNO5, P2B: Hallar las ecuaciones de los planos que pasan por el(pidn®y-3) y tales que las

proyecciones perpendiculares del origen sobre dichos planos son puntos de la recta
(xy.2) = (0,4,1)+1(1,0,0)

RESOLUCION:

Un punto cualquiera de la recta (la llamarempssP(t, 4, 1).

Si la proyeccion perpendicular @@sobre el plano es un punkder, entonce$O = (t,4,1)es un vector
perpendicular al plano.

Asi, la ecuacion del plano tendra la fortxar 4y + z+ D = 0.

ComoQ = (-7,2,-3) es un punto del plano, cumplira su ecuacidt:7)+4-2-3+D =0
- D = 7t-5. Y la ecuacion del plano queda:+ 4y + z+ 7t— 5 = 0.

Ademas tambié® es un punto del plano, por lo que se verifitat+4.4+1+7t-5=10

t=-3

t=—4

Por lo que encontramos 2 planos que son soluciones de las condiciones

-3x+4 -26=0
pedidas:»{ Xrayre

—>t2+7t+120—>{

—4Xx+4y+z-33=0

SEPO5, P2A: Un paralelepipedo rectangular (ortoedro) tiene tres de sus aristas sobre las rectas:

| x=0’m: x—2y=0,yn: 2x+y=0
y=0 z=0 z=0

y uno de sus vértices es (12,21,-11). Se pide:
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a) Hallar los vértices restantes b) Calcular su volumen.
RESOLUCION:
a) Las rectas expresadas en paramétricas quedari&f;0,t); m: (2u,u,0); n : (v,—2v,0).

Igualando las coordenadas, podemos comprobar que las tres rectas se c@@nGy multiplicando
sus vectores directoré€0,0, 1) (2,1,0) (1,-2,0)) concluimos que son perpendiculares

También podemos comprobar que el punto (12,21,-11) no pertenece a ninguna de las rectas.

m

r
Llamamos a los vértices como indica la figura.

EntonceA = (0,0,0}E = (0,0,t); D = (2u,u,0); B = (v,-2v,0) (valores dd, u, v por determinar)
C= (A_C> = A_B>+A_D)) = (2u+v,u—2v,0);
Analogamenté = (v,-2v,t); H = (2u,u,t).
Por eliminacionG = (12,21,-11).
AhoraAE = CG, por lo queG - C = (0,0t) - C = (12,2111 1),

2u+v =12
Igualamos las coordenadas@eon las obtenidas anteriormenteX u-—2v= 21
0=-11-t

Obtenemo$ = -11,v = -6,u = 9.

Asi: A = (0,0,0)E = (0,0,-11);D = (18,9,0)B = (-6, 12,0)
C = (12,21,0)F = (-6,12-11); H = (18,9,-11):G = (12,21-11)

b) Para obtener el volumen basta con calcular:

6 -12 0
vz[A_B’,ﬁ,A_E’}: 18 9 0 ||=594u2
0 0 -11

SEPO5, P2B: Dados los planes5x -y-z=0,6:x+y-z=0Yy el punto P(9,4,-1) , determinar:

a) La ecuacion del plano que pasa por P y es perpendicualgrca
b) El punto simétrico de P respecto de la recta r, interseccion de los pignas

RESOLUCION:

a) Si es perpendicularay aoc entoces su vector normal lo obtendremos con el producto vectorial de los
vectores normalesay o.

TTOK
G5,-1-1)x1,1-1)=| 5 -1 -1 | =(2,4,6) Tomaremos el vectdd, 2, 3)
1 1 -1
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La ecuacion del plano sera+ 2y + 3z+ D = 0. Como contiene al punto P(9,4,-1):
9+2:4+3:(-1)+D =0- D = -14,yasix+ 2y+ 3z- 14 = 0.

b) LlamemosP” al punto simétrico, que debera encontrarse en el plano calculado en el apartado a).

: ., . 5X—-y-z=0
Para calcular la recta r como intersecidmdgc hay que resolver el siste y
X+y-z=0
-t
X=3
Naturalmente es SCI, y tomande- t, obtenemos : y = %
z=t

En la interseccion del plano @@ con la recta r encontramos el puido punto central o punto medio de
yP.

CalculemosM : Sustituimos las coordenadas paramétricas de un puntemlé& ecuacion del plano:
X+2y+32-14=0- L 4220 1 3t 14-0- t+4t+9t-42=0- 14t=42 >t = 3.

3 3
Por lo que el puntd/ es el punto de la rectapara el cuat = 3 : M = (1,2,3)
4
_9+p
—_— N 2
DadosP y M, seaP” = (pi1,p2,ps), con lo queOM = C)PJFTOP/ L4 2= 4+2p2
-1+ P3
3 =
L 2

Y asiP’ = (-7,0,7)

SEPO5, P3B: En el plano se tiene la cupva x? + 2x— 1. Encontrar razonadamente las ecuaciones de las

rectas que pasan por el punto (2,3) y son tangentes a dicha curva.
RESOLUCION:
Si realizamos un dibujo orientativo observaremos que podemos encontrar 2 soluciones.

La recta tangenteya= x? + 2x— 1 en un punto cualquierXo, o), habra de tener por pendiente
y =2x+2,
La recta la podriamos escribir agi- yo = (2% + 2)(X— X0). Comoyo = X3 + 2% — 1, queda
y— (X + 2% — 1) = (2% + 2)(X — Xo) - Y — X5 — 2% + 1 = 2XoX — 2X5 + 2X— 2Xo
y = (2% + 2)Xx— x5 — 1.
Ahora esta recta debe contener al punto (2,3 = (2x +2)2-x3 -1 -
3=4x%+4-x5-1 - x§—4x =0 - {XOO
Xo =4
Estos son los puntos de tangencia de la recta con la parabola. Calculemos los vajeres de
Xo=0->yp=0?+2.0-1=-1- Punto(0,-1)
Xo=4->Yyo=4°+2.4-1=23~ Punto(4, 23)

Ahora las 2 soluciones seran:
La recta que pasa p6@,-1) y por(2,3) :
-1=a-0+b b=-1
y=ax+b- BN - Rectay = 2x-1
3=a-2+b a=2
La recta que pasa po4,23)y por(2,3) :



I.E.S.n°2 ASPE. ENRIQUE CANTO ABAD.. EJERCICIOS GEOM SELECTIVIDAD. Curso 2011/2012.

23=a-4+b b=-17
y=ax+b- - - Rectay = 10x- 17
3=a-:2+b a=10

JUNOG6, P2A: En el espacio se consideran:

« La recta r interseccion de los planos de ecuaciones impligitagi—z = 5y 2x+y— 2z = 2.
* Y larecta s que pasa por los puni#s- (3,10,5)Y Q = (5,12,6).
Se pide:
a) Calcular las ecuaciones paramétricas de larectar y de la recta s.
b) Calcular el punto H interseccion de ry s y el Angulgue determinanry s.
¢) Calcular los puntos My N de la recta r para los cuales el &rea de cada uno de los tridngulos de
vértices PQM y PON es 3 unidades de area.

RESOLUCION:
a) Rectar:
X+y—-z=5 X+y—-z=5
Hay que resolve > (F2 » F2+ (-2)F1) >
2X+y—-2z=2 —y =-8
XxX=t-3
Tomandaz =t,y =8, x+8-t=5- x=1t-3. Solucionr : y=28
z=1

Recta s: El vector director seﬁj =Q-P=(2,21)
X=3+2t

Con el puntcP y el vectorﬁj > S y =10+ 2t
Z=5+t

b) Para hallar la interseccion, cambiamos en la recta s el pardmetro "t" por "s" e igualamos las
coordenadas.

t—-3=3+2s
8 =10+2s PorlaEc2s = -1, y entonces = 4.
t=5+s

Sustituimogs =4 enr (os=-1ens) : H=(1,8,4)
Averiguaremos el angulo con la formula del producto escalar:

cosa = |(1’0’j%°.(:23,2,1)| _ J1§ = ‘/27 - a= arcco{%) = 45°

c) Los puntosM y N tendran la formdt — 3, 8,t), cada uno con un valor dalistinto.
Para calcular el area del triangl®@M, hay que calcula{% |P_Q) X W|

77K
PO = (22, 1)PM = (t-6,-2t-5). Area=2|| 2 2 1 ||=
t-6 -2 t-5

= %|(2t—8,—t+4,—2t+ 8)| = %J(Zt—8)2+ (4-1)2+(8-202% =
= %J4t2—32t+ 64+ 16— 8t+t2 + 64— 32t+ 42 = %J9t2—72t+ 144,

Igualamos el valor del area a 3 y resolvemos:
%Jth —72t+144 =3 >  JoP-72t+144=6 > O -T72t+144=36

-4-
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ot2 — 72t+108=0 - t2—-8t+12=0 - {

Valores que sustituidos en la ecuaciorrdms da los puntols! y N.
M= (3,8,6)N=(-1,8,2)

JUNO5, P3A: Dados los puntosA(4,-4,9) , B=(2,0,5), C=(4,2,6) , L=(1,1,4) ,M=(0,2,3) y N=

(3,0,5), se pide:

a) Calcular la distancia d del punto C al punto medio del segmento de extremos A, By el &rea S del
triangulo de vértices A, B, C.

b) Calcular las ecuaciones implicitas del plangue pasa por los puntos A, B, Cy del platique pasa
por los puntos L, M, N.

c¢) Calcular la ecuacion paramétrica de la recta r interseccion de los plgndy el &nguloa que
determinan los planasy «'.

RESOLUCION:
a) Calculamos el punto medio @8 : Mag = (4J2“ 2, _42+ 0, 9; 5) = (3,-2,7).
d=d(C,Mas) = J(4—3)2+(2—(—2))2+(6—7)2 =J1+16+1 = /18 =3/2u.
T K
S= %|_B’><A_C’| - % 204 _a|]= %,/122+(—6)2+(—12)2 - %m - 9u?
0O 6 -3

b) El plano que pasa por los puntos A, B y C, tiene por vector noABal AC = (12,-6,-12).
Simplificando podemos tomax, = (2,-1,-2) » 7 : 2x-y—-2z+D =0
Sustituimos el puntoB: 410+D=0-D=6->7: 2x-y—-2z+6=0
Para calcular el plano LMN,
LM = (-1, 1,—1);m =(2,-1, 1);L_I5 = (Xx—-1y-1,z-4),dondeP = (x,Y,2) es un punto cualquiera del
plano, han de ser linealmente dependientes Entonces su matriz por filas ha de tener determinante O:
x-1y-12z-4
-1 1 -1 =5-z-y=0.-n':-y-z+5=0
2 -1 1

2X—y—-2z+6=0

c) r : Hay que resolve{ Resolvemos el sistema tomanzde t :

-y-z+5=0
y=5-t- (12%c) > 2X-5+t-2t+6=0 > x = t=1.

2
_t-1
X= 2
Rectar y=5-t
X=t

Para calcular el &ngulo que forman los planos, calculamos el angulo de sus vectores normales, utilizando

la férmula del producto escalar:

(2-1,-2-0-1-)| _ 3 _ 1 _ 42
V9 -2 32 2 2

cosa = - q = 45°

SEPO0G6, P2A: En el espacio se consideran:
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« La recta r interseccion de los planos de ecuaciones implicita®@x z = 9y 4x—y + z = 42.
Y larecta s que pasa por los puntos (1,3,-4) y (3,-5,-2) . Se pide:

a) Calcular las ecuaciones paramétricas de larectary de la recta s.

b) Justificar que las rectas r y s se cruzan.

c) Calcular un vector direccional de la recta t, perpendicular comun a las rectas ry s y calcular el
punto P de interseccion de las rectas s y t.

RESOLUCION:
. . 2X—-2y-z=9
a) Ecuaciones de : Hay que resolver el siste . Hacemos 1 cero:
4Xx—-y+2z=42
2Xx—-2y-z2=9 2Xx—-2y—z=9
y - y . Tomandaz =t : (ec2)y=8-t
3y+3z=24 y+z=38
x — 25=t
Bt ... 2
(ec3)2x-28-1)-t=9 - 2X+t=25 - X= S5 r y=8-t
z=1

Ecuaciones de : vector directo™B = B— A = (2,-8,2) (Llamando Ay B a los puntos dedados)

X=1+t
Podemos tomar como vector directdr—4,1), y el puntoA = (1,3,-4). s : y=3-4t
z=-4+t

b) Vectores directores de ambas: (_71,—1, 1)~ (-1,-2,2); s: (1,-4,1).

Como no son proporcionales, no son rectas paralelas, pueden ser secantes o que se crucen.
Intentamos encontrar el punto de corte, para ello igualamos las coordenadas de ambas rectas (llamando s
al parametro de la recta s):

—252_t =1+s 2s+t=23
—t=3- - 4s-t=-5 -t=s-4 -4s—s+4 =-5
8-t=3-4s ) e
t=-4+s —S+t=-4
- 3s=-9 -s=-3 -t=-3-4=-7
(ec3)

—Pero estos valores de sy t no cumplen la 12 ec, por lo que no tiene solucion el sistema y por lo tanto
no exixte punto de corte.
Asi, se trata de rectas que se cruzan.

c) Un vector perpendicular a los vectoresrdes, se puede obtener realizando el producto vectorial de los
mMismos.

TTOK
(-1,-2,2)x (L-4,1)= | 1 —2 2 | = ( 6 3 6) ~(2,1,2)
1 -4 1

Como la recta atraviesa perpendicularmente a las regtasen sendos puntos My N debe suceder
queMN sea paralelo 82, 1,2)

TomandoM = (%,84,0, N=(l+s3-45-4+5)

-~ MN = _25-t 3_4q_ _ _t) = (2s=t-23 _ _5s_t—
MN = (1+5 ~L,3-4s-8+t,~4+s t) = ( 1=23 4s+t-5,5-t 4)

Para que sean paralelos, sus coordenadas han de ser proporcionales:

-6-
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2s—-t-23 _ -4s+t-5 _
2.2 1
(1@ igualdad): 2s t — 23 = —16s+ 4t — 20 - 18s-5t=3
(22 igualdad)}-8s+2t—-10=s-t-4 - -9s+3t=6->-3s+t=2

. 18s-5t=3 13
Resolvemos el siste > S5= =2 t=15

s-t-4
2

-3s+t=2 3’
Ahora como se nos pide el punto de intersecciongsustituimos el parametro s en la expresion del
puntoN:
N=(l1+s3-4s-4+s) = (16 16 %)

SEPO0G6, P2B: En el espacio se consideran:

« El planon que pasa por los punt§$l,1,2)(5,7,5)y (7,-1,-2) .

* Y la recta r interseccion de los planos de ecuaciones implicitas+ z = 15 y 2x— 7y+ 2z = 3.
a) Calcular la ecuacion paramétrica de r y la ecuacion implicita del plano

b) Calcular el punto P interseccion de #ty el anguloa que determinanr ¥ .

c) Calcular los puntos My N de la recta r cuya distancia al pfaas igual a 3 u.l.

RESOLUCION:
X z=15 X z=15
a) Rectar : Ty Por Gauss: Ty ->y=3
2X—Ty+2z=3 -9y =-27
Xx=12-t
Tomamosz =t  (ecl)x+3+t=15 - X=12-1 - I y=3
z=1

Planor : Si llamamos A,B,C a los tres puntos respetivamente, tomando dos vectores l.i. del plano (por
ejemploA_B),A_é), y calculando su producto vectorial obtenemos el vector normal al plano:

AB = (—6,6,3)A_C) = (-4,-2,-4); Entoncesi = (-2,2,1);V = (2,1,2) (proporcionales a los
anteriores) también son vectores linealmente independientes del plano:

- D

i j kK
UxV=|_2 2 1| =6j-6k+3i=(3,6-6) -7 3X+6y-6z2+D=0
2 1 2

Simplificandor : X+ 2y—2z+ D = 0. Sustituimos el punté: 11+2.1-2-2+D =0
D=-9 > X+2y—22-9=0

b) Para calcular el punto P, sustituimos las coordenadas paramétricas de un puetcrde
(12-t)+2.3-2.t-9=0 -9-3t=0 -t=3,
con lo que sustituimos este valor en la ecuacién ylga tenemos PP = (9, 3,3)
Para obtener el &ngutn calcularemos primero el &ngulo que forma el vector directar ¢el, 0, 1)con
el vector normal al plan¢l, 2,-2):
(1,01)-82-2) _ 8 _ 1 _ V2 | 5 4s
J2 -3 32 2 2 '
Ahora,a = 90— 8 = 45°.

cosp =

c) ComoM y N son puntos de la rectaienen la formg12 - t, 3,t)
La distancia der a uno de estos puntos viene dado por la expresion:
[12-t+2-3-2t-9] _ [9- 3t Bt L B—t|=3

L Z:C2r 3
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3-t=3 t
t-3=3 t

~M=(12,3,00 N-=(6,3,6)

0
5 Valores que nos dan los puntos My N.

JUNO7, P2.L: Dadas las rectas r y s, que se cortan, de ecuaciones

Xil _ 2):31 _ 226—3 ys: X_—23 - 2y;3 - 221 se pide calcular:

a) El punto P de corte de lasrectasry s.
b) Un vector direccional de ry otro de s, y el &ngulque forman las rectas r y s en el punto de corte P.
c) La ecuacion implicitax + by + cz+ d = 0 del planar que contiene a las rectasry s.

RESOLUCION:

r:

a) Tomaremos las ecuaciones parameétricas, a partir de punto y vector

poox=1 _ y-12 z-3/2 ys: x-3 _y+32 z-1
2 -3 3 -2 1 4
X=1+2t X=3-2S
r: y=12-3t, s: y=-3/2+s
z=3/2+ 3t z=1+4s
1+2t=3-2s 2t+2s=2
Igualamos las coordenad&s 1/2—3t= -3/2+s - -3t-s=-2
3/2+3t=1+14s 3t—4s=-1/2
t+s=1 1 1 1 111
3t+s=2 - 0 -2 -1 - 021
6t—-8s=-1 0 -14 -7 00O
(22ec): 2s= 1 —>s—l (1aec)t+%_ ﬁt:%_

Sustituyendd en las ecuamones de€o el valor desen las ecuaciones @ :
P=(2-1,3)
b) Seanv = (2,-3,3)y U = (-2,1,4)los vectores dey srespectivamente (obtenidos a))
Con la formula del producto escalar obtenemos el angulo que forman:
u-v| _ 43+ 12| 5
U] -|V|] J4+9+9-./4+1+16 J22-,21
- a = arcog0.23262)= 76.55°

~ 0.23262

cosa =

c) Como el planor contiene a ambas rectas, el producto vectorial de sus vectores directores serd un vector
normal al plano:

- o P

i)k
UxV=| 2 3 3| = —157 - 14] - 4K = (-15,-14,-4)
2 1 4

Podemos tomar como vector normat &l vector(15, 14,4) - 15x+14y+4z+D =0
Para obtener D sustituimos el punto P, que ha de verificar la ecuacion de

15.2+14.(-1)+4-3+D =0 -30-14+12+D =0 - D =-28

- 15x+ 14y+4z-28=0

JUNO7, P2.p: Dados el punto€X3,-1,4) y la recta r de ecuacién parameétricax = -2+ 31,y = -2/,

-8-
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z=1+4J, se pide:

a) Hallar la distancia del punto Q a la rectar.

b) Justificar que la recta s que pasa por Q y tiene a (1,-1,1) como vector direccional, no corta ar.
c) Calcular la distancia entre las rectasry s

RESOLUCION:

1° Obtenemos el planoar que pasa po.
a) Procedimiento< 2° Calculamos el punto de corte de recta y plano (P)
3° Calculamos la distancia de P a Q.
1°Vectorde : (3,-2,4) Plano 3x 2y+ 4z+ D = 0. Para averigudD, sustituimos el punt@ :
3:3-2-(-1)+4-4+D=0 - D =-27 - Planor: 3x—2y+4z— 27 = 0.

2° Para calcular el punto de corterdg  sustituimos las coordenadasrmen la ecuacion de :
3:(2+31)—-2-(21)+4(1+41)-27=0
—6+9A+41+4+16A-27=0 - 291 =29 -A=1
Sustituyendd = 1 en las ecuaciones de P=(1,-2,5)

3°d(r,Q) = d(P.Q) = |PQ| = 22+ 12+ (-1 = /6.

X=3+t
b) Obtenemos la rectaen paramétricas X y = -1t . Para intentar averiguar el punto de corte,
z=4+t
igualamos las coordenadas de ambas rectas:
—2+31 =3+t -t+31=5
21 =-1-t - t-21=-1
1+42 =4+t -t+41=3
-1 3 5 -1 3 5 -1 3 5
- 1 -2 -1 ~ 0 1 4 ~ 0 1 4
-1 4 3 0 1 -2 0 0 -6

(3%ec) 0= -6  .Luego el sistema es Incompatible y por lo tanto no hay punto de corte.

c) Para calcular la distancia entre 2 rectas que se cruzan (sabemos que no son paralelas porque sus vector:
directores no son proporcionales), seguimos el siguiente procedimiento:

1° Obtenemos el plano que contiene a la regt@s.L a la rectas (lo llamaremosr;).
2° Escogemos un punto cualquierasdecalculamos su distancia al plano calculado.

1° El vector normal de; se obtiene mediante el producto vectorial de los vectoreydges. a

ambos).
77K
3 -2 4| =j-k+2i=(2,1,-1). > 71 2X+y-z+D =0
1 -11
Para averiguab, sustituimos un punto de la reata (-2,0,1) 2:.(-2)+0-1+D =0
-5+D=0 -D=5 - m2X+y—-2z+5=0.

2° Un punto deses(3,—-1,4)y su distancia al plano viene dado por la expres%)r(:o + Byo+ C20 + D :
JA? + B2 + C2
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2-3+1-(1)-1.4+5 6 _6/6
JA+ie1 /6 6

distancia=

SEPO07, P2{1: Dado el plamo: 2x+y+ 3z—-1 = 0y el puntoQ(2,1, 3), se pide calcular:

a) La distancia del punto Q al plamo

b) El &rea del triAngula cuyos vértice®1, P2 y P3 son los puntos de interseccion del plancon los ejes
coordenados.
c) El volumen del tetraedro de vértices, P2, Psy Q.

RESOLUCION:

2-2+1+3-3-1] _ 13
J22+12+ 32 J14

b) SeaP; el punto sobre el eje OX: - P1 = (a,0,0). Para que esté en el plano ha de cumplir su
ecuacion:

2a+0+3-0-1=0 -a=1/2 - P1=(1/2,0,0)
Analogamenté, = (0,b,0) -2.0+b+3:-0-1=0 -b=1-P,=(0,1,0)
Ps; = (0,0,0) -2:.0+0+3.-¢c-1=0 - c=1/3 - P3 =(0,0,1/3)

a) Utilizamos la férmula correspondientéQ, z) =

Tomando los vectoreR;P3; y P1P2, el médulo de su producto vectorial resulta ser el area del
paralelogramo que determinan. El triangulo pedido resulta ser la mitad:

1

7
A= L|PiPixPiPs| = Z|| -5 O

AN 4FFT-4/E-

c) El producto mixto de los vectoré® P,, P1P3y P1Q nos da el volumen del paralelepipedo que generan.

N N T
o wk x|

1

Como la base del tetraedro resulta ser la mitad, habra que muItipIic% por
Ademas, como el tetraedro es un cuerpo piramidal, su volum%q @sl prisma correspondiente.

Entonces el volumen pedido % del resultado del producto mixto.:

_1
110
_ 4| _1 1 _ 1,13 _ 13
V=35ll 293 ||"6"% 36
3
3 13

SEPQ7, P2{2: Dados los planos de ecuaciongs X+ 2y+z+3=0,y7r, : 2X+y—z—-6 =0,

a) Calcular el angula que forman los planasg, y 7> .

b) Calcular la ecuacion paramétrica de la recta r, interseccion de los plapas

c) Comprobar que el planode ecuacionx+y— 1 = 0 es el plano bisector da y =2 , es decirz forma
un angulaw/2 con cada uno de los planesy 72.dondea es el angulo obtenido en el apartado a).

RESOLUCION:

a) El angulo entre los plano coincide con el angulo que forman sus rectas normales. Tomamos los vectores
correspondientes:

-10-
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cosu = d.2D-e1-D 3 _1 - a = 60°.

JI+4+1./4v1+1 6 2

+2y+2+3=0
b) Hemos de resolver el sistema formado por sus ecuaci nes
2X+y-2z-6=0"

12 1 -3 1 2 1 -3 12 1-3
Gauss: ~ ~
21-1 6 0 -3 -3 12 0114
Tomandaz = A, >y=-1-4 > X=A1+5 —Soluciéonr : {(A+5,-1-4,1) : 1 € R}

c) Calculemos el angule; entrer,1 y «

|(1,2,1) '(1!1!0] 3 3 3\/_ \/_

— — — - = 0
CoSuy = = = 5 or = 30

JI+4+1.J/1+1 Ji2 2J3 6

Y el anguloa; entrer y 75 :

COSup = |(1’1’0) ° Q’l’_l)l _ 3 — \/§ - a = 30°

JI+1./4+1+1 J12 2

JUNOS, P2.[L: Se dan los puntos A(2,1,1) y B(1,0,-1) , y larectar de ecuacign- 5 =y = Z_LZZ Se

pide calcular razonadamente:
a) El punto C de que equidista de Ay B.
b) El area del triangulo ABC.

Resolucion

a) Los puntos que equidistan de Ay B forman su plano mediatriz Vamos a obtenerlo:
Sea P un punto cualquiera P(x,y,z),
d(P,A) = d(P,B) = X-2)2+(y-1)2+(2z-1)2= (X-1)%+y2+ (z+1)?
—AX+4+Yy? - 2y+1+22-2Z+1=X>-2Xx+ 1+ Yy’ + 22+ 22+ 1
—2Xx—-2y—-4z+4=0 = X+y+2z-2=0.
El punto C que buscamos se encuentra en la interseccion de este plano mediatriz yrla recta

‘x-5=y=2t2 =y =3
-2 2y+z=-2

X+y+2z=2

Asi, C es la solucion del sistemg: x-y =5
2y+z=-2

Este sistema se puede resolver por Gauss, por Cramer, expresandolo en forma matricial (asi se hace
con calculadora gréfica). Has de saber resolverlo de cualquiera de estas formas. Aqui lo resolveremos por
sustitucion:

(22ec)— x=y+5. (3%ec)— z = -2y- 2. Sustituyendo en la ecl:

y+5+y+2(-2y-2)=2 — -2y=1 _>y__l
__1 -9 - _of(_1 -1
X = 2+5 5 z 2( ) 2

Solucioén: C= (Q,—E,—O

b) El area del triangulo ABC resulta ser la mitad del &rea del paralelogramo definidﬁgoﬁ.

-11-
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C

AB = (-1,-1-2);AC = (3,3,-2)

Area ABC= % |A_B) X A_C)|

T 7K
ABxAC=| 1 1 2| =(1,-7,4). :AreaABC:%,/(—1)2+(—7)2+42 :%m
5 3,
2 2

JUNOS, P2.p: Dada larectar, interseccion de los plgneg =0y x—2y—1 =0, ylarectasde

ecuacién% =y-1=-z+3, se pide:

a) Obtener, razonadamente, las ecuaciones paramétricas dery s.
b) Explicar de un modo razonado cual es la posicion relativa de las rectasry s.
c) Calcular la distancia entre las rectas ry s.

Resolucion
X-2y-1=0
a) Para la rectaresolvemos el SC{ y , tomanda = 4, y=-1
y+z=0
Xx=1-22
= X+21-1=0—-x=1-21 =T y=-2
z=1
X=-2+2p
X-2y =-2
Para la recta resolvemos el SC 4 tomandoy = B, s y=p
y+z=
z=4-p

b) Para analizar la posicién relativa compararemos los vectores directores:

V- (-2-L,0yR-(@1-1): 2 - 2L -4

Son vectores proporcionales, por lo que tienen la misma direccion. Entonces se trata de rectas
paralelas o coincidentes. Para comprobarlo escogemos un punto cualquiera de la recta r (fom&nyos
lo llamamosP) :

1
P = (1,0,0) Ahora vemos si pertenece o ng a 0=p , Sistema que no tiene solucion
0=4

paraf, y por esdP no pertenece a la recta

Entonces, las rectas son paralelas.
c) Dado que se trata de rectas paralelas, escogemos un punto cualquiera de laPectél, 0,0)) y
calculamos su distancia a la resta

Escogiendo un punto cualquierasleQ = (-2,0,4)), la distancia dé asresulta ser la altura del
paralelogramo definido p@ yVe. Y la altura es el é\rea|(j3> x Ve| ) dividido entre la longitud de la

base.(Vz|):

-12-
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TTOK
3 0 -4
4P.s - QB < |21 1] 453 _ /16259 _ (50 _
’ V2| J2Z 124 (1) J/6 J/6 V6

:JZ:LZE
3 /3 3

SEPO08, P2{1: Dados los dos plamgs: x+y+z=3yn, : X+y—az = 0, se pide calcular

razonadamente:

a) El valor dex para que los planos; y 7, sean perpendiculares y, para este valas gdebtener las
ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de esos dos planos. (1,5 puntos).

b) El valor dex para que los planos 1y 2 sean paralelos y, para este vatoy aletener la distancia entre
los dos planog y 2. (1,8 puntos).

Resolucion

a) Los vectores normales a los planos 8on- (1,1,1)y v2 = (1,1,—a). Los planos seran perpendiculares
cuando los vectores y v o sean (su producto escalar ha de ser 0).

VieVo=1+1-a=0 = a = 2 (valor pedido de).
Vamos a obtener ahora (can= 2 ) la recta interseccion de ambos planos:

X=2-21
X+y+z=3 X+y+z=3
X+Y—22=0 Foo(-1)F1+F2 -3z=-3 1

Z =

b) Los planos seran paralelos cuando sus vectores normales lo sean. Para ser paralelos han de ser
proporcionales:
1_1_1

= o =-1.

1 1 -«
Para calcular la distancia entre planos paralelos §cen-1), escogemos un punto del plamg (
P =(1,1,1)) y calculamos su distancia al plane :

d(P, 7y — [BPLTDP2+Cpardl _ L-1+41-1+1-140] _ 3 _ 3/3 _ 5
Nraranr JIr1+1 3 3
También se puede calcular la distancia del punto al plano con el siguiente procedimiento:
X=1+41
1°) Obtenemos la rectaal planor, que pasapor R y =1+ 1
z=1+1

2°) Obtenemos el punto Q interseccion de la recta y el plano (sustituyendo las coordenadas de un
punto de la recta en la ecuacion del plano):

I
o o o

Il
e

X -1
A1+ +@A+A)+@A+1) =0 > A=-1-> y -1 - Q= (0,0,0)
z -1

3°) La distancia(P,z2) = d(P,Q). Calculamos esta ultima:

d(P,Q) - |QP| = JIZ+1"+1% - 3.

-13-
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SEPO8, P2{2: Dados el puni= (0,0,0)y el planor : x+y+ z = 6, se pide calcular razonadamente:

a) La ecuacion de la recta r que pasa por O y es perpendicular alpléhd puntos).
b) Las coordenadas del punto simétrico de O respecto del plaiiol puntos).
c) La ecuacion del plano que contiene al eje Xy alarectar. (1,1 puntos).

Resolucién
=1
a) Si esL  su vector director sefd = (1,1,1) - r : y=1 - X=y=12
z=2A

b) Calculemos primero el punto M interseccién de la recta r y el plano

A+A+A=6-2=2-M=(222) El puntoO’ que buscamos g + OM :
O =1(2,2,2)+(2,2,2)= (4,4,4)

¢) Un punto del eje X e® = (0,0, 0)(de hecho también pertenece a la rec¢tas el punto de corte de
ambas rectas)

Un vector del eje X esl = (1,0,0)y de la recta esV = (1,1,1) Yatenemos un punto y dos
vectores del plano que buscamos:

X=A1+p x 11

n y=8 Para obtener la ecuacion general resolvemgs0 1 | =0
z=p z 01

- -y+z=0

JUNO9, P2.1L: Sean A, By C los puntos de interseccion del plano de ecuaciéy— 2z— 4 = 0 con los

tres ejes coordenados OX, OY y OZ, respectivamente. Se pide calcular razonadamente:
a) El area del triangulo ABC. (1,1 puntos).

b) El perimetro del triangulo ABC. (1,1 puntos).

c) Los tres &ngulos interiores del triangulo ABC. (1,1 puntos).

Resolucion

a) Calculemos los puntos A,By C:
A tiene sus coordenadgs=0,z=0-x+4-0-2:-0-4=0->x=4-> A= (4,0,0)
B tiene sus coordenadas=- 0,z=0->0+4.y-2:-0-4=0-4y=4-B=(0,1,0)
C tiene sus coordenadas-0,y=0-0+4-0-22-4=0- -2z=4- C=(0,0-2)
Para calcular el area obtendremos los vectﬁéy CB. El médulo de su producto vectorial es el area del
paralelogramo que generan los 2 vectores.
El rea del triangulo pedido es la mitad del area del paralelogramo citado.

CA = (4,0,2)CB = (0,1,2)

—~Area ABC
TT K

- %| AxCB| - % 4 0 2||= %|(—2,—8,4)| - %,/(—2)2+(—8)2+42 = %J@ = J21
01 2

b) Tenemos que calcular las medidas de los lados, qu%@’@h |C_B>| |A_B)| :

|C_A’|=,/42+02+22=mzzﬁ |aa’|=,/02+12+22=,/§

-14-
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|A_B’| = J4)7+ 11402 = JI7. Perimetro ABG= 2,5 + /5 + J17 = 3/5 + /17 ~ 10.831

c) El angulo sobre el vértice A viene determinadoﬁz (-4,0,-2) yA_B> = (-4,1,0)
AB - AC 16+0+0 8 _A 8
COSA = —=>"~— = = - A = arcco§ —— | = 29.805°
|AB| . |AC| Ji7.2/5 /85
El &ngulo sobre el vértice B viene determinadoa_ﬁ}z (0,-1,-2) yg& = (4,-1,0).
BC.BA 0+1+0 1 .3 1
COSB = ———"—— = = - B = arcco§ —— | = 83.772°
|BC| . |BA| J5-J17 /85
El angulo sobre el vértice C viene determinadoﬁ_érz (4,0, 2)yC_B) =(0,1,2)

cosC - |C_§’{|%:|C_C3,’B| - D044 -2 8- arccof 2) 66, 425

JUNOQ9, P2.p: Dados los punt@40,0,0), A(4,4,0)y P(0,0,12), se pide obtener razonadamente:

a) La ecuacion de la recta que pasa por Ay es perpendicular al plano de eaadon(1 punto).
b) La ecuacion de un plano que cumpla las dos condiciones siguientes:
— Pase por Py por un punto Q de la recta de ecuaciély = 4
— Sea perpendicular a la recta que pasa por Oy Q. (2,3 puntos por hallar uno de los dos planos

solucién).
4
X=4
) Y=

b) SeaQ = (4,4,1). O_Q> = (4,4,1). Por lo que el plano pedido tendréa como vector norgdad, 1) :
La ecuacion del plano tendra la forma-+#4Ry + Az = d. Ahora bien, si ha de pasar por P y por Q:
P:4.0+4.0+1-12=d - 122 =d
Q44:-4+4.4+21-1=d - 32+12=d

Resolucion

X
a) El planoz = 0 tiene por vector normat = (0,0,1) Larecta pedidaeg vy
z

. Resolvemos por sustitucion: 3242 = 121 - A2 —-124+32=0.

Ecuacién cuyas soluciones sbn= 8 (d; = 96); 1, = 4 (d, = 48).

Entonces las 2 posibilidades para el plano pedidarson4x+ 4y + 8z= 96. y
w2 AX+4y+4z= 48

Simplificadaszy : X+y+2z=24. yny : X+y+z=12

SEPOQ9, P2{1: Dados los puntes= (3,1,4)y Q = (1,0,1), y el planor de ecuacion

w: X—2y+2z+5= 0, se pide calcular razonadamente :

a) La ecuacién de la rectaque pasa por el punto P y es perpendicular al pfar(@,4 puntos).

b) La ecuacion de los planos que pasan por el punto P y son perpendiculares al. §lapanto).

c) La ecuacion del planeo’ que pasa por los puntos Py Q y es perpendicular al ptari®,9 puntos).

Resolucion

a) Si la rectar es perpendicular &, su vector director sera el vector normalrdev; = (1,-2,2).

-15-
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X=3+21
Con el puntdP y el vectorv; : r< y=1-21 N = - N

z=4+21
. 2X+y -7=0
' 2y+2z-10=0

b) Los planos buscados son todos aquellos que contienen a la recta del apartado a).
Entonces, se trata de planos que pasan por el fiptitenen como vectores directoresyay a
cualquier otro vectot = (uy, Uz, U3):

XxX=3+A+ap x-3 1 a
Planos pedidos y=1-21+bp -|ly-1-2b| =0 -
z=4+21+cp z-4 2 c
(-2b—-2¢0)x+ (2a—c)y + (2a+ b)z+ (2b— 10a+ 7c) = 0, siendaa, b,c nUmeros cualesquiera, no

todos nulos (ya que representan al veaipr

Resolucion alternativa:
Dado que se trata de todos los planos que contienen a larrexdto se llama el haz de planosrdel

haz de planos se construye realizando una Combinacion Lineal de las 2 ecuaciones generales de la recta
m(2x+y -7)+n(2y+2z-10)=0 - 2MX+ (M+ 2n)y + 2nz+ (—7m-10n) = O.

c) Expongo 2 formas de resolucion, la 22 es méas sencilla, aunque es muy Util repasar y comprender ambas.
Seaax + by + cz+d = 0 la ecuacion de/ :
Comor!/ contiene&) - a-1+b-0+c-1+d=0->a+c+d=0
Comon! contiene & - a-3+b-1+c-4+d=0-> 3a+b+4c+d=0
Comor/ es perpendicular &, sus vectores normales son perpendiculares:
(a,b,c) - (1,-2,2)=a—-2b+2c=0

Resolvamos el sistema que hemos obtenido:

a+ c+d=0
3a+b+4c+d=0 . Comono es un sistema cuadrado, lo resolveremos por Gauss.

a-2b+2c =0

1 0110 1 01 10 101 10
31410 ~ 01 1-20 ~ 011-20
12200 FoFor-3F \ 02 1-10 /) "\ 00350
F3- Fa+(-1)F,

Como tenemos mas ecuaciones que incognitas, tomamouyso parametro:
(ec3)3c-5d=0-c= %d
(ec2)b+c-2d =0 - b+%d—2d= 0- b= 2d—%d - %
(ecl)a+c+d=0-a-= —c—dz—%d—dz %ad

La ecuacion del plano’ queda:‘T&jXJr %y+ %dz+ d = 0, donded puede tomar un valor

cualquiera (saldrian ecuaciones proporcionales que representan el mismo plano). Si tomamos por ejemplo
d=3:-8x+y+5z+3=0.

Resolucion alternativa:
Comor' es perpendicular &, el vector normal de esta contenido en’ (n, = (1,-2,2)).
Asi conocemos 2 puntos y un vectorae Restamos los dos puntos y asi obtenemos otro vector de
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n_l.

QP=P-Q=(21,3)
Construimos ahora el planod con el puntdQ = (1,0, 1)y los dos vectores anteriores:

x-1 1 2
y -2 1| = -8+y+5z+3=0.
z-1 2 3

NOTA: Existiria una tercera resolucion posible cogiendo la ecuacion del haz de planos del apartado b), y
sustituyendo en ella las coordenadas)ddresolvemos los valores dey n, y con ellos obtenemos la
ecuacion der'.

SEPQ9, P22 Seael plano de ecuacion : 3x2y+ 4z— 12 = 0. Calcular razonadamente:

a) Las ecuaciones de los dos planos paralelog@e distan 5 unidades @e (1,2 puntos)
b) Los tres puntos A, By C, interseccién del planoon cada uno de los tres ejes coordena@gspuntos)
c) Los tres &ngulos del triangulo ABQ.,5 puntos)

Resolucion
a) Como son planos paralelogasu ecuacion es’ : 3x+2y+4z+d = 0.

Dado un punto de&, P = (4,0, 0) su distancia al plane’ es 5 unidades:
dp,ry = £3:4+2:0+44-0+d| _ 5 13.4,2.044.0+d[=5- 29

3:4+2.0+4.0+d=5-y29 - d=5/29-12~ 14. 926

2 posibilidades:
P {3-4+2-0+4-0+d5-,/2_9—>d5@12z38.926

my i 3Xx+2y+4z+5/29-12=0

Asi, los planos pedidos soR:
mh o 3X+2y+4z-5/29-12=0

b) Un punto del eje OX tiene las coordenadas y,z nulas:
(a,0,0)» 3a+2:-0+4-0-12=0 - a = 4. El punto de corte con OX &= (4,0,0)
Analogamente,
(0,b,0) > 3:-0+2-b+4-0-12=0- b = 6. El punto de corte con OY &= (0,6, 0)
(0,0,c) > 3:0+2:0+4.c-12=0- c = 3. El punto de corte con OY & = (0,0, 3)

c) Para calcular los angulos calculemos los vectores que determinan los lados.
AB=B-A=(-4,6,0):AC=(-4,0,3)
Con las 2 expresiones del producto escahr: AC
(-4)+(-4)+6-0+3-0~ |AB| - |AC| - cosu

L cosy — 16 _ 16 __ 16 __16 _ _38

| A8 |AC] - J16+36-/16+9 J52.5 10/13 5/13

a= arccosi ~ 63°656°

5/13
Angulo sobre el vértic® : BA = (4,-6,0),BC = (0,6, 3).
cosp— 36 _ 36 _ 36 _ _6
J52 . /45 2,/13-3/5 6./65 J65

6 .
= arccos—— ~ 41°909°
ﬁ E

Angulo sobre el vértic€ : CA = (4,0,—3);53> = (0,6,-3)
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cosy = 9 -9 __3
J25./45 15/5 5/5
3 ,
= arccos—— ~ 74°435°
4 5/5

Comprobaciéona + p+y ~ 63.656% 41.909% 74.435°= 180.0°

. SX+y-z=4 X-y=-5
JUN10, PA2: Dadas las rectas de ecuacione y y s: y
2X—2y—-z=-5 z

se pide:

a) Justificar que las rectay s se cruzang puntos)

b) Calcular razonadamente la distancia entre las rect&s (3 puntos)

c) Determinar la ecuacion del plamaque es paralelo y equidistante a las rectas. (3 puntos)
Resolucién

a) Se puede resolver de dos formas:

12 forma: Estudiamos el rango de la matriz determinada por las 4 ecuaciones.

5 1 -1 4 5 2 1 0 5 2 1 0
2 -2 -1 -5 1 -2-10 1 -2-10
9 = 19 = g —4
1 -1 0 -5 Trans -1 -1 0 1 | Fs-4FsiF, -1 -1 0 1
0O 0 1 4 4 -5 -5 4 8 -1 50
5 2 1
El rango es 4 porque el determinante de la matriz que queda€s1 -2 -1 | =-54+ 0.
8 -1 -5

Por tener rango 4, el sistema formado por las 4 ecuaciones no tiene solucion, ya que
rg(A*) = 4,rg(A) = 3 (es 4x3)

Asi, las rectas no tiene nigun punto en comun, y cogid) = 3, las rectas tienen distinta direccion,
luego las rectas se cruzan.

22 Forma:

Estudiemos la posicion relativa de las rectas. Para ello tomaremos el vector director de cada una de ellas y
un vector que vaya de un punto da un punto des(P_Q>) :

i j K

Vw=|5 1 -1 | =3j-12k-3i=(-3,3-12) —Tomamosy, = (-1,1,-4)
2 -2 -1
ik

w=|1-10]| =-j-i=(-1,-1,00) >Tomamosz = (1,1,0)
0 0 1

ﬁj : Tomandaz = 0 en las ecuaciones deP = (% 11 O),
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Podemos tomar en su lugd@r= (-1,9, 16) que tiene la misma direccion.

-1 1 4
Estudiamos ahoraelrango@gve,W: | 1 1 0 | =8=0.

-1 9 16

Luego los tres vectores son linealmente independientes y por loiaptg no tienen la misma direccion
y ademas el vector que va de una recta a la otra no se encuentra en el plano determinggid ppor lo
que las rectas se cruzan.

b) Para calcular la distancia das, primero obtenemos el plamgs que contiene a siendo paralelo a
Entonces la distancia del plang; a la rectas es la distancia entre rectas.

Tomamos los vectores directoresrdgesy un punto de :

V= (-1,1, 4)vs—(110)P—(1 11 ,0)

_ _1

11 x 2

1 1 y- 141 =0=:4x-4y-2z2=-10= (s : 2x-2y-z=-5
-4 0 Z

Ahora tomamos un punto cualquierasieQ = (0,5,4)) y calculamos su distancia al plang; :

2.0-2.5-44+5 g
d(Q.rs) - -
Ny L

Y esta es la distancia entre las reatgss.

= 3 unidades.

c) El plano calculado en b) es paralelo a ambas rectas, por lo que su vector normal nos servira,

T = (2,-2,-1). El plano que buscamos es 22y - z+ D = 0 (Falta averiguab)

La distancia que le separa de ambas rectgs) ha de ser la mitad de la calculada en%):

d(S,?T) = d(Q’ 7[) =

2-0-2.5-4+D| _ 3 =2.1144D-3-3= |-14+D| -
2+ (22 + 12

-14+D=-3 =D=3f

2
e
_ -_9 ~ 19
14+ D 5 = D 5
1 1
2.2+-2.=-1.0+D
d(r,7) = d(P,z) = | 4 4 :%:@ZQ
J22+(-2)2+12
_ -9 _ 19
5+D 5 = D 5
_ -_9 -1
5+D 5 = D 5
Asi pues, el valor d® que da una distancia d% a cada una de las rectasl2s- 129
Por lo que el plana que buscamos es 22y —z+ % =0 = 4x—4y-2z=-19.
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JUN10, PB2: Seala recta de vector direct@R,—1, 1) que pasa por el punt® = (0, 3,-1). Se pide:

a) Hallar razonadamente la distancia del pukte (0,1,0)a la recta . (4 puntos)

b) Calcular razonadamente el &ngulo que forma la recta que pasa por losPyrAan la recta en el
puntoP. (4 puntos)

¢) SiQ es el punto donde la rectacorta al plano de ecuaci@= 0, comprobar que el triangulo de
vérticesAPQ tiene angulos iguales en los vértidey Q. (2 puntos)

Resolucién

a) Hallaremos el plane 1 ar que pasa poA. Después halaremos el purbinterseccion de y .

A es el punto de que esta mas proximoA Por eso la distancia d&a la recta es la distancia entre los
puntosA’ y A

El vector normal ar sera el vector director de: i = (2,—1,1). Con este vector normal y el purkg
construimosr :

r:2X-y+z=D—>2-0-1+0=D—->D=-1
Ti2X—-y+z=-1

Ahora hallamo#\' :

X=0+24
Rectar : < y=3-1 —»2-(2/1)—(3—/1)+(—1+/1)=—1—>6/l=3—>/1=%
z=-1+4

Sustituimosl en la ecuacion dey ya tenemo#\' = (1, %—%)

/_—/"_ 2, (3)2 . (_1)° _ M_F
d(A’A)_‘AA _\/1 +<2> +( 2) N4 Y2
b) Para calcular el angulo entre rectas tomamos sus vectores directores:

B _ AV (o A _ |(0,2,-1) - (2,-1,1)| _ 3 _ 3/30 J30
AP = (0,2-1);vf = (2,-1,1) cosa 5.6 7% 30

o = 56°47 21"

¢) Primero hallaremo® :
Comoz = 0, enlas ecuacionesdez=0=-1+1 —> 1 =1
Sustituyendo en, Q = (2,2,0)

Tener angulos iguales éhy enQ

quiere decir que es isbsceles, por lo
3 _ —>

gue es equivalente a q@€ y AQ

tengan el mismo médulo.

[AB| = 0.2-1)| = J5;[AQ] = I2,1,04 = /5,
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Luego el triangulo es isosceles y los angulo$egnenQ son iguales

SEP10, PAR: Se pide obtener razonadamente:

a) La ecuacion del plano que pasa por los punt@ = (0,0,0) A = (6,-3,0)y B = (3,0, 1) (3 puntos)

b) La ecuacion de la rectaque pasa por el punt® = (8,7,-2) y es perpendicular al plano.(3 puntos)

c) El puntoQ del planor cuya distancia al punt® es menor que la distancia de cualquier otro punto del
planozx al puntoP. (4 puntos)

Resolucion

. _—
a) Lo construiremos con los vector@, OBy el puntoO :

6 3 X
30y | =0=>9z2-6y-3x=0—7m:-X-2y+3z=0
0 1z

b) Su vector director ha de ser el normal del plawo= (-1,-2,3).

X=8-1
ConPyconvy, r : y=7-2A
zZ=-2+31

c) Buscamos el punto demas proximo &. Para encontrarlo usaremos la recpgerpendicular al plane
que pasa por.

El puntoQ sera la interseccion de la rectaonz.
Sustituimos un punto genérico den la ecuacionde : —(8— 1) —2(7-21) +3(-2+31) =0
— 141 = 28 = A = 2. Sustituimosen : Q = (6,3,4)

SEP10, PBR2: Dadas las dos reatgss de ecuaciones : X54 = y;24 =z-4ys:x= % = % se
pide calcular razonadamente:
a) Las coordenadas del purRale interseccidn de las rectag s. (3 puntos)
b) El &ngulo que forman las rectay s. (3 puntos)
c) Ecuacion implicitéAx + By + Cz+ D = 0 del planar que contiene a las rectay s. (4 puntos)
Resolucién
a) Pasaremos las ecuaciones a parameétricas para igualar las coordenadas:
r : PuntoA = (4,4,4) vectorv; = (3,2,1) s : PuntoB = (0,0, 0), vectorvs = (1,2,3)
X=4+3t X=Ss
r: y=4+2t =S y = 2s , dondet y sson los parametros de cada una de las rectas.
zZ=4+t z=3s
4+3t=-s
Igualamos: 4+ 2t = 2s Sustituimos laecl enlaec2yenlaeca3:
4+1t=3s
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(ec2)= 4+2t=2(4+3t) > 4t=4->t=-1;s=1
=
(ec3)=> 4+t=3(4+3t) > -8t=8—->t=-1;s=1

Como los valores dsy t coinciden, existe el punto de corte y lo averiguamos sustituyendo en las
ecuaciones de una de las rectas (por ejerajlo

P=(1,2,3)
b) Lo calcularemos con sus vectores directores:

cosg - 132D 23} _ 10 _ 5 _, ;4400455

J14 /14 14~ 7
c¢) Tomemos los vectorég = (3,2,1)Vs = (1,2,3)y el puntoB = (0,0,0):

3 1x
2 2y | =0=4x-8y+4z=0=>rn:x-2y+z=0
1 3z
) , X +z=2 2X—y =3
JUN11, PA2: En el espacio se dan las recta ysS: . Obtener
2x-y+z=0 X—y—-2=2
razonadamente:

a) Un punto y un vector director de cada re¢sauntos)
b) La posicidn relativa de las rectag s. (4 puntos)
c) La ecuacion del plano que contieneyaes paralelo &. (3 puntos)

Resolucién

a) Tomamog = 0 en las ecuaciones de
ecl)x =2
(ecl) .= PuntoP = (2,4,0)
(ec2)2.-2-y=0—>y=4

Para obtener el vector podemos hacer el producto vectorial de los vectores normales de cada uno de los
planos que forman las ecuaciones de

j
0
-1

(1,0,1)x (2,-1,1) = —i+j-k=(1,1-1) — ¥, = (1,1-1)

N -
PR X

Para obtener punto &g tomamos< = 0.

{ (ecl) ~y=3—-y=-3

= PuntoQ = (0,-3,1
(ec2) ~y-z=2—-12z2=1 Q= )

Obtenemos el vector decomo en la recta :

ik
2-1,00x(1,-1,-1)=| 2 -1 0 | =i+2j-k=(1,2-1) - Us = (1,2,-1)
1 -1 -1

Asi, rectar : P = (2,4,0)y V; = (1,1,-1); rectas: Q = (0,-3,1)y Uz = (1,2,-1)

b) Como los vectores no son proporcionales, no tienen la misma direccion, por lo que sdélo puede pasar
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que se crucen 0 que se corten.

. . == . . , . g ,
Para saberlo estudiaremos si el ve®Qrdepende linealmente @gy Us. Si asi fuese, significaria que
ambas rectas estan en un mismo plano, por lo que habrian de ser secantes. Si no, se cruzan.

1 1 1
PO =(2-71)—| 1 2 -1| = -1+0.
2 71

Entonces los tres vectores, Us y P_Q) son linealmente independientes, y las rectas se cruzan.
c) El plano pedido tiene el vector deel vector desy un punto de :
Ve =(1,1-1),Us = (1,2,-1),P = (2,4,0)

1 1 x-2
Ecuaciondelplang 1 2 y-4 | =0—>Xx+2-2=0—Xx+2=2
-1 -1 z
X=2
JUN11, PB2: Enelespaciose danlasrectax y=1-1 ys:x-1=y=2z-3.Obtener:
z=3

razonadamente:

a) Un vector director de cada una de dichas rectes. (2 puntos)

b) La ecuacion del plano perpendicular a la recae pasa por el puni@, 1, 3). (3 puntos)

¢) El punto de interseccion de las rectass (2 puntos)y la ecuacion del plane que contiene a estas rectas
I'ys. (3 puntos)

Resolucion
a) El vector der viene determinado por los coeficientesrdeV; = (1,-1,0).

y-b _z-¢

El vector des por la forma continua de la ecuacion de la reéia‘:l—a = 5 = s

como recta que pasa por el puiigob, c) y tiene como vector directdus, uz, us).

Asi, un vector director dsesus = (1,1,1)

b) Por ser perpendicularra el vector director de es el vector normal del plano.

Ecuacién del plano: 1x 1y+ 0z = D. Y el punto(0, 1, 3)ha de cumplir la ecuacion:
1.0-1:1+0:3=D—->D=-1=x-y=-1

c) Para buscar el punto de corte, sustituimos las expresionesrdias ecuaciones e

A-1=1-1=3-3= Porlaprimeraigualdad = 1, y se cumplen las 2 igualdades.

Asi, el punto de corte es (tomambs-= 1 en las ecuaciones dg: r : -1

N < X
[
W R P

Punto de corte(1, 0, 3)

Para la ecuacion del plano podemos tomar el vector dlevector des, y un punto cualquiera de
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cualquiera de las rectas (tomaniaso, 3))

1 1 x-1
-11 vy =0=2z2-y-X-5=0=n71:-X-y+2z=5
0 1z-3
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