Vibraciones y ondas

CUESTIONES

41.- a) En un movimiento armonico simple, ;cuinto vale la elongacion en el instante en el que la veloci-
dad es la mitad de su valor maximo? Exprese el resultado en funcion de la amplitud.

b) Sobre una particula de 200 g de masa actiia una fuerza elastica F = - 20x, siendo x la distancia desde
la posicion de equilibrio. Desplazamos la particula 10 cm de dicha posicion de equilibrio y la dejamos
en libertad. Escriba la ecuacion de su movimiento.

a) La velocidad de un oscilador arménico en funcion de la elongacion ( o distancia a la posicion de equili-
brio) viene dada por:

2 2

vV==xw \/ A" —x

de manera que su valor maximo se alcanzara en la posicion de equilibrio (x =0), y serda Vv, = *® A (los
dos signos corresponden a los dos posibles sentidos de la velocidad de la particula cuando pasa por la posi-

cion de equilibrio). Si en un instante la velocidad es igual a la mitad de su valor maximo, tendremos que:

A wA
V= b VAT X =
2 2

Resolviendo la ecuacion anterior, obtenemos que la velocidad es igual a la mitad de su valor maximo en las
siguientes elongaciones:

A

X ==

be

b) La fuerza que actua sobre la particula es proporcional a la elongacion y de sentido contrario a la misma
(observar el signo negativo que aparece en su expresion); se trata, pues, de una fuerza restauradora o recupe-
radora que, aplicada sobre la particula, provocard que ésta se mueva con movimiento arménico simple. La
ecuacion de dicho movimiento es la siguiente:

x =A sen (ot + @)

La amplitud del movimiento de la particula es de 10 cm = 0’1 m; para calcular la frecuencia angular o pul -
sacion tenemos en cuenta que k = 10 N-m-1 (pues F = - kx = - 10x):

_ k[0 ..
w—\/;— 0,2—7071rads

La fase inicial o constante de fase se calcula a partir de las condiciones iniciales:
ent=0,x=A = A=Asenp = senp=1 = ¢=m/2rad

Asi pues, la ecuacion del movimiento de la particula serd la siguiente:

x=0'1sen (7071t +a2)  (S.1)
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42.- a) Si se duplica la pulsacion de un movimiento armodnico simple, indique como varian su periodo,
su frecuencia, la amplitud y la fase inicial. Razone las respuestas.

b) Una particula describe un movimiento arménico simple de amplitud A. ;A qué distancia de la posi-
cion de equilibrio la energia cinética es 100 veces mayor que la energia potencial?

a) El periodo depende de la pulsacion o frecuencia angular de la siguiente manera:

Asi pues, si ® se duplica, el periodo se hara igual a la mitad (obviamente, si el objeto oscila con mayor fre-
cuencia, menor tiempo tardara en completar una oscilacion).
La frecuencia depende de la pulsacion de la siguiente manera:

Loégicamente, si o se duplica, también se duplicara la frecuencia del movimiento.

La amplitud del m.a.s. es independiente de la pulsacion, por tanto, permanecera constante (el m.a.s. es is0-

crono). Lo mismo sucede con la fase inicial (o constante de fase), la cual depende unicamente de las condi-

ciones iniciales.

b) La energia cinética, en funcion de la elongacion. de una particula que describe un m.a.s. viene dada por:
E.=%k (A*-x%)

y la energia potencial es:

E, =% kx?

Si la energia cinética es 100 veces mayor que la energia potencial, tendremos:

E.=100E, = %k(A’=x)=100"%kx®> =x=+070995 A

43.- a) La expresion

x=02senwt (S.L.)
describe el movimiento de una particula. Represente graficamente, en los mismos ejes, la elongacion, veloci-
dad y aceleracion en funcion del tiempo.
b) Una particula describe un movimiento armoénico simple de amplitud A y frecuencia f. Explique
como varian la amplitud, la frecuencia del movimiento y la energia mecanica de la particula al dupli-
car el periodo de oscilacion.

a) Se trata de la ecuacion de una particula que oscila (o vibra) a lo largo del eje X, a una distancia maxima de
0’2 m a un lado y a otro de la posicion de equilibrio (x = 0). La constante de fase es nula, lo cual significa
que en el instante inicial la particula se encuentra en el origen.

Calculamos la velocidad en cualquier instante derivando la elongacion con respecto del tiempo:

v = % =02mcos Tt (SI)

Finalmente la aceleracion dependera periddicamente del tiempo de la manera siguiente:



2
= 3—: = (:hf =—0'27 sen wt (S.1)

a

Para realizar la representacion grafica de la elongacion, velocidad y aceleracion hallamos el periodo, para asi
dibujar lo que sucede en una oscilacion completa:

Las graficas seran las siguientes:
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Observar que la elongacion y la velocidad estan desfasadas m/2 rad, y que la elongacion y la aceleracion es-
tan desfasadas = rad.

b) En el m.a.s. la amplitud es independiente de la frecuencia (es un movimiento isdcrono), de manera que no
variara aunque el periodo se duplique.

La frecuencia es inversamente proporcional al periodo; por tanto, si se duplica el periodo, la frecuencia se
hara la mitad del valor inicial (lo cual es logico, pues si aumenta el periodo la particula tardara mas tiempo
en describir una oscilacién completa).

La energia mecanica de una particula que se mueve con m.a.s. depende de la constante elastica y del cuadra-
do de la amplitud:

E=1/2kA®

Ninguna de las dos magnitudes varia cuando el periodo se duplica, por lo que la energia mecénica tampoco
variara.

44.- a) Una onda transversal de ecuacion y (x, t) = A sen (ot — kx) se propaga por una cuerda tensa. De-
duzca los valores de A, ® y k a partir de las graficas adjuntas, donde se representa en la figura de la iz-
quierda la variacion de la elongacion de los puntos en un instante concreto (expresada en cm), y en la
figura de la derecha, como varia su elongacion a lo largo del tiempo (expresado en ms). ;Por qué se
dice que las ondas arménicas tienen una periodicidad doble?
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b) Una onda cuya frecuencia es de 50 Hz se propaga por una cuerda sujeta por sus extremos a la velo-
cidad de 50 m-s™. ;Cual debera ser la longitud de la cuerda para que se produzca una onda estaciona-
ria en su modo fundamental de vibracion?

a) Decimos que las ondas armoénicas son doblemente periddicas porque las caracteristicas del movimiento se
repiten cada cierta distancia (longitud de onda) y cada cierto tiempo (periodo), es decir, cada longitud de
onda y cada periodo las particulas de la onda vuelven a moverse de la misma manera que un periodo antes y
que una longitud de onda antes.

A partir de las graficas observamos que la amplitud de la onda sera:

AZZCm:

En la grafica de la derecha observamos que el periodo de la onda es de 10 ms (= 0°01 s), por lo que la fre-
cuencia angular sera:

S22t n s
w= T 0 01 200 rad-s

En la gréafica de la izquierda observamos que la longitud de onda es de 10 cm (= 01 m), por lo que el nume-
ro de ondas sera:

_2m 2w -1
k=5t= =200 m"
Observar que la velocidad de propagacion de la onda sera:

V:QZZOOT[:

. -1
I 207 10 m-s

b) Sabemos que la distancia entre dos nodos consecutivos de una onda estacionaria es igual a A/2; si la longi-
tud de la cuerda es L y esta sujeta por sus dos extremos, dicha longitud debera ser igual a un numero entero,
N, de semilongitudes de onda:

L=N-A2

El modo fundamental de vibracion se corresponde con N = 1, de manera que la longitud de la cuerda sera:

L=2)2 =

La longitud de onda de la onda estacionaria que se propaga por la cuerda es: ; o

_ A _v_30_
V—T A=A =50 1 m

con lo que su longitud debera ser 0’5 m.
45.- a) Dos ondas viajeras se propagan por un mismo medio y la frecuencia de una es doble que la de la
otra. Explique la relacion entre las diferentes magnitudes de ambas ondas.

b) En una cuerda se ha generado una onda estacionaria. Explique por qué no se propaga energia a tra-
vés de la cuerda.

a) Si las dos ondas se propagan por el mismo medio, entonces tienen la misma velocidad de propagacion; si
fi es la frecuencia de la primera onda y f, = 2f; la de la segunda, tendremos que:
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Igualando, tenemos que:

}Llflzfoz = 7\4ﬂ=?»2'2ﬂ = )L]:27\,2

Finalmente, ambas ondas tendran la misma amplitud, pues es independiente de la frecuencia.

b) Una onda estacionaria es el resultado de la interferencia de dos ondas — las
ondas incidente y reflejada — que se propagan por un medio y que encuentran l/’\d 7\
un obstaculo en su desplazamiento. Poseen unos puntos, llamados nodos, en i

los cuales la amplitud es nula y que se encuentran en reposo, de manera que
impiden que la onda estacionaria propague energia a través del medio.

PROBLEMAS

46.- La aguja de una maquina de coser se mueve verticalmente con un movimiento que puede conside-
rarse vibratorio arménico simple. Si el desplazamiento vertical total de la aguja es de 8 mm, y sabien-
do que realiza 20 puntadas en 10 s:
a) Escriba la ecuacion de movimiento de la aguja, sabiendo que en el instante inicial se encuentra
en uno de los extremos de su trayectoria.
b) Calcule los valores maximos de la velocidad y de la aceleracion de la aguja, indicando donde se
alcanzan.

a) La ecuacion del movimiento de la aguja sera:
y=Asen (ot + @)
* Siel desplazamiento vertical total es de 8 mm, la amplitud sera de 4 mm.
* Sirealiza 20 puntadas (u oscilaciones) en 10 s, su frecuencia serd de 2 Hz, de modo que la frecuencia
angular o pulsacién se calculara del modo siguiente:

o =2nf=4nrads’

* Finalmente, hallamos la fase inicial o constante de fase a partir de las condiciones iniciales (en t = 0,
x=A):

A=Asen¢ = ¢@=m/2rad

Sustituyendo los tres valores, nos queda la siguiente ecuacion del movimiento:

y =0'004 sen (4nt + n/2) (S.I)

b) La velocidad de la aguja se calcula derivando su posicion (o elongacion) con respecto del tiempo:

v = d—i’: 0°016 cos (4mt +m/2) m-s”'

Su valor maximo es ‘Vméx =+0'016mT m's '=+0'05 m's ,y se alcanza en la posicion de equilibrio.
Los dos signos se corresponden con los dos posibles sentidos de movimiento de la aguja al pasar por dicho
punto.
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La aceleracion de la aguja se calcula derivando su velocidad con respecto del tiempo:

a= i_: = 070647 sen (4wt +m/2) m-s’

, y se alcanza en los extremos. Los sig-

S — ’ 2 -2 — , -2
Su valor méaximo es #méxz F0064n° m's "=F0'63 m-s
nos positivo y negativo se corresponden con el acercamiento y alejamiento, respectivamente, de la aguja res-
pecto de la posicion de equilibrio.

47.- Un bloque de 1 kg se cuelga de un resorte, observindose que éste se estira 40 cm. Si desplazamos
dicho bloque 10 cm hacia abajo y luego lo soltamos:

a) Escriba la ecuacion del movimiento del bloque.

b) (En qué puntos la energia cinética tiene un valor doble que el de la energia potencial?
g=10 ms™

a) La ecuacion del movimiento del bloque es la ecuacion de un m.a.s.: et il ok
x = A sen (ot + @) T TJ 3
]

* La distancia maxima que se separa el bloque de la posicion de equili- o] vt
brio es 10 cm, por lo que la amplitud del bloque es de 10 cm. I A |L S
*  Para calcular la pulsacion o frecuencia angular tenemos en cuenta que: vV

Ik
w = —_—
m
Calculamos la constante eléstica teniendo en cuenta que, cuando el muelle se encuentra en equilibrio

al colgar de ¢l la masa, la fuerza resultante ha de ser nula, es decir:

Fy+P=0= Fu=P = kx=mg :kz%z%zzs N-m™

oo:\/gz\/?—S:S rad s
m 1

* Finalmente, hallamos la fase inicial o constante de fase a partir de las condiciones iniciales (en t = 0,
x=A):

La frecuencia angular sera:

A=Asen¢o = ¢@=m/2rad

Sustituyendo los tres valores, nos queda la siguiente ecuacion del movimiento:

x=01sen(St+m2)  (S.L)

b) Las energias cinética y potencial dependen de la elongacion de la manera siguiente:
E.=%k (A*-x%) E, =% kx’

Los puntos en que E. = 2-E, serdn aquellos tales que:
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Bk(A?-x)=2%ks =X==
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48.- La ecuacion de una onda que se propaga por una cuerda tensa viene dada por:
y (X, t) = 0704 cos (7x) sen (7t) (S.L.)

a) Indique de qué tipo de onda se trata, explique sus principales caracteristicas y escriba las ecua-
ciones de las ondas cuya superposicion da lugar a la indicada, calculando su velocidad de pro-
pagacion.

b) Calcule razonadamente la distancia entre un nodo y un vientre consecutivos de dicha onda.
.Qué velocidad tendra un punto de la cuerda separado 1 m del foco cuando ha transcurrido
medio segundo?

a) Se trata de una onda estacionaria que se propaga a lo largo del eje X, obtenida como resultado de la inter-
ferencia o superposicion de dos ondas armonicas viajeras — la incidente y la reflejada — que encuentran un
obstaculo en su propagacion. Posee unos puntos caracteristicos llamados nodos, en los cuales la amplitud de
la onda es nula, que se encuentran en reposo, los cuales impiden la propagacion de energia de la onda por la
cuerda.

Las dos ondas cuya superposicion da lugar a la onda estacionaria que se propaga por la cuerda tienen la mis-
ma frecuencia y el mismo numero de ondas que la onda estacionaria, aunque sus amplitudes tienen un valor
igual a la mitad de la amplitud de dicha onda. Ademas, deben propagarse en sentido contrario, por lo que sus
ecuaciones seran:

‘yl(x, t) = 0’02 sen (it — x) ‘ ‘ ya(x, 1) = 0702 sen (nt + nx)‘

La velocidad a la que se propagan ambas ondas es la misma que la velocidad a la que se propaga la onda es-
tacionaria:

TRE ST
V—k—n—l m-s

b) Para hallar la distancia entre un nodo y un vientre consecutivos calculamos en primer lugar la distancia
entre dos nodos consecutivos, sabiendo que éstos son puntos en los que la amplitud resultante es nula:

Ar=004-cos(mx)=0 = mx=2n+1)nw/2 = x,=n+%
La distancia entre dos nodos consecutivos sera:
Xpe1—Xp=(M+1)+%—-(n+%)=1m

Por otra parte, la posicion de cada vientre se calcula teniendo en cuenta que en estos puntos la amplitud re -
sultante es maxima:

Ar=004cos (mx)= 004 = wx=nm = X,=n
La distancia entre dos vientres consecutivos sera:
X+1— X =M+ 1)-n=1m
En definitiva, la distancia entre un nodo y un vientre consecutivos sera de 0’5 m.

La velocidad (de vibracion) de los puntos de la cuerda se calcula derivando la ecuacion de la posicion (o
elongacion) de dichas particulas con respecto del tiempo:
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v=2 2004 cos (mx) cos (mt) m-s

ot

-1

Para un punto de la cuerda situado en x = 1 m cuando ha transcurrido 1 s tendremos que:

V=0'04ncosncosn=

Observar que dicho punto se mueve con el valor maximo de la velocidad (y hacia arriba).

49.- Una onda armoénica transversal que se propaga por una cuerda posee de ecuacion:
y(x,t)=003 sen 2t—8x)  (S.L)
a) ;Hacia dénde se propaga la onda? Determine la frecuencia, longitud de onda y velocidad de
propagacion de dicho movimiento ondulatorio.
b) (Qué distancia hay, en un cierto instante, entre dos puntos cuya diferencia de fase es de 2 rad?
Calcule la velocidad de un punto de la cuerda situado a 0°S m del foco cuando han transcurri-
do 2 s.

a) La onda se propaga en el sentido positivo del eje X. La frecuencia angular vale 2 rad/s, por lo que la fre-
cuencia sera:

2
=2nf=>f=2=_==0'32 Hz
@ o= 27 27 z

El nimero de ondas vale 8 m™', por lo que la longitud de onda sera:

k=222 gy

k 8

Finalmente, la velocidad de propagaci(')n de la onda sera:
7\‘T (D] 2
\ 3 025 m-s

b) La fase del primer punto, situado a una distancia x; del foco, sera:
2t — 8x4

La fase del segundo punto, situado a una distancia x» del foco, sera:
2t — 8x,

La diferencia de fase entre ambos puntos sera:

(2t—8x)—(2t—8x) =8 (X, —x)=2 = X—-x,=025m

La velocidad (de vibracion) de los puntos de la cuerda se calcula derivando la ecuacion de la posicion de di-
chas particulas con respecto del tiempo:

V= %=0'06 cos (2t —8x) m-s”'

Para un punto de la cuerda situado en x = 0’5 m cuando han transcurrido 2 s tendremos que:



v=0'06 cos 0 =006 m/s |

Observar que dicho punto se mueve con el valor maximo de la velocidad (y hacia arriba).

50.- Se hace vibrar transversalmente un extremo de una cuerda de gran longitud con un periodo de
0,57 s y una amplitud de 0°2 cm, propagandose a través de ella una onda con una velocidad de 01 m/s.
En el instante inicial, la elongacion en el foco es nula.
a) Escriba la ecuacion de la onda, indicando el razonamiento seguido.
b) Explique qué caracteristicas de la onda cambian si: i) se aumenta el periodo de la vibraciéon en
el extremo de la cuerda; ii) se varia la tension de la cuerda.

a) La ecuacion de una onda (viajera) que se propaga a través de un medio se escribe de la manera siguiente:

- t_x
y(x,t)—Asen[b[(T x)—l—cp

Conocemos la amplitud y el periodo, nos queda por calcular la longitud de onda. Para ello, partimos de la ve-
locidad de propagacion:

V=%=>7»=VT=0'1'0'5TE=0'057[ m

Sustituyendo, nos queda:

, ‘ t X ,
'y (x,t)=0"002 sen [27[(0,57[ - 0'057[)] =0°002 sen (4t — 40x] (S.L)

donde hemos tenido en cuenta que en t = 0 la elongacion en el foco (x = 0) es nula (y = 0), por lo que ¢ = 0.

b)
1) Si aumenta el periodo, disminuyen tanto la frecuencia como la pulsacion; asimismo, aumenta la lon-
gitud de onda (ya que la velocidad de propagacion, al no cambiar de medio, no varia).
i1) Si varia la tension de la cuerda, entonces varia la velocidad de propagacion de la onda a través de la
misma. Por consiguiente, también cambiara la longitud de onda.

En ninguno de los dos casos varia la amplitud de la cuerda, pues es independiente tanto del periodo como de
la velocidad de propagacion, solo depende del medio a través del cual se propaga la onda.
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