Integrales

1. Calcular las siguientes integrales:

i) IX3+5X2_3X+2dx ii)j Sdx iii)jxsenxzdx
Jx VB6X+1
Solucién:

i) Operando se tiene:

J‘X3 +5x2—3x+2dX: I(X5/2+5 312 _ayliz | ‘1’2)dx=
Ix

x7’2+5§ x>/2 3§x 24 22xM2 4= (ix +2x°2 2x+4jx“2+c

~N N

i) Ajustando constantes se tiene:

3dx J‘ 6dx \/—
= 6x+1+cC
AO6Xx+1 24/6x+1

iii) Haciendo el cambio de variable x?> =t = 2xdx = dt = xdx = %dt , Se tendré:

Ixsenxzdx = J%sentdt = —%cost +Cc= —%cos X2 +¢

2. Calcule las siguientes integrales

sen\/_ o33 +8x% +1
i) J. dx i) Jm 11)] Ide
Solucion:
)J-sen\/_

Haciendo el cambio de variable 4/3x =t = 8 gx=dt = 1 dx :%dt.

23X V3x
Sen\/\?’_x dx = J‘gsentdt = —ECOSt'FC: _ECOS\/?’—X+C
B : 3

Sustituyendo: I

i) Jm J.Z 26 + 2x dx—U G ] Ve + x> +5+¢

e® +x%+5 2\ f(x)
3 2
ii) Dividiendo: <X 8" *1_ 1o a9y
3x-1 3x-1
Luego:
3 2 3 2
dex:j X2 +3x+1+ ]dx:x—+3i+x+gln(3x—l)+c
3x-1 3x-1 3 2 3



3. Calcular el valor de a > 0 en los siguientes casos:

3 1 a 1 3
a) ——dx=a b) | —dx=3 C) dx=5.
o X+1 o X+1 0o X+a
Solucion:
) [—Ldxea = [ dx=[in(x+Df =In4-a
Jo x+1 o X+1 Bl o B
ea 1 a 1 a 3 3
b) | —dx=3= | —dx=[In(x+)ff =In(a+1) =3 = a+1=e®* = a=e’-1
Jo x+1 0 X+1
3 1 3 1 3 3+a
c) dx:5:j dx =[In(x+a)[; =In(3+a)-Ina=5 = Ih>—==5 =
Jo X+a 0 X+a a
- 318 5 . 34a-a® > aE’-1)=3 = a- -
a e’ -1

1

4. Calcular la integral definida j (X +x+1)dx
1

Solucién:
Para valores negativos de x, el valor absoluto de X, [x| = —x; para valores positivos de X, [X| = x.
Si ademas aplicamos las propiedades de la integral definida, se tiene:

r (X +x+1)dx :J.%M + X +1)dx +J.l(]x| +x+1)dx =
-1 1 0

0 1 0o
J.(—x+ x+1)de.(x+ x +1)dx :J.dx+J.(2x +1)dx =
0 a4 b

-1

42+u2+@ﬁ=—@n+a+nz3

5. Encontrar la funcién cuya segunda derivada es la constante 2, y cuya grafica presenta un
minimo en el punto (1, 2).

Solucién:
Datos: f " (x) = 2; f'(1) =0 — en x =1 se da un minimo; f(1) = 2: la funcién pasa por (1, 2).

Integrando la segunda derivada se obtiene la primera.
f'(x)= I f7(x)dx = Ide = f'X)=2x+c

Como f"(1) =0setendraque: f'1)=2+c=0 = c=-2. Luego f(x)=2x-2
Integrando f “(x) se obtiene f(x):

f(x) :If’(x)dx :J‘(x2 -Ddx = f(x) :g—x+k

Como f(1)=2setendradque: f(0)=k=1= k=3.
Luego, f(x)=x?—-2x+3



6. La derivada de cierta funcién fes f(x) = x? —1.

(a) Representar graficamente f * y deducir de esa grafica los intervalos de crecimiento y
concavidad de f.
(b) Hallar f sabiendo que f(0) = 1.

Solucién:
(a) La funcién f'(x) = x* —1 es una parabola. Su gréfica se obtiene dando valores y es la
siguiente.

24 A

Se observa que:
six<-1, f'(x)>0 = f(x) escreciente.
si-1<x<0, f'(x)<0 = f(x) es decreciente.
six>0, f'(x)>0 = f(x) escreciente.

Ademas, f “(x) es decreciente si x < 0 y creciente cuando x > 0.
Por tanto,

six<0, f" sera negativa y f cdncava ()

six>0, f”" >0y fconvexa (V)
En x = 0 se tendra un punto de inflexién.

(b) Integrando f “(X) se obtiene f(x):
3

f(x) :If’(x)dx :J‘(x2 -Ddx = f(x) :%—x+k

Como f (0) = 1 se tendré que: f(0)=k =1.
3
Luego, f(x) :%—x+1

Nota: Aunque no se pide, la gréfica de la funcidn es la siguiente




- .z 2
7. Sea considera la funcion f(x) =xe* .

(a) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x = 1.
(b) Calcular el area del recinto plano acotado limitado por la grafica de f(x) para x > 0, el eje
OXylarectax=2.

Solucién:
(a) La ecuacion de la recta tangente a f(x) en el punto (a, f(a)) es:

y—f(a)=f(a)(x-a)
Si f(x)=xe" = f'(x)=e* +2x%* ;luego f())=e; f'(1)=3e
De donde la tangente seré:

y—-e=3e(x-1) = y=3ex-2e

(b) Como la funcién es positiva en el intervalo considerado, el rea pedida viene dada por el
valor d la integral

2 2 2 2
I xe* dx:[lex } :l(e4 -1
0 2 o 2

NOTAS:
1. Esta integral es inmediata, no obstante podria hacerse el cambio x* = t.
2. Aunque no se pide, ni es necesario hacerlo, el recinto es el sombreado el la siguiente figura:

+1688

.



8. Sean las funciones f(x)=x*-9.y g(x)=x*-x-6.
Calcular:

a) Iimﬂ.
x—3 g(x)
b) Los extremos relativos de g(x), si existen.
c) Elérea del recinto limitado por la gréafica de la funcién f(x), el eje OX y las rectas x = 3, x =

6.

Solucidn:

2_ —
) lim-%) = jjm X9 :H:nm—(x HX+3) _jyp X+3_6
X—3 g(x) x=>3 X° —X—6 0

3 (X=3)(X+2) *3x+2 5
b) La funcién g(x) es una parabola de eje vertical: tendra un minimo, pues el coeficiente de x?

es positivo.
Por derivadas:

g(x)=x"-x-6 = g (X)=2x-1=0 = x=1/2.
Como g7 (x)=2>0, enx=1/2 setiene un minimo. Su valor es g(1/2) =-25/4
c) Elrecinto es el dibujado a continuacion.
130

28

+18

R

718

El area vale:
6 3 6
A:J.(XZ—Q)dX: X _gx| =18—(-18)=36
3 3 3



9. Sean las funciones f(x)=x?+ax+b, g(x)=—x?+c

a) Determinense a, b y ¢, sabiendo que las graficas de ambas funciones se cortan en los
puntos (-2, -3) y (1, 0).

b) Hallese la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de g(x) en el punto (-2, -3).

c) Calculese el area de la region limitada por las graficas de f(x) y g(x).

Solucion:

(@ Por f(-2)=-3 = 4-2a+b=-3

Por f(1)=0 = 1+a+b=0

De ambas ecuaciones se deduce que: a=2 y b=-3
Porg(l)=0 = -1+c¢c=0 = c=1

Las funciones son: f(x)=x%+2x-3, g(x)=-x*+1

(b) Latangentees: y—-g(-2)=g(-2)(x+2)
Como g(x)=-2x — ¢g'(-2)=4
Por tanto, la ecuacion de la tangente sera:
y+3=4(x+2) = y=4x+5 ¥

(c) La situacion grafica es la siguiente.

Las curvas se cortan en x =2 y X = 1, solucién de la
ecuacion

x> +2x-3=—-x?+1
El &rea es la zona sombreada, que vale:

1 1
A= j(g(x) — f(x))dx = j(—ZxZ —2x+4)dx =
-2 -2

1
:(—Exs—x2+4x] :_34_4_1_(&_8_4]:9
3 3 3

-2



10. Sea la funcién dependiente de los parametros a y b:
-2x—a six<0
f(x)=9 x-1 si0<x<2
bx -5 Six>2
a) Hallense los valores de ay b para que la funcion sea continua en el conjunto R de
nameros reales.
b) Represéntese graficamente para los valoresa=0y b =3.

c) Para los valores a =0y b = 3, hallese el area de la region plana acotada limitada por la
grafica de la funcion, el eje de abscisas y las rectasx =1y x = 3.

Solucién:
a) Enx =0:
six—> 07, f(x) > -a
six—> 0", f(x) > -1 = a=1

Enx=2:
six—> 27, f(x) > 1
six—>2", f(x) > 2b-5 = b=3.

—2X six<0
b) Para los valoresa=0 y b=3lafuncibnes f(x)=< x-1 si0<x<?2

3x-5 six>2
Su gréfica es la adjunta.
6
¥
c) El érea es la de la regién sombreada en la figura. .
2 3 4
A= j(x—l)dx+j(3x—5)dx =
1 2 3
2 2 2 8
X 3x 1 5
=|——X| +|—-=-5x|] ==+—=3 2
2 . 2 , 2 2
1
1 P12 3 4
-1




11. Hallar el &rea comprendida entre las dos parabolas y = x*> e y = —2x? +3.

Solucidn:

La region es la sombreada en la siguiente figura.

Las curvas se cortan en los puntos (-1, 1) y (1, 1), que son las
soluciones del sistema

{y =-2x?+3

Como y = x? va por debajo de y =-2x? +3 en el intervalo (-1, 1),

y=x°

el area viene dada por:

1 1
A:J.(—ZXZ +3-x2)dx :J.(—3x2 +3)dx = (- +3xf1 _2_(-2)=4
-1 -1 -

12. Dada la funcién f(x) =

a) Representa graficamente f.

— X% -2x i
-1+ 2x
— X2 4+2x i

Si

Xx<0
O0<x<l1.
Xx>1

T

b) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, y las rectas x :% y X :g

Solucidn:

a) Es una funcion definida a trozos, compuesta por dos trozos de parabola y un trozo de recta.
Ambas funciones pueden representarse dando valores. Los damos en la siguiente tabla:

-3

—2

-1

0

0,1

0,5

1

1,1

2

3

4

X
f(x)

-3

0

1

0

—0.8

0

1

0,99

0

-3

-8

Se obtiene la figura:

b) El &rea pedida es la sombreada en la figura adjunta.

Su valor es:

1
A= | (-x* + 2)dx + A(triangulo) =
2

(—ixs +4x]
3

A

-1

+§:£_4_
2

-2

3

[

°_8

J

9 37
4+ —=—
2 6

B 1 31 2
1



13. Calcular el &rea del recinto limitado por la curva y = 2x* —8x y el eje de abscisas.

Solucién:
El recinto es el sombreado en la siguiente figura.

Para representarla observamos que: 5
—corta al eje OX en los puntos x=-2,0y 2,

soluciones de 2x3 —8x =0

— tiene maximos o minimos cuando y'=6x?-8=0 -4 1
2

= X=1t—

3 -5

— la funcioén es impar.

— dando algunos valores se obtiene la gréfica.

El &rea viene dada por:

0
0

A= zj (2x3 —8x)dx = 2@%‘ —4x2] — 2(-8+16) =16
-2

-2

14. Dibujar el recinto engendrado por las funciones
y=x-1; y=2(x-1); y=(x-1)3
Calcular el area de dicho recinto.

Solucion:

Se trata de dos rectas y de una parabola. Pueden
representarse dando valores.

El &rea pedida es la del recinto sombreado en la figura.

Los puntos de corte entre las distintas graficas se obtienen
resolviendo los sistemas:

=x-1
{y , = X=1,x=2

y=(x-1)
=2(x-1
y=20x 2) = x=1,x=3
y=(x-1)
El &rea del recinto viene dada por: s

2 3
A=Al+A2= J.[Z(x -1 —(x-1)]dx +J[2(x ~1) - (x-1)%]dx =
1 2

2 3 2 2 3
:J.(x—l)dx+J.(—x2+4x—3)dx: x| 4| -——+2x*-3x
1 2 2 . 3




2x-1

15. a) Encuentra la primitiva de la funcion f(x) = 27 - x3 +3e que en el 1 valga 26,75.

b) Dibuja la funcién f(x) = 27 —x3, y calcula el area limitada por la curva y el eje X entre x
=-3yx=5.

Solucién
a) Es una integral casi inmediata:

2 -1 2
F(x):j X+ dx:dex+4jx‘2dx:x—+4x—+c:X——£+c
X2 2 -1 2 X

SiF(1) =26,75 = ﬂ—£+c:5 =
2 2 c=5

b) f(x)=27-x* = f(x)=-3x* = f7(x)=-6x
Como f“(x) < 0 para todo x, la funcién es siempre decreciente.
En x = 0 tiene un punto de inflexién, siendo convexa (V) si x <0y céncava (") cuando x > 0.

Cortes con los ejes:
six=0, f(0) =27 — punto (0, 27)
siy=0, 0=27-x3 x=3— punto (3, 0)

Dando otros valores: (-2, 35); (1, 26); (2, 19); (4, —37), se obtiene la figura siguiente.

¥ 11098

El &rea pedida es:
158

\ A:ﬁ27—x3bx—L?27—x3)jx =

3 A P
1 =lorx= 2| —orx-X
4 " 4

1-5@ =162 + 82 =244

3

+—188




16. Dada la funcién f(x) = x +i2 (x>0).
X

a) Encuentra la primitiva de f que en el 2 valga 5.
b) Dibuja la funcion f. Halla el area limitada por la curva y el eje de abscisas entre los puntos
de abscisax=1yx =4,

Solucién
a) Es una integral casi inmediata:

2 -1 2
F(x):j X+ dx:dex+4jx‘2dx:x—+4x—+c:X——£+c
X2 2 -1 2 X

SiF(2) =5 = g—%+C:5 = c=5

2
. 4

Por tanto, la primitiva buscada es: F(x) = X? ——+5
X

b) La curva tiene una asintota vertical (la recta x = 0) y otra oblicua (la recta y = x). Se ve

facilmente, pues:
I 4 . 4 lg
im| X+— |=40y lim | x+— | —>X
x—0 X X—>+00 X
16
Damos algunos valores y representamos los puntos: lq
(1, 5); (2, 3); (3, 3,44); (4, 4.25); (5, 4,16)
12
Se obtiene la curva —
El area pedida es: 2 4 b 8

4 2 4
A:I(X+i]dX: X4 7l (g2
1 NG 2 X . 2 2



17.a) Encuentraf’(2) donde f “ es la derivada de la funcién f dada por
f(x) :i2+8x—x2 ~12, (x=#0).
X
b) Dibuja la funcién f(x) =8x—x? —12 y calcula el &rea limitada por la curva y el eje X
entrex=-1yx=2.
Solucion
2) F(X) == +8x—x2—12 = f'(X)= 2+ 6x—3x?
X X

~a
Luego —10= 02 +6(-1) —3(-1)°

b) f(x)=8x—x?-12 puede trazarse dando valores; también puede verse que tiene un
minimo en x = 4, que es el vértice de la parabola, pues f7(x) =6-6x=0six=4.

Algunos valores:

X -1 0 112 |3|4|5]|6

f(x):8x_x2_12 -21 |-12 |-5 [0 |3 |4 |-3 |0

Su gréfica sera la siguiente.

™ El &rea limitada por la curva y el eje OX entre -1y 2 es la
/_\ sombreada en la figura. Como en ese intervalo la funcion toma
_2 4 &8 valores negativos, seré:
2 3 2
2 X 2
A= —I(—x +8x—12)dx = —(—— + 4x —12x] =
=1 -1 3 1

= 32 +4—9 =27
115 3 3
-—28




18. Se espera que, en los proximos diez afos, las ganancias (en millones de euros) de una

empresa, vengan dadas por la funcién P(t) = -2t + 20t +5

a) Determinar cuando las ganancias seran iguales a 5 millones de euros.
b) Determinar en qué afios decreceran las ganancias. ¢Cuando son maximas?
c) ¢Cuales seréan las ganancias acumuladas durante los cinco primeros afios?

Solucion:
a) Se cumple: P(t)=—-2t®>+20t+5 =5 = t=0, t = 10.
La solucion t = 0 carece de sentido. Por tanto, a los 10 afios la empresa gana 5 millones.

b) Derivando: P’(t) = —4t + 20.— esta derivada se anula cuando t = 5.
Sit<5,P'(t)>0 = P(t) es creciente.
Sit>5,P'(t) <0 = P(t) es decreciente
Si crece para valores de t <5y decrece parat > 5, ent =5 se da el maximo de P(t).
Dicho maximo es P(5) = 55 millones.

c) Las ganancias pedidas vienen dadas por la integral
5

J(—th + 20t + 5)dt — el area sombreada en la figura adjunta.
0

Su valor es:

5 B 5
J(—th +20t +5)dt = [?zﬁ +10t? +5t} :5—?3 millones de
0 0

euros.

19. Se considera la parabola p(x) = -0,5x? +1,5x y sea s(x) la linea poligonal que se
obtiene uniendo los puntos (0, 0), (1, 1), (2, 1) por segmentos de recta. Representa el
recinto limitado por la parabola y la poligonal y calcula su area.

Solucién:
Damos algunos valores para trazar la parabola:

X 01112 |3

p(x)=-05x>+15x [0 [1 |1 |O

El recinto es el sombreado en la siguiente figura. 11

Su éarea viene dada por la diferencia de la O ; Le:

y 2y la del trapecio de vértices OABC. Y vale:

determinada por debajo del arco parabélico entre 0 1 1 2 3\ 4
-1

2 2
S:I(—0,5x2+1,5x)dx—w: (058 W0 34,5 3
0 2 3 2 2



20. Se considera la funcion f (x) = —ax? +5x—4.

a) Calcula el valor de a para que la recta tangente a la funcion en el punto x =3 corte al
eje OX enel punto x=5.

b) Calcula, ademas, el area de la region limitada por dicha tangente, el eje OX y la funcion
f (x), para el valor de a obtenido anteriormente.

Solucién:
a) La ecuacion de la recta tangente sera:

y-fQ)=fQ3)(x-3)
f(x)=-ax?+5x—4 = f’(x)=—-2ax+5

La tangente sera:
y—(-9a+11) = (-6a+5)(x—3)
Como pasa por el punto (5,0) = 0-(9a+11)=(-6a+5)(5-3) = a=1
En consecuencia, la funciénes f(x)=-x*+5x—4,ysutangenteenx =3, y = —x+5.

b) La regién es la sombreada en la figura siguiente.

Su érea viene dada por:

5 4 2 5 3 2 4
J(—x+5)dx—J(—x2+5x—4)dx: SRS B D S S
3 3 2 3 3 2 3

= —§+25—(—g+15]— (—%+40—16 - —9+£—12 :2—1:E
2 2 3 2 6 6



2 -
. -X“+4 si x<-1
21. Dada la funcién f(x) :{ | 2| . 1
X— Si X>—

1) Representa graficamente f.
2) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f y eje de abscisas.

Solucidn:

1) Es una funcidn definida a trozos, compuesta por un trozo de parabola y dos trozos de recta,
pues atendiendo al valor absoluto

—x*+4  x<-1
f(X)=4 —x+2 -1l<x<2
X—2 X>2

Ambas funciones pueden representarse dando valores. Los damos en la siguiente tabla:

X -3 |[-21|-1 (011 |2 |3
fx) |[-5 |0 (3 |2 (1 |0 |1

Se obtiene la figura:

/2 -1 . 1 2 3
2) El &rea pedida es la sombreada en la siguiente figura.
Su valor es:
-1
A= | (-x* + 2)dx + A(triangulo) =
-2

= (—ixs +4x]
3

1
+§:£_4_ §_8 +g:3_7
2 3 3 2 6

-2



22. a) Dada la funcién f(x) = 2 +3x2 — x*, encuentra a para que si f “es la derivada de f,
X

entonces f "(-1) = -10.

b) Dibuja la funcién f (x) =3x? — x®. Encuentra el area limitada por la curva y el eje X entre

X=-1lyx=2,
Solucion
a 2 U3 . —a 2
a) f(x)=—+3x"-x" = f(x)=—+6x-3X
X X

—a
12

Si f(-1)=-10 = -10= +6(-1)-3(-)? = a=1

b) f(x)=3x>-x3 = f(x)=6x-3x?=3x(2-x) = f7(Xx)=6-6x

La derivada primera se anula en x =0 0 x = 2. Luego:

« six<0, f'(X)<0 = f decrece

o si0<x<2, f(X)>0 = f crece = enx =0 hay un minimo.
. six>2, f'(x)<0 = f decrece = enx =2 hay un maximo.

La derivada segunda sea anula en x = 1, luego:

« six<l, f7(x)>0 = f esconvexa (V)

« Six>0, f7(x)<0 = f esconcava (") = enx =1 hay
punto de inflexion

La curva corta a los ejes en los puntos (0, 0) y (3, 3). Dando otros
valores,{(-1, 4); (1, 2); (2, 4); (4, —16)}, puede trazarse la grafica
pedida.

El &rea pedida es la sombreada en la figura. Su valor es:

2 4 2
A=I(3x2—x3)dx = | -X :8_4_(_1_l]:£
1 4], 4)” 4




