UNIDAD 1.- PROBABILIDAD

1. EXPERIMENTOS ALEATORIOS. ESPACIO MUESTRAL.

Definicion: Un fendmeno o experiencia se dice aleatorio cuando al repetirlo en condiciones andlogas no se
puede predecir el resultado.

Si por el contrario, se puede predecir el resultado de una experiencia aun antes de realizarla, se dice que el
experimento es determinista.

Son fenémenos aleatorios:
- Extraccidn de una carta de la baraja.
- Lanzamiento de un dado.
- Respuestas a una encuesta.

Definicion: El conjunto de todos los posibles resultados de un experimento se llama espacio muestral y se
designa por la letra E

Ejemplo: El espacio muestral del experimento que consiste en lanzar un dado es:
E ={1,2,3,4,5,6}

Ejemplo: El espacio muestral del experimento que consiste en lanzar una moneda al aire tres veces es:
E ={(c.c.c),(c.c,x),(c.x.¢),(x.C,c),(xx%.c),(XCX),(c, % X), (X X X)}

Ejemplo: El espacio muestral del experimento que consiste en lanzar tres dados y anotar la suma de los
puntos obtenidos:

E= {3, 4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,15,16,17,18}

Definicidn: Cada elemento del espacio muestral E se llama suceso elemental.

Ejemplo: Una bolsa contiene bolas blancas y negras. Se extraen sucesivamente tres bolas. Calcular:
1. El espacio muestral.

E={(b, b, b); (b, b, n); (b, n, b); (n, b, b); (b, n, n); (n, b, n); (n, n, b); (n, n, n)}
2. Elsuceso A = {extraer tres bolas del mismo color}.

A ={(b, b, b); (n, n, n)}
3. Elsuceso B = {extraer al menos una bola blanca}.

B={(b, b, b); (b, b, n); (b, n, b); (n, b, b); (b, n, n); (n, b, n); (n, n,b)}
4. Elsuceso C = {extraer una sola bola negra}.

C={(b, b, n); (b, n, b); (n, b, b)}
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2. SUCESOS
Un suceso de un fendmeno o experimento aleatorio es cada uno de los subconjuntos del espacio muestral

E.
Se suelen representar por letras mayusculas o una expresion que lo identifique claramente.

Tipos de sucesos:

- Sucesos elementales, son los formados por un solo resultado del espacio muestral.

- Sucesos compuestos, son los formados por varios sucesos elementales.

Ejemplo:
Tirando un dado obtener una puntuacién que sea par.

PAR={2,4,6!

- Suceso seguro, E, estd formado por todos los posibles resultados (es decir, por el espacio muestral).

Ejemplo:
Tirando un dado obtener una puntuaciéon que sea menor que 7.

- Suceso imposible, @, es el que no tiene ningln elemento.

Ejemplo:
Tirando un dado obtener una puntuacién igual a 7.

- Unidn de sucesos. Dados dos sucesos Ay B se llama unién de Ay B, y se representa por AUB, al
suceso que se realiza cuando se realiza alguno de ellos, A o B.

Ejemplo:
Se el experimento aleatorio de lanzar un dado. Consideramos el suceso A = {salirn? par} ={2, 4, 6}y
el suceso B = {salir un 5}. El suceso AuUB={2, 4,5, 6}

- Interseccidn de sucesos. Dados dos sucesos Ay B se llama interseccién entre Ay B y se representa
por ANB  al suceso que se realiza si y sélo se realizan simultdneamente Ay B

Ejemplo:
Se el experimento aleatorio de lanzar un dado. Consideramos el suceso A = {salir n2 par}={2, 4, 6}y
el suceso B = {salir un multiplo de 3} = {3, 6}. El suceso AnB = {6}
Si consideramos C = {salir impar}, entonces tenemos que ANC =

. . A c
- Suceso contrario o complementario de A. Se representa por Ao por A , al suceso que se
realiza cuando no se realiza A y reciprocamente.
El suceso contrario de E es @ y reciprocamente.

Ejemplo:
Se el experimento aleatorio de lanzar un dado. Consideramos el suceso A = {salir n2 par} = {2, 4, 6}.

El suceso A® = A= {salir n2 impar} = {1, 3, 5}

- Sucesos incompatibles. Dados dos sucesos Ay B se dicen incompatibles si es imposible que ocurran
alavez, es decir, ANB=0

Ejemplo:
Consideramos el suceso A = {salir n2 par} = {2, 4, 6} y el suceso B = {salir un multiplo de 5} = {5}. Los
sucesos son incompatibles pues AnB=0
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- Diferencia de sucesos. La diferencia de dos sucesos, A—B , es el suceso formado por todos los
elementos de A que no son de B. Es decir, la diferencia de los sucesos A y B se verifica cuando lo
hace Ay no B. Portanto, A—-B=ANB°
A - B se lee como "A menos B".

Ejemplo: Consideramos el experimento que consiste en lanzar un dado, si A = "sacar par" y B = "sacar
multiplo de 3". Entonces A—B=ANB‘={2, 4}

Definicion: Un suceso A esta incluido (contenido) en otro suceso B si todos los sucesos elementales de A
son sucesos elementales de B . Se representa por Ac B.

Dos sucesos A y B son iguales si estan formados por los mismos sucesos elementales. Se representa por
A=B.

Ejemplo: Considerando el experimento de lanzar un dado, el suceso A= {2,6} esta contenido en el suceso

B ={salir par}.Y el suceso C ={salir par o impar} y el suceso D = {salir un n® menor que 7} son iguales

3. ALGEBRA DE BOOLE DE SUCESOS

Se llama espacio de sucesos al conjunto de todos los sucesos posibles de un experimento aleatorio. Se
representa por la letra §

Se verifican las siguientes propiedades con la unién, interseccidon y complementacién (contrario) de
sucesos:

PROPIEDAD UNION INTERSECCION
1. Conmutativa AuB=BUA AnB=BnA
2. Asociativa Au(BuC)=(AuB)uC AN(BNC)=(AnB)nC
3. Idempotente AUA=A ANnA=A
4. Simplificacion AU(BNA)=A AN(BUA)=A
5. Distributiva AUu(BNC)=(AuB)N(AUC) AN(BuC)=(AnB)U(ANC)
6. Elemento neutro Avud=A ANE=A
7. Absorcién AUE=E AN =0

Por verificar estas propiedades, al espacio de sucesos con estas operaciones de unidn, interseccién y
complementacion se le llama algebra de Boole de los sucesos aleatorios.

También se verifican estas dos importantisimas propiedades conocidas como Leyes de Morgan:

- El suceso contrario de la unidn de sucesos es la interseccidon de sus sucesos complementarios
(AUB) =A"NB°

- El suceso contrario de la interseccidn de sucesos es la union de sus sucesos complementarios
(ANB) =A"UB®

Ejemplo: Tenemos una urna con nueve bolas numeradas del 1 al 9. Realizamos el experimento que consiste
en sacar una bola de la urna, anotar el nimero y devolverla a la urna. Consideremos estos sucesos:
A = “sacar un n? par”, B = “salir un n2 cuadrado” y C = “salir un n2 primo”
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Tenemos que el espacio muestral es E={1,2,3,4,5,6,7,8,9} y los sucesos dados son A={2,4,6,8},
B={14,9} y C={2,3,57}. Pasemos a comprobar algunas de las propiedades

a. Distributiva de la unién respecto de la interseccion AU(BNC)=(AuB)n(AUC)
AU(BNC)={2,4,6,8}U({L4,9}n{2,35,7})={2,4,6,8} uD={2,4,6,8}
(AUB)N(AUC)=({2,4,6,8}U{1,4,9})({2.4,6,8}L{2,3,5,7})={1,2,4,6,8,9}{2,3,5,4,6,7,8} ={2,4,6,8}

b. Primeraley de Morgan
(AUB)° =({2,4,6,8/U{1,4,9}) =({1,2,4,6,8,9}) ={35,7)
A°NB°={2,4,6,8°n{1,4,9)° ={1,35,7,9){2,3,56,7,8} = {3,5,7}

c. Segunda ley de Morgan
(AnB) =({2,4,6,8/n{1,4,9}) =({4}) ={1,2,35,6,7,8,9}
A°UB® = {2, 4, 6,8}C u{l, 4, 9}° = {1, 3,5, 7,9} u{2, 3,5,6, 7,8} = {L 2,3,5,6,7,8, 9}

4. PROBABILIDAD. PROPIEDADES
La probabilidad mide la mayor o menor posibilidad de que se dé un determinado resultado (suceso)
cuando se realiza un experimento aleatorio.
La probabilidad toma valores entre 0 y 1 (o expresados en tanto por ciento, entre 0% y 100%)

Definicion: La probabilidad de un suceso A es el limite al que tiende la frecuencia relativa de A cuando
el n° de experiencias es muy grande, es decir, tiende a oo

Definicién: Llamamos probabilidad a toda aplicacion P definida entre los conjunto Sy R

P: S—> R A . -
que verifica los axiomas siguientes:
A— P(A)
e Axioma 1. La probabilidad del suceso seguro o espacio muestral es 1
P(E)=1
e Axioma 2. Cualquiera que sea el suceso A, su probabilidad es un n2 no negativo
P(A)>0

e Axioma3.Si Ay Bson dossucesos incompatibles, AnB =, entonces la probabilidad del suceso
unioén es la suma de las probabilidades de los sucesos
P(AuB)=P(A)+P(B)

Propiedades

- La probabilidad del suceso seguro, E,es 1: P(E)=1

- Se cumple que para cualquier suceso 0 < P(A) <1

- La probabilidad de la unién de dos sucesos, A y B, que sean incompatibles (AN B = 0) es:
P(AuB)=P(A)+P(B)

- La probabilidad del suceso imposible es 0: P(J) =0
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- La probabilidad el suceso contrario o complementario es: P(A°) =1—P(A)

- La probabilidad de la union de dos sucesos, Ay B, es:
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
- Si Ay Bson sucesos talesque Ac B entonces P(A) <P(B)

Ejemplo: ¢ Cudl de las siguientes aplicaciones define una probabilidad en E = {A, B,C} ?
a) P(A) :%, P(B) :% y P(C)=%. No se trata de una probabilidad pues
1 1 1 13

P(E)=P(A)+P(B)+P(C) :Z+§ +§_E¢l
b) P(A) :%, P(B) :% y P(C)=%. En este caso cumple los tres axiomas luego es una probabilidad
Ejemplo: Sea P una probabilidad definida en E ={A,B,C}. Encuentra P(A) sabiendo que:
a) P(B) =% y P(C):% . Como se tiene que cumplir el axioma 1, tenemos que
P(E) = P(A)+P(B)+P(C) = P(A)+% +%=1:> P(A) =1—%—% =g=%
b) P(A)=2P(B)y P(C):%. Como se tiene que cumplir el axioma 1, P(E) =P(A)+P(B)+P(C) =1
Sustituyendo, 2:P(B)+ P(B) +% =1=3P(B)= % = P(B) :% Y por tanto P(A) =2-P(B) = 2-% = %

Ejemplo: Por una encuesta realizada entre los estudiantes de Bachillerato de un instituto, se sabe que lee
el periédico el 40 % y el 30 % lee alguna revista de informacién general. Ademas, el 20 % lee periddicos y
revistas. Con estos datos, ¢cual es la probabilidad de que un estudiante, elegido al azar, lea el periddico o
revistas?

Consideremos los sucesos, LP ="lee periddico” y LR = “lee revista”, tenemos como datos por el enunciado
del problema que: P(LP)=0,4 P(LR)=0,3 P(LPNLR)=0,2

Aplicando la propiedad de la unién de sucesos:
P(LPULR)=P(LP)+P(LR)-P(LPNLR)=0,4+0,3-0,2=0,5

5. REGLA DE LAPLACE

Un caso particular y simple de probabilidad en un espacio muestral finito es aquel en el que se puede
suponer que cada suceso elemental tiene la misma probabilidad de ocurrir. Cuando esto ocurre se dice que
los sucesos elementales son equiprobables.

En este caso, y solo en este caso, podemos aplicar la llamada regla de Laplace para hallar la probabilidad de
un suceso:

“Sea un suceso A compuesto por sucesos elementales del espacio muestral E, entonces la probabilidad de
A viene dada por:

numero de elementos de A numero de casos favorables
numero de elementos de E~ numero de casos posibles

P(A) =

Ejemplo: Si se lanza un dado perfecto, la perfeccién del dado nos induce a suponer que la probabilidad de
cada suceso elementales la misma. Como ademas la suma de estas probabilidades ha de ser 1, se asigna a
cada suceso elemental 1/6 de probabilidad.
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En este caso, la probabilidad del suceso A:” Obtener nimero par” es: P(A) = P({2,4, 6}) =3/6=0,5

Estas probabilidades que, como en este ejemplo, se asignan a los sucesos por consideraciones tedricas, se
llaman probabilidades a priori, y siempre que no exista alguna razon para pensar que un suceso elemental
puede aparecer mas veces que otro, admitiremos que todos ellos tienen la misma probabilidad.

Ejemplo: En una baraja de 40 cartas, hallar la P (as) y P (copas).
Casos posibles: 40
Casos favorables de ases: 4> P(as) = 41 01

40 10

Casos favorables de copas: 10 - P(copas) = % = % =025
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