SNl @ PROBLEMAS METRICOS
EN EL ESPACIO
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Direccion de un plano
®m Halla la ecuacién del plano paraleloa 5x -y +4 =0 que pasa por (1, 0, -3).
5(x—1)-1(y—- 0) + 0(z + 3) = 0; es decir: 5x-y-5=0

-3 _y+1 z-4

iy . X
m Halla la ecuacion del plano perpendicular a la recta 5 5 =5 que

pasa por (1, 4, -6).
5(x-1)+2(y-4)-6(z+6)=0; esdecir: 5x+2y-6z-49=0

®m Halla la ecuacién del plano 1 que contiene a r y es paralelo a s:
X=5+ A X =4+ 3\
r:y=- S:y=3- A
z=5+4\

El plano pasa por (5, -1, 8) y es paralelo a (1, 0, 2) y a (3, -1, 4). Un vector normal al
plano es: (1, 0, 2) x (3, -1, 4) = (2, 2, -1).

La ecuacion del plano es: 2(x-5) +2(y +1) - 1(z-8) =0; esdecir: 2x+2y-z=0

Direccioén de una recta

m Halla las ecuaciones paramétricas de la recta paralela a r que pasa por
P (0, -1, -3):

. Xx-1_y+3_z .03x-5y+7z2-4=0
g5 "5 b)r'gx—2y+ z+1=0
X =8\
a) =-1-2A
z=-3+5A
b) Un vector direccién de la recta es: (3, -5, 7) x (1, -2, 1) = (9, 4, -1)
X = 9A
Las ecuaciones parameétricas son: =-1+4A
z=-3-A
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m Halla la ecuacion del plano que pasa por el origen de coordenadas y es per-
pendiculara M ya o:

TTX-2y=5 g.2x+z=7

Un vector normal al plano es: (1, -2, 0) x (2,0, 1) = (-2, -1, 4)

La ecuacion del plano serd: -2x -y + 4z =0

Distancias
® Siguiendo el proceso anterior, halla la distancia del punto P (8, 6,12) alarecta r:
Hx =2
rry=1- A
@z =7+2\

Describe el proceso que seguirias para hallar la distancia de un punto P aun
plano 1, de modo que, finalmente, se reduzca al calculo de la distancia entre
dos puntos.
= Ecuacién del plano 11 que contiene a P y es perpendicular a r:
0-x-8-1-(y-6)+2:-(z-12)=0; esdecir, T-y+22-18=0
e Punto, Q, decortede r y 1T
-(L-AN)+2(7+2\)-18=0
“1+A+14+40-18=0
5A-5=0 - A=1
El punto es Q(2, 0, 9).
= Calculamos la distancia:
dist (P, r) = dist (P, Q) = |PQ| = |(~6, -6, -3)] = V36 + 36 +9 = V81 =9

m Halla, paso a paso, la distancia del punto P (4, 35, 70) al plano 1t 5y +12z-1=0

?P — Hallamos la ecuacién de la recta, r, que pasa por
P y es perpendicular a Tt
> +Q — Obtenemos el punto, Q, de interseccionde r y Tt

' — La distancia de P a 1t es igual a la distancia entre
ir Py Q.

Para el punto y el plano dados:

= Recta, r, que pasa por P y es perpendicular a Tt

x=4
r: Oy =235+05A
z=70+ 12\
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e Punto, Q, de intersecciébnde r y 1T
5(35+5A) +12(70 + 12A) -1 =0
175+ 25A +840 + 144A -1 =0
169\ +1014=0 - A=-6
El punto es Q(4, 5, -2).
= Calculamos la distancia:
dist (P, m) = dist (P, Q) = |P_(§| = ](0, =30, -=72)| = V900 + 5184 = V6084 =78
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1.

. X-3 z-2
Calcula el angulo que forma la rectat —— = — = —— con el plano
X+3y-z+1=0.
Llamamos 90° — a al angulo formado por las direcciones de d y f sin tener en
cuenta sus sentidos.
d(7,-1,3)//r [, 3, -1) Ot

ld-nl _17-3-31 - 1 _g4g9

Mo oo V59-vV1l V649
90° — o = 87°45'1" . o = 2°14' 59"

cos (90° - a) =

. Determina la ecuacion de la recta r que pasa por el punto A y es perpendicu-

lar al plano 1T
A(3,0,-1) mT2Xx-3y-z+1=0

Un vector direccion de la recta es el vector normal al plano: (2, -3, -1).

@x =3+ 2\
Las ecuaciones paramétricas de r son: [Jy = -3A
=-1-A
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1. Halla razonadamente la distancia de P (5, 6, 6) alarecta r: (5A, 2 —-A, A).

Hazlo por cada uno de los tres métodos aprendidos.

m Solucion, obteniendo previamente el punto P':

< Plano, 11, que pasa por P y es perpendicular a r:
5(x-5)-1(y-6)+1(z-6)=0

esdecir; tox-y+z-25=0
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= Interseccion, P, de mmy r:
550 = (2-A) +A-25=0
250 -2+A+A-25=0
2IA\-27=0 - A=1
El punto es P'(5, 1, 1).
= Distancia entre P y r:
dist (P, r) = dist (P, P') = |PP'] = | (0, =5, -5)| = V50 = 5v2 = 7,07

® Segundo método:
R(5A, 2 = A, A) es un punto genérico de la recta r.
El vector RP (5-5\A,4+A,6-A) es variable.

El vector que nos interesa es perpendicular a la recta.
Por tanto, cumple:

(5, -1, 1)-R_l5=0; es decir:
55-5A)-1(4+AN) +1(6-A)=0
25-25A-4-A+6-A=0
=21\ +27=0 - A=1

El resto, es igual que con el método anterior.

® Solucién directa a partir del producto vectorial:

L dist (P, 1) = 512 = IRP x dI
PG, 6 6)..- i o
5

RP x d= (5, 4, 6) x (5, -1, 1) = (10, 25, —25)

- IRP x d| = V100 + 625 + 625 = V1350
d(s, -1, 1)

Id]=Vv25+1+1 =27

dist (P, r) = Y1380 _ 55 = 57 = 7,07
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2. Halla la distancia del punto P (8, 5,-6) al plano 1T X +2y -2z +3=0.

dist (P, ) = I8+10+12+3] _ 33

=2 =11y
Vi+4+4 3

3. Halla la distancia de los puntos Q (3,0, 3) y R(0, 0, 0) al plano del ejercicio
anterior.

dist (Q, my = 13=6+31 g + 3]

=0 (Qm) dist(R,n):%:l
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4. Calcula la distancia entre las dos rectas dadas mediante cada uno de los tres mé-
todos aprendidos:

Bx:13+12)\ Bx:6
rrjy=2 siy=6+u
z= 8+5A =-9

®m Primer método:

Hallamos el plano, 1, que contiene a r y es paralelo a s:

%2'10’0;3)/7; é (12, 0, 5) x (0, 1, 0) = (=5, 0, 12) Ot

El punto (13, 2, 8) es de r, vy, por tanto, de Tt
Ecuacion de 1 -5(x —13) + 0(y — 2) + 12(z - 8) = 0, es decir:
5x+12z-31=0
_ |-30-108 - 31] _ 169

dist (r, s) = dist (s, ) = dist [(6, 6, -9), =— =13
ist (r, 9) ist (s, ) ist [( ), T TR 13

B Segundo método:
Punto genérico de r: R(13 + 12A, 2, 8 + 5))
Punto genérico de s: S(6, 6 + p, -9)
Un vector genérico que tenga su origen en r y su extremo en S e€s:

RS = (=7 = 12\, 4 + p, —17 - 5A)

De todos los posibles vectores RS, buscamos aquel que sea perpendicular a las dos
rectas:

ER@-(lz,o,s):o o —169A-169=0 - A=-1
HRS - (0,1,00=0 - 4+u=0 L ou=-4

Sustituyendo en r y en s, obtenemos los puntos R y S: R(1, 2, 3), S(6, 2, -9).

dist (r, s) = dist (R, S) = | (5, 0, -12)| = V25 + 144 = V169 =13
m Tercer método:

dist (r, s) = Volumen del paralelepipedo _ I[RS
' Area de la base dixdg

R(13, 2, 8) d(12, 0, 5)
S(6, 6, -9) d'(0, 1, 0)
RS(~7, 4, -17)
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I ARy
RS, d, d1=12 o SU:—lGQ . Volumen = 169
0 1 0

Idxd']=](-5,0, 12)] = V25 + 144 = V169 =13

Por tanto: dist (r, s) = 169 _ 13

13

5. Calcula la distancia entre las dos rectas dadas mediante tres métodos distintos:

X = b5A X=5+7u
r.y=2-A s:y=1-5u
Z= A z=1-5u
= Primer método:

Hallamos el plano, 1, que contiene a r y es paralelo a s:

?73 :é’ 2)”//“5@ (5, -1, 1) x (7, =5, -5) = (10, 32, —18) // (5, 16, —9) [t

El punto (0, 2, 0) es de r, vy, por tanto, de TU

Ecuacién de 1 5(x —0) + 16(y — 2) — 9(z - 0) = 0, es decir:
5x+16y-92-32=0

dist (r, s) = dist (s, ) = dist [(5, 1, 1), 1§ = 122716 -9-32] _
V25 + 256 + 81

(Las rectas r y s se cortan).

® Segundo método:
Punto genérico de r: R(BA, 2 - A, A)
Punto genérico de s: S(5 + 7y, 1 -5y, 1 — 5)

Un vector genérico que tenga su origen en r y su extremo en S €s:
RS=(5+7n—5\ -1 -5u+\, 1-5u—2A)

De todos los posibles vectores RS, buscamos aquel que sea perpendicular a las dos
rectas:

@R@-(s,—l,l):o L 27+354-27TA=0 - p=0
HRS . (7,-5,-5) =0 - 35+99u—35A=0 - A=1

Sustituyendo en r y en s, obtenemos los puntos R y S: R(5, 1, 1), S(5, 1, 1).
dist (r, s) = dist (R, S) =0
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B Tercer método:

dist (1, s) = Volumen del paralelepipedo _ I[RS
' Area de la base i x d

R(0, 2, 0) dG, -1, 1)
5(5, 1, 1) d'(7, -5, -5)
RS(5, -1, 1)

-1 1
RS, d, d'] = [E -1 1D =0 (las dos primeras filas son iguales).
-5 -5

Por tanto: dist (r,s) =0
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6. Calcula la distancia entre la recta y el plano:
r:(1-3\,2+A1-2A) mx+3y=0

d-3,1,-1)/r0 . _ L
~ 0 d-n=-3+3=0 0O dOn O r//m
n,30 00 O

Puesto que la recta es paralela al plano (o, acaso, contenida en él), la distancia de r
a Tt se obtiene calculando la distancia de cualquier punto de r a 1T

dist (r, 1) = dist [(1, 2, 1), = 128l = 7~ 599

7. Calcula la distancia entre los planos: ty-5z+4=0y m:2y-10z=0

Los planos son paralelos, pues sus coeficientes son proporcionales. Por tanto, la dis-
tancia entre ellos es la distancia de un punto cualquiera de uno de ellos al otro:

P(0, 5, 1) es un punto de Tt. Por tanto:

~15-5+41_ 4 g

dist (1t, 1) = dist (P,
st m=dist®. M= s v
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1. Calcula el area del triangulo que tiene sus vértices en estos puntos: A(1, 3, 5),
B(2,5,8) y C(5,1,-11)

AB(1,2,3) O L
. 0 AB x AC = (-26, 28, -10)
AC (4, -2, -16) 0]

|AB x AC|= V262 + 282 + 102 = V1560

Area del triangulo = @ = 19,75 u?
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2. Calcula el volumen de un tetraedro cuyos vértices son A(2, 1, 4), B(1, 0, 2),
C(4,3,2) y D(4,5,6).

AC(2,2,-2) O [AB, AC, AD]=|[2 2 _zﬂ =30
= O 14 2
AD(-1, 4,2) O
Volumen = % =5ud
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

0 Estudia la posicion de las rectas r y s y halla el &ngulo que forman:

S X X = 3A
r. stQy= 1+2A

I [

-y 3
y+z=15 = 14 + 5)

d =(1,-1,0) x(0,1,1) = (-1, -1, 1); P(3,0, 15)
d, =(3,25); P01, -14)

PP'(-3, 1, —29)
-1 3,-3 13

IM] = H—fl"gj 1 U =0; D—l ol = 1#0. Las rectas se cortan en un punto.
1 5 -29

M -do o

= =0 - a=90°
o,md,o o, od0

El angulo que forman es: cos o =

2 Hallar, en cada caso, el &ngulo que forma la recta y el plano:
S
X+1 y+3 z ] _

b)rix=A y=1+2\, z=-2 Tm2X-y+z=0

o Xx-1 _y-3 z _
C)r'T_T_T TTX+z=17

a) d(=2, 4, 2); fi(1, -2, -1)

d-n 2_g§_
cos 007 —ay= 19T _12-8-2] _12 _y g o9 | g-go°
mmio V24 - V6 12

Observacién: Los vectores d y A tienen la misma direccion; luego la recta y el
plano son perpendiculares, es decir, a = 90°.
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b)d(1, 2, 0); A(2, -1, 1)

cos (90°—a)= —1 =12=2" T -9 _ 90°-q=090°

c)d(, 1, 1); A(l,0,1)

Id-Al _j2+1] _ 3 _ 3 _

cos (90° - a) =

dmro  Ve-v2 V12 2v3 2
L 90°-a=30° - a=60°

(0. 0, 1); fig(L, -1, 2)

cos a =

"B _ 2 _(g16 . a=35° 15 52"
M0 1V6

g
Mg
4 Halla el area de cada uno de los triangulos:
a)A(2,7,3), B(1,-5,4), C(7,0,11)
b) A3,-7,4), B(-1, 2,5), C(-5, 11, 6)
Justifica la solucion del segundo.
a) AB(-1, 12, 1); AC(5, -7, 8)

_ 1AB x ACI _ 1(-89, 13, 67)] _ V12579
2 2 2

Area

b) AB(~4, 9, 1); AC (=8, 18, 2)

= 56,08 u?

—

a=0°

Calcula el angulo que forman los planos a:z=3 y B:x-y+2z+4=0.

Las coordenadas son proporcionales, luego los puntos estan alineados:

|AB x AC|=0

5 Calcula la distancia del punto dado a la recta, en los siguientes casos:
S X = -5+ 4\
a)P(0,7,0);, r:Jy= 5+ A
z=-10+ 3\
+1
b)P(1,0,0); r:x-1= y2 =z
Ox=0
0)A(1,2,3); r: g
ay=0
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a) R(-5,5,-10) Or; d(4,1,3)//r
RP (5, 2, 10)
RP xd = (5,2, 10) x (4, 1, 3) = (-4, 25, -3)

dist (P, r) = Area - IRPxdl _ V650 _ g _

Base o V26

b) R(1,-1,0) Or; d(1,2, 1) //r
RP(0, 1, 0)

RP xd=(0,1,0)x (L2 1) = (L0, -1)
dist b, r) = Area - RPxdl _v2 _ 1 _ 5y
Base Mo V6 V3

¢) R(0,0,1)0r; d(0,0,1) //r
RA(L, 2, 2)
RA xd= (1,2 2) % (0,0, 1) = (2, -1, 0)

dist (A, r) = Area _ IRA xdl _ % =5 =224

Base Ea 0

6 Calcula la distancia entre las rectas, estudiando antes su posicion relativa:
S X =13 + 12\ X= 6
rify= 2 S Oy= 6+u
z= 8+ 5A z=-9

d.(12, 0, 5); P (13,2, 8)
d.(0, 1, 0); P'(6, 6, -9)
PP (-7, 4, -17)

2 0 -7
0 1 4 U =-169#0 - Las rectas se cruzan.

5 0 -17
' _ Volumen del paralelepipedo _ I[PP'. d,, dJ] _ 169
dist (1, ) = Area de la b - T 1650, 121
ea de la base Ea,anD |(-5, 0, 12)]
169 169
= _—— =— =13
vie9 13

7 Calcula, en cada caso, el volumen del tetraedro con vértices:
a)(2,1,4); (1,0,2); (4,3,2); (1,5,6)
b)(4,1,2); (2,0,1); (2,3,4); (6,51)
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a) A(2,1,4) B(1,0,2) C(4 3, 2) D(,5,6)
AB(-1, -1, -2) AC(2, 2, -2) AD(-1, 4, 2)

1 -1 -2 .
Dz 2 —2D:—30 ~ Volumen = .30=50°
14 2

b) A(4,1,2) B(2,0,1) C(2 3,4) D,5, 1)
AB(=2, -1, -1) AC(=2, 2, 2) AD(2, 4, -1)

-2 -1 -1 1
U~1 2 2D=30 = Vqumen=€-30=5u3
2 4 -1

8 Calcula el area total y el volumen del tetraedro de vértices:

A(2,3,1), B(4,1,-2), C(6,3,7), D(-5,-4,8)

= Area del triangulo ABC:
AB x AC = (2, =2, =3) x (4, 0, 6) = (=12, —24, 8)

_1AB x ACl _ V784 _ 28

2 2 2
= Area del triangulo ABD:

Area =14 u?

AB x AD = (2, =2, -3) x (-7, =7, 7) = (=35, 7, —28)

_ 1AB x ADI _ v2058
2 2

= Area del triangulo ACD:

AC x AD = (4, 0, 6) x (=7, =7, 7) = (42, =70, —28)

Area = 22,68 u?

_ IAC x ADI _ v7448
2 2
= Area del triangulo BCD:

Area = 43,15 u?

BC x BD = (2, 2, 9) x (-9, -5, 10) = (65, —101, 8)

_ IBC x BDI _ V14490

= 2
> 5 60,19 u

Area

= Area total = 14 + 22,68 + 43,15 + 60,19 = 140,02 u?

= Volumen: AB(2, -2, -3) AC(4,0,6) AD(-7,-7,7)

2 2 -3
th 0 6Dz308 . vOlumen:%zsl,ss ul
7 7 7
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@ Calcula la minima distancia entre los siguientes pares de rectas:

03X -

S
X =-4 -2\ X =5-3u X=1+ A
a)Ey:—5+2)\ Ey:4- U b)Eyzl—Z)\ EZX_%:i

z=-1-3\ z=5-5u z=5-T7A
a) d(-2, 2,-3); P(-4,-5,-1)

d'(-3, -1, -5); P'(5, 4, 5)

PP'(9, 9, 6)

-2 -3 9

DZ -1 QD =-78#0 - Las rectas se cruzan.

3 -5 6
dist = volumen del paralelepipedo _ I[PP", d, d]] _ 78 _
Area de la base dxdn | (<13, -1, 8)]
= L =51
V234

b) d(1, -2, -7); P(1, 1, 5)

d: (2,-3,0) x (3, -1, 0) = (0, 0, 7) // (0, 0, 1) = d'; P' (-% %, o)
= 8 3
PP ( 77 5)

1 0 -8/7 19
U:Z 0 —3/7D = - #0 - Lasrectas se cruzan.

7 1 -5
dist = Volumen del paralelepipedo _ 1[PP', d, d1]| - 19/7 _

Area de la base 0 x d' (-2, -1, 0)]
=17
5

10 Calcula la distancia entre las rectas:

X =13 + 12A X= 6
r:gy= 2 Siy= 6+

z= 8+ A z=-9

dividiendo el volumen de un paralelepipedo entre el area de su base.

d.(12,0, 1); P(13, 2, 8)
d.(0, 1, 0); P'(6, 6, -9)
PP' (-7, 4, -17)
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2 0 1
0 1 O U =-197#0 - Las rectas se cruzan.

7 4 -17
' _ Volumen del paralelepipedo _ I[PP',d, dJl _ 197 _
dist (1, ) = Area de la b - N TETED
rea de la base rd. x d,0 1(-1,0,12)]
=197 - 1636
V145

Calcula el volumen del tetraedro determinado por los ejes coordenados y el
plano: 6x-5y+3z-1=0
[J Recuerda que V =1/3 - area base x altura.

En este caso es muy sencillo obtener ambas por ser un tetraedro con tres aristas
perpendiculares entre si.

Hazlo también utilizando el producto mixto y comprueba que obtienes el mismo re-
sultado.

« Hallamos los vértices:

1 1
-y = N == 5 A il
x=y=0 z 3 (0,0,3)

1 1
=z=0 - x=+ . B|X 00
y=z X 6 (6 )

0(0, 0, 0)
e Calculamos el volumen:

vl 1(1 1 1)_ 15

3 6 5

= Lo calculamos utilizando el producto mixto:

1 o 1 0 0 1/3 L
V:€|[OA,OB,OC]|:|_D1/6 0 ofll= g5
0 -1/5 0
‘2 . 3 _y-4 z
Halla la ecuacion del plano perpendicular a la recta =57

y que pasa por el punto (-1, 1, 0), y calcula el volumen de la figura limitada
por el plano anterior y los tres planos coordenados.

Un vector normal al plano es fi(2, 3, 4).
La ecuacion del planoes: 2(x +1) +3(y-1)+4(z-0)=0
2X+3y+4z-1=0
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Calculamos los vértices:

o _1 1
Xx=y=0 - z-—4 - A(O,O,—4)
1 1
= = _ = — - Bl=
y=z=0 X > (2,0,0)

0(0, 0, 0)
1 (101 1)1
Volumen = (4 2 3) 144 Y
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@ Determina la ecuacion de la recta que pasa por P (1, 2, 2) y es perpendicular a
S lasrectas r; y r,:

rHx+2y-3z-1:o r.%:&x— y+3z =0
Vax+2y- z =0 20 x+4y -2=0

Obtenemos los vectores direccion de las rectas r; y r,:
ri(1,2,-3)x(1,2-1)=(4-20 - d -1,0)
r: (3, -1, 3) x (1, 4, 0) = (-12, 3, 13) = d,

La recta que buscamos ha de ser perpendiculara r; ya ry:
(2, -1, 0) x (<12, 3, 13) = (-26, -52, -12) — d(13, 26, 6)

Como pasa por el punto P (1, 2, 2), sus ecuaciones son:

x=1+ 13\
- -2 -
y =2+ 26A o bien X 1-Y =222
224+ B\ 13 26 6

PARA RESOLVER

14 Halla la ecuacion del plano 1 que contiene a la recta r: EX *y-z+1=0
S ox+2y+z =0
y es ortogonal al plano ¢:2x-y+3z+1=0.

Obtén también las ecuaciones paramétricas de la recta determinada por Ty o.

Obtenemos un punto y un vector direccion de la recta r:
P(,-1,1)0r - P(1,-1,1) 0Ot
(1,1,-1)x(1,2,1)=@B,-2,1)=d//r - d@B-21/n
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Si 1t es ortogonal a o, el vector normal de ¢ es paralelo a Tt
n,(2,-1,3) 00 - (2,-1,3)//m

Obtenemos un vector normala 1 (3,-2,1) x(2,-1,3)=(-5,-7,1) - (5,7,-1)

La ecuacién del plano 1 es: 5(x-1)+7(y+1)-1(z-1)=0
5+7y-z+3=0

= Ecuaciones paramétricas de la recta determinada por my o:

TC 5X + 7y — z+3:OE
0:2x—- y+3z+1=0(

Vector direccion de la recta: (5, 7, -1) x (2, -1, 3) = (20, -17, -19)

Punto de la recta:

__1f
x=0 - 7y- z+3=00Y7772 R(o—l—l)
-y+3z+1=07 __ 1 202
Z___
2
Ox = 20A
H 1
Ecuaciones de larecta: ¥ ~ ~ 2 17A
il 1
EZ———Z—lg)\
X 1- z+1
15 Dados la recta rzﬁzTy: 3 yelplano @ x + 3y -3z +3=0,

halla el plano que contiene a r y es perpendicular a T

ro-=2_"= ~ P(0,1,-1); d(2, -1, 3)

mTXx+3y-3z+3=0 - n(l,3,-3)
El plano sera paraleloa d yanf ycontendraa P.
Un vector normal seré: (2, -1, 3) x(1,3,-3)=(-6,9,7) - (6,-9,-7)

La ecuacién del planoes: 6(x - 0)-9(y-1)-7(z+1)=0
6Xx -9y -72+2=0

@ Determina la perpendicular comun a las rectas:

Ux+ y=z+4 Ox—- 2=0
r: s:
Hx+2y= 7 H y+3=0
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Escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

r:EX+ y =z + 40 Restando la 12 ecuacion a la 22 y=3-2z
OX+2y=7 [0 x=7-2y=7-23-2)=1+2z

+

2\
-A - Unpunto genéricode r es: R(1+ 2\, 3-A,7)

1 nn
> W

N < X

_ 2—0|:| X=2
S fx_ g - s =-3 - Un punto genérico de s es: S(2, -3, W)
oy +3=00 Z=

Un vector genérico de origen en r y extremo en s €s: Rg(l =2\, 6+ A, U=A)

Este vector debe ser perpendiculara r ya s:

RS- (2,-1,1)=0 - 2-4A+6-A+U-A=0 — —BA+pu+8=00

o 0
R$-(0,0,1)=0 — H-A=0 — H=A 0O
8 8
5\ + 8= N ] = =
5A+8=0 5,u z
Asi:
R(élé)%
5'5'5/0 _, .
0 Rs(-ﬁ,-ﬁ, o) L d( 2 0
8 0 5 5
5(2,—3,—) g
5/ 0O

La perpendicular comun a las rectas es:

X=2+A
y=-3+2A

z=8/5

17 a)Halla p paraque lasrectas r; y r, sean perpendiculares:
X _y-1 =z X-1 _y-p _z-3

r r, = =
' 4 -2 2 21 p-1 3
b) Calcula su punto de interseccion y la ecuaciéon del plano que las contiene.

a)(4,-2,2) - (L,p-1,3)=4-2p+2+6=12-2p=0 - p=6

Hx = 4A Hx=1+p
byri:y=1-2A r,; Oy =6+ 5
z=2A\ z=3+3u
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« Punto de interseccion:

AA=1+p
1 -2\ =6+ 5u[] Sumando las dos tltimas ecuaciones:
2 =3 +3u

1=9+84 - -8=8u - p=-1

12 ecuacién: 4 - 0=1-1. Luego A =0, pu=-1.
Sustituyendo A =0 en las ecuaciones de r; (o bien p=-1 en lasde r,),
obtenemos el punto de corte: (0, 1, 0).
= Ecuacién del plano que las contiene:
(4,-2,2) x (1,5, 3) =(-16,-10,22) - (8,5,-11) es un vector normal al plano.

Ecuacién: 8(x-0) +5(y-1)-11(z-0)=0
8x +5y-11z-5=0

@ Dados la recta r: EX_ 2z +3=0 yelplano © x + 2y + 3z -1 =0,
S 0 y- z-4=0
halla la ecuacién de una recta situada en el plano 1, que pase por el punto
P (2, 1,-1) y sea perpendicular a r.
Un vector direccién de r es: (1,0,-2) x(0,1,-1)=(2,1, 1)
La recta que buscamos ha de ser perpendicular a (2, 1, 1) y perpendicular a (1, 2, 3)
(pues esté situada en el plano ). Un vector direccion de la recta es:
2,1,1)%x(1,2,3)=(1,-5,3)
El punto P(2, 1, -1) pertenece al plano y debe pertenecer a la recta buscada. Lue-
go la recta es:
X=2+A
y =1-5A
z=-1+3A
19 Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto (1, 2, 1) y corta perpendi-
S

Ox -y —7=
cularmente a larecta r: DX y-z=1
DX + z=2

Escribimos r en forma paramétrica:

r.Ex—y—zzl - y=X-2z-1=2-z-2z-1=1-2z
X+ z=2 o x=2-z
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|
>

- Un punto genéricode r es: R(2—-A, 1-2A, A)

i n
> RN
|
N
>

N <

-0
I |

Si llamamos al punto P(1, 2, 1), el vector PR ha de
r. ser perpendicular a r, es decir, perpendicular a
d(-1, -2, 1).

Por tanto, como PR (A=A -1-2\-1+A):

P(1,2 1)
b

PR-d=0 — (1—-A-1-2\,-1+A)-(-1,-2,1)=0
—1+)\+2+4)\—1+)\:0 — 6)\:0 — )\:0

La recta que buscamos pasa por el punto P(1, 2, 1) y por el punto Q(2, 1, 0)
(Q se obtiene sustiuyendo A =0 en las ecuaciones de r).

Un vector direccion sera: P_Q (12, -1, -1)

X=1+A
Larectaes: [y=2-A
z=1-A

20 Los vértices del triangulo ABC son los puntos de corte del plano 2x+y-3z=6
S con los ejes coordenados. Halla la ecuacién de la altura que parte del vértice
B que estd en el eje OY.
Los vertices del triangulo son:
y=z=0 - 2x=6 - x=3 - A(3,0,0)
x=z=0 o y=6 - B(0,6,0)
x=y=0 - -3z=6 - z=-2 - C(0,0,-2)
Debemos hallar la ecuacion de la altura que parte de B.
Su vector direccion d(a, b, ¢) debe ser:
— Ortogonala AC — AC-d=0

— Ortogonal al vector normal del plano ABC, es decir, del plano 2x +y -3z = 6,
puesto que la altura debe estar contenida en dicho plano - (2,1,-3)-d=0

Luego tenemos que:
AC - d=0 - (=3,0,-2)-(a,b,c)=0 - 3a+2c=0 0
(2,1,-3)-d=0 - (2,1,-3)-(a,b,c)=0 - 2a+b-3c:05
Soluciones: (-2t, 13t,3t) - Si t=-1, d(2, -13, -3)
Ecuacion de la altura que pasa por B:

X =2\
y =6 - 13\

DZ = -3\
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@ Halla el punto P de larecta r:XT_llelzé que equidiste de los planos:
S
X==-3+A
ax+y+z=-3 y B[y= -A+u
zZ=-6+[

= Un punto genérico de larecta r es: R(1 + 2\, -1 + A, 3A)
= Escribimos el plano B en forma implicita:
+3 1 0
U(y -1 1U:O - PBix+y-z-3=0
z+6 0 1

e ladistanciade R a a ya B hade serlamisma: dist (R, a) = dist (R, B)

JL+20 —1+A+3\+3] _ J1+2A-1+A-3A-3]
Vi+1+1 Vi+1+1

, es decir:

_,_—6A+3=3 - 6A=0 - A= 0
IBA+31=3<—__ 1323 _ 6r==6 - A=-1

Hay dos soluciones: P(1,-1,0) y P'(-1, -2, -3)

Sea r larecta de interseccion de los planos ax+9y-3z=8 y x+ay-z=0.

Determina el valor de a para que:

a) Los dos planos sean paralelos.

b) Los dos planos sean perpendiculares.

c)Larecta r corte al plano OXY en un punto cuya distancia al origen de
coordenadas sea V2.

a) Las coordenadas de (a,9,-3) y (1, a, -1) han de ser proporcionales:

1 a _1\i—_3 a=3

a -1 H

a._23 a=3
a_9_=3_~—1 -1 7 °7 a=3

b) Los vectores normales han de ser perpendiculares:

(a,9,-3)-(1,a,-1)=a+9%9+3=10a+3=0 - a=-——

c) El plano OXY es el plano z = 0. Hallamos el punto de corte de r con el pla-
no OXY:

ax+ 9y -3z =8 ax+9y =81 [, m-a2_9
X+ay - Zzo@ x+ay:0EI I De1l aD

z=0
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(El problema solo tiene solucion si a2 — 9 #0, esdecir,si a#3 y a#-3. Si
a=3 6 a=-3, elsistema es incompatible).

8 95 _ @ 84
1A ] = 0 aD—Sa, |Ay|—D1 0 =-8

8a . -8
X = ; =
y az-9

1 z2z=0
az-9

8a -8
a2-9 a?-9

iR :\/(afilg)H(az_fg)z: V2

( 8a )2+( -8 )2:2 ., bB4at+e4 _,
az-9 a?-9 (a2 - 9)?

El punto de corte es P( , 0). Su distancia al origen ha de ser v2:

64a® + 64 = 2(a* + 81 - 18a°) - 64a’+ 64 = 2a* + 162 - 36a?
0=2a*-100a2+98 - a*-50a2+49=0

2 2 2 T T—a’=1

Hay cuatro soluciones: a; =-7, a,=7, a;=-1, a,=1

23 Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta de ecuaciones paramétri-
S cas: (-1+ 3\, 1+2)\, 2+)) yes perpendicular al plano 2x+y-3z+4=0.

Determina también el &ngulo formado por la recta y el plano dados.

Un vector normal al plano es: (3, 2, 1) x (2, 1, -3) = (-7, 11,-1) - (7,-11,1)

Un punto del plano es (-1, 1, 2) (pues contiene a la recta).

« La ecuacion del plano sera:
Tx+)-11(y-1)+1z-2)=0
x-1ly+z+16=0

= Angulo formado por la recta y el plano dados:
d@, 2, 1); fi2 1,-3)

ld-Ail _6+2-3 _ 5

cos (90° —a) = — =
WmAg V14 V14 14

= 0,357

90° - a =69°4'31" - a=20°55 29"
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@ Dado un cubo (hexaedro regular) de lado 6 cm, halla la minima distancia de
s una diagonal del cubo a una diagonal de una de sus caras, sabiendo que las
rectas de ambas diagonales se cruzan.

[J Dibuja el cubo con un vértice en el origen y los contiguos sobre los ejes coordenados.

= La diagonal del cubo pasa por O(0, 0, 0) vy
por C(6, 6, 6):

@x:)\
roy=Aa

Hz:)\

< La diagonal de la cara pasa por A(6, 0, 6) y

por B (6, 6, 0):
Hx=6
s [y = 1
z=6-{
 dist (r, 5) = Volumen del paralelepipedo _ I[d, d',?A]l

Area de la base m x d'o

L 11
[d, d, 0Al=[D 1 —1D=—6
0 6

dxd=(1,11)x(0,1,-1)=(2,1,1) - |dxd]=v6

Por tanto: dist (r, s) = 5 -6
V6

25 Halla la ecuacién del plano cuyo punto mas préximo al origen es (1, 3, 2).

Si el punto mas proximo al origen es P (1, 3, 2), el vector opP (1, 3, 2) es normal
al plano. Por tanto, la ecuacidn del plano es:

Ix-1)+3(y-3)+2(z-2)=0
X+3y+2z2-14=0

Pagina 200

26 Determina, razonadamente, si las rectas

S
r_Ex+y—22+1:0 S,E2x+y— z-1=0
‘02x-y+ z-1=0 'O X-y-2z+1=0

se cortan o se cruzan. Halla también el coseno del angulo que forman sus di-
recciones.

Obtenemos un punto y un vector direccion de cada una de las dos rectas:
d:(@,1,-2) x(2,-1,1) =(-1,-5-3) - d.(L53); P(0, -1 0)
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27

d:(2,1,-1) x (1,-1,-2) =(-3,3,-3) - d,(1,-1,1); P'(0,10)
PP'(0, 2, 0)

1 0
[E -1 ZD =4#0 - Las rectas se cruzan.
1 0O

- d0 _j1-5+3] _ 1

cos a = —
m,mdo  Vv35:-V3 V105

= 0,0976

Determina las condiciones que deben cumplir a y b para que estos tres
planos: ax+z-1=0, x+bz+2=0, Vv5x+3y+2z-3=0 secorten enun
punto.

Haciendo a=2 y b =1, obtén las ecuaciones paramétricas de la recta de-
terminada por los dos primeros, asi como el angulo que esta forma con el
tercero.

ax +z=1
X +bz = -2 Para que los tres planos se corten en un punto, el sistema ha
V5x + 3y + 2z = 3H de tener solucién Unica, es decir:
a 01
Hl_ 0 bD:—B(ab—l);tO L oab#1
V5 3 2

«Si a=2 y b=1, larecta determinada por los dos primeros planos es:

2x+z -1 =00 Restando: x-3=0 - x=3
X+z2+2=00 z=-2-x=-2-3=-5

x=3
Ecuaciones paramétricas: Ey =A
z=-5

= Angulo que forma la recta con el 3¢ plano:

d(, 1, 0) f(V5, 3, 2)

d-f
cos (90° - a) = Iﬂ .3 .3 _¥2 90° - a =45° - o =45°
Mdmrg 1V18 3v2 2
a) Encuentra los puntos de r: Ex+y =0 que disten 1 del plano
0X- z=0 3

TT2X-y+22+1=0.

b) Obtén los puntos de 11 que distan % de los puntos hallados en el apartado

anterior.
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a) Escribimos r en forma paramétrica:

X= A
y“XE N =-A - Unpuntode r esdelaforma R(A, -A, A)
Z= X0 z= A
; 2 A+ +2 0+ 1] _I5A+1] 1 _—SA+1=1 - A=0
dist (R, M) = Jailsd 3 3 T—5BA+l=-1 . A=-25

Hay dos puntos: (0, 0, 0) y (—% % —%)

b) Los dos puntos obtenidos estan a distancia 1 de 1t

Se trata de encontrar la proyeccion de estos puntos sobre el plano Tt
= Para (0, 0, 0):

Obtenemos la recta que pasa por (0, 0, 0) y es perpendicular a 1T

Hx =2\
y =-A
Z=2A

Hallamos el punto de corte de esta recta con Tt
ANFA+AN+1=0 - OA=-1 - A:—%

-2

El punto es (—%

©|+

2 2 2
eParal|-2, 2 _2).
ara( 55 5)

Hallamos la recta que pasa por este punto y es perpendicular a Tt

Bx=—2/5+2)\
y=2/5- A
@ =-2/5+ 2\

Obtenemos el punto de corte de esta recta con TT
2 2 2
2(-=+2\]-[=-A|+2|-=+2\|+1=
( 5 ) (5 ) ( 5 ) 0

4 2 4
S A S AT 4 +1=0
5 5 5

- -1
M-1=0 - A=q

8 13 8
El punto es (—E, 5 _E)'
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@ Sean los puntos P(3,1,5)y Q(-1, 7, 3). Por el punto medio del segmento
s PQ trazamos un plano 1 perpendicular a dicho segmento. Este plano corta
a los ejes coordenados en los puntos A,B y C.

a) Escribe la ecuacion de 1

b) Calcula el area del triangulo ABC.

a) El plano es perpendicular al vector P_é (-4, 6, =2); un vector normal al plano es
(2,3, 1).

Pasa por el punto medio del segmento PQ: M(1, 4, 4).
La ecuacion del plano es: 2(x-1)-3(y-4)+1(z-4)=0
m2x-3y+z+6=0
b) Hallamos los vértices del triangulo:

y=z=0 - 2x+6=0 - x=-3 - A(-3,0,0)
x=z=0 - 3y+6=0 - y= 2 - B(0,20)
x=y=0 - z+6=0 - z=-6 - C(0,0,-6)
AB(3, 2, 0) AC (3, 0, -6)
AB x AC = (<12, 18, -6) - |AB x AC|= V504

_ 1AB x ACI _ 504

~ 2
> > 11,22 u

Area

@ Calcula el volumen de un cubo que tiene aristas sobre cada una de las rectas
S rys:

Hx= 1+2t X y-8 z-6
r:Hy =2 + 6t S35 =11
Ez:—l—t 13 2 14

= Hallamos la posicion relativa de las dos rectas:
d =(2 6 -1); P(1, -2, -1)
d, = (13, 2, 14); P'(0, 8, 6)
PP'(-1, 10, 7)

2 13 -1
6 2 lOD =-1014 - Las rectas se cruzan.
114 7

= La arista del cubo es la distancia entre las dos rectas:

_ Volumen del paralelepipedo _ 1014 1014 _
Area de la base . x d.0] (86, -41, -74)|
r S

= % = arista del cubo

V14553

dist (r, S)
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« E| volumen del cubo es:

3
v =104 V. 59386 13
V14553

31 Determina la ecuacion continua de la recta r que es perpendicular y corta a
las rectas s y t de ecuaciones:

Si(L+2N,2-A,1+)) t(4+u, 6+ 5-20

Un vector genérico de origen en s y extremo en t es:
STB-2A+, 4+A+p 4—\-2p)

Este vector ha de ser perpendicular a las dos rectas:

ST-(2,-1,1)=0 — 6-4A+2U—4-A—p+4-A-2u=0 - BA+p=60
N O
ST-(1,1,-2)=0 - 3-2A+u+4+A+u-8+2A+4u=0 - A+6u=1(
A=1 p=0

La recta que buscamos, cortaa s en S(3,1,2), ycortaa t en T(4, 6, 5).

Un vector direccion es S?(l, 5, 3).

x-3_Yy-1_2z-2

Su ecuacién continua es: =
1 5 3

@ Halla los puntos simétricos de P@, 2, 3 respecto del plano

° g -
a:x-3y-2z+4=0 yrespectode larecta r: g X~ Y +3=0
/ Y P E‘]—X —-Z =0

m Simétrico respecto del plano:

= Ecuacién de la recta que pasa por P y es perpendicular a a:
x=1+ A
y =2 -3\
Z=3-2A
= Punto de corte de o con la recta anterior:
Q+AN)-32-30\)-2(3-2\)+4=0
1+A-6+9A-6+4A+4=0

1
14N -7 = - A==
0 2

Larectay el plano se cortan en % % 2]. Este es el punto medio del segmento

PP', siendo P' el simétrico de P respecto del plano a. Luego, si P'(x,Y, z),

x+1 ¥Y+2 z+3\_([3 1 .
5 T )_(E,?,z) -~ P'(2-1,1)

entonces: (
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m Simétrico respecto de la recta:

= Escribimos la recta en paramétricas:

X+3

Ex—y+3=0 -y
Z = 4X

Mx-z=0 =

I

X=A

- nOy=3+A
z =4\

= Hallamos la ecuacion del plano perpendicular a r que pasa por P:
Ix-1)+1(y-2)+4(z-3)=0
X+y+4z-15=0

= Obtenemos el punto de interseccion de la recta r con el plano:
A+3+A+16A-15=0
18V -12=0 - 7\:%

El punto de corte es % % % . Este es el punto medio del segmento PP",

siendo P" el simétrico de P respecto de larecta r. Asi, si P"(a, b, c), en-
.(a+1l b+2 c+3)_([2 11 8 w1l 16 7
tonces'( 2 T2 2 )'(3' 3'3) - P(s’ 3’3)

33 Halla la distancia entre el punto P (2, 1, 3) y la recta r: EZX B
S O

= Escribimos la recta r en forma paramétrica:

0 =-1+3A

=1+2A
2x -y =3+z0 Restando: x= 1+2z0 . X
X-y=2-zQ y=x+z-2=-1+3z 2=\

= Hallamos la ecuacion del plano que pasa por P y es perpendicular a r:
2x-2)+3(y-1)+1(z-3)=0
TT2x+3y+z-10=0
= Obtenemos el punto de corte de r con Tt
20+ 2\) +3(-1+3\)+A-10=0
2+4A-3+9A+A-10=0

14\ -11=0 - r=4l

14
El punto de corte es Q (17—8 % %)

e Calculamos la distancia:

. . = - 1050 _ /75
dist (P, r) = dist (P, Q) = IPQI = [(%, %, %)D: VW = H =231
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34 Dados los puntos A(1,5,-2), B(4,0,1) y C(-3, 2, 0):
a) Prueba que son los vértices de un triangulo.

b) Halla la longitud del segmento que determina el punto B y su proyecciéon
sobre AC.

a) Hay que probar que los puntos no estan alineados.

AB(3, -5, 3) Sus coordenadas no son proporcionales, luego los puntos no
A_é(—4, -3, 2)[] estan alineados. Son los vértices de un triangulo.

b) « Obtenemos la ecuacién del lado AC:

E = -3 -4\

rgy=2-3a

zZ=2A

= Hallamos el plano que pasa por B y es perpendicular a r:
—4(x-4)-3(y-0+2(z-1)=0
TT—4x-3y+2z+14=0

« Obtenemos el punto de intersecciébn de r con Tt
—4(-3-4N)-3(2-3\) +4A+14=0
12+16A-6+9A +4A +14 =0

-20
29\ +20 = > A= —
9 0=0 29
., .| =7 118 -40
El punto (proyecciéon de B sobre AC)es: B (2—9 ETR %)
= La longitud del segmento es la distancia entre B y B"

S 123 -118 69 33814 1166
BBl=||=—= —— == = = 4
IB'BI 29’ 29 ' 29 )D 841 29 63

De otra forma:
h = Qrea _ [AC xABO _ |(1, 18, 29)] _ 1;36 ~ 634 .
ase P \oln V16 +9 + 4

35 Determina la ecuacién de un plano 1 paralelo al plano de la ecuacidn
S Xx-2y+3z+6=0yque dista 12 unidades del origen.

Un plano paraleloa x-2y+3z+6=0 esdelaforma mtx-2y+3z+k=0. Te-
nemos que hallar k para que la distancia al origen sea de 12 unidades:
Ikl _ Ikl ., —k=12V14
== =12<_ —
Vi+4+9 V14 k=-12V14

dist [(0, 0, 0), § =

Hay dos planos: x -2y +3z +12V14 =0 y x-2y+3z-12V14 =0
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36 Un cuadrado tiene uno de sus lados sobre la recta r: ES’X +2y+2z=0
0 X-2y+2z=0

otro sobre S'X_3-y_1—2+5
y T2 T T2

a) Calcula el area del cuadrado.

b) Encuentra cuatro puntos (dos en r y dos en s) que puedan ser los vérti-
ces de un cuadrado, si uno de ellos es (0, 0, 0).

a) Escribimos la recta r en forma paramétrica;

3,2, 2) x (L, -2, 2) = (8, —4, -8) // (2, -1, -2)

X =2\ R
rgy=-»x - dJ(2, -1,-2); P(0,0,0)

JS(Z, -1, -2); las dos rectas tienen la misma direccion; ademas P(0, 0, 0) O r,
pero P(0, 0, 0) Os. Las rectas son paralelas.

El lado del cuadrado es la distancia entre las

dos rectas.
dist (r, s) = dist (P, s) = grea __IPQ xd]
ase EHSD
1745 - VO _ g -

Va+1+4 V9

= lado del cuadrado
Por tanto: Area = (V10 )? = 10 u2

b) Obtenemos los vértices que pueden estar en r:
Un punto de r es (2A, -\, =2A):
dist (P, Q) = VAAZ + A2+ 4A2 = V10 -

:im

2 = N
- 9A°=10 A 3

Hay dos posibles vértices:

Q(zm V10 —2\/10); R(_zm V10 2\/10)

3 ' 3 ' 3 3 ' 3" 3
« Obtenemos P': Un punto de s es de la forma: S(3 +2u, 1 -y, -5 -2p)
PS-d,=0 - (B+2u1-p -5-2w- (2 -1,-2)=0

6+4p-1+p+210+4pu=0 - u=-15 - p=—

/-1 8 -5
P(?*??)
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«Si Q'(x, Y, z), como P_Q :PT)Q', entonces:

2V10 —V10 -2v10|_ 1 8 5
3 '3 ' 3 3

o 2V10-1 8-vV10 -5-2v10
3 ' 3 3

«Si R'(a, b, c), como PR = PTﬁ‘, entonces:

-2v10 V10 2v10| _ 1 8 5
( 3 'T'T)'(a+§’b_§’c+§)

R 2v10-1 8+V10 -5+ 2V10
3 ' 3 3

Los dos cuadrados son PQQ'P' y PRR'P'.

37 Estudia la posicion relativa de las rectas r y s y calcula el angulo que for-
S man:

x-1 y z X=3+ A
r: == =— S:Qy=3+2A
z=4+3A

d.(2,3,4); P(0,0)

d.(1,2,3); P33, 4)

PP'(2,3,4)=d,

Las dos rectas se cortan en el punto (3, 3, 4).

= Angulo que forman:

od, - d,0
S o 2%6%12 0 20 _g99 | =658 57"

Cos a = = — —— =
m,md0o  V29-V14 V406
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38 Sea r; larectaque pasapor A(2,4,0) y B(6,2,0) ysea r, larectaque
S pasapor C(0,0,7) y D(3,2,0).

Obtén, de manera razonada, la distanciaentre r; y r,.
= Escribimos las rectas en forma paramétrica:
r: AB(4, -2, 0) // (2, -1, 0)

X=2+ 2\
re Qy=4-A

z=0
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ry CD(3, 2, -7)

@x:?;u
ryy Oy =2u

Hz:7—7u

= Estudiamos la posicion relativa de r; y r,:

AC (=2, -4, 7)

2 3 =2

H~1 2 —4D:—21¢0 — Las rectas se cruzan.
0o -7 7

= Hallamos la distancia entre r; y r,:

dist (r,, r,) = Volumen del paralelepipedo _ 21 _
v Area de la base 12, -1,0) x (3, 2, -]
= 21 =2 . 1,22

17,14, D1 V204

39 Halla la ecuaciéon general del plano determinado por los puntos A(1, 1, 1),
S B(-2,0,-1), C(1, -2, 0), y calcula el volumen del tetraedro que limita con
los planos cartesianos.

AB(=3, -1, -2)

- Son paralelos al plano.
AC(0, -3, -1)

La ecuacién del plano es:
x-1 3 0

Hy—l 1 3D=o L Bx+3y-92+1=0
z-1 2 1
= Vértices del tetraedro: 0(0,0,0)
1 1
=z=0 - bx=-1 - =—- - A{-=,0,0
I R I LT

3

1 1

—y=0 - 9z=1 - z=2L _ ¢cloo L

K=y : 2= 1 - cloo )
111 1)__ 1 3
Volumen (5 3 9) 810
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40 Calcula la distancia entre las siguientes rectas:

S
r:Ex— z=-2 S:Ex— z=0
0 y_zz_4 0 y+Z:O

= Escribimos las rectas en forma paramétrica:

=2 +\
x-z=-2 - X=-2+z r_E

r:By—z:—4 - y=-4+z z;4+)\

s: 0 y:_)\

=A
x-z=0 -~ x= z 5 X
y+t+z=0 - y=-z 2=

= Estudiamos la posicion relativa de las dos rectas:
d.(1,1,1); P(-2,-4,0)
d.(1, -1, 1); P'(0, 0, 0)
PP'(2, 4, 0)

1 2
E -1 4U =4#0 - Las rectas se cruzan.
1 0

« Hallamos la distancia entre las rectas:

dist (r, s) = Volumen del paralelepipedo _ 4 -
' Area de la base 11, 1,1) x (-1, 1]
4 4 __A_ 4 _2 _paim

120 D1 Va+a Vs 2v2 2

41 Sean los puntos P(5,1,3) y Q(3,7,-1). Por el punto medio del segmento
S PQ trazamos un plano 1 perpendicular a dicho segmento.

Este plano corta a los ejes coordenados en los puntos A,B y C:

a) Escribe la ecuacion del plano 1t

b) Calcula el volumen del tetraedro de vértices O, A,B y C (O es el origen
de RS).

a) El plano es perpendicular a P_Q(—Z, 6, —4) // (1, -3, 2). Pasa por el punto medio
del segmento PQ: M = (4, 4, 1).
La ecuacién del planoes: 1(x-4)-3(y-4)+2(z-1)=0

TTX-3y+22+6=0
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b) Hallamos los vértices del tetraedro:

y:Z:0 — X+6=0 — = -6 — A(—G,0,0)
x=z=0 - =3y+6=0 - y= 2 - B(0,20
x=y=0 - -—2z+6=0 - z=-3 - C(0,0,-3)

Vqumen=%(6-2-3)=6u3

42 Halla el punto del plano de ecuacién x -z = 3 que esta mas cerca del pun-
S to P(3,1,4), asi como la distancia entre el punto P y el plano dado.

= Hallamos la ecuacién de la recta perpendicular al plano que pasa por P(3, 1, 4):

ﬁx:3+)\
rgy=1

%224—)\

= El punto que buscamos es el punto de corte de r y el plano:
B+N)-(@4-N=3
3+A-4+A=3 5 20 =4 5 A=2
El punto es P'(5, 1, 2)

e La distancia entre P vy el plano es igual a la distancia entre P y P"

dist (P, P") = [PP'| = | (2, 0, =2)| = V4 + 4 = V8 =~ 2,83

43 Se consideran los puntos P(2,1,-1), Q(1,4,1) y R(3, 3, 1):

a) Comprueba que no estan alineados y halla el area del tridngulo que deter-
minan.

b) Si desde el punto V (1, 1,-1) se trazan rectas a cada uno de los puntos P, Q
y R, se obtiene una piramide. Halla la altura de dicha pirdmide y su volu-
men.

a) PQR(-1.3.2) No tiene las coordenadas proporcionales; luego los puntos no
PR(-1, 2, 2) estan alineados.

—

PQxPR=(20,1) - [PQxPR|=V4+1=15
V5

A =2 = 2
Area 5 1,12 u

b) La altura es la distancia de V al plano determinado por P, Q y R.

Un vector normal al plano es P_é x PR = (2,0, 1). Laecuacion del plano es:
2x-2)+1(z+1)=0

TT2x+2-3=0
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Altura = dist (v, ) = 12=1=31 _ 2
V5 V5
Volumen = % [Area base x altura] = % - \/21 =11

44 Halla el volumen de un paralelepipedo de bases ABCD y EFGH sabiendo
S que A(1,0,0), B(2,3,0), C(4,0,5) y E(7,86,3).

Halla las coordenadas de los restantes vértices del paralelepipedo.
Hallamos las coordenadas de los restantes vértices:

- Vértice D(d,, d,, dy): H G
E(7, 6, 3)

BA=CD - (-1,-3,0)=(d,-4,d, d;-5)
D(3, -3, 5)

= Vértice F(f}, f,, f5):
AE=BF ~ (6,6,3)=(f-21,-3f)

F(8,9,3) (40,5

2,3,0
- Vértice G(g,, 9, 95) Y Vértice H(hy, hy, hy): AL 00 B30

AE=CG - (6,6,3)=(0,-40,0,-5 - G(10,6,8)
AE=DH - (6,6,3)=(h,-3,h,+3,h,—5) ~ H(9,3,8)

AB(L, 3, 0) AD(2, -3, 5), AE(6, 6, 3)

30
[AB, AD, E]:[E -3 5D:33 -~ Volumen = 33 u®
6 3

45 Dadas las rectas:

S r_x—1_y+1_z—2 S_Dx_y+z:2
1 2 1 'E3x—y—z:—4

determina la posicion relativa de ambas rectas y el area de uno de los cua-
drados, dos de cuyos lados estan sobre r y s.

= Escribimos la recta s en forma paramétrica:

-y+z=2-x U Sumando: -2y =-2-4x - y=1+2X
Y-2=-4-3X] 2=2-X+y=3+X

X=A
SSOQy=1+2A

z=3+A
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= Estudiamos la posicion relativa de las dos rectas:
d.(1,2 1), P, -1,2)
d.(1,2,1); Q(0,1,3)

Las rectas tienen la misma direccion; P Or, pero P Os; luego lasrectas r y s
son paralelas.

= El lado del cuadrado es igual a la distancia entre las rectas r y s.
Q_la(la _2! _l)
QP xd, = (1,-2,-1) x (1, 2, 1) = (0, -2, 4)

P(, -1, 2 - g
(1. -1 2), IQP xdil _ J(0, -2, 4)] _

dist (r, s) = dist (P, s) =

EHSD |(1,2,1)|
| Vivis . B __j1
Vi+4+1 6 3

S r_x—3_y_z—1 . x=H
T2 T17 1 Y =M
z=-4

Halla los puntos que dan la minima distancia y determina la ecuacion de la
perpendicular comdna r y s.

Un punto genéricode r es R(3+ 2\, A, 1+ )
Un punto genérico de s es S(M, —H, —l)

Un vector genérico de origen en r y extremo en s es:
RS(-3-2A+ [, A—p, -1 -A-p)

Este vector debe ser perpendiculara r ya s:
_ _ _ 71
R (2,1,1)—0 — —6)\—7—0 - )\——E
- _ _2
RS-(1,-1,-1)=0 - -2+3u=0 - p—§
Los puntos que dan la minima distancia son:
2 7 1 2 2 2
R(? 5 ‘E) Y S(? 3 ‘3)

Unidad 7. Problemas métricos en el espacio



La perpendicular comun es la recta que pasa por R y S:

2la 1 1 7
RS(0, =, -=] - d(0,1,-1
( 2 2) ( )
O 2
OxX =+
0 3
L ta es E ! +A
arec : =——
A
O
Oy=-1_
52 5 A
Halla la ecuacion de la proyeccién ortogonal r de la recta

-1 _y-1_2z-2

5 1 5 sobre el plano a: x -3y +2z +12=0.

La proyeccion ortogonal de r sobre o es la recta interseccién del plano a con
otro plano 1, perpendicular a o y que contiene a r.

P(1,1,2); d(21,2); i -3 2)
d xn=(21,2) x(L-3,2) = (8, -2 -7)
La ecuaciébnde mmes: 8(x-1)-2(y-1)-7(z-2)=0
TT8Xx—-2y-72+8=0
La proyeccion ortogonal de r sobre a es:

- Ox-3y+2z+12=0
" Bx-2y-7z+ 8=0

Los puntos P(0, 1,0) y Q(-1, 1, 1) son dos vértices de un triangulo, y el
tercero, S, pertenece a la recta r: EX f 11 La recta que contieneaP ya S
es perpendicular a la recta r. 0z =
a) Determina las coordenadas de S.

b) Calcula el area del tridngulo PQS.

a)PSOd ~ PS-d =0 Q(-1,1,1)
@A-11) (010 =A-1=0 - A=1 OB ,
(4,1, 1)

N - d,(0, 1, 0)
b)PS(4, 0, 1) PQ(-1, 0, 1)

PS xP_(b =(4,0,1) x(-1,0,1) = (0,-5,0)
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49 Considera un cuadrado cuyo centro es el punto C(1, 1, -1) y tiene uno de

sus lados en la recta:
IF_x—2_y—1_z—1
1 1 0

a) Halla la ecuacidn del plano en el que se encuentra el cuadrado.

b) Calcula la longitud del lado del cuadrado.

a) Es el plano, 1 que contienea C ya r: &r(l, 1,0); P(2,1,1)0Or.
C(1,1,-1)
PC(-1, 0, -2) // Tt

Un vector normal al plano es:
n=(1,0)x%(102)=(2 -2 -1)

La ecuacién del plano es:
2x-1)-2(y-1)-1(z+1)=0
2Xx-2y-z-1=0

b) La distancia de C a r es la mitad del lado del

cuadrado. c@ -1

d xPC = (1,1,0) x (-1, 0, -2) = (-2, 2, 1)

Id]=vi+1="v

distC, = M4 PCl _va+a+1 _Vo_ 3 _3v2
.0 V2 V2 V2 2

| _ 3V2 o=

i lado del cuadrado = 1 = 3v2 = 4,24

@ En la figura adjunta, calcula el angulo que forma larecta BC p
g con larectaque une B con el punto medio del lado AD.

Vamos a considerar el cubo de lado 1 con un vértice en el origen:

Asi: A(1,0,0) B(1,1,1) C(0,1,0) D(1,0,1) M(l, 0, %)

BC (-1, 0, -1); BM (0, -1, —%)

cos o = EBE 'BMD = _1/2_ =
BomBmO V2 V5/4
1

— =0,316 - a=71°33 54"
V10
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3X+2y-z-1=0

51 Sealarecta r:%
Oox+y -1=0

S

a) Determina la ecuacion de la recta s que corta perpendicularmentea r y
pasa por (0, 2, 2), y las coordenadas del punto P interseccibnde r y s.

b) Halla la ecuacion del plano 1 que contienea r y s yladelarecta t per-
pendicular a 1 por el punto P.

¢) Si Q escualquier punto de t, explica, sin hacer ningun calculo, qué rela-
cion hay entre las distanciasde Q a r, a s ya T

a) Escribimos r en forma parameétrica:

03x +2y-z-1=0 - z=3x+2y-1=1+x0

o r %;{Z(

TRTET
o>

- A
OXxX+y -1=0 - y=1-X 0 A

A0, 2,2) Un punto genéricode r es R(A\, 1 —-A, 1+ A).
L]

AR ha de ser perpendicular a r; es decir: AR - Jr =0
de(1, -1, 1) A, -1-A-1+2A)-(1,-1,1)=0

A+1+A-1+A=0 - 3A=0 - A=0
RA,1-A1+A) R(O, 1, l)

Larecta s pasapor A(0, 2,2) ypor R(O,1,1).

. Xx=0
RAMO,1,1) - s gy=1+A
z=1+A

El punto de interseccion de r y s es P(0, 1, 1).

b) Ecuacion del plano 1t que contienea r ya s:
n=(1-1,1) x(0,1,1)=(-2,-11); P(0,1,1) Ot
2x-0)-1(y-1)+1z-1)=0
TT-2x-y+z=0

Ecuacion de la recta t perpendicular a Tt por el punto P:

= -2\
tgy=1-A

nz= 1+A
©)Si QOt - dist(Q,r)=dist (Q,s)=dist (Q, m) =dist (Q, P)

Las tres distancias coinciden con la distancia de Q al punto P, luego las tres
son iguales entre si.
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52 a) Halla la distancia del punto P (1, -1, 3) a la recta que pasa por los puntos
S Q (11 21 1) y R (11 01 _1)

b) Encuentra todos los puntos S del plano determinado por P,Q y R de
manera que el cuadrilatero de vértices P, Q, R y S sea un paralelogramo.
a) Si r es larecta que pasa por R y por Q;
entonces: o
dist (P, r) = £I<8 = ERPXROT
RQO

RP (0, -1, 4)
RO (0, 2, 2)

E RP xRQ = (-10, 0, 0)

dist(p, )= 1C10.0.01 - 10 10 10 .5 .35,

10,22)l  va+4 V8 2V2 V2

b) Hay dos posibilidades: que P y Q sean vértices consecutivos, o que lo sean P

y R
=Si P y Q son consecutivos, obtenemos S, (X, Y, 2):
S.l Q_|5 :R§1 - (0,-3,2)=(x-1,y,z+1)
et : S, (1, -3, 1)
Sz_,— - I‘. ) Sl ".
' ' % =Si P y R son consecutivos, obtenemos S, (a, b, c):
- ~ \ _—““ R — —
5 RP=QS, - (0,-1,4)=(a-1b-21c-1)
82(1! 11 5)
53 Dadas larectas: r: Ex:1+a(y—2) s E y-z+1=0
S 0X=z ax- z =2a-2

a) Averigua su posicion relativa segin los valores de a.

b) Tomando a =0, determinalos puntos POr y Q Os tales que la distan-
ciaentre P y Q sea minima.

a) Escribimos r y s en forma paramétrica, obteniendo un punto y un vector di-
reccion de cada una de ellas:

r.Ex:1+a(y—2) - x-ay+(a-1)=0
OX=1z L X-2=0

Vector direccién: cTr =(1,-a,0x(1,0,-1)=(a,1,a)

Punto: y=2 - x=z=1 -5 P({,21)

@x:1+a)\
rgy=2+ A
Bz:1+a)\
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O y-z+1=0

> Eax -z =2a-2

Vector direccion: JS =(0,1,-1) x(a, 0,-1) = (-1, —a, -a)
Punto: x=z=2 - y=1 -5 P'(2,1,2)

X=2-H
ssgy=1-ap

z=2-ap

® Estudiamos su posicion relativa:
d(a 1,a) d(-1,-a -a) PP'(1, -1, 1)
a 1 a

a=1
U~1 -a —aD=1—a2=0<a:_1
1 -11

-Si a=1 M =[d |dPP'] M=I[d |d]

1:-1 1) ran (M')=2 ran (M) =1

M= 1LT%—~1— Las rectas son paralelas.
T
M
Si a=-1:

" 11l ran (M) =2 =ran (M")

M"= 11 i ~1] Las rectas se cortan en un punto, son secantes.
oo

M

eSiazlya#-1 - ran(M')=3 - Las rectas se cruzan.

b) Tomando a =0 (las rectas se cruzan), tenemos que:
Ox=1 Hx=2-p

rogy=2+A ssgy=1
z=1 z=2

Un punto genéricode r es R(1,2 +A, 1).
Un punto genéricode s es S(2 -, 1, 2).

Un vector genérico con origen en r y extremo en S es: Rg(l - -1-A,1)

—

Este vector debe ser perpendicular a Jr ya dg:
RS-d=0 - (1-p-1-2\1:(010=0 - -1-A=0 - A=-1
RS -d,=0 - (1-p-1-A1)-(-L0,0=0 - -1+p=0 - p=1

Los puntosson P(1,1,1) v Q(1, 1, 2).
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54)

S

®

S

y+6 z-6

2 3

Sean A,B y C lospuntosdelarecta: r:x-12=
los planos coordenados x =0, y=0, z=0.

que estan en

a) Determina razonadamente cual de los tres puntos se encuentra entre los
otros dos.

b)Siendo D un punto exterior a la recta, indica, razonadamente, cual de los
triangulos DAB, DAC o DBC tiene mayor area.

a) Obtenemos las coordenadas de los puntos A, B y C:

x=0 - y;G:_12 ~ - _30
6 A(0, -30, —30)
Z; =12 . z=-30
O O
y=0 - [HOx-12=3 - x=150
iz-6 _, 2215H B(15, 0, 15)
H 3
z=0 - [x-12=-2 - x= 10
Oy+6 _ 5, y = -10 C (10, -10, 0)
0 2 O

Tienen el mismo sentido y |AE| < |AT3| -

-~ C estaentre A y B.

AB = (15, 30, 45) = 15(1, 2, 3)
AC = (10, 20, 30) = 10(1, 2, 3)

b) La altura de los tres tridngulos es la misma en los tres casos, pues es igual a la
distancia de D a r. Tendra mayor area el que tenga mayor base. Como C es-
taentre A y B, el de mayor base es el que tienen como base AB; es decir, el
triangulo de mayor area es DAB.

Halla el plano de la familia: mx +y +z - (m + 1) =0 que esta situado a dis-
tancia 1 del origen.

Hallamos la distancia del origen, (0, 0, 0), al plano y la igualamos a 1:

_Im-0+0+0-(Mm+21] _ Im+1] _
t = = =1

dis =\
vm2+1+1 Vm2 + 2

Im+1]=vm?+2 - mM+1)2=m2+2 - m2+1+2m=m2+2

1
2m=1 = = —
m m 5

El plano es: %x+y+z—%:0; esdecirr x+2y+2z2-3=0
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CUESTIONES TEORICAS

56

57

58

59

60

La ecuacion ax + by + cz + d = 0 representa un plano del espacio. Explica
qué caracteristica tiene ese plano en cada uno de estos casos:

) a=0, b=0 n) b=0,c=0
mya=0,c=0 1) d=0

1) Es perpendicular al eje OZ. (Paralelo al plano OXY).
n) Es perpendicular al eje OX. (Paralelo al plano OYZ).
n)Es perpendicular al eje OY. (Paralelo al plano OXZ).
Iv)Pasa por el origen, (0, 0, 0).

Define la proyeccion ortogonal de un punto P sobre un plano 1 y explica

el procedimiento que emplearias para obtenerla.

= La proyeccién ortogonal de un punto, P, sobre un plano, 1, es un punto, P
tal que el vector PP' es perpendicular a 1= Un procedimiento para obtener P'
serfa el siguiente:

Se halla la recta, r, perpendicular a 1 que pasa por P. El punto de corte entre
r y 1 es el punto buscado, P

Dadaunarecta r yun punto P de ella, ;cuantas rectas perpendicularesa r
que pasen por el punto P se pueden trazar?

Infinitas. Todas las que, pasando por P, estan contenidas en el plano perpendicu-
lar a r que pasa por P.

Dado el plano 1 x -3y + 2z -1 =0, escribe las condiciones que deben cum-
plir las coordenadas de un vector Vv (a, b, ¢) para que tenga la direccion de
alguna recta contenida en el plano.

V(a, b, c) debe ser perpendicular al vector normal del plano 1, n(1, -3, 2); es de-
cir: (a,b,c) - (1,-3,2)=a-3b+2c=0

Justifica que la distancia del punto  A(X,, VY, Z,) a la recta
X=Xy _Y-Yy; _2-2

a b
X = X1, Y2 = Y1, 2= Z1,) x (&, b, ©)

Va? + b? +c?

se puede calcular mediante la formula:

d(A,r)=

Llamamos P (X, Y3, Z7) ¥ d(a, b, c). P esun punto
de larectay d un vector direccion de esta.

Unidad 7. Problemas métricos en el espacio
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S

La distancia de A alarecta r esigual a la altura del paralelogramo determinado
por PA y d, es decir:

_ A PA x d
dist (A, 1) = Area paéalelogramo _ | > | _
ase o0
Xy = X4, Yo = Y1, Z, = 24) X (&, b, €)g

VaZ + b2 +¢?

Sean r la recta determinada por el punto A y el vector ar y s larectade-
terminada por el punto B y el vector d,. Sabemos que r y s se cruzan.

a) Justifica que la distancia entre r y s se puede calcular asi:

d(r,s)= —HAEE’ erdS]D
[d, x d [

r S

b) Justifica que la perpendicular comin a r y s se puede obtener asi:

Odet (AX, d,, d. x d,) =0
Hdet (BX, d_, d, x d_) =0

a) dist (r, s) = altura del paralelepipedo determinado por:

S AB, d., d.
AB, dy d-= Volumen  _ |l » ddl

s~ Area de la base i, x d,0

b) La recta, p, perpendiculara r ya s, tiene por vector direccion Jr X d:. Esta
recta, p, es la interseccion de los planos a y B, siendo:

a: Plano que contiene a s y al vector J, X Js; es decir:
o: det (A7<, ar, oTr x OTS) =0, donde X =(x,Y, 2)
[: Plano que contiene a r vy al vector Jr X JS, es decir:

B: det (BX, d,, d, xd)) = 0

Por tanto: p: @ R

Si A(Xq, Y4, Z7) esun punto del plano Tt ax+by +cz+d=0, y B(X,, Y, Z,)
un punto tal que AB - (a, b, ¢) =0, demuestra que B [t .

AB-(a,bc)=0 - a(X-x)+by,-y)+c(z,-2)=0 -

- (ax, + by, +cz,) - (ax, + by, +cz,) =0 -
(ax, + by, 2) = ( 1 yi 1
—d (pues A [On)

- ax,+hy,+cz,+d=0 - Bn

Unidad 7. Problemas métricos en el espacio
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@ Los puntos P(1,-1,1) y Q(3, -3, 3) son dos vértices opuestos de un cua-
g drado que esti contenido en un plano perpendicular al plano de ecuacién
xX+y=0.

a)
b)

a)

Halla los vértices restantes.
Calcula el perimetro del cuadrado.

Los otros dos vértices, R y S, pertenecen a la mediatriz .,
del segmento PQ. "R 0

La mediatriz del segmento PQ tiene como vector direc- o .
cién el vector normal al plano x +y =0; es decir, (1, 1, 0). e

Pasa por el punto medio del segmento PQ, es decir, por
M(2, -2, 2). Luego la ecuacion de la mediatriz es:

X=2+A
rgy=-2+A

z=2
Un punto de r esdelaforma R(2+ A, -2 + A, 2).
Buscamos R tal que PR Q—Ii =0 (es decir PR DQT?):

PR(L+A, -1 +A, 1)

. PR-QR=A2-1+A2-1-1=2\2-3=0 -,
QR(-1+A, 1 +A,-1)

4+V6 —4+V6 2) y8(4—\/6 —4-6 2)

Los vértices son: R( 5 5 5 5

La longitud de la diagonal es:
d=IPQI= 1(2, -2, 2)1= V12
d2=12+12 . d2=212 . 12=212 . 1=+6

El perimetro sera: P = 4V6

64 Dados los puntos A(a, 0, 0), B(0, b, 0), C(0, 0, c), prueba que la distancia,

dl

del origen de coordenadas al plano ABC verifica:

1 -1,1,1

d az b2 c?
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El plano que pasa por A,B y C es:
T % + % + = =1 (véase ejercicio 55 de la unidad 6),

1

z

C

1 1

—X+—=—y+=z-1=0
by C

es decir: 1T
a

Asi, si O(0, 0, 0), entonces:

o
+
ol
o
+
ol
o
|
[EEN
 —

[EEN

dist (O, ) = = =d -

65 Dadaslasrectas r,s y t:

r:Ex = -2 S:52x+ z=-2 t:%x -z= 0
o y-z= 0 Oox+y =20 o ytz= -1

Halla las coordenadas de un punto P que estid en la recta t y que determi-
na con la recta s un plano que contiene a r.

= Escribimos las ecuaciones de r, s y t en forma paramétrica:

X==2 X=H x=Kk
rry=Aa Sty = - ty=-1-k
z=A z=-2-2u z=k

= Hallamos la ecuacion del plano, T, que contienea r ya s:

Lasrectas r y s se cortan en el punto (-2, 2, 2), luego el plano T contiene a
este punto.

Un vector normal al plano es:
d xd=(0,11)%x(L-1-2=(-11-1) - f( -1 1)
Luego el planoes: T 1(x+2)-1(y-2)+1(z-2)=0
TTX-y+z+2=0
« P es el punto de corte de 1 con larecta t:
k-(-1-k)+k+2=0 - k+1+k+k+2=0 - 3k+3=0 - k=-1
El punto es P(-1, 0, -1)

Unidad 7. Problemas métricos en el espacio
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Determina los valores de los parametros a y b para que las rectas

JO2x-y =0 .Ox+by =3
r'Eax -z=0 S'E y+z=3

se corten ortogonalmente.

= Escribimos las rectas en forma paramétrica:

X=A .
rgy=2n - dJ(i 2 a); P(,0,0)
Z=aA

X=3-DbA .

SOy =A - dy(-b, 1,-1); P'3,0,3)
zZ=3-A

PP'(3, 0, 3)

— —

= Para que las rectas se corten, los vectores d., d, y PP' han de ser coplanarios:

r
1 2 a
b 1 —1H:—3—3a+6b:—3(1+a—2b):0 L a-2b=-1
3 0 3

= Para que sean ortogonales, ha de ser Jr . JS =0, es decir;
1,2,a) (b, 1,-1)=-b+2-a=0 - a+b=2

= Con las dos condiciones anteriores, obtenemos los valores de a y h:

a-2b=-10 -a+2b=10 Sumando: 3b=3 - b=1
a+ b= 23 a+ b=2g a=2-b=2-1=1 - a=1

Solucion: a=1, b=1

Sea ABC un tridngulo isésceles, cuyo angulo desigual es A. Halla el coseno
del &ngulo A sabiendo que las medianas trazadas desde los vértices B y C
son perpendiculares entre si.

[0 Toma los ejes coordenados OXY de modo que el eje OX coincida con BC y OY
coincida con la altura que va del vértice A al lado BC.

Tomamos los ejes coordenados OXY Y
de modo que el eje OX coincida con
BC, y OY coincida con la altura que va
del vértice A al lado BC. Asi:

3x Y MC(%
g X
BMB(T’ ?, 0)
3 y B X
= (-3 Y (-, 0, 0)
CMC( o 2,0)
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Las medianas correspondientes son perpendiculares:

— — 2
. -9x% Y
4 4

=0 - y2=9x2 (1)
Por otra parte:

AB(=X, -y, O)E AB -AC = —x2 +y?

AC (x, -y, 0) IAB] = x2 +y2 = |AC|
Luego:
cosA= AB-ACO _ [-X*+y?| @ —x2+9x% _ 8% _ 4 _ 2

pEmacn  K2+YD? (+9x%)?  (10x9)2  50x2  25x2

2
25x2

Por tanto: cos A\ =

68 Halla la ecuacidon de la recta paralela al plano determinado por los puntos
(0,0,0),(1,4,1), (-1,-1,1), que pasa por el punto (1,1, 1) y cortaa la rec-

ta r:
Ox+2y=1
r:
Hx-3y=5

= Escribimos la recta r en paramétricas:
x = 13/5
K Oy=-4/5 — d.(0,0,1); R(E, -4, o)
Z=A 5 5

= Sea s larecta que buscamos. Pasa por P (1, 1, 1) y su vector direccidn es Js(a, b, c).

= Para que las rectas r y s se corten, los vectores d,, d, y RP han de ser co-

planarios:
0 0 1
Ha b CU:%a+%b:9a;8b:0 - 9a+8b=0
-8/5 9/5 1

= Si s es paralela al plano determinado por los tres puntos dados, s sera perpen-
dicular al vector normal al plano:

B(L, 4, 1) .
AB xAC = (5, =2, 3) = fi

A(0,0,00 H AB(1, 4, 1); AC(-L, -1, 1)
C(-1, -1, 1)

—

d-n=0 - (a,b,c)-(5,-23=0 - 5a-2b+3c=0

S

= Con las dos ecuaciones obtenidas, hallamos un vector direccién de s:

9a + 8b = OE Soluciones: (-24t, 27t, 58t)
5a-2b+3c=07 Cont=1, obtenemos d (-24, 27, 58).
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e | a recta es:

x=1-24A
ssy=1+27A

z=1+ 58\

PARA PENSAR UN POCO MAS

69 Haz de planos

La recta r: ETE 2X+3y-z-4=0

es la interseccion de los planos 1 o.
0o X-2y+z+1=0 P y

El conjunto de todos los planos que contienen a r se llama HaAz DE PLANOS de
arista r, y su expresion analiticaes: a(2x+3y-z-4)+b(Xx-2y+z+1)=0

/

[

|

Para cada par de valoresde a y b (salvo para a=0 y b =0) se obtiene la
ecuacion de un plano del haz.

a) Halla el plano del haz que pasa por el origen de coordenadas.

b) ¢Para qué valor de k uno de los planos del haz es perpendicular a la recta
z .
t: —=——= -7 (Cual es ese plano del haz?

¢) Halla dos puntos que pertenezcan a todos los planos del haz anterior.
d) Pon la expresion del haz de planos cuya arista es la recta s:
. Xx-5_ y+1 z-3
3T 2 1

e) (Cual de los planos de este haz dista mas del origen de coordenadas?

a) El término independiente sera cero: -4a+b=0 - b =4a. Luego:
a(2x+3y-z-4)+4da(x-2y+z+1)=0; esdecir:
2X+3y—-z-4+4(x-2y+z+1)=0
2X+3y—-z-4+4x-8y+4z+4=0
6x -5y +3z2=0

b) Un plano del haz es:
(2a+b)x+@Ba-2b)y+(-a+b)z+(-4a+b)=0

Un vector normal al plano es: ri(2a + b, 3a - 2b, —a + b)
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Para que el plano sea perpendicular a la recta, el vector normal del plano y el
vector direccion de la recta han de ser paralelos, es decir, sus coordenadas de-
ben ser proporcionales:

2a+b _3a-2b_-a+bh
3 5 k

10a + 5b = 9a—6b% a+1lb=0 - a=-11b
2ka + kb = -3a+3bg (2k+3)a+ (k-3)b=0

112k +3)+(k-3)=0 - -22k-33+k-3=0
21k -36=0 :ﬁ:ﬁ R k:__l2
El plano del haz es:
-11b(2x +3y-z-4) +b(x-2y+z+1)=0
-11(2x+3y-z-4)+(x-2y+z+1)=0
—22x—-33y+11z+44 +x-2y+z+1=0
—21x - 35y +12z2+45=0

Otra resolucion:

Si la recta es perpendicular a un cierto plano del haz, serd perpendicular a todas
las rectas contenidas en ese plano, y, en concreto, a la recta r, arista del haz.

Vector direccion de r: d = (2, 3, -1) x (1, -2, 1) = (1, -3, =7)
Vector direccién de t: d' = (3, 5, k)

d-d=0 - (1,-3,-7) (35K =3-15-7k=0 - k=12

A partir de aqui, obtendriamos la relacién entre a y b, y el plano del haz co-
mo en el caso anterior.

¢) Los puntos que pertenecen a todos los planos del haz son los puntos de la recta
r. Por ejemplo: (1, 0, -2) y (0, 3, 5).

d) Escribimos la recta s en forma implicita:

_ +1
X35=y_2 L 2x+10=3y+3 - 2x-3y+7=0
X;5:ZI3 . X-5=32-9 . x-37+4=0

C2x+3y -7=0

S'D Xx-3z2+4=0

La expresion del haz de planos cuya arista es s es:
a(2x+3y-7)+b(x-3z+4)=0
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e) Es el plano que contiene a la recta (puesto que es del haz) y es perpendicular a
00, siendo 0(0,0,0) y O' la proyeccion de O sobre la recta.

Lo calculamos en el caso de la recta s:
Un punto genérico de la recta s es:
PG5+ 3\ -1-2\,3+A)

0(0, 0, 0)
.

Un vector direccién de s es 85(3, -2,1).

El vector OP ha de ser perpendicular a as:

OP.d =0 - 3(6+3\)-2(-1-20)+@+\)=0

15+0A+2+4N+3+A=0 - 14\ +20=0 - A:‘lﬂ:‘—%o
. of5 18 1) Sor(5 18 11
Luego: 0(7, 7 7), y el vector normal al plano es 00(7, > 7), o]

bien (5, 13, 11).
El plano seré: 5(x - %) + 13(y— 1—73) + 11(2 - %) =0

5X + 13y + 11z -45=0
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