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VECTORES FUOS EN EL ESPACIO

Un vector es la representacion de una magnitud vectorial , es decir, una magnitud que
necesita para su determinacion, ademas de cantidad y unidad, direccion ,sentido y punto de
aplicacion

Un vector fijo AB es un segmento orientado con origen en el punto A y extremo en B
Un vector queda determinado por:

- Su maodulo, que es la longitud del segmento AB y se designa por |AB|.
- Su direccion, indicada por la recta que pasa por Ay B
- Su sentldo orientado por el recorrido de A hacia B

El vector de mdédulo unidad se llama unitario
El vector de médulo cero se llama vector nulo Se admite que todos los vectores nulos

tiene la misma direccion y sentido

Relacion de equipolencia entre vectores fijos:
Dos vectores fuos son equolentes si tiene el mismo modulo la misma direccion y el mlsmo sentldo

La relacién de equipolencia es una relacién de equwalencna pues es: reflexwa simétrica y transitiva
VECTORES LIBRES EN EL ESPACIO

Al introducir una relaciéon de equipolencia en el conjunto de los vectores fijos , reallzamos una
clasificacion en clases de equivalencia distintas

- Se llama vector libre a cada una de las clases en que
queda clasificado el conjunto de vectores fijos al intro-
ducir la relacion de equipolencia

i U, vedter likre se desigpa. de la.mismea. farme,
AB ' ' queadqueradesusrepresentates



- OPERACIONES CON VECTORES LIBRES

- Suma

a 17 a
BN o B
: a->ob

Multiplicacion de un escalar por un vector:

- Resta

Al multiplicar un nimero 4 por un vector a:obtenemos un vector que tiene la mima

_direccion que a, el mismo sentido o sentido contrario, segun se A positivo o negativo, .

y sumoduloes"|k|a"

—
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PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES CON VECTORES

Suma : - Producto de nimero por vector
Asociativa: (§+5)+5 :5+(E+5) - |Asociativa: - 05‘(,3‘5) =(a-p)-c
Conmutativa: a+b=b+a (a+p)-c=a-c+p

T e Distributiva: T R, 3
vector nulo: O+ra=a . . . a-(b+0)=.a-b+a-
vector opuesto: & +( 5) =) | oroducto por 1: e ey

Q-




COMBINACION LINEAL DE VECTORES

Un vector v es combinacion lineal de otros v+, vz , -,V , Si existen n nUmeros
iy TFe A 7 no ’mrlnc nulos tales que: ' . ' .
dydpd,, A S e

V=ayq+ayo+---+a,v,

Decimos que v depende linealmente de v1, vz, -+, vV, Si ¥ €S una combinacion
de ellos )
Piecim-o's que Vies limealm e:mnite independientesde VI, V= =~ Vnpisi Vino e/ un4a cioim bina.cié:n

.de eIIo.S . . . . / | / i\

e
Imealm.ente. . linealmente . linealmente : linealmente-
dependientes independientes = dependientes independientes

Una base de I/” es un conjunto de vectores ,{|71 Vo, e l7n}, linealmente independientes ,

de forma que cualquier otro vector v es combinacion lineal de ellos

- a los nimneros &, a,,---,a,,se les llama las coordenadas de v en dicha base

- los vectorres @ ¢1, a9 ,:--,a,v,, son las componentes de v en dicha base

I7/7’



COORDENADAS CARTESIANAS DE UN VECTOR
En V2 podemos elegir un nimero infinito de conjuntos de tres vectores linealmente independientes,

cada una de los cuales podria ser una base
Llamamos base candnica a la formada por tres vectores perpendiculares entre si que tienen médulo unidad

Elegimos un sistema de ejes cartesianos en el espacio
Z Elegimos tres vectores unitarios,{i,j, k}, en la direccion de los ejes, y sentido

desde el origen a la parte positiva de cada ﬂgnde- !

k ./ / [ e O/ Sl E'ESLCO;gC\)IE%E%AFBég DE ; Ve (1’ O’O)

j Y ST = QR EACE AVONEA SRR S 0 10)

X | | | k=0/+0j+1k_ | k =(0,0,1)
Cualquier vector v lo podemos representar como combinacion lineal de los vectores {i,/,k}

Vip =@l + 0ROk
V=V, 4V, 4V, >V, =0i+bj+0k <V =ai+bj+ck
Y v, =0/+0/+ck

Asi pues;elegida la‘hase candnica como referencia, cualquier vector se
puede escribir en la forma: .

| v=|ab.] | |
donde “a”, “b” y “c” son las coordenadas cartesianas del vector




Modulo de un vector en funcion de sus coordenadas

Sea el vector v=ai + bj +ck -

—|2 2 2 =2

rE 1

= 27
S

luego: M:\/ ai)’ +(bf)° +(ck)’ =\a?+ b2 +c?.

X X

Calcularel moédulo delvector v 25/—6/+k

|7-:\/52+(—6)2+12 =62 unidades

Suma de vectores en funcion de sus coordenadas : :
Dado los vectores a=a,/+a,j+a,k y b=b,+b,j+b,k.elvector suma a+b es:
a+b=(a/+a,j+ak)+(bJi+b,j+b,k)=(a,+b)i+(a,+b,)j+(a,+b,)k

Dados Iosvectoresv 2/—5/+3k y W——/+/ 2k calcularv+W y W-—v
VW= [2,-5,3]+[-11=2] =1, 42]_/—4/+k

w—-v =[-11-2]-[2,-5,3] =[-3,6,-5] = -3/ +6/ -5k
Producto de.un escalar por un vector
Dado el vector v =ai + bj + ck y el escalar h, el vector Av es:

hv =h(ai + bj +ck)=(ha)i+(hb)j +(hb)k
Multiplicar por —3 el vector v =-2/+ j +3k
3y =-3[-2,13]=[6,-3,-9] < 6/ —3/ 9k




Estudio de la dependencia lineal de vectores en funcidn de las coordenadas
Para que los vectores a , b y ¢ sean independientes, debe cumplirse que:

aa+ fb+yc=0 para a=8=y=0

g g a4

X y z

o lo que es lo mismo, el sistema: | b, b, b, || B |=|0 |debe ser.compatible y determinado
e P 0
&, nd,d,
b, b, b,|#0
Cy -G, s 5'C,

¢.Son linealmente independientes los vectores a=/+ j+3k , b=3i+ j+11k yc =5/ -2/ +22k?

fing iy
3 1 11=0=a, by c son linealmente dependientes
Bl =2 122

¢Para qué valores de "x" los vectores u=2/—j—k ,v=i+2j+k yw=xi+3; +k pueden
ser una base para V/*?
2 -1 -1
1 2 1|=x-4; que se anula para x =4 ,luego los vectores forman una base si x # 4
Wi ]



PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES ) )
Se llama producto escalar a- b de los vectores a y b al escalar que se obtiene
oM@ !
YoM

multiplicando sus mddulos por el coseno del angulo que forman:

-

—

a-b= ‘EHB‘COS(;E)

Calcular el producto escalar de los vectores v =3/ +2/ -6k y w =/ + j —k , si sabemos que
forman un angulo de 25° | | | |
v-w=[3/+2/ - 6k|-|i + j — k|cos 25°=7+/3 -0.90 = 10,9

- Sentido geométrico del producto escalar: = -
Si proyectamos el vector v sobre el vector v, vemos que:

AB-[d[cos(v.u) - v-u=|y|[d|cos(v.u)-||AB

El producto escalar de dos vectores es igual al médulo
de uno de ellos por la proyeccion del otro sobre él

- Propiedades del producto escalar

N
<

- Propiedad conmutativa. UV = ‘U‘ : MCQSO! = ‘VHU‘COS(—_OC) =

-PRODUC'I;O ESCALAR EN FUNCION DE SUS COMPONENTES
a-b=(aj+a,j+ak)(bi+b,j+bk)=abii+ab,j+ab,ik+ab,ji+ab,j+

ta b, /k+a,bki+a,b kj+a,b,=\ab, +ab, +a,b,

Calcular el producto escalar de los vectores v=2/—j+k y w==3i+2k -3k
v-w=2(-3)+(-1)-2+1:(-3) = ~11



PRODUCTO ESCALAR DE VECTORES (Continuacion)

-Productoescalarymédulodeunvector: M ultiplicando escalarmente un vector por simismo:
2.
z

52 =[aaleos0s = [a] ~al+a’ra

3 L E = .') ) B
de donde: |a|=\/a;+a;+a;

- Calculo del angulo que forman dos vectores:

e e S LA iy = by < S i a0
Dado que: a-bz‘aHb‘cos(a,b)zabe +a,b, +a,b, entonces |cos(a,b|= ‘ﬁ I
14

. Qué angulo forman los vectores v =i +3/—-k y w=2i+j+k ?

2
43 <1)f
detie 4 2./66 2./66 a =60°30'14"
C = — == = —_— ==
e R R s T e e {a:1,06 rad

- Condicion de perpendicularidad entre vectores:
a y b son perpendiculares si su producto escalar es cero.

|\ab,+a,b,+a,b, =0

" Calcular el valorde "x" paraquelosvectoresv=xi+/+3k y w=2i—xj—2k
sean pependiculares

2
[x:1 3] =x =0=2x-X=6=0=Xx=6
Ao _ _



PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES

Dados dos vectores a y b, se llama producto vectorial, axb, al vector que:

'5 SE ,L - tiene la direccion de la perpendicular al plano
que forman los vectoresa y b

- tiene por médulo ‘éHB‘ sen(é/,l\B)

- y tiene el sentido del avance de un sacacorchos

que gira en sentido de a hacia b

- Interpretacion geométrica del médulo del producto vectorial

—————————— 7 Si dibujamos el paralelogramo cuyos lados son los vectores

A a >_/// ‘Exﬁ‘:‘é‘hﬁ']sena =‘§‘AA

- Propiedades del producto vectorial:

= Area del paralelogramo de lados ‘EI‘ y ‘B‘

- Propiedad anticonmutativa: axb = —(5 X 5)
- Pro.piedad de h.omoge.neidad: (kZ) x b = K (5 X 5) £ ax (kIE)

- Propiedad de homogeneidad: ax (E + Z‘) = (5 X 77) - (5 X 5)



PRODUCTO VECTORIAL EN FUNCION DE SUS COMPONENTES

axb= (ax_/ V=T azk) X (b)(/ +0,/+ bzk) — Desarrollando estos producto y teniendo en cuenta

I X =0 T == X b= =
que s/x [/ =k B fr =T kx/=-/ tenemos:
Fdke=f Ve s Kxk=0.

axb=(ab,-ab,)i-(ab,—ab,)j+(anb,—ab,)k

expresion que podemos eescribir en forma mas manejable:

/ Kk

;
axb=la, a, a,
b, b, b,

Calcular el producto vectorial de los vectores v=-2/+ j+2k y w=/+ j -3k

L5 ke
vxw=|-2 1 2|=-5/-4;-3k
T oy B |6

Calcular el area del paralelogramo cuyos lados son los vectores a=/—j+2k y b=3/+k

LR A
S =D |=|[—7,—1,3]|=\/(—7)2+(—1)2+32Z\/gunidades de area

0 3 1




PRODUCTO MIXTO DE TRES VECTORES
Se llama producto mixto de tres vectores, a,b y c, al escalar [5,5,5] que se obtiene

mediante el producto escalar de uno de ellos por el producto vectorial de los otros dos.

(2.56]-a-(bx0)

- Sentido geométrico del producto mixto:

[5.66]1Ha-(53) Hal: 15 cos(abwc

----------- — /’ Pero

|[5,75,E] |= Volumen del paralelepipedo de aristas ‘ : ‘ y ‘ ‘
- Producto mixto de tres vectores en funcién de sus coordenadas:
SR [ 2o
: : f / K “ a, ay' a,
[5,5,5];5-(@@) —ia;-a, cazil bbbk = [E,B,E] =l sk
o GENGE 5 ) Cz)

- Orden de multiplicacion de los vectores vy sigho del producto

A la vista de resultado anterior, si cambiamos el orden de multiplicacién de los vectores,
cambiara, como maximo el signo del resultado ; pero no el valor absoluto del producto

/ S ot
h / // | a| cos(a,b X c) =| OH | =h < altura del paralelepipedo

/_-" Luego |5|-|Ex5|;cos(5,5x5)=érea de la base x altura



PRODUCTO MIXTO DE TRES VECTORES (Ejemplos)

Calcular el producto mixto de los vectores u=2/—j—k , v=—i+k y w=—i—j+k

g\ g
[D,v,ﬂ: 3 g e [
1, 1

Demostrar que los vectores @a=/+ j+k . b=-2/i-8k y ¢ =i-3/+13k son coplanarios
Si-los tres vectores estan en un mismo plano, el.volumen del paralelepipedo

de aristas los modulos de esos vectores debe ser cero:

e o
-2 0 -8/=0
il Gl

Demostrar que los vectores a=/—j+2k ,b=-2i+k y c=i+5/+2k pueden ser las aristas
de un prisma recto. 4, Cual es su volumen?
Si forman un prisma recto sus aristas deben ser perpendiculares estre si:

(2-5=0
en efecto {6-c=0 = son perpendiculares entre si
a-c=0
{HARE Y e ;

V=[|-2 0 1||=30 uni. de volu. < (por ser prisma recto) |al{6]-| ¢| = v6+/5+/30 =30 uni. de volu.
a2






