Aplicaciones de las Derivadas

1,.Calcular las ecuaciones de la tangente y de la normal a la parabola y = 3x? -6x+1enel punto en
que la abscisaes X =2

Solucién: Punto de tangencia (2, 322 -62 +1):(2, )
Tangente....=y =1 y._#x 2 y £ 6(x 2)0 6x-y-11=0

Normal.......... y—1=_,—1(x Z)D y—lz%l(x Z)D X+6y—-8=0

x=2

2.- Calcular la ecuacion de la tangente y de la normal a la curva f(X) ==x® +3x® —2x+1, en el punto

de abscisa X =0
Solucién:
El punto de tangencia es [O, f (O)] = (O, 1) y la pendiente de la recta tangente a la curva en

dicho punto es f'(0) =—=2; luego las rectas buscadas son :

Tangente.......... v £- 2(x 0)02x+y-1=0
Normal........ y E %(x 0)0 x-2y+2=0

XCOSX — senx

3.- Calcular Lim 3

x-0 X
Solucioén:

0
Se trata de una indeterminacion 6 , por lo que aplicamos la regla de L"Hdpital

XCOSX — Senx XSenx . —SenX—Xcosx,. —2cosx 1
=Lim Lim ==

LimXEOSX T STy = XX
X-0 X x-0 3x°? X-0 6X x-0 6 3

_Ln(1+x)- senx
4.- Calcular Lim
x-0 X-Senx
Solucién:

_ _ .0
Al intentar resolverlo nos aparece la indeterminacion 6 , luego:

1
— —COSX

Lnfl+x)-senx . 1+x _ , .
Lim =Lim gue sigue dando una indeterminacion —
X0 X-Senx x~0 SenX + XCOSX 0

_ T+ senx
—— — COSX 2

. Ln(1+x)—senx . : 1+x 1
Li (L+x) =Lim 1*X =Lim (1+x) =-=
x-0 X-Senx x-0 SenNX + XCOSX *x~0 COSX+ COSX — XSenx 2

. Lnx
5.- Calcular Lim ———
x-0 LnSenx
Solucién:

. Lnx —o0 , A
Lim ————=——; asi pues aplicamos la regla de L Hdpital:
x-0 LnSenx —oo

1

. Lnx % . senx . COSX

Lim———= Lim—2—=Lim =Lm——=1
X -

x-0 LnSenx x-0 COSX  x-0 XCOSX

Senx

0 CPSX — XSENX




N .. . arcsenx
6.- Calcular el siguiente limite  Lim ———
x-0 tgx
Solucioén:

0
Se trata de una indeterminacion de la forma 6 , luego...

1
2
Lim rCsenx _ 1-xX =:_L=1
x-0  tgX X~ 1 1
cos’ X

7.- Estudiar las zonas de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos, concavidad y convexidad, asi
como los puntos de inflexion de la funcién y =x> —3x* —9x +1
Solucién:

y' =3x* —6Xx—9 se anula para X, =-1 ypara X=3;
En el intervalo (— 00,—1) la funcion es creciente ya que y' >0
En el intervalo (— 1,3), la funcion es decreciente, pues y' <0

En el intervalo (3, 00) , la funcion vuelve a ser creciente

Por todo ello, el punto (—ZI.,(—l)3 —3( —1)2 —9(—1) +1) = (—16) es un maximo, mientras que el punto
de abscisa 3, (3,—26) es un minimo.

' 3
y' =6x—9 se anula para X=—, luego

: 3 : : :
el intervalo B— 00,—H es de concavidad negativa o convexa ,pues y' <0 , mientras que el
O 20
intervalo B[E , 00 Hes de concavidad positiva o céncava.

B -2 e
Por todo ello el punto ,———[]es un punto de inflexion.
02 8 0O

2
X" -6
8.- Representar graficamente la funcioén y = >
X —
Solucion:
-campo de existencia : la funcion existe para [IX | X [(I+ {3
. 0f (x) o
-simetrias : f(—X) Z[J (0 no hay simetrias
o f(X)
-asintotas:
-horizontales: Limf (X) = [ no hay asintotas horizontales

X 00

-verticales: como X = 2 hace la funcion infinito, en ese punto hay asintota vertical
- posicién de la curva respecto a esta asintota:

f(2-€) >0, lafuncion esta en la porte positiva del eje de ordenadas
f(x+¢€) <0, lafuncién esta en la parte negativa del eje de ordenadas

- oblicuas: y=mx+n

- (X
m= L|mL =
¥oe X de donde Yy = X+ 2 es una asintota oblicua

n = Lim(f (x) -1x) =2

- posicién de la curva respecto a la asintota oblicua:




0 s x< 20O lafuncidonsobrelaasintota
0 s x>20 lafuncionestabajolaasintota

x> -6

-2 >
- 2)=——0
X-2 (X+ ) X-2 Eﬁ

.........................

-corte con los ejes:
y 00U x= J_r\/g , luego pasa por (— \/E,O) y por (\/@)

% 00 y=3, psatambién por (0,3)
-Crecimiento:.

X2 —4x+6

(x-2y
X, la funcién es siempre creciente
-méaximos y minimos: dado que Y'=0 no tiene soluciones reales, no hay
maximos ni minimos
- concavidad:
y' = -4
(x-2)
signo cerca del punto en que no existe esta segunda derevada, X = 2
f"(2 & 00 concavidad positiva
f"(2 & 00O concavidad negativa

-rapresentacion de la funcion:

L

como la derivada y’ = es positiva para cualquier valor de

que no se anula para ningun valor de X, por lo que estudiamos el

9.- Representar la funcion 'y =—
x -1
Solucién:
-Dominio: UJ —{—1,]}
-Simetria Es una funcién impar, luego es simétrica respecto al origen
-Asintotas:
-Verticales: Xx=-1 yx=1
-Horizontales: no hay
-Oblicuas de la forma y =mx+n



. f(X
m= |_|m£ =1
X - 00 X
asi Y = X es una sintota oblicua

n=Lim{f(x)-1x =0

-Posicién respecto de las asintotas:

-respectoa X =1
Lim f (X) =+oo
x-1"

Limf (X) =—oo
X-1"

-respectoa X =-1
lo mismo que para X =1
-respectoa y = X
(Ix>0
%+1>0 O x>1
-1>0

X X . .
s= -X= s>0s8[] O

x* -1 x* -1
>0
§i+1<om x0(-1,0)

@ -1<0
-puntos de maximos y minimos:

-derivando e igualando a cero obtenemos X =0, X =-4/3 y X= \/..3;
-estudiando la variacion de la funcion a ambos lados de esos puntos

X =0 es un punto de inflexion, X =—+/3 es un maximo relativo, X = \/§ es un minimo relativo
-rapresentacion de la funcién:
il /
.-‘&‘J_‘r
49 | ) =
|
2 |
Il.h o X
i a4 & 4 21y 2 4 _8 & 10
i |
- ]
s | I
e 4 Id-
/"'jv "

X2

X+3
1° Delimitar en un sistema de ejes cartesianos, las regiones en que esta definida la
funcion( oscureciendo las que no esté definida)
Solucién:

La funcion no esta definida para X = —3: por otra parte:

2
F(x)>0 & >
X

10.-Dada la funcion f(x) =

3>0D X+3>00 x>-3

f(X)<0 e = <00 x+3<00 x<-3
X+3



2°.- ¢ Es impar la funcion? ¢ Por qué?
Solucién

(-xP _ % ¢Df(x)

M= s s iy

, luego la funcién no es par ni impar

3°.-Encontrar las asintotas
Solucioén:
-Asintotas verticales
Si X - =3 entonces Y - o ,luego X =—3 es asintota vertical
-Asintotas horizontales:

No hay pues no existe el Lim f (X)

X — 00

-Asintotas oblicuas:

m= L|mM =1
Xoow X

n= LET[f(x) -x|=-3

luego Y = X — 3 es una asintota oblicua

4°.-Estudiar la posicion de la gréfica respecto a las asintotas.
Solucién:

-Respectoa X =—3

Lim f(X) = —o
x-—3"

Lim f (x) = +oo

X-=3"

-respecto a Y = X—3
9
d=f(X)-(x—-3) =——
(-9 =
Si X>-=3 entonces d >0
Si X< =3 entonces d <0

Yo
w=-3 (1]
D 8 & %4 |2 2 —
. I T | — I B el
--'--_'- x
R 4=
--'_--'_'----_'- LI
_..-"'"-r.-'-r. ¥
-2




5°.- Determinar los puntos de maximos y de minimos

Solucién:
F1(x) = 2x(x+3);x2 _X +6>2<
(x+3) (x+3)
f60 @ x¢ 6x 00 B 0
x=-6
En Xx=0

x 0 O f'0O¢ 00 f(X) esdecreciente

X 0" 0O f'( 00 f(X) escreciente
En X=-6

- 6 0 f'(x% 00 f(X) escreciente

X -6 0 f'0§ 00 f(X) esdecreciente

Por todo ellos podemos afirmar que

02
en Eﬁ; EZ (O; O) hay un minimo y

0+3
6

ST
en %G; ( ) EZ (— 6; —12) hay un maximo de la funcion.
-6+3

6°.- Estudio de la curvatura
Solucién:

(2x+6)(x+3)° —2(x+3)(x* +6x) _ 18
(x+3)° (x+3)°
gue no se anula para ningun valor de X, luego:
Si x< -3 entonces f'(X) <O por lo que tendra curvatura hacia la parte negativa del las
ordenadas
Si x> -3 entonces f’(X) >0 y su concavidad estara dirigida hacia la parte positiva del eje de
ordenadas.

f(x) =

7°,.Representarla graficamente:

Solucién:

x=-3 :—1EI

_'-1|:|




11.- Con una cartulina cuadrada de 36 cm de lado queremos construir una caja; para ello cortamos un
cuadradillo en cada esquina para poder doblar las solapas,¢Cuanto debe medir el lado del cuadradillo a
cortar para que el volumen de la caja sea maximo?

Solucioén:
Sillamamos X a la longitud del lado del cuadrado a cortar, como indica la figura:

_ Mcm o La funcion a maximizar es
_ 2
X 2 X V =(36-2x)"x
de donde:
V' =12x* —288x+1296 que se anula para
X=6 y x=18
|| | Analizando la segunda derivada, vemos que el valor
X X _ ey
: X =6 nos da la valor maximo.

Asi pues, deberemos cortar un cuadradillo de 6 cm de lado para obtener una caja de volumen
maximo

12.- Tenemos un segmento de 236 cm de longitud que dividimos en dos partes, con las que construimos
dos rectangulos; el primero tiene una base doble que su altura y el segundo su base es la tercera parte
de sus altura..Calcular la longitud de cada corte para que el area de los rectangulos sea minima.
Solucién:

Si llamamos X a la altura del primer rectangulo e Ya la base del segundo rectdngulo, sus

perimetros seran:

primer rectangulo ... X +X +2X +2X = 6X
y el segundo rectangulo ...... y +y+3y+3y =8y
como dichos perimetros deben sumar la longitud del segmento:
6x +8y = 236
De igual forma el &rea de cada rectangulo es:
primer rectangulo ..... X-2X = 2X°
y el segundo rectangulo ... y-3y = 3y?

y la funcién a minimizar
36 - 6x g
S =2x* +3y* =2x° +3E427
0O 8 0
derivando
6
S' =4x +— (236 - 6x = (-6)
64
e igualando a cero nos da X =18, que es un punto de minimo ya que su segunda derivada es positiva.

De esta forma loa dos segmentos sera, de 108 cm y de 128 cm.

13.-Descomponer un segmento, de 20 m de longitud, en cuatro partes para obtener el paralelogramo de
mayor area posible.
Solucién:

Sillamamos X € Y a los lados del paralelogramo, el area buscada es S = Xy y su perimetro
2X+ 2y = 20; luego
S=x(10-x)
que derivando e igualando a cero obtenemos X =5. Se trata de un cuadrado de lado 5 m



14.- Una maquina que produce cierto tipo de piezas trabaja cada dia 3,5 horas. Sabemos el que el
nimero de piezas fabricadas en cada instante, Yy , es funcién del tiempo de funcionamiento t, y esta

dado por:
MO s t<l
y= 83 -0t?+24t-15 s 1<t<45
H s t245
Si el jueves pasado empez6 a trabajar a las 10 de la mafana ¢a qué hora se obtuvo la maxima
produccion? ¢ A qué hora la minima produccion?

=2
y= 3% 18 24 00O ﬁ_
anrat—Zt yw 00 t=2 esun méximo

parat=4 y> 00 t=4 esunminimo

De donde deducimos que a las 2 horas de trabajo, es decir a las 12 horas, se obtuvo la maxima
produccion y a las 2 de la tarde la minima produccién.

y: 16t 1800





