Integracion

ACTIVIDAD INICIAL

12.l. Encuentra la funcion que mide el area de las regiones limitadas por el eje horizontal y las rectas:

a) y = 3x — 3; x = 1; la recta vertical trazada por el punto de abscisa x con x > 1.

b)y =xsix<3;y = —x+ 6 si x> 3; la recta vertical trazada por el punto de abscisa x.
Distinguir entre 0 < x <3y 3 <x< 6.

En ambos casos, calcula también la derivada de las funciones area obtenidas.

a) Area = F(x) = %(x - 1)8x — 3) = %(Xz —2x+ 1), F(x) = 3x — 3.
b) Si x = 3, Area = F(x) = %X2

) ; _ _ 9 ,83+6—-x, _9 1.4 oy
Si x> 3, Area = F(x) = 5 +—2 (x —3) = 5 + 2(9 x)(x — 3) =
:g+l(9x—27—x2+3x):—lx2+6x—9

2 2 2
1, L .

ASi F0 X six =<3 P {x six<3

| , F(X) = X) = )

St pues 1 —Xx+6 six>3

—Ex2+6x—9 si3<x=<6

1
B B @B+ h)? -
Para obtener F'(3), es decir, Iimw, obtenemos lim F3 + h) @) _ lim 2
h—0 h h—0~ h h—0~ h
1. W +6h
= im Ty =38y 1 o 1
- (@B + h)? + +h -9-= ——h +
lim w = Iim 2 ® ) 5 ) ° 2 = lim 2 h o =3
h—0+ h T hsot h T hsot h -
ix <
asi que F'(x) = { X sixgd
X +6 six>3
12.1 Calcula el area de las regiones sombreadas.
Y y a) F(x) =3x —x°

NRERE S0/ sah Area = F(1) — F(—1) = 2 — (~2) = 4

//0 . _,_@'/E\ . b) G(x) = —cosx

\ 2 Area = G(w) — G(0) = —cosm — (—cos0) = 2

12.2 Halla el area del recinto sombreado.

Y H(x) =

h(x) =x - Area =

(@]
N
>

12.3 Calcula el area de la zona limitada por la grafica de y = x* el eje Xy lasrectas x = 0y x = 2.

Area = G(2) — G(0) con G'(x) = X4 asi que G(x) = %xs y el area pedida es 8

E.
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12.4 Calcula el area encerrada por la parabola y = x* — 4 y el eje horizontal.

Area = G(2) — G(—2), siendo G'(x) = 0 — (X — 4) = 4 — x>, 0 sea, G(x) = 4x — %xs.

_ 32

Asi pues, G(2) — G(—2) 3

12,5 Calcula el area de la figura.

y T(x) = G(x) — F(x), en donde G(x) = senx vy
. y=cosx | '
- F(x) = —cosx = T(x) = senx + cosx
ol \_ DX
4 y=sen x Area=T(%>f (O)=<%+%)1=\/§1

12.6 Calcula el area de la regién limitada por el eje vertical, la rectay = e y la curva y = e~

Las lineas y = e, y = e* se cortan cuando x = 1, asi que el area pedida vl /
es (F— G) (1) — (F — G) (0), siendo F'(x) — G'(x) = e — e, es decir,
(F— G) (x) = ex — & por lo que (F — G) (1) — (F — G) (0) = 1. /
Of 1 X

12.7 Calcula el area encerrada entre las curvas f(x) = x(x — 1)(x — 2) y g(x) = x(x — 1).
Las curvas f(x) = x(x — 1)(x — 2) y g(x) = x(x — 1) se cortan cuando x(x — 1)[x — 2 — 1] = O, es decir,
x=0x=1x=3.
Un esbozo de las gréficas de fy g nos conduce a:
Y Por lo que en [0, 1] es f(x) = g(x) y en [1, 3] es g(x) = f(x), y el area pedida es:
(F=GQ1)-(F-06)(0)+(G-HE) —-(G-HAO) =
=2(F-G)(1) —(F—=G)(0) = (F— G)(3),donde F'(x) = f(x) y G'(x) = g(x).

1
Asi pues, F'(x) = x* — 3x*> + 2x, con lo que F(x) = %x“ - X+ xyGKx =x—-x
1 u i = l 3 X_2 — - l 4 _ i 3 i 2 4
es decir, G(x) = 3 X o por lo que (F — G)(x) = 7x 3 X + CRR el area
\ 37
pedida es 1o

12.8 Calcula el area del recinto limitado por la curva y = % las rectas y = x, x = 2 y el eje horizontal.

Un esbozo de la region es este:

Y| Hallamos el punto de corte de las lineas en cuestion, que son P (1, 1) y Q (2, %) y
el area del recinto es:
1P 0 Area triangulo OPT + Area regién TPQR = % + G(2) — G(1), siendo G'(x) = 17 es
T
. 1 . 1 1 5
1R X = —— . — -2
decir, G(x) eIl el area es: 5 + ( ) + 1) T

Solucionario ﬂ] 139



12.9 Calcula las siguientes integrales indefinidas.

ax

\/)_(—x3+2x
.

B [ - o + 1)
o) [ = 7= + V&) ox & [V o
a)f(2x4—3x2+1)dx=_5_xs+x+c

o) [ = 2+ Vo = [t = xt adda = Tx s e 2y
g f(ww:f(“ —x+ Zo= 2 - frronk+c

d) j\s/Fdx= fx%dx=%\6/x‘3 + C

12.10 Halla las primitivas de las funciones siguientes.

a) f(x) = —3¢" c) f(x) = 5senx —
1 —x°
b) F(x) = & — d) f(x) = Vx — cosx
a) f—Sexdx = -3¢"+ C c) f<5 senx — 1F)d = —5cosx + arccosx + C
1 —x°
b) J’<3 ——)dx—my— 41Inlx| + C d) f(\s/)?— cosx)dxz%\%?— senx + C
12.11 Calcula las siguientes integrales indefinidas.
t+ 1 e*
b) f—sds c) f(x2 + 1)® - 5xdx
V2 + 2t + 3 T+e
cos (Int) e 2x
d) J'idt e) fisds f) J'—dx
t 1 + 62 \/1 — X4
t+ 1 -~ 5 1 _ 1.3 2
a) | ————=dt= |(P+ 2t+ 3)Z - 2(t + 1) \/t+2t+ 2+ C=\VP+2t+3+C
VE + 2t + 3
2e% 1 2
b)f1+e25 2f1+ezs —2In(1+e)+C
2 20 | ,éfz 20 . ,E(X2+1)21,i 2 21
c)f(x + 1) 5xdx—2 (x*2 + 1) 2xdx—2 21 =1 x*+ 1)+ C

d) J'Mdt = fcos (Int) - 1To’t = sen(Int) + C

e’ _ 1 s _ s
e) fwds—j41 ypoE e'ds = arctge® + C

arcsenx®> + C

12.12 Halla las primitivas de las siguientes funciones.

a) f(x) = 2x(sen x*)(cos* x?) b) f tg (3x + 2)dx

a) jQx(senxz)(Cos4x2) dx = f(cos x°)4(—4sen x°) - 2x(—%) dx = —% %COS X = —21—0 cos’x’ + ¢
_ [sen(3x + 2) 1 [—=8sen(B3x+2) ~_ 1

b) ftg(3x + 2)dx = Jcos(Bx +9) J' cos ( 3x ) dx = 3 Injcos (3x + 2) + C]
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12.13 Calcula las derivadas de f(x) = tg°x y g(x) = cos

CosTx simplificalas al maximo y explica qué observas.

. 2sen x —2 cos x(—senXx) 2senx
— 2 ’ — . 2 - - 4 = =
Si f(x) = tg’x, f'(x) = 2tgx - 1\cos®x o X 9(x) ooy 9 (%) 505 %) oo x
Como se ve, las dos funciones tienen la misma derivada.
. 1 sen’x 1 — sen’x _ cos’X _ e
No podia ser de otra forma, pues g(x) — f(x) = o x cox = cofx  ~ cosix — 1, es decir, difie-

ren en una constante, por lo que sus derivadas deben ser iguales.

EJERCICIOS

Area bajo una curva

12.14 Obtén la funcién F(x): [0, 5] — R, tal que F(x) mida el area de la region limitada por la grafica de

g = [F2x+asi0O=x=<2
T Ix—-2 si2<x<5’

=

el eje horizontal y la vertical que pasa por el punto de abscisa x.

Debes distinguir entre 0 < x < 2y 2 < x < 5. Calcula también la derivada de la funcién F(x).

Si x < 2, la forma méas comoda de calcular el valor F(x) es restar areas de triangulos, es decir,
Fg = 4+ 2(2 = 0(-2x + 4) = 4 — (2 — ).
Si x > 2, bastard con sumar areas de triangulos, es decir, F(x) = 4 — %(x - 2)(x —2) =4+ %(x — 2)%
4 — (2 —x sixs2 2(2 — x)six <2
Asi pues, F(x) = 1 , por lo que F'(x) =
4+E(x—2)gsix>2 X—2 six>2
y para ver si existe F(2) y obtenerla bastara calcularhlin&w y lim M)}‘ﬂ y comprobar

4 —2x si0=s=x=<2
gue ambos son iguales a 0, por lo que F'(2) = 0y F(x) = , es decir, F'(x) = f(x).
X—2 si2<x=<s5
Teorema fundamental del calculo
12.15 Calcula el area de las siguientes regiones.
a) Y] b) Y c) Y,
y s 1
y=er . 1+ x2 y=x(1-x)
0 1 X
o 1 X
X 1 2 1 3
a) F(x) = e b) G(x) = arctgx c) H(x) = X — 3
Area = F(1) — F0) = e — 1 Area=G(0)— G(—1)=0 (-] =" Aea=H(1)-HO)=(+ -1} -0=1
4 4 2 3 6

12.16
limitada por la grafica de f, el eje horizontal y las verticales x = —1 y x
Area = F(3) — F(—1), siendo F(x) = _71 una primitiva de f, ya que F'(x)
-1 -4

-

medir un area. ¢Qué hay de erroneo en nuestro razonamiento?

vale: F(3) — F(—1) = %1 - (

La curvay = 7z esta siempre por encima del eje horizontal. Si nos pidieran calcular el area de la region

3, procederiamos asi:

1 . .
Y obtendriamos que el area

—3 - due, al ser negativo, es un niumero que evidentemente no puede

1 . . )
Como f(x) = Sz ho es continua en [—1, 3], pues no lo es en x = 0, no es valido nuestro razonamiento.
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Area entre dos curvas

12.17 Halla el numero a para el que la recta x = a divide en dos partes de igual Y|

area la region limitada por el eje horizontal, la curva y = ZVY las verticales

x=1,x=4. =
O| jr a X
Nos piden hallar a para que G(a) — G(1) = G(4) — G(a), o sea, 2G(a) = G(1) + G(4), siendo G'(x) = %
i = 1 ag 2 _ 4 _1__5 _8
es decir, G(x) = X Asi pues, . = 1 7= o por lo que a = 3

12.18 Halla el numero b para el que la recta y = b divide en dos partes de igual area la region del problema anterior.

El area en cuestion es G(4) — G(1), siendo G(x) = —%, es decir, dicha area vale ¥
—% + 1= % y nos piden hallar b para que el area de la regién PQR sea % b
Las coordenadas del punto R vienen dadas por la solucion del sistema y = % o| jr | X

y = b, es decir, su abscisa es 17
b

Asi pues, . G<L> — G(1) — Area rectangulo sombreado, o sea: 15\ —\/E + 1 = b(L - 1) =

8 Vb 8 Vb
5 , (5 : , 11 25
72\/5+b+1,porloque2\/57b—§=>(2\/5)—§+b :b77b+a—0,dedonde3e

11 = 4Ve 11— 4V _

obtienen dos soluciones, b = 8 , de las que solamente tiene sentido b = 8 0,15.

12.19 En cada caso, calcula el area limitada por las curvas dadas.
— — 2 N _2 =
a){y—5x—x C){y— X+ 2x + 1 e{y sen x

y=x y=-2 y=x-(x-—m);x =2m
1
y =[x =\/)—( Y=< y=x+ 3, y=—-38x
b){y=2_xz d)[y=0 - f)y=x2—2x—1

a) Puntos de corte: 5x — x* = x=x* —4x =0, x=0,x =4
Area = (F — G)(4) — (F — G)(0) con F'(x) = 5x — x% G'(x) = x, asi que (F— G')(x) =
4x — x>y T(x) = (F — G) (x) = 2x*> — %xa, por lo que el area pedida es:

T(4>—T<o>:z.4z_%4s:32_ﬁ:g

3 3
b) Puntos de corte: 2 — x* = [x| Six=02—-x*=xx=1.
Por la simetria de la figura bastara calcular el area del recinto de la derecha y multipli- Y
car por 2.
Asi pues, Area = 2 [(F - G)(1) - (F- G)(0)] con F'(x) = 2 — ¥, G'(x) = x, asi que 1
(F-G)x)=2—-xX—xyTx) =(F—- G)x = —%xs —%xz + 2x, por lo que el ot r
area pedida es 2(T(1) — T(0)) = o1 + 2| = ’
3 2 3
c) Puntos de corte: —x> + 2x + 1 = =2 = x = t\/g Y
Area = (F— G)(1 +V5) — (F— G)(1 —\/5)con Fi(x) = —x®> + 2x + 1, G'(x) = —2
Asique (F — G)x) = —x>*+2x+ 3 (F — Gy 1 X

T = F(F = G = =3 X + # + 3
14\/5

por lo que el area pedida es: T(1 + \/5) — T(1 — \/5) = —3
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d) Hallamos el punto T como interseccion de y = \/)—( y = l y obtenemos T(1, 1) y Y
sumamos el area de los recintos OTQ y TQNM, siendo M el punto ( Co ) L ,,/
QT T—
Of 1A X
Asi pues, Area (OTQ) = F(1) — F(0) con F'(x \/>_< es decir, F(x %\/_
por lo que Area (OTQ) = %
Area (TQNM) = G(2) — G(1) con G'(x) = 17 0 sea, G(x) = Inx, por lo que
Area (TQNM) = In2 y el é4rea pedida sera % +In2.
e) Como se observa en la figura, las curvas limitan dos recintos. \4
En el primero, los puntos de corte son A(0, 0) y B(m, 0).
En el segundo son B(m, 0) y C(2m, 2m2).
Utilizando la notacién de la integral definida y la regla de Barrow, el area del recinto se
calcula asi:
g 27
S = L (senx — x* + mx) dx + f (x* — mx — senx)dx =
— | —cosx —4x* + Ter| + | — T 4 cosx T s i
3 27 |3 2 . ~
— I 8’ 3 o . 3
= (1 3+2) (1)+(3 — 2w +1) (3 5 1)—4+1T
f) Como se observa en la figura, las curvas delimitan varios recintos, pero solamente uno Y|
de ellos esta limitado por la gréfica de las tres funciones; es el triangulo mixtilineo ABC, A
que a su vez se divide en dos recintos: el triangulo ADC vy el triangulo mixtilineo DBC.
Se hallan las coordenadas de esos puntos. M
x=-3 i
Jy=xt3 4 39 / T X
A: {y - = 9 = El punto buscado es A T2
Y =13
Jy=x+3 xX=-1,y=2
B: {y o1 {x -9 = El punto buscado es B(4, 7).

El area del recinto buscado sera:

4

-1+V5 4 -1+V5 © 3y 4
2 = ﬁgz [(x+3)—(— 3x)]dx+JH\5[(x+3)—( x—1)]dx—[x +3x] 2 +{_§+7+4X]4+v€
% —1+Vs

=<2\/5+1)+(‘”\/5+Z1>:13\f 75 _ 225 + 13V5

12 12 4 - 12 ~ 2117
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Primitivas. Integral indefinida

12.20

12.21

12.22

12.23

Calcula la funcién que tiene por derivada f'(x) = x + 1 y corta la bisectriz del primer cuadrante en el pun-
to de abscisa —2.

1

fix) = §x2 + x + C, y como nos dicen que f(—2) = —2, tenemos que —2 = 2 — 2 + C, es decir, C = —2
y la funcion pedida es f(x) = %xz +x = 2.

La derivada del producto dice que si F(x) = f(x) - g(x), entonces F'=(x) = f'(x)g(x) + f(x)g’(x). Basandonos
en esto, podemos calcular la siguiente integral: f(2x - cosx — x* - senx)dx = x* - cosx + C ya que, en
este caso, f(x) = x* y g(x) = cosx, y la integral es el producto F(x) = f(x) - g(x).

Identifica las funciones f(x) y g(x) en los siguientes casos y calcula estas integrales.

a) f(2x - e+ x* - eMdx d) J'(e* - senx — €' - cosx)dx
b) f(% - senx + (Inx) - cos x)dx e) f(1 + Inx)dx
c) f(e* - senx + e - cosx)dx f) f( 2\1/)_( cInx + \)/(;>dx

a) fix) = x*y gx) = €, asi que j(2xe* + x?€)dx = J’(x2 ex)dx = x2 - e+ C
b) fx) = Inxy g(x) = senx, por lo que la integral dada es f(lnx - senx)dx = Inx - senx + C.

c) flx) = €', g(x) = senx, y la integral pedida vale e senx + C.
d) flx) = €, g(x) = —cosx, y la integral pedida, j(exsenx - e cosx)dx =

= f(e* (—cosx) + e'senx))dx = f(f’g + fg')dx = f(x) - g(x) = —e* - cos x + C

e) f(1 + Inx)dx = J(x .

resultando entonces f - g = xInx + C.

+ 1 - Inx)dx = j(f- g + f - g)dxcon flx) = x, g(x) = Inx,

> | =

1 Vo (L , - -
f) f( s Inx + T)dx = J(fg + fg')dx con f(x) = Vx vy glx) = Inx,

resultando entonces f(x) - g(x) = \/)_<|nx + C.

Calcula una funcién f que pase por el origen y cuya derivada sea f'(x) = \/)_( + 2x + \/)_(

1 3
f(x) = x2 + 2x2, por lo que f(x) = % X3+ %\/F + C, y como pasa por el origen, C = 0,

siendo entonces f(x) = %\/F + %\/F

Un estudiante, aunque no sabe obtener la derivada del cociente, dice que las funciones f(x) = Fiﬁ y

2x + 2 . . . . . s
g(x) = 5———= tienen la misma derivada, y el profesor dice que esta en lo correcto. ¢{Como ha razonado
2x + 1

el alumno?

22X+ 2 2x+ 1 1
To2x+ 1 2x + 1 2x + 1

El estudiante ha observado que g(x) =1 + f(x), por lo que g’'(x) = ().
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Primitivas inmediatas

12.24 Identifica cada una de las primitivas siguientes con una de la tabla dada en el texto y, a continuacion, resuélvelas.

3 _ 2
a) j(l + 2)dx i) J’de
X X
b) [tgxdx j) senx + 2 + cosx|dx
g ) 1+ x?
c) J(Sx — 5)%dx k) f\/sen (x + 2m) cosxdx
d)fx3—\4/Fdx ) fx-<x2—1 + 3x2+1)dx
X cos X
) [ ™ [ e
f) Jsen2xdx n) J—dx
V1 + x?
L2 . sen 2x
g) fx e dx f) f—1 T SeandX
tg°x o . [
h)fcosx 0) fe Ve + 1dx
a) 1(17 + 2)dx =Inlx + 2x + C
sen x -senx . _
b) ftgxdx f——dx (Tipo 2) = J' o5 x dx = —Injcos x| + C
— BV gy (Ti _lJ By _ 1 Bx=5¢ Liay = _ 1 Bx-5¢°
c) J(Sx 5)?dx (Tipo 1) = 3 (3x — 5)? - 3adx = 3 3 + C = 9(3x 5 + C = 3 3 + C
f \/—dx—fx4dx(T|po1)=2ix27 \4/2‘+C— x\/;(+C

X = X i —l 72)( _l 2
e)J-| +X4dx_f1 +(X2)2dX(T|p09)— 2f1 +(X2)2dX— 2arctgx + C

f) fsen 2x dx (Tipo 6) = %J’2 sen2xdx = %(—cos 2x) + C

9) fx- e dx(Tipo 3) = %JQX' e dx = %e*’ + C

h) J tg°x dx = th3x ——dx (Tipo 1) = ltg“x + C
cos’ x cos 4
3 _ 2
i) J%dx— fx dx — 5fxdx+ SJ'—dx—% s — %xz + 3Injx| + C
1 2 3
k) J\/sen(x + 2m)cosxdx = f(senx)? - Cos X - dx = g(sen x)2 + C

i) f(senx + 3 fxz + cosx)dx = —cosx + 2arctgx + senx + C

) Jx(x2 1+ V- 1) dx :f(xs — x)dx + Jx\s/xz -1 :f(Xs — X)dx -i—f(x2 — 1)%xdx, siendo esta ultima

4
integral del tipo 1, resultando, pues, %x“ — %xz + %(x2 - 1)3 . % + C= %x“ — %xg + % \3/(x2 -1+ C

COS X

mdx (Tipo 9) = arctg(senx) + C

m)

1+ xz)%xdx (Tipo 1) = lfﬁ + )(2)771 2xdx = %(1 + xz)% 2+ C=\V1+x+C

2

n)fﬁdx=f(

N sen 2x _ Sen x Ccos X ) _ )
) f1 mn SeandX = 121 m senQXdX (Tipo 2) = In(1 + sen’x) + C

8
0) fe2*\7/ezx—+1dx:J'(e2*+1)% e dx(Tipo 1) = %f(e?un)% 2e2*dx:%(e2x+1)7%+C: 176 (e +1f+C
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Integral definida. Regla de Barrow

12.25

12.26

12.27

12.28

12.29

Si la gréafica de f(x) es la de la figura, (cudl de los siguientes Y

6
numeros es la mejor aproximacion para f f(x) dx?
1

a) -24 b) 9 c) 26 d) 38 ~

N

Cada cuadrito de la cuadricula de la gréfica representa 2 uni-
dades cuadradas. Como hay 13 enteros y varios trozos mas, el o 1 X
area supera las 26 unidades, por lo que la respuesta es d) 38.

7
Si ' es continua y f(1) = 2, écual es el valor de f(7) sabiendo que ﬁ f'(x)dx = 3?

Al ser ﬁf’(x) dx = f(7) — f(1), es f(7) — 2 = 3, por lo que f(7) = 5.

Calcula las siguientes integrales definidas.

-

338x — 1 2 s 3 ¢ 2120
dx b) .8 du c) |, sect - tgtdt d) 0)(-(1 + x*)*dx

a)1 \/}

3 3x — 1 _ 3 ° 3 ooy
a)f1 e dx—{Q\/F 2\/}]1 (63 — 21/3) — (2 — 2) = 4\/3

2
b) J’Oeuﬁi du — [eu+3]g — eS _ e3

3 _ [Fsent ., [ A
c) flsect tgtat = J% cos%dt = {—cost]

6

6

o3 w3
Il
N
|
N
3

4 11 ! 1
2120 _ . 221 — ' (n21 _
d)fox(1+x) dx—[2 21 (1+X)L 42(2 1)

(PAU) Calcula Fﬂ [sen x| dx.

-7

2w w
f |[senx|dx = 3 fosenxdx =3[-cosxfj=3-2=286

¢Son verdaderas o falsas estas afirmaciones?

a) Si f es continua y par, entonces ﬁ:f(x) dx = 2 - J: f(x) dx.
b) Si f es continua, entonces ﬂf’(x) dx = f(7) — £(0).

c) f:x - senxdx = 2x

d) f;(ax2 + bx + c)dx =2 J;(ax2 + c)dx

3
e) J:) Xx(x— 1) (x— 3) dx mide el area de la regién encerrada por la curva f(x) = x(x — 1)(x — 3) y el eje horizontal.
f) El area encerrada por la curva f(x) = x> — 1, el eje de abscisas y las rectas x = 0y x = 3 es 6.

a

f(x) dx + fjf(x) ax = 2 J' f(x) dx

0

a

f(x) dx = jo

—a

f(x) dx, por lo que f

—a

f(x) dx = fa

0

0
a) Verdadera. Si f es par: j

a

7
b) Verdadera. Al ser f' continua, aplicamos la regla de Barrow y fo: f'(x) dx = f(7) — f(0).

™

c) Falsa, pues fox senxdx es un numero.
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12.30

12.31

1 1

d) Verdadera. f

(ax* + bx + c)dx=f
1

,
(ax* + c)dx + J bxdx. Al ser la funcién y = ax* + ¢ una funcién par,
-1 -1

1
el primer sumando es 2 J' (ax’> + c)dx, y al ser y = bx una funcién impar, el segundo sumando es O.
0

e) Falsa, ya que la curva y = x(x — 1) (x — 3) cambia de signo en [0, 3].

3
f) f (x> — 1)dx = 6, pero el area pedida no es esta integral, pues la funcion y = x> — 1 cambia de signo en [0, 3].
0

En concreto, el area pedida es:

J:;(O—(x?—1)dx+ﬁ3(x2—1)dx=[x—xg];+{%3— I=%+6—(—%)=%.

Solo una de las siguientes integrales no vale cero. ¢Cudl y por qué?

3 3 ™
a)f sen®x dx c)f sen x dx e)f cos®x dx

-

g T 1
b)Jocosxdx d) jf X2+ senxdx f) ﬁ1tgxdx

La integral del apartado e no es cero, pues la funcion y = cos®x es positiva o cero en R, por lo que f cos? x dx
mide el area de la region encerrada por dicha curva y el eje horizontal entre —m y . o

Calcula el area de las regiones numeradas de 1 a 6 en el siguiente dibujo.

Calcularemos las areas por trozos.

y=x+1

5)+1)+3)A5+A1+A3=f1 F{(x+3)—(%x2)]dx=2\/§

14+V7 1 ) 3
4) A, = X dx + 1 (8 =xdx =
—14+\7

_8VT 28 s 4T VT

3 3 T2 6 3

9 9 . a1 7T ni-13
Ay AT A=y -t = 3

>
Il
)
w
I
>
I
>

_ B 4  7V7-13 _ 17 +3\/3-7V7
=23 - VB + g B 3

3
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Sintesis

12.32

12.33

12.34

12.35

Considera las tres graficas de la figura. Si la grafica A es la de cierta funcion f, écual de las otras dos es
la grafica de una primitiva de f?
| Y A
B
O\ 1 X
/ C

La C, porque cuando esta funcion decrece, f es negativa, y cuando crece, es positiva.

PAU Las graficas |, Il y Ill corresponden, no necesariamente por este orden, a las de una funcion f deriva-
ble, su funcién derivada f' y una primitiva F de f. Identifica cada grafica justificando tu eleccién.
| Y I y 1l Y

[N

1
ﬂ \ : i
\Qu / ol 1 < \\//
Feslalll, feslallyf eslal, porque cuando F crece, f es positiva, y cuando F decrece, f es negativa. Lo mis-
mo ocurre con fy f.

PAU La figura siguiente representa la grafica de una funcioén f: [0, 7] — R.
Sea F: [0, 7] — R la funcion definida por F(x) = fo f(t) dt. 4
a) Calcula F(4) y F(7).
1 f

b) Dibuja la grafica de F(x) explicando cémo lo haces. o 5
F(4) representa el area comprendida entre la funcion y los ejes de coordenadas, luego F(4) = 3 + % = %
También se podria hacer como:

K e 4 1, 9 9 7
F(4)=ff(t)dt=J1dt+f(4—t)dt=[t]§+ 4t— st =3+16-8-12+—-=5—-1=—+

0 0 3 2 s 2 2 2
F(7) representa la suma algebraica de las areas que delimita la %

funcion y el eje X en el intervalo [0, 7], pero teniendo en cuenta

1_
que una de ellas es positiva y la otra negativa. ﬁ
4 7 5 ;
H7) =ff(t)dr+ff(t)dt:l+ _9) g i
0 4 2 P N\

Sea f una funcion continua en el intervalo [—1, 3] y g(x) = f(x) + 1.

Si fs f(t) dt = 7, écual ha de ser el valor de Fg(u) du = 7?

J’ig(u)du = fj(f(u) + 1)du = fjf(u)du + fjwu =7+ 4 =11
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1 2 4
12.36 Supon que f es una funcién continua y que L f(x) dx = 2, JO fix)dx =1y L f(x)dx = 7.

a) Calcula f:f(x) dx, Jff(x) dx y Jff(x) dx.

b) Explica por qué f debe ser negativa en algun punto del intervalo [0, 2].
c) Explica por qué f(x) = 3,5 para al menos un valor del intervalo [2, 4].

a) f:f(x) dx + f:f(x) dx = f:f(x) dx. Asi pues, Jljf(x)dx =14+7=28
ﬁf(x) dx + J'jf(x) dx = f:f(x) dx. Asi pues, J’jf(x)dx = fjf(x) dx — ﬂf(x)dx =1-2= -1
;f(x) dx + ff(x) dx = f:f(x) dx. Asi pues, ﬁf(x)dx = j:f(x) ax — J:f(x)dx =8-2=6
b) f:f(x) dx = ﬁ f(x) dx + ﬁf(x) dx. Asi pues, 1 = 2 + ﬁf(x) dx, por lo que ﬁf(x) dx = —1, de donde

2
deducimos que f debe ser negativa en algunos puntos de [1, 2], pues, en caso contrario, f f(x) dx = 0.
1

4
c) Si f(x) < 3,5 para todos los numeros de [2, 4], entoncesf fix)dx < 3,6 - 2 = 7, lo que contradice el hecho
2

4
de que f fix)dx = 7.
2

12.37 Si fy g son funciones que admiten derivada segunda y f(x) < g(x) para todo x, {cudles de las siguientes
afirmaciones tienen que ser verdaderas?

1 1
i) f'(x) < g'(x) para todo x ii) f(x) < g”"(x) para todo x iii) fo f(x) dx < fo g(x) dx
Las afirmaciones i e ii son falsas como muestra el siguiente diagrama: Y]
fla) < g(a) ,pero f'(a) > g’(a) y f'(a) > 0y g"(a) < 0, con lo que f"(a) > g"(a)
i es verdadera, pues (f — g)(x) < 0 para todo x, con lo queJ’ (f — g9)(x)dx < 0, es
1 1 0 f
decir, fof(x) dx < Lg(x) ax. _—/1
o1 X

12.38 Sic = kay d = kb, équé numero es mayor, A o B? Y|
b
A=fldx= Inb — Ina = Ing
a X a
d
B:fldx:lnd—lnc:lngzln&:A
¢ X c ka

Son iguales.

12.39 PAU De una funcion f: [-1, 1] — R se sabe que para cada x de dicho intervalo se cumple que [f(x)] < 1 + X2

]
De los numeros —3, —2, —1, 2,5 y 2,75, écuales pueden ser el valor de la integral qu(x) dx?

Nos dicen que —(1 + x?) < f(x) < (1 + x?), es decir, que la gréfica de f(x) presenta

una situacion como la de la figura. ¥
4 X3 1 B 3

Como f_1(1 + x¥)dx = [x + ?]

8 4 ) 8 . !
3 - (1 + x)adx = -3 nuestra integral |

-1

4
f f(x) dx debe ser un numero comprendido entre estos dos, asi que los nimeros que
-1

pueden ser el valor de esta integral son —2, —1, 2,5. /
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12.40

12.41

1242

1243

PROBLEMAS

La velocidad de un automovil ha variado de acuerdo a lo recogido en la si- ()
guiente grafica.

/

a) Calcula la aceleracién del automovil en cada uno de los tres tramos del II
recorrido. |
|
|

5
o

b) Calcula el espacio total recorrido por dicho automovil

o 1 t

Como la aceleracion es la derivada de la velocidad, su valor en cada punto viene representado por la pendien-
te de la grafica de la funcion velocidad.

a) En el primer tramo, a = 21—0 =20

En el segundo tramo, de t = 1 hasta t = 6, la velocidad es constante, luego la aceleracion es nula.
—20 _
4
b) Como la velocidad es la derivada de la funcién de posicion, esta sera una primitiva de la funcién velocidad,
y el espacio total recorrido viene representado por el area del recinto que delimita la funcion velocidad.
f‘o 1-20 4 - 20
e =

0v(t)dt= 5 +5-20 + 5

En el tercer tramo, desde t = 6 hasta t = 10, a = -5

= 150

La intensidad de la lluvia caida en un observatorio, en litros por minuto, durante una tormenta se puede
representar mediante la funcion:

f(t)y = 4(1 — ") 0 <t <60 min

Calcula la cantidad de agua recogida por metro cuadrado en dicho observatorio en la hora que durd la tormenta.
[Integra la funcidn f(t) en el intervalo de tiempo pedido.]
Pluviégrafo: aparato que permite registrar la intensidad de precipitacion.
60
f 4(1 — e ) dt = [4(t + 10e )] = (4(60 + 10e° ) — 4(0 + 10€°) = 200 + 40e° = 200 litros por m?

0

Conocida la aceleracion con la que se mueve un objeto, es facil determinar la ecuacion de movimiento,
esto es, la relacion entre la posicion del mévil y el tiempo, utilizando el calculo integral. En el caso del mo-
vimiento rectilineo basta con utilizar las siguientes relaciones.

v(t) = v, + Lta(u) au; x(t) = x, + J'O[v(u) du

Donde x, y v, son, respectivamente, la posicion y la velocidad inicial del mévil para t = 0.

A partir de estas expresiones, calcula la expresion de la velocidad en funciéon del tiempo y la ecuacion de
movimiento para el caso de que la aceleracidén sea constante e independiente del tiempo (movimiento uni-
formemente acelerado).

t
Si a(t) = k, entonces v(t) = v, + jkdu = v, + kt
0

t 2t D)
x(1) =Xo+f(v0+ ku)du = x, + {vou+ k%} =X, + Vot + k%
0

0

PROFUNDIZACION

a 1
Calcula el valor de a para que fo3x2dx =2- f 3x2 dx.

Nos dicen que [x°]3 = 2[x°];, es decir: @® = 2, a = \3/5
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12.44

1245

12.46

12.47

(PAU) Dos hermanos heredan una parcela que tiene la forma de la regién limitada por la pardbola y = x*
y la recta y = 1. Deciden dividirla en dos regiones de igual area mediante la recta horizontal y = a.

Calcula el valor de a.

Y| La situacion es como indica la figura y, puesto que el area de la parcela es
fl(1 - x)dx = % nos piden el valor de a para que f: (@ — x)dx = %
4+ ‘ Determinemos en primer lugar los numeros X,, X;.
y=xy=ax= i\/é. Asi pues, f\\i(a — x?)dx = % es decir,
FOEOCTHCE Y :
‘ ‘ J’Ova(a — x)dx = % 0 sea, [ax — %S]Za = % con lo que a\/é —%a a= %;

3
asipues,Qa\/Q:1,a\/5:%,33:%,a: 3%: V/L? :\g
2

b
Encuentra el intervalo [a, b] para el que f (x — x*) dx alcanza el maximo valor.
a

Como f(x) = x — x? verifica fix) < 0 six <0, fix) < 0six>1yflx) =0sixe& [0, 1]. Resultara que el in-
tervalo buscado [a, b] es [0, 1].

kg
Cuatro estudiantes no se ponen de acuerdo sobre el valor de f sen®xdx. Alberto dice que vale r; Beatriz,
0

. ™ , . . .
—1, y David, que vale . Uno de los cuatro esta en lo cierto, équién?

Carolina, que vale —~ Sm 5

35w
que es igual a —&- 90

128°

Si esbozamos la gréfica de f(x) = sen®x en [0, ], decidimos rapidamente quién tiene razon.

Z pues
2‘p

el area del rectangulo es , y las rectas OA y AB, aunque comen un
X poco de la region, claramente dejan gran parte de ella en el interior del

J' sen®xdx mide el area de la region rayada, que es menor que

triangulo OAB de éarea % Asi pues, Alberto, que dijo m, no puede tener

razon. Carolina dio un resultado negativo. David dijo 5 tampoco tiene razon, porque sabemos que es menor.

Luego Beatriz, que dice que dicha integral es ?28 < = 2, es quien tiene razoén.

Calcula las siguientes primitivas.

arctg x
a) f1e+ p dx c) f\/S + tgx « —=—dx e) fsenx

cos? x cos® x
b) deX d) J2 dx f) dex
a) Y ——dx es del tipo |e™ f(x)dx, por lo que Ltgxdx = g% 4+ C
<| + p ’ p q <| + XQ - .
2" _ 2% 1 In2 2" fix) 1 .
b) L T dx—f1 T (@7 ax = o ( 7 dx,que es del tIDOJ’1 TR dx, por lo que valdra —— o arctg 2 + C.

R 1
c) \5/3 + tgx - Cj:SQ—Xch = f(S + tg x)5 - o de que es del tipo ff "f'(x)dx, con r # —1, con lo que

valdra (3 + tgx)$ -% +C= % /(3 + tgx)°® + C.

X — 1 . X = —1 X
d)dex—|n2fIn2 2dx—|n22 + C

senx . _ . __cos’x _ 1
e) fcosﬁxdx = fcos x(—senx)dx = 5 = cosix

1 _ 1 _l 2 _l
U fwd“ f71 T * T3 f71 T = gacgx + C
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1248

12.49

12.50

12.51

12.52

1 A B

Calcula los numeros A y B para que =1 - G=2 ~—x-1 t -
1 __A N B _ Ax—-2) + Blx—1)
x=1x-2) x =1 X — 2 x=-1Nx-2 -

Como las dos fracciones iguales y también iguales los denominadores, el polinomio p(x) = A(x — 2) + B(x — 1)
debe ser constantemente 1, por lo que p(2) = 1, p(1) = 1; es decir, 1 = B, 1 = —A; luego A = —1, B = 1

3

x2—3x+2dx'

Calcula f

Como x> — 3x + 2 = (x — 1)(x — 2), segun el ejercicio 49,

3 _ 1 B 1 3 _ _ _ 4
T et S(X_ 5Ty o 1>, por lo que J'ixz o X = 3(njx =2 = Inlx = 1) + C.
b
Si b es un nimero positivo, calcula L|3x|dx.
b b 27]b 2
En [0, b], b > 0, |3x] = 3x, por lo que f |3x| dx = J'03de = [STX] = %
0 0

Sea la funcioén cuya grafica es la de la figura, que consiste en segmentos y cuartos de circunferencia.

Calcula J:sf(x) dx, f;sf(x) dxy f:f(x) dx.

Y
N
i/ N
o 1 .
\ -
N

ﬂgf(x)dx= ﬁ2f(x)c/x+ Lsf(x)dx+ J:f(x)dx+ J':f()odxz % n %‘T 3 %n - % .
J:Sf(x)dx - f:f(x)dx + f:f(x)dx - S (%)

fgf(x)dx = fsf(x)dx + Lsf(x)dx = %Tr - %Tr =0

2 2

Dice la experiencia que el area de un segmento parabdlico es % de la longitud de la base multiplicada por

la altura. Utiliza el célculo integral para confirmar esta afirmacién.

Tomemos un sistema de ejes en el que el eje vertical sea el de la parabola, como Y|
indica la figura, por lo que la ecuacién de la parabola serda y = —ax® + ¢, siendo en-
tonces la altura del segmento parabdlico ¢, y la base, la longitud del segmento de

. . . . . c c
extremos los cortes de dicha parabola con el eje horizontal, es decir, —\/; y \/;

3

por lo que debemos confirmar que el drea de dicho segmento es 2 2\/% - C. / ol 1 \ X

. < 3 < _
Veamosio: Area:2f\£(—ax2+ c) dx:2[—ax—+ cx]\ s_z2ac £+20\/£— £-c<—g+2):ic E,
o 3 o 3 aya a a 3 a

como queriamos probar.
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2
1253 Sea f(x) = %:

a) Encuentra tres numeros A, B y C tales que f(x) = é + B)Z(—_-:_-
b) Esboza la grafica de f para x > 0.

c) Encuentra el area de la region limitada por la gréafica de f, el eje horizontal y las rectas x = 1y x = e.
2x% + 1 A Bx+ C  AX*+ 1)+ (Bx+ C) x

a) Nos dicen que —5——— = — + =
) q X2+ x X X2+ 1 X2+ x

Como sabemos que estas dos fracciones son iguales y los denominadores también lo son, deberian ser igua-
les los numeradores, asi que los polinomios 2x* + 1 y A(x> + 1) + (Bx + C)x son el mismo, por lo que to-
maran el mismo valor en x = 0, es decir, 1 = A.

Por ejemplo, tomando x = —1 y 1, tenemos 3 = 2A — (C — B)y 3 = 2A + C + B.

. - B= -1 _ _ 22X+ 1 1 X
AS|pueS,C+B:1 ,de donde C =0, B = 1,por|oquef(x)—7xa+x = + e
b) En (0, «), f es continua y presenta una asintota horizontal en y = 0.
o A+ x) — 2+ )8+ 1) —2xt — x2 — 1
f(x) = © + X7 = T X7 < 0 para todo x,
por lo que la gréfica de f es algo asi: Yl
1
Eat O‘ ErEr T
; _ (1 X B 1., ° 1 ) 1 B e’ + 1
c)Area—ﬁ(X+X2+1>dx—[lnx+2In(x +1)]1—1+2In(e + 1) 2|n2—1+|n 5
12.54 Utiliza argumentos geométricos para probar que:
1 1
a) L x"dx + fo x""dx = 1, siendo n cualquier entero positivo.
e 1
b) ﬁ Inxdx + fo e*dx =e
1
a) Observando que f(x) = x"y g(x) = x7 son una la inversa de la otra, sus gréficas son Y]

simétricas respecto de la bisectriz del 1.°" cuadrante, por lo que el numero pedido,

1 1 1 . i .
f xndx + f xn dx, mide la suma de las areas sombreadas, y como, por las considera—
0 0

ciones hechas, el area rayada en vertical coincide con el area limitada por la curva

1
y = xn,eleje yylarectay = 1, la suma pedida es el area del cuadrado de lado 1, es
decir, 1.

b) Al ser y = Inx, y = e* simétricas respecto de la bisectriz del 1. cuadrante, el nimero Y
J In x dx mide el area de la region limitada por el eje y, la curva y = e*y la recta y = ¢,
1

por lo que la suma pedida es el area del rectdngulo de base 1 y altura e, 0 sea, e.
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