LA INTEGRAL DEFINIDA.
APLICACIONES
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Dos trenes

Un Talgo y un tren de mercancias salen de la misma estacion, por la misma via y
en identica direccion, uno tras otro, casi simultdneamente.

Estas son las grdficas TIEMPO - VELOCIDAD de ambos movimientos.

VELOCIDAD TALGO
(en km/h) MERCANCIAS
120 "
100 H
80
60
40
20
TIEMPO
H : 3 4 (en horas)

Como podemos ver en la grafica, el Talgo, a las dos horas, reduce su velocidad:
¢A qué puede deberse?
¢Por qué no aminora la marcha también el otro tren en ese instante?

A las tres horas, ambos trenes modifican su marcha: el Talgo se detiene durante
breves minutos, mientras que el tren de mercancias va muy despacio durante
media hora.

B Para hacernos una idea clara de estos movimientos, realicemos algunos calculos:

a) El Talgo, durante 2 h, va a 120 km/h. ;Cuantos kilometros recorre a esa velo-
cidad?

b)De 2 a 2 %, el Talgo disminuye su velocidad. ;Cuantos kilometros recorre a
esa velocidad?

c) El tren de mercancias aminora la marcha a las 3h. ;Qué distancia ha re-
corrido hasta ese momento?

d) ¢(Qué distancia recorre el tren de mercancias durante la media hora en que
va a baja velocidad?
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Haciendo los calculos anteriores, podras comprobar que:

Ambos trenes recorren 240 km a velocidad normal. Reducen la velocidad en el
mismo lugar y recorren, asi, otros 15 km (puede ser debido a obras en la via) y,
a continuacion, recupera cada cual su velocidad normal. (Es decir, el tren de
mercancias no frena cuando el Talgo, pero si donde el Talgo). Mas adelante, el
Talgo para en una estacion.

e) ¢A qué distancia de la estacion de salida esta esta otra en la que para el Talgo?

f) Observa que en todos los cilculos que has realizado hasta ahora se han ob-
tenido areas bajo las graficas, roja o azul. Sefiala los recintos cuyas areas has
calculado y asigna a cada uno su area correspondiente.

a) 120 - 2 = 240 km.

b) A 60 km/h durante % de hora, recorre 670 =15 km.

¢) Ha ido a 80 km/h durante 3 horas, luego ha recorrido 80 - 3 = 240 km.

1

d) Va a 30 km/h durante % hora, luego recorre 30 - X =15 km.

e) La parada la hace a las 3 horas; en este momento lleva recorrida una distancia de:

120 - 2 = 240 km en las dos primeras horas

60 L - 15 km el siguiente cuarto de hora

4

120 - % = 90 km los siguientes tres cuartos de hora

Total: 240 + 15 + 90 = 345 km hasta llegar a la parada.

f) veELoCIDAD 120
(km/h)

100

80

60

40

20

VELOCIDAD 80
(km/h)

40 +

20

TALGO

TIEMPO (horas)

60 +

MERCANCIAS

—> Area 15

{ TIEMPO (horas)

Ared 240 Are
90
1 5 \ Area 3 4
15
Areal 240
1 2 3 4
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Consumo de energia eléctrica

La grdfica adjunta nos da la potencia eléctrica que bay en funcionamiento en
una vivienda, a cada instante, entre las 7 de la maiiana y las 12 de la noche.

POTENCIA
(en watios)

[ ]

1000

500 A

TIEMPO
78 10 12 14 16 18 20 22 24 (enhoras)

El area bajo la curva es la energia consumida:
potencia X tiempo = energia
Un cuadradito equivale a 0,1 KkWh.
B ;Cuantos kWh se han consumido, aproximadamente, en esas 17 horas?
Hay 81,25 cuadritos, luego se han consumido:

0,1 - 81,25 = 8,125 kWh
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1. Halla graficamente las siguientes integrales:

a) j z dx b)J.: V16 — x% dx

a) Es un trapecio cuyas bases miden 2 y 4 y cuya al- ot
tura mide 4.

£+1
2

[uiy

Area=#~4=12u2

=

— 44—

b y=vV16-x* = p2=16-x%> = «x%+ y?=42 (Circunferencia)

4
T TN El recinto cuya drea queremos calcular
// 3 \\ es medio circulo de radio 4 u.

/ . 16—x2\ Area =
/ 1 \

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones




2. Halla graficamente las siguientes integrales:

4 4
a) | (V16 - x2% + 9 dx b)| (4-V16-x%)dx
—4 —4

4 4 4
a)I (V16—x2+4)dx=j V16 — x? dx+j 4 dx
—4 —4 4

4 4
Llamamos [, = J V16— x% dx e I, = J 4 dx.
—4 -4

Resolvemos graficamente ambas integrales para posteriormente sumar los resultados.

I: y=VN16-x* = »?=16-x* = x?+y?=42 (circunferencia)

El recinto cuya area queremos calcular

es medio circulo de radio 4 u.
Area=L mo2=L g 422
2 2
10 qog.n=25102
2
-4 -3 -2 -1
L: Se trata de un rectingulo de dimen- 4
siones 8 u X 4 u. Por tanto, su area y=4
es 32 uz 3

Finalmente, 7, + 1, = 25,1+ 32 =571 u2.

4 4 4
b)J (4—V16—x2)dx=J 4dx—J V16 — x? dx
4 -4 -4

Observamos que se trata de las mismas integrales que en el apartado a), solo que
ahora es I, —I;, dando como resultado 32 -251=106,9 u?.
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X
1. Sea la funciéon F(x) = j log (t? + 4)dt. Calcula F'(x).
0

F(x) = J log (12 + &)dt = J- Jfdt, siendo f(1) = log(t* + 4) continua.
0 0

Por el teorema fundamental del cdlculo:

F'(x) = f(x) = log(x? + 4)

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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2. Calcula la siguiente integral:

/2
I cos x dx
0

/2 /2 -
cos x dx = [senx]o=sen3—sen0= 1-0=1
0
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6
1. Calcula: I (4x3 — 4x%—3) dx
1

6
]=[x4—%x5—3x] =(64—i~65—3'6)—(14—i~15—3‘1 =
1

= 49428 + 2,8 = —4940

1

2. Calcula: J 5 dx

01+x

]=[arctgx]z=arctgl—arctg0= %

a
Observacion: J dx ___ T
0 x2+ a? 4a
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1. Halla el drea comprendida entre la funcion y = x3 — x2 - 6x y el ¢je X.
. Hallamos las soluciones de la ecuacién: x3 — x? — 6x =0
Son x=-2, x=0y x=3.

II. f(x) = x3 — x? — 6x. Buscamos su primitiva:

4 3
G(x) = j(aﬁ —x% - 6x)dx = XZ - % — 3x?
8
-16 -03
. G(-2) = —, GO =0, GB) = —=
(=2) 3 ®=0, GG y .
) 16 =3 —x% = 6x 4
IV.G(0) - G(=2) = —
3 2
G(3) - G(0) = }ﬁ 5 Sy
-2
El 4rea buscada es: 16 ,|=03| _ 253 u? 14
3 4 12
-6
(Se incluye la grafica para entender el proceso,
pero es innecesaria para obtener el area). T8

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones




2. Halla el irea comprendida entre las funciones y = x% + x3 e y=x%+ x2 + 6x.

Se obtiene la funcion diferencia:

y=0t+ a0 - (xF + X2+ 6x) = x% - x? - 6
Ahora se calcula el area comprendida entre esta fun-
cion y el eje X, lo cual se ha hecho ya en el ejerci-
cio anterior.
253 5

Por lo tanto, el area buscada es 1z u“.

(También aqui es innecesaria la grafica para obtener
el drea buscada).
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8
. R e
4
2
-4 =2 2 4
—2
; —
peratt+ X% F Ox
-6

1. Calcula el volumen de una esfera de radio 5 cm haciendo girar la semicircunferen-

cia y=\V25-x? alrededor del eje X. ;Qué limites de integracién debes tomar?

5 5
V=n~J (\/ZS—xz)zdx=n-J (25 -x¥dx =7 -
-5 -5

Observacion: el volumen del cuerpo engendrado por el circulo x? + y% = r

alrededor del eje X, es:

R SR
3

315
25 —x—] =n
N 31

. 500 3
3

2. al girar

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Integral definida

1 | Calcula las siguientes integrales:

2 x 4 x—1
a)J dx b)J. dx

oVaxZ+1 1 Vx

e V3 x2
C)J‘ 2Inxdx d)J. >

1/e —\/gx +1

2 X ~ 1 (2 5 12 _[1 (.X'2+1)1/2 2_ 5 2_
a)JO x2+1dx—2J02x(x + 1) dx = 2 12 0—[\/x +1]0—

=5 -1 =v5-1

4 -1 40 x 1 4 X2 xV214
b)_[ —dx=J (—_—) dx=J(x1/2—X‘1/2)dx= =5 5] T
1 Ax x Vx 1 32 1/2]

B Y e P i Nt B N P
|55 - 2] - [5965 - 28] - (5T - 241

o443

e
o) J. 2 In x dx. Integramos por partes Jln X dx:
1/e

u=hnx — du=ldx
X

dv=dx — v=x

J.lnxdx=xlnx—J1 dx=xInx-x

e e 1 1 1
J 21nx=[2xlnx—2x] =(2€lne—2€)—(2-—ln——2-— =
Ve 1/e e e e
2 2 4 4
=QRe-20)—|—(-1) ——|=—|—| =—
e e e e

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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s2

s3

V3 2
@J —
RER R

Calculamos una primitiva:
x? x*+1-1 1
.[x2+1dx_.,. x2+1 dx_.[(l_x2+1

5183

dx=x—-arcigx

[

: 21 dx = [x—arctgx]

63

3

T B 27
N N i N
ST A 3

/4
Calcula: J' sen x cos x dx
0

/4 ™ (V22 22z
j senxcosxdx=j tdt=|— = —

0 0 2 o 4
(*) Aplicamos el siguiente cambio:

senx =1 cosx-dx=dt
para x=0; =0
para x = %; t= %
1

Halla el valor de la integral definida de la funcion f(x) = ~+1 3 cos (2nx)

en el intervalo I = [0, 2].

2 2
j( 1 —3cos(2nx>)dx=[ln<x+1)—5'L@W —n3—Inl=in3
oNx+1 21 0

Area entre f(x), eje OX, x=ay x=b

Calcula el area comprendida entre la curva y =3x%2—x + 1, el ¢je X y las
rectas x =0y x = 4.

I. Calculamos las soluciones de la ecuacién: 3xZ2—x+1=0

No tiene soluciones, por lo que no corta al eje X.

II. Buscamos una primitiva de f(x):

2
G<x>=j(3x2-x+1>dx=xs_x7+x

1. G(0) = 0, G(4) =060

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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IV.G(4) — G(0) = 60

El 4rea buscada es 60 u?.

(La grifica se ha in- 9
cluido para enten-
der el proceso, pero 40 //
es innecesaria para y=3x*-x+1]/
P /
obtener el area).
D /
/
20 e
//
rd
i
10 -
P
—
1 2 3 4

5 |Calcula el area bajo lacurva y=3x—-2 entre x=-1y x=1.

I. Hallamos la solucion de la ecuacion 3x—2=0. Es x = %

II. Ordenamos los extremos del intervalo y la raiz que hay entre ellos: -1, %, 1.

[II. Buscamos una primitiva de f(x):

Glx) = I(sx—Z)dx= 37962 .

3 /
7 2 -2 -1
V.G =L, Gl&£]=22, ¢ ="
7 (3) 50 T 61 fyaaia
2 2 7 25 :
V. Gl=-G-1) = — - —=—= Ny
(3) - 3 6
G(1>_G(£)=i+£=l BEY
3 2 3 6 2
2 1 26 1 /
El drea buscada es: =250, 1 _26_13 »
6 6 6 3
/
(Se incluye la grafica, aunque es innecesaria para
obtener su area). /

6 |Halla el area bajo la curva y = Vx entre x=0 y x=4.

I. Buscamos la primitiva de la funcién f(x) = Vx.

G(x)=jv}dx=%.m

II. GO =0, G4 == 8=

SN
uo|g\

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones




10

s7

s8

1. G(4) — G(O) = % _og= 10

3

El 4rea buscada es: 15—6 u?,

(Se incluye la grafica, aunque es innecesaria
para obtener el area).

Calcula el area de la region limitada por la curva y = (x—1)? (x + 1) y las
rectas y=0, x=2, x=1.

I. Hallamos las soluciones de la ecuacion: (x — D? (x + 1) = 0. Son x=-1 vy
x=1.

II. Ordenamos los extremos del intervalo y las raices que hay entre ellos: —1, 1, 2.
I1I. Buscamos una primitiva de f(x):

G(x)=J.(x—1)2(x+ 1)dx=x_4_x_5_x_+x

43 2
V.G = 2. G2 =24
12’ 3 .
_4 5 _ 11
V.G -G =3 -5 =1 3

El drea buscada es AL u2,

12

1
(Se adjunta la grafica, aunque es in- \

necesaria para resolver el ejercicio). ¢

Calcula el area de la region limitada por la curva y = +2 y las rectas
x=2, x=3, y=0. xXT =

I. Hallamos la solucion de =0. Es x=0.

x° =2

II. Como esta solucion se encuentra fuera del intervalo de integracién, los extre-
mos son 2 y 3.

x
b
x2-2

III. Buscamos la primitiva de la funcion f(x) = la cual es continua en

dicho intervalo:

G(x)=J. X ge=Lom |x? - 2]
x% -2 2

IV.G(2) =

| =

(), G3) = % In ()

V. GB3) - GQ2) = % N = @)

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones



UNIDAD |13

El darea buscada es: 1
S -ma@]w,
(Se adjunta la grafica, aunque es in-

necesaria para la resolucion del
ejercicio).

Area entre dos curvas
9 |Halla, en cada caso, el area comprendida entre:
a)y=x*-5e y=—x%+5 b)y=x%e y*=x
a) 1. Buscamos las soluciones de: x2 -5 =—-x2+5. Son x=-V5 y x=\5,
Por tanto, estos van a ser nuestros limites de integracion.
II. Se obtiene la funcion diferencia:
y=(=x?+5 - x?-5) =-2x%*+10

III. Buscamos su primitiva:

3
G = I(—zxz +10)dox = 23’“ + 10x

Iv. G(V5) = _—goxg, G(\5) = 2—30@
4 VE x2+5
V. G(V5) - G(V5) = 245 + 245 = D5 -
1. A3 5
El drea buscada es: 225 u2.
3 -
VERRTH
(Se incluye la grafica, aunque es innecesaria
para obtener el drea).

b) 1. Buscamos las soluciones de la ecuacion:

x=x% Son x=0y x=1.

II. Calculamos la funcion diferencia:

y=x?- Va
III. Buscamos su primitiva:

G(x) = J(xz — Vo ) dx = %3 - %W

IV.G(O) =0, G(1) = %

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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V. G -Gy = L —o=L 1
. 5 y="x

El drea buscada es | 1| = L w2,

3 3

(Se adjunta la grafica, aunque no
es necesaria para la resolucion
del ejercicio). 0 1

s10 | Calcula el area comprendida entre las curvas dadas en cada uno de los ejer-
cicios siguientes:

a) y=4-—x% y=8-—2x2 b) y=x% y=4-x2
o) y=x3-3x2+3x; y=x dDy=x(x-1D(x-2); y=0
e y=x%y=1 ) y=x2-2x; y=—x?+4x

) y=—x?+4x—4; y=2x-7

a) I. Buscamos las soluciones de 4 —x? =8 —2x% Son x=-2y x=2.
Por tanto, estos van a ser nuestros limites de integracion.
II. Calculamos la funcion diferencia:
y=(8-2x%)—(4—-x°) =4—x?

III. Calculamos su primitiva:
3
G(x) = J(4 —x¥)dx = 4x — x?

V. G(=2) = -8 + % L M6

3

8
G2) =8-2=
2 3

—
»|R

16 16\ _ 32
V. GQ2) - G2 = = —[-22] =
Y =2 3 (3)

El area buscada es: % u?,

b)I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: x? = 4 — x?2.
Son x=-V2 y x= V2 (nuestros limites de integracion).
II. Calculamos la funcion diferencia:
y=0G-x?)—x?=4-2x?

II. Calculamos su primitiva:

G = J'(4  2x?)dx = dox — 2?965

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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V. G(—V2) = %\/2, c(N2) = 85£

V. 6(V2) = G(—V2) = 8\55 . 8\35 _ 16;5

El area buscada es: u?,

1672
3

(Se adjunta la grafica, aunque es
innecesaria para hallar el area).

-2 -1

o) I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: x3 — 3x% + 3x = x.
Son x=0, x=1y x=2.
II. Calculamos la funcién diferencia:
y=(x3 = 3x2 +3x) —x = &3 — 3x? + 2x

III. Calculamos su primitiva:

4
G(x) = J(x3 —3x2 4 2x)dx = XT Cx3 a2

IV.G(0) =0, G(1) = % G(2) =0

G - GO) = L
4
-1

GR2) -G = —
4

El drea buscada es: + +| =L = L 2.

4 4 2

(La grafica que se adjunta es para
entender mejor el ejercicio, pero es
innecesaria para obtener el drea).

d 1. Buscamos las soluciones de: x(x—1D(x—-2)=0. Son x=0, x=1y x=2.
II. Calculamos la funcion diferencia:
y=xx-Dx-2)

III. Calculamos su primitiva:

4
G(x) = J.x(x— D(x = 2)dx = XT N R

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones 13
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Resulta que se trata del mismo ejercicio que el apartado ©).

2

El darea buscada es: u-.

o=

e) I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: x?=1. Son x=-1 y x= 1.
II. Calculamos la funcion diferencia:
y=x?-1
III. Calculamos su primitiva:

G(x) = J-(x2 — Ddx = %3 —x

2 -2
IV.G(-1) = =, G(1) = ==
=D 3 (€D) 3

2 2 _ 4

V.G -G === -2 =2
D D 3 3

El area buscada es: ‘%‘ =

(Se adjunta la grafica, aunque es
innecesaria para resolver el ejer-
cicio).

f) I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: x? — 2x = —x? + 4x. Son x=0 vy
x = 3.

II. Calculamos la funcion diferencia:
y = (x? = 2x) — (=x? + 4x) = 2x? — 6x

III. Calculamos su primitiva:

G(x) = J.(sz — 6x)dx = ZTXS — 3x2

IV.G(0) =0, GB3) =-9 : y=-x? i

V. GB3) - G0) =-9 2
El drea buscada es: |-9]=9 u? (1)
(Se adjunta la grafica, aunque es -1 1 - f f
innecesaria). 5 y =Xt +2x

) I. Buscamos las soluciones de: —x? + 4x—-4=2x—-7. Son x=-1 y x=3.

II. Calculamos la funcion diferencia:

y=(=x?+4x-4) - Qx—-7) = —x?+2x + 3.

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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III. Calculamos su primitiva:

3
G(x) = J.(—x2 + 20 + 3)dx = % +x% + 3x

IV.G(-1) = _—5, G =9 1 e 4
3 y=—x+dx -4
5 32
V. G3) —G(-1) =9+ 2 = 22
3 - =9 3 3
El 4rea buscada es: —532 u’.

(Se adjunta la grafica, aunque es
innecesaria para la resolucion del
ejercicio).

s11 |Dibuja y halla el area de la region limitada por lacurva y=x(3-x) yla
recta y=2x— 2.

5 -
4 —
3 Jy=XB=X)
2 —
1 _
—1 < 2
-3y
41
*5_% _

I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: x(3 —x) =2x—-2. Son x=-1 y x=2.

II. Calculamos la funcion diferencia:

SO =xB-x)-Qx—-2)=-x>+x+2
III. Calculamos su primitiva:

X3 x2
G(x)=j(—x2+x+2)dx=%+x7+2x

- =/ _ 10

IV. G(-1) , G(2) 3
10 7 9
V. GQ2) - G(=1D) = —5 + _6 =5

El 4rea buscada es % u?.

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Dibuja el recinto plano limitado por la pariabola y?—x =1 y por la recta pa-
ralelaa y = x que pasa por el punto (1, 0). Calcula el area de ese recinto.

e Recta paralela a y =x que pasa por (1, 0):

m=1

P(L 0) } y=1llx-D=x-1

e Buscamos los puntos de corte de la curva y? —x =1 ylarecta y=x—1:

{yz—x=1 - x=y%-1

Z_1=yp+1 —
y=x-1—=> x=y+1 }y y

—>y2_y_2=o<y=2 e

e Representamos el recinto y lo descomponemos en dos partes:
R, — limitado por y=Nx+1, eje OX ylarecta y=x-1
R, — limitado por y=-Vx+1, eje OX ylarecta y=x-1
Calculamos en primer lugar el drea de R;:

3

3 3 3/213 2
AR1=J‘71Vx+1 dx—Jl(x— 1)dx=l%‘l—l%—x] =

1

e ]

6_,_10 ,
= =—1Uu
3 3
Y )= —|1 0 1
Xz Ay =[x+ dx+J(1—x)dx=
2 2 -1 0
RZ 2\/750 .X'Z 1
=|— +1 tIX——| =
N ZBE: X [3 o )_1 " 2]o
2. 1 7 5
A=A+ 1 R
B 10 7
Area total: R + R, =?+g=%u2

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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OTRA FORMA DE RESOLVERLO

I. Calculamos las soluciones de la ecuacion: y?—1 =y + 1.
(Esta ecuacion resulta de despejar la x en: y? —x=1; y=x-1).
Sus soluciones son y =-1, y= 2.

Y

N o

y=x+[1

II. Calculamos la funcion diferencia:
x=(P-D-(p+D=p"~-y-2

IIT. Buscamos su primitiva:

3 2
G(y)=J(y2—y—2) dy =2 - -2y

3
7 -10
IV.G(-1) = s GQ2) = 7
-10 7 -9
V. GQ2) -G =3 "6~ 2
p = 9 5
El darea buscada es |—| = > u<.

Halla el area limitada por la funcién y = 2x — x? y sus tangentes en los
puntos en los que corta al eje de abscisas.

I. Buscamos las soluciones de la ecuacién: 2x —x?>=0. Son x=0 y x=2.
II. Calculamos la derivada de f(x) = 2x —x?, que es [f'(x) = 2 — 2x.
La tangente que pasa por (0, 0) tiene pendiente f(0) = 2; por tanto, es y = 2x.

La tangente que pasa por (2, 0) tiene pendiente f’(2) = —2; por tanto, es
Y =-2x+4.

III. Tenemos que distinguir dos intervalos de integracion: entre O y 1 y entre 1y 2.
La funcion diferencia en el primer intervalo es:
J1(0) = 2x = Qx — x?) = x?

y en el segundo intervalo es:

L) =-2x+4-Qx—-x?)=x?-4x+4

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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IV. Sus primitivas son:

3
G, () = J.xzdx = %

3
G (x) = J-(x2 —4x + 4)dx = x? —2x2 + 4x

1 1
V. G(0) =0, G(D= 3 G,(D -G (0= 3
7 8 1
G,(D ==, G2 =—, G,(2)-G,(D=—
2 30 V2 30 V2 2 3
El drea buscada es: ~ + 4 = 242 3 P
3 3 3 y=-2x+4 y=2x
2 [ =4
(Se adjunta la grafica aunque no es
necesaria para resolver el ejercicio). . % \
y = 2x+ &2
0 1 2

Dadas la hipérbola xy=6 ylarecta x+y—7=0, calcula el drea comprendida
entre ellas.

6
=

I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: 7 — x = Son x=1vy x=6

(nuestros limites de integracion).

II. Calculamos la funcion diferencia:

_ 6
y7xx

III. Buscamos su primitiva:
2
G(x) = j(7—x— ﬁ) =7x- X _6n|x|
X 2
1_13
2 2
G(6) = 24 - 6/n (6)

V.G =7-

V. G6) - G() = 24—6ln(6)—7 =22 _
El area buscada es:
B om© v

(Se adjunta la grafica, aunque no es
necesaria para resolver el ejercicio).

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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15 | Calcula el irea limitada por la curva y = x3 - 2x2 + x y la recta tangente a
ella en el origen de coordenadas.

I. Calculemos la ecuacion de la recta tangente en el punto (0, 0); para ello, cal-
culamos la derivada de nuestra funcion:
y'=3x2 —4x+1
»'(0) =1 (pendiente)
La recta tangente tiene por ecuacion y = x.

II. Calculamos las soluciones de: x% —2x? + x=x. Son x=0 y x =2 (limites de
integracion).

III. Obtenemos la funcion diferencia:

p=2x3-2x%+x—x=x3-2x?

4 3
IV. Buscamos su primitiva: G(x) = J.(x3 —2x%)dx = % X 2%
_ _ -4
V. G0) =0, G2) = ?
G2 -Gy = =2 ’
3
- 2
El drea buscada es: ‘—4‘ “dqe o
3 3 y=x
1
(Se adjunta la grafica aunque no es
necesaria para la resolucion del =~ 2+ x
ejercicio). 0 1 >

Volumen

16 | Calcula el volumen engendrado al girar alrededor del eje X los recintos
siguientes:

aA)f(x)=Vx-1 entre x=1y x=5

b) f(x)=x% entre x=-1y x=2

Af(x)=x-x?entre x=0y x=1

x*

5 , 5
a) V=n~J.1(\/x—1) dx=n~jl(x—1) dx=m

5
x] = 8n u’
1

2 2 2
b)V=n~J (x2) dx=n~J
-

-1

512
xtde=mn [x_] 3l
51 5

5 4 3

o 30

! v X 2t B r
c)V=n-J(x—x2)2dx=n-J(x 233+ xDdx=m +—] =2
0 0

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Calcula el volumen engendrado al girar alrededor del eje X los recintos li-
mitados por las graficas que se indican:

a) f(x) =Vx , g(x) =2 b)y2 =4x, x=4

a) I. Buscamos las soluciones de la ecuacién: Vx = x2.

Son x=0vy x=1
Estos son nuestros limites de integracion.
II. Calculamos la funcion diferencia:

y=x — a2
1 5 1 )
I V= nj (Vx = x2)" dx = TCJ (2 + x% — 2x52)dx =
0 0

=n[—+ - —Xx ==nu’

x? X0 4 7/2]1 9
2 5 77,70

4 2 4 4
by V= njoﬂx) dx = nJO(4x)2dx = [8) = 128w

Pagina 382
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PARA RESOLVER

4
Halla el area comprendida entre la curva y = 9+ 222 el eje de abscisas y

las rectas verticales que pasan por los puntos de inflexion de dicha curva.

I. Buscamos los puntos de inflexion; para ello, calculamos las dos primeras derivadas:

—16x
A . )
(9 + 2x2)?
i = -16 - (9 + 2x* — 8x?)
(9 + 2x%)3

Igualamos a cero para encontrar en qué valores de x la segunda derivada es
cero.
Esto ocurre en x = —g y x= g (puntos de inflexion).

II. Calculamos la primitiva de nuestra funcion:

G(x) = j 4 = 2\2 arc tg (Ex)

9 + 2x2 3

o 8- 2[5
G(g) = 2\3/5 arc ig (\/33)

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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o) o Y] 282 ( [2)-ar (_g))

El drea buscada es: ¥ (arc lg (g) —arc g (—g))

(Se adjunta la grafica, aunque es in-
necesaria para la resolucion del
ejercicio).

s19 |si _f(x)=’\f% y g(x) =1-x|:

a) Dibuja las dos graficas en un mismo plano y halla sus puntos de inter-
seccion.

b) Determina el area del recinto encerrado entre ambas graficas.

Y
g 5 |1 - x|

KR~ J=

| R

rod -2
>

1-—x, si x<1

a) Definimos g(x) por intervalos: g(x) = |1 — x| = { .
x—1, si x>1

Buscamos los puntos de interseccion resolviendo la siguiente ecuacion:

fx i fx_ B
7—(1—9@ o bien > =(x-1

Al elevar al cuadrado cualquiera de las dos ecuaciones, llegamos a:

5+V25-16 x=2
22_ 2 = - -
X S5x + 0 —> x 7 <x=1/2

. 1 Py . .
Sus soluciones son DR 2 (limites de integracion).

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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1
b) Tenemos que distinguir dos intervalos de integracion: de 52 lydela 2
porque en x =1 cambia la definicion de g(x).

Tenemos, por tanto, dos recintos de integracion, R, y R,.

I. La funcion diferencia en el primer intervalo es:

X

b (x) = -1-x

|

La funcion diferencia en el segundo intervalo es:

X

hy(x) = (-1

II. Sus primitivas son:

IH.Hl(%) = 254; H, (1) 2\56_3 = g_%
H,(1) = g o HD) - %

IV. Area del recinto R;: H (D - Hl(%) = g - % + %
Area del recinto R, H,(2) — H,(1) = %— g —%
El area buscada es ?2—%+2—54+%_ g_%=%uz

Se considera la funcion:

x2 si 2<x<0
g(x)=92x si 0<x<2
10-3x si 2<x<4

Representa la funcion g y calcula el valor de las siguientes integrales defi-
nidas:

1 4 4
I= g(x)dx J= J g(x)dx K= g(x)dx
-2 1 -2

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Y
it
%
¢ K
YT X 2 b

1 0 1 310
]=j g(x)dx=J xzdx+j2xdx=[x—] il =84 U
-2 -2 0 315 o3

4 2 4 5 302 14
]=J.g(x)dx=J‘2xdx+J.(10—3x)dx=[x2]1+[10x—T] =5
1 1 2 Y

4
K=J g(x)dx=[+]=£+5=é
-2 3 3

1
Dibuja el recinto comprendido entre las graficas de las funciones y = —,
y =x, y=8x, y halla su area. X

Y

y=8x

=
[
=

= O =N W RN

o= 1

I. Buscamos los puntos de interseccion de las funciones:

—=x — x°=1. Susolucién es x= 1.
X

1 1
g 8x — 8x3=1 — x=31/8. Su solucién es x = 5

x=8x — 7x=0. Su soluciéon es x = 0.

. . . 1 1
Tenemos dos intervalos de integracion: de 0 a >V de 5 @ 1. Correspon-

den a los recintos R, y R, sehalados en el grafico.

II. Hallamos la funcién diferencia en el primer intervalo:

J1(0) =8x—x="7x

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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s23

Y en el segundo intervalo:

. 1
fz(-x) = F - X

II1. Buscamos sus primitivas:

2
G,(x) = J'7x dx = 7%

_ 2
G,(x) = J.(% — x)dx = - -

X 2
1 7
IV. Gl(O) =0, Gl(?) =§
1 -17 -3
GZ(Z)— 5 G ==

_ 1
V. Area de Ry: G(?) -G, = %

B 1 5
Area de Rz: GZ( 1) — GZ(?) = g
5 7 12 3
El 4 S —+—=—=q2
area buscada es st 3 3 > u

Calcula el area del recinto plano limitado por la curva y = x%?e* y las rectas
x=0y x=5.

Buscamos una primitiva a nuestra funcion:

G(x) = sz e*dx = (x%=2x+2)e¥

(aplicando el método de integracion por partes).

G =2 1000
G(5) =17e>
GG -G =17e> -2
500 i
El 4rea buscada es (17¢> — 2) u?. y=>5
(Se adjunta la grafica, aunque no es
necesaria para resolver el ejercicio). 0 1 S

Halla el polinomio de segundo grado que pasa por los puntos (0, 1) y (3, 0),
sabiendo que el area limitada por esa curva, el eje Y y el eje X positivo es 4/3.

Como el polinomio pasa por el punto (3, 0), una raiz es x = 3; por tanto:

y=(x—-3ax—-b)

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Por otro lado, cuando x =0, y=1, asi: 1=-3(-b) =3b, b= %
Luego queda: y=(x-3) (ax - %)

Puesto que pasa por los puntos indicados y estd limitado por los ejes X e Y
(positivos), los limites de integracion son 0 y 3.

Asi, buscamos la primitiva del polinomio:

G(x) = J(X— 3) (ax— %) dx = J(axz —3ax + % +1) dx =

_ ax3 _ .X'_Z_l 2
3 3a > G X+ x
GO =0
63 =9a-2a-2 +3
G -6 =9a-Za-243-2
De donde sacamos que a = 2—17 .
Por tanto, el polinomio es: y = (x - 3) (L X - l)
27 3

Dada la curva y = x? + 2x + 2, halla el area limitada por la curva, la recta
tangente en el punto donde la funcion tiene un extremo y la tangente a la
curva con pendiente 6.

Buscamos el punto donde la curva tiene un extremo, hallando su derivada e igua-
lando a cero: y'=2x+2=0, el punto es (-1, 1.

La ecuacion de la recta tangente en dicho punto es y = 1.

Por otro lado, la ecuacion de la recta tangente con pendiente 6 es y = 6x — 2.

Buscamos los puntos de corte de la curva con ambas rectas, de y = x? + 2x + 2
con y=1es (=1,1); de y=x?+2x+2 con y=6x-2 es (2,10); yde y=1

con y=06x—-2 es (%,1).

Distinguimos dos intervalos de integracion: de -1 a % y de % a 2.

En el primer intervalo la funcion diferencia es:
Sl =x?+2x+2-1=x?+2x+1
En el segundo:

L) =x?+2x+2-(6x—2) =x?—4x + 4

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Buscamos sus primitivas:

3
Gl(x)=x?+x2+x

3
Gy (x) = % —2x2 + 4x

N2 ,1_29
Gl(z) G,(=D 5 +3 5

_oft)=8_37 _9
2 Gz(z) 3 24 8

Wb 0N ©

\

-1 o /112 1 2

De la funcion f(x) = ax3 + bx? + cx + d se sabe que tiene un maximo relativo

1
en x =1, un punto de inflexiéon en (0, 0) y que J S(x)dx = %
0
Calcula a, b, c y d.
Hallamos f/(x) = 3ax? + 2bx +c y f"(x) = 6ax + 2b
Sabemos que f(x) pasa por el punto (0, 0), es decir, f(0) = 0, de donde averi-

guamos que d = 0.

Por otro lado, sabemos que tiene un maximo relativo en x =1, esto es que f'(1) =0,
es decir: 3a + 2b+ ¢ =0.

También tiene un punto de inflexion en (0, 0), por lo que f”(0) =0, de donde
b= 0.

Como 3a+2b+c=0vy b=0, setiecneque 3a+c=0 — c¢=-3a.

Asi, nuestra funcién queda reducida a la funcion: f(x) = ax3 — 3ax.

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Buscamos su primitiva:

ax4 3019(;2
G(x) = T — >
a  3a Sa
G(O) - O, G(l) —Z——__T
G(1) - G(O) = _57“

de donde deducimos que a =-1 vy, por

El resultado es _STa que es igual a %,

tanto, ¢ = 3.

La funcion buscada es f(x) = —x3 + 3x.

526 |Teniendo en cuenta que la funcion f(x) = 2x3 —3x2 + k toma valores posi-
tivos y negativos, halla el valor de k de forma que el area de la region li-
mitada por el eje X, las rectas x =-1, x =2 ylacurva f(x) quede dividi-
da por el eje X en dos partes con igual area.

Supongamos que x = a comprendido entre —1 y 2 es el punto donde nuestra
funcion corta al eje X; por tanto, tenemos que distinguir dos intervalos de inte-
gracion: de -1 a a yde a a 2.

Buscamos una primitiva de nuestra funcion:

4 4
G(x)=2%—x3+/ex=x7—x3+/ex

-3
G =2~k

G(2) = 2k

Si suponemos que en el primer intervalo la funcion es negativa, el area es:
GED - Ga)

y si en el segundo intervalo la funcién es positiva, el drea es:
G(2) - Ga)

Y como el drea en los dos intervalos tiene que ser la misma, se tiene la siguiente
igualdad:

G-D - Ga) = GR) - Gla)

es decir:

G-D =G®2)

3 _k=2k > k=L
2 2

Observa que se obtiene el mismo resultado independientemente de qué intervalo
consideremos en el que la funcién es positiva o negativa.

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones 27
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Se consideran las curvas y = x? € y = a, donde 0 < a <1. Ambas curvas se
cortan en el punto (x,, y,) con abscisa positiva. Halla a sabiendo que el
area encerrada entre ambas curvas desde x =0 hasta x = x, esigualala
encerrada entre ellas desde x = x, hasta x = 1.

Hallamos los puntos de corte:
y=x?
y=a

<

El punto de corte es (\/E . a).

}—>x2=a—>

x=a

x=-Va (no vale porque la abscisa debe ser positiva).

Dibujamos las dreas para tener una idea mas clara de nuestro ejercicio:

Tenemos dos intervalos de integracion: de 0 a Va yde Va a 1, que determi-
nan los recintos R, y R, senalados en el grafico.

y=a

e La funcion diferencia para el primer intervalo es:
[0 = a - x?

Su primitiva es:

3
G, (0 = ax - %

a\/g _ Zd\/;
3 3
Zél\/;

G, =0, ¢;(Na)=aVa -

u?,

El drea en el primer intervalo es

e La funcion diferencia en el segundo intervalo es:
Lo =x?-a
Su primitiva es:
x3

Gy(x) = ? — ax

G’Z(\@)=é—a\@, G2(1)=%—a

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Za\/;
3

GO -G,(Na) = %— a+

u.

) , 1 2a\a
El drea en el segundo intervalo es — —a +

3 3
Como el drea en los dos intervalos es igual, se tiene que:

2aa 1 2a\a

——a+

3 3 3

1
De donde obtenemos que a = 3

Sean y = ax? e y = ax + a las ecuaciones de una paribola p y de una

recta r, respectivamente. Demuestra las siguientes afirmaciones:
a) Los puntos de corte de p y » no dependen del valor de a.
b) Si se duplica el valor de a, también se duplica el area encerradaentre p y 7.
a) Los puntos de corte se obtienen al igualar ambas ecuaciones:
ax*=ax+a

2_ax—-a=0

ax
alx*—x-1=0

Como suponemos a # 0, para que sean ciertamente una pardbola y una recta,
dividiendo toda la ecuacion entre a, llegamos a:

x2-x-1=0

y sus soluciones son: x =

(que no dependen de a).

1+\/§ _1—\6
3 V¥

2

b) La funcion diferencia es: f(x) = ax + a — ax? = a(=x? + x + 1)

Si llamamos h(x) = —x?

+x+ 1, setiene que: f,(x) =a h(x)
y la primitiva de f(x) es a por la primitiva de h(x), es decir:
G, (0) = a H(x)

El drea comprendida es, por tanto:
1+7s 1-v5 ) _ 1+7s 1-Vs5 )|
Gl(T) —Gl(T) - a(H(T ~H| == u
Si duplicamos a, se tiene que la funcion diferencia es ahora:
S50 = 2ah(x)

y su primitiva:

G, (x) = 2a H(x)

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Por lo que el area comprendida es:

GZ(“@)_GZ(145):2“(]{(“2@)_11(ms)) .

2 2 2

2
s29 |Halla el volumen del cuerpo limitado por la elipse ;—5 + %=1 al dar una

vuelta completa alrededor de OX.
5 2\2 5 2

V=nj 1-X dx=nJ~ 1-X |dx=mn-
s 25 S\ 25

4
30 | Calcula el area limitada por f(x) = xz—f4’ eleje X ylasrectas x=a y

5
e X370 _ 20m w3
7515 3

x =0, siendo a y b las abscisas del maximo y el minimo de f.
La funcion corta al eje X en x=0.

Por otro lado, tiene un minimo en x = -2 y un maximo en x = 2.
Tenemos que distinguir entre dos intervalos: de =2 a 0 yde 0 a 2.

Hallamos la funcion primitiva:

Glx) = j AX e = 2 (e + 4)

x?+4
El 4area en el primer intervalo es:
G(=2)=2n8
G0) =2In4

G0) - G2 =2(In4—-n8)
|2(n4-m8)| =2(n8—in4) v?
El 4area en el segundo intervalo es:
G2)=2In8
GQ2) -G =2(In8—1In4)
2(ln 8 —In4) u?
El drea total es:
2(m8-—mm4)+2 (n8—n4)=4(In8—In4) u?
31 |Halla el area comprendida entre las curvas y = e*, y = 2x — x? y las rectas

x=0y x=2.

2

I. Hallamos la funcién diferencia: y = e® — 2x — x?) = e* + x% - 2x

II. Buscamos su primitiva:

3
G(x)=ex+%—x2

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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. G(0) =1

—_

=N W RO 0N O

4
G =e*-=
) =e 3

G’(Z)—G(O)=ez—§—l

El drea buscada es:
(e2 A4 1) u?
3

La curva y =

(e}
—_
[38}

powL los ejes de coordenadas y la recta x = 4 limitan una

superficie S. Calcula el area de S y el volumen de la figura engendrada por
S al girar alrededor del eje X.

Buscamos una primitiva: Gx) =4n |x+ 4|
G0) =4In4
G4 =4In8

G4 - G0) =4(In8—In4)
El drea buscada es 4(/n 8 —In 4) ux

Pagina 383
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Halla el area de la region del plano limitada por la curva y = In x, la recta
y =2 Yy los ejes de coordenadas.

Dibujamos el recinto: 31y

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Buscamos los puntos de corte de la curva y la recta:
y=Inx
y=2

Lacurva y=Inx e )y =2 secortan en X = e~ por tanto, los limites de integra-

cion son 1 y e* para R,. Por otro lado, estd la region comprendida entre 0 vy
1 ®R.

} Inx=2 — x=e?

2,
Asi que distinguimos dos intervalos: de 0 a 1 yde 1 a €%
En el primer intervalo, la funcion diferencia es: y=2-0=2

Su primitiva es:

J.de = 2x

G (0 = 2x Se podria obtener como el drea de un
G,(0) =0, G,(1) =2 } rectangulo de base 1y altura 2:

G,(D) -G (0) =2 A=1-2=2u?

Fl drea para el primer intervalo es 2 u?.

En el segundo intervalo, la funcion diferencia es:
y=2-Inx

Su primitiva es:

I(Z—an) dx = 2x—Jlnxdx

Integramos por partes:

u=Inx — du=1/xdx
— J.andx=xlnx—de=xlnx—x
dv=dx — v=x

Gy(x) = 2x—(x - Inx—x) =3x—xlnx
Gye?) =3 e2—e? 2 =¢
G, (D=3
Ge?) -G (D =e*-3
Fl drea para el segundo intervalo es (e? — 3) u?.
Por tanto, el area total es:
2+e*=3)=(e? =D u?
Calcula el area de la figura limitada por las curvas que se dan en los
siguientes casos:
a)y=2-x% y=|x|
b)xy+8=0, y=x2 y=1

cy=senx, y=cosx, x=0

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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b)
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3 Se cortanen x=-1y x=1.

En el intervalo de -1 a 0, la fun-
2 cion diferencia es:

o= 1] y=2-x?—(=x0)=2-x*+x

A 1 h En el intervalo de 0 a 1, la fun-
! N\ y =2 cion diferencia es:
! ! B )

3 2 Ia 0 1\ 2 3 y=2-x"-x

Por simetria, basta calcular el drea en uno de los dos intervalos, por ejemplo,
en el segundo. Buscamos su funcién primitiva:

3 2
Glo) = =X X 4oy

3
5
G(1) = =—
D ¢
G0 =0
_ 7
G(D—G(O)—g
El drea total es 2 - L = L u2,
6 3
5
4
3
2
1
) 0

Las tres funciones se cortan 2a 2 en: x=-8, x=-2 y x=-1L

Por tanto, calculamos el area en dos intervalos, de -8 a -2 yde -2 a -1.
La funcion diferencia en el primer intervalo es: y = 8
X

Su primitiva es:
G, (x) =-8In |x| —x
G,(=8)=-8In(-8) +8
G (=2) =-8In(=2) + 2
G(2) -G (8 =-8m(-2)+2+8n (-8 -8 =

=-8(In(2) - (-8)) -6 =-8n (%)—6 =8n4-6

La integral definida. Aplicaciones
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La funcién diferencia en el segundo intervalo es:

y=x>-1

Su primitiva es:

Gy(x) = %3 -X
-2
Gz(_z) = ?
2
Gz(_l) = g

G- G2 = 5

El 4rea buscada es: (81n 46+ %) = (8[n 4 — 1—34) u?

C) 1+

y=senx

Y =cosx

Las dos curvas se cortan en Xx = %

Por tanto, nuestros limites de integracion son 0 vy T

Buscamos la funcion diferencia:
Y = COSs X — sen x

Su primitiva es:
G(x) =senx + cos x

GO =1

G(g)_c;<o>=@_1

El drea buscada es (V2 — 1) u.

4

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Sabiendo que el drea de la region comprendida entre la curva y = x2 yla

recta y = bx esiguala %, calcula el valor de b.

La curva y = x?

x = 0.

y la recta y = bx se cortan en el punto de abscisa x = b y en

Asi, nuestros limites de integracion son 0 y b.

La funcion diferencia es:

y = bx — x?
Su primitiva es:
bx? x5
G(x) = 22~ _ X
) 5 3
G =0
b
G(b) = —
®» A
, 10
_b 9
G -G = 5 8
4
B 9 ) 6 Y = 3x
Como el drea es 5 se tiene que: 5
4 v =a
p_9 3
6 2’ 2
1
de donde obtenemos que b = 3. 0 1 > 3

Calcula el valor de a para que el area de la region limitada por la curva
y=-x%+ax yeleje X seaigual a 36.

La curva corta al eje X en los puntos de abscisa 0 y a (estos son los limites de
integracion).
Su primitiva es:

G@=%§+@f

2
G0 =0
a3 10
Gla) = —
(@ 6 ? y ==+ 6x
8
3 7
G(@) ~ GO) = = 6
5
Como el drea es 30, se tiene que: 4
3
3
a _ 2
T 1
de donde averiguamos que a = 6. 0 1 2 3 4 5 6

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Dada la funcion y = , calcula el valor de a para que el area limitada

x+1
poresacurvay las rectas x=0 y x =a seaigual a 2.
Buscamos su primitiva:
Gx)=2n(x+1)
G0 =0
Ga)=2n(a+1)
Gla) -G =2In(a+1)

Como el drea es igual a 2, se tiene
que: 2/n (a + 1) =2, de donde
averiguamos que a =e — 1.

xse—-1

Considera la region del plano que determinan las curvas y = e* e y = e?*
ylarecta x = k.

a) Halla su area para k= 1.

b) Determina el valor de k> 0 para que el area sea 2.
a) Si k=1, nuestros limites de integracion son 0 y 1.
Hallamos la funcién diferencia: y = e** — e¥

Su primitiva es:

38
€2x
G(x)=="— — e~ 7
2 6
-1 e 5
G(O)—T, G(l)—T—e 4
2 1 3
GH-GO) =L —e+—
(D (©) T "€t 2
1.
~ 62 1 2
El drea buscada es 7—e+5 u-. 0 1

b) Ahora nuestros limites de integracion son 0 y k. Como la funcion diferencia
y su primitiva son las mismas que en el apartado a), se tiene que:

-1
G = 5

2k
G(l) = & _ ok
R > e
2k 1
Gk - G(0) = & —ek+ =
(k) — G(O) 5 S
2k /e

Como el drea es 2, se tiene que: % —ef+ % =2

Resolviendo la ecuacion, averiguamos que & = In 3.

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Calcula el irea encerrada entre la curva y = x2 —2x -3 y la cuerda de la
misma que tiene por extremos los puntos de abscisas 0y 1.

Los puntos que determinan la cuerda son (0, =3) y (1, —4), de donde obtenemos la
ecuacion de la recta que contiene la cuerda: y=-x-3

Nuestros limites de integracion son 0 y 1.
Hallamos la funcioén diferencia: y = x> —=2x -3 — (wx = 3) = x* — x

Su primitiva es:

G = — — —
(x) 3 > . 1

G(0) = 0 B

-1 5

ORES B
-1

G() - GO = ? -3

y=-x=3
)=x°—2x—3
El drea buscada es ?‘ = % u?, —ll T

Dadas y=-x%+1 ylarecta y=a, a<0, determina el valor de a de modo

uz.

que el area entre la curva y la recta sea

La curva y la recta se cortan en los puntos de abscisa x=-—N1-a y x=7V1l-a.
La funcion diferencia es: y = —-x?+ 1 —a
Su primitiva es:

3
G(x)=%+x—ax

G(N1-a)= —(\/13_603 —VN1-a+all-a

G(m)=—£\/1—3—aﬁ+\ll—a—a\/1—a

¢(NT=a)-G(—N1=a) = %(1—@)\/71—41

) 2 . i
Como el area es , igualamos: 3
— _h2 1
y=-x"+1
—<1 ~oV1- 8( .
Resolviendo la ecuacién, obtene- 2 L0t 0 1\ 2
- 1 =1
mos que a = —1. / HEE \
=3
4

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Halla el area de la porcion de plano encerrada entre las curvas y = sen x e

] T
y = sen 2x para valores de x en el intervalo [0, —

Las curvas se cortan en el punto de abscisa r

Por tanto, tenemos dos intervalos de integracion de: 0 a % y de % a %

La funcion diferencia en el primer intervalo es: y = sen 2x — sen x
Su primitiva es:

—CoS 2x

Gl(x)=T+cosx
GO ==
afg)-4o1-3
afg)-ei0m 314

La funcién diferencia en el segundo intervalo es:
Yy = sen x — sen 2x
Su primitiva es:

cos 2x

G,(x) = —cos x +

3 2 4 4
-1
G| E)==2=
2(2) 2
-1 3 1
G l —G E = — 4+ = = —
2(2) A3) 2 4 4
El 4rea buscada es & + L = L 2
4 4 2
! y = sen 2x -\
T
2
}’:S()VZ‘X'
1 T 2
2

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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2

Halla el area comprendida entre la curva y = (x——l)z’ el eje OX vy las rec-

tas x=1y x=2. (x+1)

Buscamos una primitiva de nuestra funcion:

12
Go = [=1 dx=j(1_4—X)dx=
(x + 1? x?+2x+ 1

=x—2J.—2x+2_2 dx =
X2+ 2x+1

x—zjﬂ dx+zj‘# dx =
x2+2x+1 (x + 1)?

1

=y _ 2_ 4.0~
x—=2In(x+1D*—-4 o+ D

G = —2In 4 -3
GQ2) = % —2In 9

G(Z)—G(1)=%—Zln9+21n4+3=

2

=13—1+2(ln4—ln9)=%+2(ln(%)u

11 +2n (i)
3 9

2

El area buscada es u.

Calcula el area limitada por la hipérbola xy =1 y la cuerda de la misma que
tiene por extremos los puntos de abscisas 1y 4.

La cuerda tiene por extremos los puntos (1, 1) y (4, l)

4
Asi, obtenemos que la ecuacion de la recta que contiene a la cuerda es:
y = i + 2
4 4

Nuestros limites de integracion son 1y 4.

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Calculamos la funcion diferencia:

- , 5 1

= 2 4+ L _ —

YT T T
Su primitiva es:

2
G(x)=%+57x—ln | x|

-9
G S
G4 =3-In4

G -G =3-In4

El 4rea buscada es (1—85 —-In 4) u?.

La region limitada por la recta y = x — 3, la parabola y = (x —5)? y el eje
OX gira alrededor del eje OX. Halla el volumen del cuerpo de revolucion
que se genera.

Buscamos los puntos de corte de la recta y la pardabola:
x-3==-5% - x?-1lx+28=0

Se cortan en los puntos (4, 1) y (7, 4). Por tanto, nuestros limites de integracion
son4vy7.

4 5 6 7

Hallamos el volumen generado por la recta y = x— 3 alrededor de OX entre 4y
7.y, posteriormente, le restamos el generado por la curva y = (x — 5)? alrededor
de OX entre los mismos limites.

(x—3)5]

7 7
V1=nj(x—3)2dx=n~[ =211 u3
4 3 4
7 _2)517
V2=nJ. (x - 5)4 dx:ﬂ.[ul 3B
4

5 i D
El volumen buscado es:
72
Vi-V,= 211‘5—?7[=?TEU3

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Halla el volumen del cuerpo engendrado por la region del plano limitada
por los ejes de coordenadas, la curva de ecuacion y = e™™ ylarecta x =3,
al girar alrededor del eje OX.

3 3
V= nJ (e?dx=m- J‘ e dx =T . [e*zx]3 =T (eP-Dud
0 0 -2 0 -2

1

Calcula el volumen que se obtiene al hacer girar alrededor del eje OX el re-

1
cinto limitado por las funciones y = e y? x=4.

2-

1 .
Las curvas y = — y x=y? se cortan en el punto de abscisa 1. Por tanto, nues-
x

tros limites de integracion son 1y 4.

El volumen buscado es el resultado de restar el volumen engendrado por la curva
y= Vx alrededor de OX entre 1 y 4, y el volumen engendrado por la curva y = L
X

alrededor de OX entre los mismos limites.

V)= njj(\@)z dx=Tm"

274
il R 7|
2], 2

2
—) dx =1 - =
R P

4
V2=TcJ. 1
1\ X

El volumen buscado es:

ir: 3 3

V-V, = I5n _ 3mn _ 271 3

2 4 4

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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2 2
Calcula el volumen engendrado por la hipérbola *_ % =1 cuando

x €[4, 4]. 4

=21 - 24 = 48m u?

Halla el volumen engendrado por la circunferencia x2 + y?2—4x+3 =0 al
girar alrededor de OX.

El circulo del ejercicio tiene su centro
en (2, 0) y radio 1; por tanto, corta el
aje OX en (1,0) y (3,0). Asi, nues-
tros limites de integracion son 1 y 3.

X +)P—4x+3=0

(x-=22%+y?=1

1 2 3

3
V=n~J.y2dx=n~J.(1—(x—2)2)dx=7t~
1 1

x— (X—2)3]3= 4m w3

3 |, 3

Obtén la familia de curvas en las que la pendiente de la tangente es
f(x) = x e?*. ¢Cual de esas curvas pasa por el punto A(0, 2)?

Buscamos su primitiva:
jx e dx

Utilizando el método de integracién por partes:

u=x — du = dx o2x o2x 2% p2x
e %jx-ezxdx=x-——J—dx=x———+k
dv=e*dx — v=7 2 2 2 4
er er
= . _ +/€
A

1
Como pasa por (0, 2), se tiene que: ~Z + k=2, dedonde k= %
Asi, la curva buscada es:
er er

. e 9
Y 2 4 4

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Expresa la funcion de posicion de un movil sabiendo que su aceleracion es
constante de 8 cm/s?, que su velocidad es 0 cuando ¢ =3 y que estd en el
origen a los 11 segundos.

Llamamos S(7) a la posicion del mévil al cabo de ¢ segundos. Asi:
V(D) =S'(t) vy al) =S"(t) =8 cm/s?

Calculamos la velocidad V(#):

V) = J.a(t)dt - IS di =8t + k
V(1) = 8t — 24

V3)=24+k=0 — k=-24
Calculamos S():
S@) = JV(t) dt = J(St —24) dt = 4% — 24t + ¢
SAD=220+c=0 — c¢=-220
Por tanto: S(t) = 41? — 24t — 220
Un movil se desplaza en linea recta, con movimiento uniformemente acelera-

do, con aceleracion de 2 m/s? y con velocidad inicial v,=1m/s. Calculay com-
para las distancias recorridas entre t=0 y t=2 yentre t=2 y ¢t=3.

e Calculamos la velocidad del mévil:
V(1) = ja(t)dl = Jz dr=2t+k
V() =2t+1
V) =k=1
e Distancia recorrida entre t=0 y t=2:
2 2
d, =J V(z‘)dt=j Qt+ Ddt =[1? + z‘](z) =6m
0 0
e Distancia recorrida entre t=2 y t=3:

3 3
d2=J V(l‘)dt=[t2+t]2=12—6=6m
2

e Por tanto, recorre la misma distancia entre 1=0 y t=2 queentre =2y t=3.

CUESTIONES TEORICAS

xl
Calcula la derivada de la funcion dada por F(x) = cos t dt de dos
formas: 0

a) Obteniendo de forma explicita F(x) vy, después, derivando.

b) Aplicando el teorema fundamental del calculo.

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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$2
a) F(x) = [sen t] , = sen x?
F'(x) = 2x cos x*

b) Como [/ es una funcion continua en todos los puntos, se puede aplicar el teore-
ma fundamental del calculo:

F'(x) = f(x?) - (x%)' = 2x cos x?

Pagina 384
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Halla la derivada de las funciones que se dan en los siguientes apartados:

p
a) F(x) = j cos t2 dt
0

b) F(x) = J'x(t2 FO)dt
0

1
1+ sen?t

) F(x) = JZ
d) F(x) = J'se" A+
0

a) Como [ es continua, podemos aplicar el teorema fundamental del calculo:
F'(x) = cos x?

b)Como [ es continua, también podemos aplicar el teorema fundamental del
calculo:

F'(x) = [(x®?% + x] 2x = 2x° + 2x3
¢) Del mismo modo:

1

Fl(x)= ——
1+ sen x

d) Andlogamente: F'(x) = (1 + sen x) - (sen x)'= (1 + sen x) - cos x

Sin resolver la integral, indica donde hay maximo o minimo relativo en la
funcion:

F(x) = jx(tz —Dat
0

Los maximos o minimos relativos se obtienen para los valores de x donde la
primera derivada es cero, en nuestro caso F'(x) = 0.

Como [ es continua, podemos aplicar el teorema fundamental del cilculo:
F'(x) =x%-1

F'(x)=0 en x=-1y x=1, asi en los puntos de abscisa -1 y 1 hay maxi-
mos 0 minimos relativos.

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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X
Sabemos que I S@®adt=x*(1 + x), siendo continua en R. Calcula f(2).
0

Aplicando el teorema fundamental del calculo, se tiene que:
F0) =2x (1 + x) + x?
f(2 =16

X
Sea F(x) = J- cos? t dt. Halla los posibles extremos de dicha funcion en el
1

intervalo [0, 2x].
Como f(x) = cos?> x es continua en [0, 27l, podemos aplicar el teorema funda-

mental del cilculo, y asi obtenemos la primera derivada de la funcion F(x):
F'(x) = cos? x
Esta tiene sus extremos en los valores de x en que F'(x) =0, estoesen x = %

31
X = =—.
y 2

Sabemos que el area limitada por una funcion f;
el eje de abscisas y las rectas x =1y x=5 es
igual a 6. ;Cuanto aumentara el area si traslada-
mos 2 unidades hacia arriba la funciéon f?

Y

1 2 3 4 5

Si trasladamos también el eje OX 2 unidades hacia arriba, es ficil ver que el drea
anadida es la de un rectingulo 4 u de base y 2 u de altura (su drea es 8 u?).
Es decir, su drea aumentard 8 u?. (No depende de lo que mida el area sefalada).

Si una funcion f es positiva para todos los valores de su variable, cualquier
funcion primitiva de ella es creciente en cada uno de sus puntos. ;Por qué?

Cierto, puesto que si la primera derivada de una funcién es positiva, dicha funcién
es creciente.

La graficas I, I y III corresponden, no necesariamente por ese orden, a las
de una funcion derivable f, a su funcion derivada f' y a una primitiva F
de f. Identifica cada grafica con su funcion, justificando la respuesta.

© @)

L \ )

/|

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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La grafica II es la de la funcion; la grafica I, la de su derivada y la grafica 111, la de
su primitiva.

La razén es: partiendo de la grafica II, observamos que se trata de una funcion
lineal (afin) con pendiente positiva, por lo que la funcion derivada tiene que ser
una funcion constante (la pendiente de la funcion afin).

Por otro lado, la primitiva de la funcion afin tiene que ser una funcién cuadratica,
cuya grafica corresponde a la pardbola.

¢Cual de las siguientes expresiones nos da el area
limitada por la grafica de f y el eje de abscisas?

A R 7 AR

d

Justifica la siguiente afirmacion:
Si una funcion f no corta al eje X, cualquier primitiva de ella no puede te-
ner maximos ni minimos.
Cierto, porque la funcién f seria la derivada de su primitiva y al no ser nunca
cero, no puede tener ni Maximos ni Minimos.

2

Dada la funcién y = x2, halla el punto c < [0, 2] tal que el area I x%dx sea
0

2
igual a la de un rectangulo de base 2 y altura f(c). Es decir, 2 f(c) = J. x? dx.
0

¢Qué teorema asegura la existencia de c?

2
J.xzdx=§
0 3

Asi pues, se tiene: 2/(c) = ﬁ, de donde averiguamos que ¢ = 2—\/5

3 3

El teorema que asegura la existencia de ¢ es el teorema del valor medio del
calculo integral.

X
Sea F una funcion definida en [0, +=) tal que F(x) = J n(2 +t)dt.
0

Analiza si es verdadera o falsa cada una de estas afirmaciones:

A F0)=Imn2

b) F'(x) =

2t X x>0

¢) F es creciente en su dominio.

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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UNIDAD 13
a) Calculamos G(@) = J.ln (2 + 1) dt integrando por partes:
u=mQ+1t) - du= dt
2+t
dv=dt —» v=1
GH=|mQ+bdt=tnQ2+1) ! dt=tin (2 +1) 1 2 dt =
J.” " ‘Izw " 'J(_zw

=t Q+)—1+2nQ+D=0C+2) M Q2+D -t

Por tanto:

F) =G -G =[x+ mQ+x)-x]-[2m2-0]=
=(x+DMmx+2)-x-2n2

F(O)=2In2-2n2=0

La afirmacion F(0) = /n 2 es falsa (basta ver, ademds, que en F(0) no hay

area).

b) Como [ es continua para x =0, aplicamos el teorema del cdlculo integral:
F'(x)=In Q2+ x)

También es falsa.

¢) Cierta, porque su derivada F’ es positiva en todo el dominio.

PARA PROFUNDIZAR

Deduce por integracion el volumen del cilindro de radio » y altura h.

@ Haz girar alrededor de OX el rectdngulo limita- Y
do porlarecta y=r entre x=0y x=h r

h I
V=1t-J. r2 dx=n~[rzx];=n72h
0

Demuestra, utilizando el calculo integral, que el volumen de la esfera es
4

V=—nR53.
3

@& La esfera se engendra al girar la circunferencia x’ +y? = R? alrededor del eje X.

R R B3R
V=m- yzdx=n-j (Rz—xz)dx=n-[R2x—— =
-R R 3

-R

3 3
=T|:-R3_R_+R3_R_ =inR3
3 3 3

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Demuestra que el volumen del elipsoide obtenido al girar la elipse
x2  y?
? + ﬁ =1 es:

4
a) gn a b? sigira alrededor de OX.

b) %n a? b si gira alrededor de OY.

a 2 3 214
a)V=n~j (bz—xzb—)dx=n~ b X0
—a a? 3 a4l
2 2
— [92@_%+b2a_ﬂ =inab2
3 3 3

b
2 ys,ﬂ_z] \
b

b
3

2
- azb—bi+oz2b— =inba2
3 3

Determina la funcion y = f(x) sabiendo que su grafica pasa por el punto
P(1, 1), que latangente en P es paralela alarecta 3x +3y—1=0 yque
["(x) = x.

La informacién que tenemos es:
/(1) =1, porque su grifica pasa por (1, 1).

Jf'(1) = -1, porque la pendiente de la recta tangente en x =1 es igual a la de la
recta 3x+3y—1=0 = m=-1

S = x
Calculamos f"(x) = Jf "(x) dx:

2
S = %+ a

Como f'(1) = -1:

1
S = > +a=-1, entonces a = -

-
S0 ==
x3 3
Calculamos f(x) = j [0 dx = < " 5x +b.

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Como f(1) =1, averiguamos que b = %

3
Ast: flx) = %—%x+%

Determina el valor del parametro a > 0 de tal manera que el area de la
region del plano limitada por el eje X vy la grafica de la funcion
f(x) = a(x +2)?—(x + 2)3 valga 108.

La funcion corta al eje X en los puntos de abscisa =2 y a — 2. Nuestros limites
de integracion; buscamos una primitiva:

2’ e+ 2t
3 4

am=ﬁmwuﬂ—u+@ﬂm=a

4
- a

Gla-2) = O

G=2)=0

4
_a
Gla-2)-GR) = 7

Como el drea tiene que ser 108, igualamos:

4
“4_ - 108. De donde obtenemos que: a=0

Halla la ecuacion de una parabola de eje vertical, tangente en el origen de
coordenadas a una recta de pendiente 4 y que delimita con el eje X un re-
cinto de base [0, 3] y area 9.

y=ax*+bx+c

Pasa por (0,0) — (=0 — ¢=0

K
°

YO =4 — b=4

y = ax? + 4x

El drea entre 0 y 3 es 9, asi:

(=)
—
o
P I
£

3 3 3
I (ax? + 4x) dx = _a;c + sz] =9a+18=9
0

0

De donde averiguamos que: a = -1

Asi, la funcion es: y = —x? + 4x

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones

49



50

70

71

Demuestra, utilizando el calculo integral, que el drea del circulo x% + y2<9
es 97.

7 ; . 3
X1+ 2 g9 OArea=4'J.\/9—7xzdx
0

/ e Calculamos G(x) = J.V9 —x? dx, mediante un
!j3 cambio de variable:

2

G(x) =JV9—x2 dx=3- J’\/l —(%) dx

Cambio: %=sent — x=3sent — dx=3costdt

G(x) =3 J.\ll —sen*t - 3costdt= QJCOSZ tdt=

sen? t] =24 %sen2t=

b
o
|
=

e Por tanto, el drea serd: 4 =4 - (G3) - G(0) =4 - 9% =9om

Demuestra, utilizando el calculo integral, que el irea de la elipse x? + 4y% = 4
es 2T.

e Despejamos y: 4y% =4 -x? —

mE
N

, 2
e Calculamos G(x) =j 1- (%) dx

Cambio: %=sent — x=2sent — dx=2costdt

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones



G(x) = J.\ll —sen*t -2costdt= ZJ.cos2 tdt=

2
=2.J(l+%t) dz=j(1+6052t)dt=

2
2 2
=+ SO pesen () + X Al1- (2] =
2 2 2 2
_ X x V4 — x?
= arc sen | = |+ ————
2 4

e F] drea sera:

A=4'[G(2)—G(O)]=4~%=2n

X
72 |cCalcula el area encerrada por la elipse de ecuacion —

IS

3
_|>§
NS
o

e El area es:

4 2 4 2
A=4~j3‘ 1—(1) dx=12j 1—(ﬁ) dx
0 4 0

2
e Calculamos G(x) =J 1- (g) dx:

x
Cambio: Vil sent — x=4sent — dx=4costdt

e Eldrea seri: A =12 [G4) — G(0)] = 12m.

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones

1  cos?t
G(x)=JV1—sen2t -4costdt=4jcos2tdt=4-J(E+ >
X
= J(Z + 2cos 2t) dt = 2t + sen 2t = 2arc sen 7 2 T
V16 — x2
= 2arc sen " + — s

UNIDAD
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a) Halla el volumen del tronco de cono de radios 7 cmy 11 cm y altura 6 cm
que se obtiene al hacer girar el segmento AB alrededor de OX.

Y
B .-

11

@ Halla la ecuacion de la recta AB.

1
b) Obtén la formula V= gn h(r? + r3 + r;7,) que nos da el volumen de un

tronco de cono de radios r,, r, y altura h.

a) La recta pasa por los puntos (0, 7) y (6, 11).
Obtenemos su ecuacion:

W=7 _4_2 1 rectaes y=7+£x

6-0 6 3’ 3
Los limites de integracién son x=0 y x = 6.
El volumen sera:
6 6 2 2
V=n'J. (f(x))zdx=n-'|. (7+g ) dx =
0 0

6
=E-J(49+ix+ix2)dx=
0 3 9

2 316
=n~49x+2i+4i =3507’[u3
3 27 |
b)
‘_."' r,
e dl "
h

La recta pasa por los puntos (0, ) y (h, ).

Obtenemos la ecuacion:

rn=n H=n Hn=n
m= — —-=— :>y=rl+( 5 )x

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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El volumen sera:

b — 2
Tl','J-[V1+(rZ rl)X] dx =
0 h

V

=1 \2 43 r,— 7
=TE'7’2+(2 1) A (2 1)~x2] =
! h 3 ! h 0
r,—=1r 2 p3 ry—r
=n~[712/o+( ; )-?+Vl'( 7 )-b2]=
=n‘b-[r12+%‘(r§+712—2-rl‘r2)+r1r2—712]=

n-b~[%~r§+l-r%—%-r1r2+rlrz]=

3

%nb(rlz +r3+r,)

Pagina 385

AUTOEVALUACION
1. Dada la funcién f(x) = x3 + 3x2, calcula:
a) El area encerrada por f(x), el eje OX ylasrectas x=-2 y x=1.

b) El area de cada uno de los dos recintos comprendidos entre las graficas de
S(x) yde g(x)=x+3.

a) Representamos el recinto:

e Cortes con el eje OX:

-3
x3+3x2=0 - xz(x+5)=0<§_0

e Puntos singulares:

x=0

S0 =0 — 3x2+6x=0 — x(5x+6)=0< e

o f"(0)=6>0 — Minimo: (0, 0)
f (x)=0x+6 < fr/(_z) =_6<0 — Maximo: (-2, 4

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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—

[
[
[
|

P 1 x4
Area = J (x3 + 3x2) dx = [T + 3
2 _

b) e Representamos f(x)

=x3+3x2 y glo)=x+3

Hallamos los puntos de corte de [y g:

x3+3x2=x+3 5 x?+3x2-x-3=0

1 3 -1 -3
-3 -3 0 3
1 0 1 [0

Las grificas se cortan en x

x2-1=

Y

[
[
[
|

x=1
o<i:x=_1

=3, x=-1y x=1

e Calculamos el drea entre -3 y —1 y el drea entre —1 y 1:

—1 -1
J [(x3 +3x2) — (x + 3)] dx = J. (x3+3x%2—x—-3)dx=
-3

e
11
h_ 2
7.9 42
' 4u

-1
— 3 x] =
-3

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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1 1
j [(x+3>—<x5+3x2>]dx=j (43— % — 3x2) dx =
-1 -1
xz X4 51
- 7*5’“—7—’“]_;
_ (L 1 1 2 Y N2 (7).
_2+3_4‘1)‘(2 A R (4)
_9,7_16_ .,
Syt A

2. Calcula el area del recinto limitado por la funcion f(x) = x2 —2x + 2, el eje
OY vy larecta tangente a f en x = 3.

e Calculamos la tangente a f(x) = x* - 2x+2 en x = 3:
Punto de tangencia: x=3, f(3)=9-6+2=5 — (3,5)
Pendiente de la recta tangente: f'(x) =2x-2 — m=[f'(3) =4
Ecuacion de la recta tangente: y=5+4(x—-3) — yp=4x-7
e Representamos el recinto:
Jx0) = x2 = 2x + 2
Y
Vértice de la parabola:
fl)=0 - 2x-2=0 —>
- x=1 fL=1 - A, D

Corte con los ejes:

x=0, ) =2 — (0,2)

2+tV4-8

2

x?2-2x+2=0 > x=

No corta al eje OX.

1

e Calculamos el area:
3
A =J. [(x2—2x+2)—(4x— 7] dx =
0

3 X3 3
=J(x2—6x+9)dx= T 3x2+9x| =9 u?
0 3 0

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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2
x“—12
3. Halla el area comprendida entre la curva de ecuacion y = ~Z+a Y el eje OX.

e Hallamos los puntos de corte de f con los ejes:

x2-12 x=23 = V3, 0
=0 2-12=0 :
X2+ 4 - <x=—2\/g - (2\3, 0

Si x=0, f(0)=-3. Corta al eje OY en (0, -3).

fo=0 —

e Puntos singulares:

32x

[ =0 —>f’(x)=m

=0 - x=0

S0 <0 si x<0

F10 >0 si x>0 } — Minimo: (0, -3)

e La funcion tiene una asintota horizontal, y =1, y es simétrica respecto al eje OX.

-3
23 x2 - 12
L=l

Calculamos la integral:

x2-12 16 4
J—dx='[1—— dx=x—J—dx=
X2+ 4 X2+ 4 X2
= +1
4
1/2 X
=x—8j—dx=x—8arctg—+/e
2 2
(ﬁ) +1
2
" x ]2 8n 8m
Area = 2 [x— 8m’ctg? =2‘2\/_—? =2(?—2\/§ u?
0

2
4. Calcula: J. |2x —1| dx
0

Definimos por intervalos la funcion f(x) = | 2x — 1]:

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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0 = 20— 1] = 2x+1 si x<1/2
L P Y
2 1/2 2
J |2x—1|dx=J (—2x + 1)dx+J. QRx—1)dx=
0 0 1/2

1/2 2

=[—x2+x +x2—x} =(—i+i+2+i=iu2
0 12 4 2 4 2

5. Halla el area de la region acotada comprendida entre la grifica de la funcion

S =

e rectas yo1, w22
(i 2)? ylasrectas y =1, x=—.

1
Representamos la funcion f(x) = (x——Z)Z:

e Asintota vertical: x =2, [lim f(x) = +oo
X — 2

e Asintota horizontal: y =0

e Puntos singulares: [/(x) = #0 para cualquier x

-2
(2 = 2)3
No tiene puntos singulares.

e Punto de corte con la recta y = 1:

1 x=1— (1,D
—=1 -2?%=1 ’
Rt -2 s x=3 = 3,1
Recinto:

, 3 1 p
Afea'L/zlm—ll T

— -1 3 — 9_1 2
_[x—Z_x] soArg =

6. Calcula el drea encerrada entre la grafica de la funcion exponencial f(x) = e*
y la cuerda a la misma que une los puntos de abscisas x=0 y x = 2.

Ecuacion de la cuerda:
x=0 = f(0)=e"=

2 > f)=e? } Recta que pasa por (0, Dy por (2, e
X = d =e

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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e?-1 e?-1
- y=1+ >

X

2

2 es —

1+ x—e¥|dx=|x+

Area = J

0
=2+e?-1-e)-0+0-eD=1+1=2u?

7. Calcula el area del recinto limitado por la curva de ecuacion fix) = |x2—4| ylas
rectas x=-1, x=3 ey=0.

Definimos la funcién f(x) = |x? — 4| por intervalos:
x2—4 si x<=2

J)=9-x2+4 si 2<x<2
x2—4 six>=2

o
L
>

2 3
Area=J (—x2+4)dx+J (x2—4) dx =
1

- 2
A3 2 43 3
=|—— + 4 +|— — 4 =
ER I XL
( 8+8 (1 4+ 912 (8 8) 9_'_7 34 2
-2 - _ 2 _ gl = L2220
3 3 3 3 3

2
X

8. Dada la funciéon F(x) = J Intdt con x>1:
1

a) Calcula F'(e).
b) ¢(Tiene F puntos de inflexion?
Justifica tu respuesta.

X2

a)F(x)=J mtdx — F'(x)=Unx% 2x=QInx) 2x=4xInx
1

F'(e) = 4elne=4e

1
b)F”(x)=4lnx+4x~;=4lnx+4; 4lnx+4=0 - Inx=-1 - x=e!

F no tiene puntos de inflexién porque e~! < 1; es decir, e™! no pertenece al do-
minio de F.

9. Calcula el volumen engendrado al girar alrededor del eje OX la funcion
J(x)=x+2 entrelasrectas x=0 y x=4.

= 3
= T u
0 3

4 314
V=7tj (x+2)2dx=n[(x;2)] 208
0

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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