GEOMETRIA EN EL ESPACIO: FORMULAS Y CONCEPTOS IMPORTANTES
VECTORES

Componentes de un vector en el espacio

Si las coordenadas de A y B son: A(xy, yi, 1) ¥ B(xz, yz., Zz) Las coordenadas o componentes del vector AB

coordenadas del extremo menos las coordenadas del origen.

A_B.'(Xz “ K V2V Z, -7y

Modulo de un vector
El médulo de un vector es la longitud del segmento orientade que lo define.

El médulo de un vector es un nimero siempre positive y solamente el vector nule tiene modulo cero.
Calculo del moédulo conociendo sus componentes

—

u= (uh Uy, Us)
‘a| = 4 Ulz + U22 +U32

Calculo del médulo conociendo las coordenadas de los puntos

ﬂ.(x]_, Vl,Zl) B(Xz,!t"z,Zz)

W2 . 2

45| - J(»*’z ) (2 ) (72 - )

Dos vectores son paralelos si y solo si sus componentes son proporcionales

PUNTO MEDIO Y PUNTO SIMETRICO

Coordenadas del punto medio de un segmento

Sean A (%1, ¥1. 2Z1) ¥ B (%2, y2, zz) los extremos de un
segmento, el punto medio del segmento viene dado por:

Simétrico de un punto respecto a otro

A

Si A' es el simétrico de A respecto de M, entonces
M es el punto medio del segmento AA'. Por lo que se
verificara igualdad:

AM = MAT
de donde se obtiene que:

A'(2m,—a,,2m,—a, 2m,—a,)
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ECUACIONES DE LA RECTA
Necesitamos un punto y un vector director, o bien dos puntos de la recta
(usaremos como vector director el que pasa por esos puntos) para obtener todas
sus ecuaciones.

Sea <P(x0yozo) un punto de la recta y ﬁ(u1u2u3) un vector director.

ECUACION VECTORIAL:

2N _ (s 2 |
(f‘ﬂ Vo2 )= Xu¥aZg)t A (ulr U, Uy

ECUACIONES PARAMETRICAS:

X=X +A-y
Y =yYo+i-u,
lz:zn+lﬂ3

ECUACION CONTINUA:

Despejando e igualando A en las ecuaciones paramétricas se tiene:

X-Xy _¥Y-¥,_ ZI-%

uy u, U,

ECUACION IMPLICITA:

Una recta puede venir determinada por la interseccion de los planos.
Ax +By +Cz+0D =0
Ax+BYy+Cz+D' =0

Si en las ecuaciones continuas de la recta quitamos denominadores y pasamos todo al primer miembro, obtenemos
las ecuaciones implicitas.

ECUACIONES DEL PLANO
Necesitamos un punto y dos vectores no paralelos del plano, o bien tres puntos
no alineados (uniendo los puntos obtendremos los dos vectores que necesitamos)

Sea })onyozo) un punto del plano y ﬁ(u1u2u3) y V(Vlvzlg) vectores del plano

ECUACION VECTORIAL:

[x, v, Z) = [fx’ﬂ, Vi ZD) + :h_[ul,uz, uj) +u(vh\:‘2,v3l

v

ECUACIONES PARAMETRICAS:

X=X+ A+v
Y=Yyt A+
‘z:zﬂ+%%+p#

ECUACION GENERAL DEL PLANO

X=Xy Y=Yy 272
u, U, U, |=0
Vi Vs V3

Desarrollando el determinante nos queda una expresidén del tipo:

Ax +By +Cz+0D =0

donde (A,B,C) es el vector normal (perpendicular) al plano



Resumen de posiciones relativas en el espacio

DOS FLANOS
m: Ax+By+CZ+D=0
nA'x+B'y+C'z+D'=0

M=y 5 o)

rangM=rangM*=1

Planos
coincidentes

=N

Planos coincidembes
Son ¢l mismp plang

rangM=1=%
rangM*=2

Planos
paralelos

x

_Flanos paralalos
Blo tienen punics comunes

rangM=rangM*=2

Planos secantes

Planos secanies
Tienan una recla comun

TRES PLANOS

m: Ax+By+CZ4+D=0
nA'x+B'y+Cz+D'=0
A x+B"y+C"z4+D"=0

4 B €
M=(f1.’ B C“)

A r EH I:‘.lr

rangM=rangM*=3

Planos
secantes en un
punto
formando

un triedro

rangM=2=
rangM*=3

{ los 3 planos no tienen
ningin punto en comiin )

Planos secantes
2 a2 formando
una superficie
prismatica.

2 planos
paralelos

v el otro los
corta.

rangM=2=rang M*

(planos que se cortan en
una recta)

Planos distintos
que se cortan en
una recta.

2 de los planos
son coincidentes
v el otro los
corta.




2 planos
coincidentes y el
otro paralelo,

1=r
t
rangM =1+ —
TRES PL.ANDS rang M*=2
Planos paralelos
{ los 3 planos no tienen v distintos 2 a2
m: Ax+By+CZ+D=0 ningin punto en comiin) [
nA'=+B'y+Cz4+D'=0 ¢
n"A"E+B v+ C24 D=0 r
4 B C
M=l &+ B ¢ . Pls:cnu:uls
arogn o ov rangM=1=rangoM coincidentes
(3 ecuaciones RErsr
equivalentes del
mismo planc).
rangM=—rangM*=3 Recta y plano l"-w
RECTAY PLANO secantes.
{P=r(l a=pto de r .
corte).
Ax+By+Cz=+D =0 }
] ] ' ' T
Ax+By+Cz+D =0 rangM=2=% Recta v plano
ranghM*=3 paralelos
IM: A"s+B"y+C"z4D"=0 -
]
4 B (€ rangM=rangM*=2 | Recta contenida
M=| A" B ([ en el plano
HH Eh’ I:‘.lr
Rectas secantes | ™ -
DOS RECTAS rango (:5 LW =2 (tienen un tinico = :;r"'fr.
rango(v ,w AR )=2 | punto en comiin) S .
— ~
r(A.v) ‘
= rango (v.w )=2 Rectas que se y
s(B,w) 3 — . .
rango(v ,w ,AB )=3 | cruzan (no L 3
tienen niglinpto
en comiin)
rango (v .w )=1 Rectas paralelas _— ~ ]
rango(v ,w ,AB )=2 f -
Rectas FE5~
rango (v . w )=1 coincidentes ﬁf
rango(¢ w AR )=1 o




PRODUCTO ESCALAR Y PRODUCTO VECTORIAL

El producto escalar de dos vectores es un namero real que
resulta al multiplicar el producto de sus moédulos por el
coseno del angulo que forman.

uv:'u‘r‘v‘rcour
Expresian analitica del producto escalar

UV =U .V U,V + ULV

Expresidon analitica del a&ngulo de dos vectores
Uy Wy UV Uy Yy

\fulz FUs Uy .Jvlz T

Cosa=

Dos vectores no nulos son perpendiculares si y solo si su producto escalar es
cero

El producto vectorial de dos vectores es otro vector cuya
direccion es perpendicular a los dos vectores y su sentido
seria igual al avance de un sacacorchos al girar de u a v. Su
médulo es igual a:

|U XV‘ = ‘UHV‘S&'I‘T [¢'2
El producto vectorial se puede expresar mediante un
determinante:
i ] k - U U U u u
uxv=ly us wgl=|° -1 Ui ek
V2 V3| M1 V3 Vi V2
Vi Vo2 V3

Area del paralelogramo
Geométricamente, el modulo del producto vectorial de dos vectores coincide con el area del paralelogramo que tie
lados a esos vectores.

A= ‘u‘-h: |u’Msena= ‘uxv‘

Propiedades del producto vectorial

1. Anticonmutativa

2. Homogénea
MG )= x g =G x 0

3. Distributiva
Gxlysw)=0Xy*aXw

4. El producto vectorial de dos vectores paralelos en igual al vector nulo.

-

ullv=uxy-0

5. El producto vectorial a X ;,‘ es perpendicular a J y a ;,‘
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HAZ DE PLANOS

son paralelos si los coeficientes x, y, z de sus

Dos planos
lo son sus términos

ecuaciones son proporcionales; pero no
independientes.

Todos los planos paralelos a uno dado admiten una ecuacion de

la forma:

Ax +By +Cz+k =0 keR

Haz de planos de eje r

y

Si r viene definida por sus ecuaciones implicitas:

Ax +By +Cz+D=0
Ax+BYy+Cz+D'=0

la ecuacién del haz de planos de eje r viene dada por la igualdad:

A(Ax +By + Cz+ D)+ p(Ax + By +Cz+ D)= 0
Si dividimos por A y hacemos Kk =%, la ecuaciéon del haz resulta:

(AX+8y+CZ+D)+f<(A'X+B’y+C'Z+D')=O

ANGULOS EN EL ESPACIO

Angulo entre dos rectas

El angulo que forman dos rectas es igual al angulo agudo
determinado por los vectores directores de las rectas.
By vy + Uy Vg + U v

,Ju,_z FRTI TS -1(1,_2 v vy

a(r,s) = a(d,v) = arc cos

Dos rectas son perpendiculares si vectores directores son

ortogonales.
rls uwy =0 Uy WV +Us Vot lgvg=0
Angulo entre dos planos
El angulo formado por dos planos es igual al dangulo agudo determinado por los vectores normales de dichos planos.
ny = (A, B,C) Ny = (4,8, Cy)

|A, A +B,B,+C, C,|
JAZ+B A+ CF JAR+ B2+ C 2

wlmy, ) = uz(nl,nz) = arc cos

Angulo entre recta y plano
El angulo que forman una recta y un plano es igual al complementario del angulo agudo que forman el vector direc

la recta y el vector normal del plano.

U= (L, U, 3) n= (4,8,C)

-l
seno.=cosp=cos ﬁ,u) = |=|_F|
|

4wy +B U, +Cu
1 2 3

2. g2, 2 2,,,2,,,.2
NFE-C -\ful UL Uy

o= arc sen



PROYECCIONES ORTOGONALES
Punto sobre Recta

La proyeccidén ortogonal de P sobre la recta r es un punto Q de la
recta que cumple gque el segmento PQ es perpendicular a r

Para calcular el punto Q:
— Se calcula la ecuacidén del plano gque pasa por P y es

perpendicular a r
— Se calcula el punto interseccidén de dicho plano con la recta

)

Punto sobre Plano

La proyeccidn ortogonal de un punto P sobre un plano es otro punto
Q del plano tal que el segmento PQ es perpendicular al plano.

Para calcular el punto Q:

— Hallamos la ecuacidén de la recta gue pasa por P y es
perpendicular al plano
— Se calcula el punto interseccidén de dicha recta con el plano

Recta sobre Plano

La proyeccidén ortogonal de una recta r sobre un plano es otra
recta s contenida en dicho plano tal gque el plano que contiene a r
y s es perpendicular al plano dado.

Para calcular la recta s:

— Se escogen dos puntos cualesquiera de la recta y calculamos
su proyeccidén ortogonal sobre el plano

— Se halla la ecuacidén de la recta que pasa por dichos puntos

i




PUNTOS SIMETRICOS

Punto — Punto (visto en pagina 1)

Punto - Recta : Calculamos la proyeccién ortogonal del punto sobre
la recta y hacemos el simétrico del punto original sobre este
nuevo punto.

Punto - Plano: Calculamos la proyeccidén ortogonal del punto sobre
el plano y hacemos el simétrico del punto original sobre este
nuevo punto.

DISTANCIAS

Distancia entre dos puntos A y B: Es el médulo del vector AB

Distancia entre punto P y recta r:

Primera forma: Se calcula la Proyeccidén Ortogonal del punto sobre
la recta y se halla la distancia entre ambos puntos

Segunda forma: Se escoge un punto A cualquiera de la recta y:

diP,ri="—s

Ly

Distancia entre punto P y plano 7

Primera forma: Se calcula la Proyeccidén Ortogonal del punto sobre
el plano y se halla la distancia entre ambos puntos

Segunda forma:

|4+ Byg+ Czy + D

d |:’Da TI:)] = e = S
AT L BE L O

Distancia entre dos planos paralelos:

Se escoge un punto cualquiera de uno de ellos y se aplica la
distancia de un punto a un plano

Distancia entre plano y recta paralela al mismo:

Se escoge un punto cualquiera de la recta y se aplica la distancia
del punto al plano

Distancia entre dos rectas:

Si son paralelas, elegimos un punto de una y distancia punto-recta
Si se cruzan, escogemos un punto A y B de cada recta y aplicamos:

v [#Biv] . - .
dr,s)=h=— (ver producto mixto en pagina siguiente)

Ab I{J/c V’I



PRODUCTO MIXTO

El producto mixto de los vectores a, ; Yy ﬁ es igual al

producto escalar del primer wvector por el producto
vectorial de los otros dos.

El producto mixto se representa por [C., ;, W].
[u,v,w :u-[vxw)

El producto mixto de tres vectores es igual al determinante
que tiene por filas las coordenadas de dichos vectores respecto a
una base ortonormal.

u U Uy
[u,v,w]: v, Vv, v,
W, W, Wi

Volumen del paralelepipedo

El valor absoluto del producto mixto representa el volumen del paralelepipedo cuyas aristas son tres vectores que col
en un mismo vértice.

Hallar el wvolumen del paralelepipedo formado por los

vectores:
d4=(3-25) v=(22-1) w=(-432)
Ejemplo 5 5 s
v-[avw]=2 2 -1-91

-4 3 2

Volumen de un tetraedro
El volumen de un tetraedro es igual a 1/6 del producto mixto, en valor absoluto.
U U U
1
V==lv, v, v
6

wy, W, Wi

Propiedades del producto mixto

1. El producto mixto no varia si se permutan circularmente sus factores, pero cambia de signo si éstos se trasponen.
I:U,V,W = [V,W,U = [W,U,V]
I:U,V,W :—[V,U,W :—I:U,W,V :—[w,v,u]

2. Si tres vectores son linealmente dependientes, es decir, si son coplanarios, producto mixto vale 0.



