Geometria euclidea MATEMATICAS I1

EL ESPACIO EUCLIDEO TRIDIMENSIONAL

En los dos anteriores temas, se han estudiadospnablque se referian a incidencia, interseccion y
paralelismo de puntos, rectas o planos, pero ndgras métricos que traten de mediciones: longitude
areas, angulos, etc.

Se considera el espacio vectorigldé los vectores del espacio. Supongamos queespatio
introducimos el producto escalar entre dos vectores

Como las bases del espacio vectorial estan fornmaatases vectores libres no coplanarios, tomameas u
base{ﬁ,\7,v—\/} gue cumpla las siguientes condiciones:

a) El médulo de cada uno de ellos es la unidad: [v| =|wl =1

b) Cada dos vectores son perpendiculares entrési 0w

En tal caso, se dice qt%é,&,v—\/} es unaase ortonormabdel espacio.

Si las coordenadas de los vectores estan refexridaa misma base ortonormal, el producto escaldosle
vectores es igual a la suma de los productos deespectivas coordenadas.

a=(a,a,,a,)

_,—.B: . . .
B:(bl,bz,bg)} ab=a-b+a-b+ah

Al espacio 4 dotado de un producto escalar se denomieagacio euclideo

Para estudiar los problemas métricos, emplearemssstema de referenc{a);ﬁl,ﬂz,ﬁa} , donde O es un

punto tomado como origen del sistem{a]yﬁz,ﬁg} es una base ortonormal del espacio.

Aplicaciones del producto escalar:

1. M6édulo o norma de un vector. Vector unitario
e Siu=(u,u,u,) - lul = u? +u,? +u,?

. . . . . ., . - u
* El vector unitario que tiene la misma direcciéreptido queu esﬁ
u
2. Angulo de dos vectores

Siu=(u,uyu,) Y v=(vuv,,) - cos(ﬁ) =4V - U -V, + U, V, + U, -
|u|'|v| \/u12 +u22 +u32 \/ V12 + V22 + V32

3. Vectores ortogonales.
Siu=(u,U,U,) Y v=(V,V,V,) - U0V e UVEU - v+u, v+ -y = 0

4. Vector normal al plano

Sea el plana Ax+By+Cz+D =0 - Vector normala = (A,B,C) perpendicular al plano
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ANGULOS

2.1. Angulos entre dos rectas
Definicion:

* Se define eingulo entre dos rectagjue se cortan r y s como el menor de los asgylie forman
sus respectivos vectores de direccion.

* En el caso de dos rectas que se cruzan, se defingudo de las dos rectas como el formado por dos
paralelas a ambas que se corten.

Dadas las rectas r y s, cuyos vectores de diresaon; y us respectivamente, el angulo que forman ambas
rectas es el mismo angulo o el suplementario dpilarque forman sus vectores de direccion.

Como cos a = - cos (180 —a) cos(r,s) = ‘cos(ﬁ)‘

Por tanto, la expresion analitica del &ngulo ethderectas es:

- — oG
cos(r,s) = ‘COS(Ur,US) = m
Ur * Us

Condicion de paralelismo y perpendicularidad enttes rectas.
Seanr:P+<> s:Q+<w> siendou=(u,u,u,) Y v=(v,V,,v,)
a)rds < u-v=0e U -v,+U-V,+U =0

- - u u, u
b)rils = u=k-v;kOR = -t =-2="3
\Y) Vv \Y)

Calcular el angulo que forman las rectas ry s:

C|2x-y+3z-7=0 s X+y+z=0
" |x+2y=0 " 3x+2y-z=0
ik
« Vector director de r: (2,-1,3)x (1,2,0) = [2 -1 3[=(-6,3,5) - |u|=v36+9+25 =70
120
ik
« Vector director de s: (1,1,1)x(3,2,-1)=[1 1 1|=(-3,4-1) - |us|=/0+16+1=+26
32 -

ons(3) = U | _18+12-5 _ 25
ol V7026 1820

=0,586 — (r,s)=54°7" 32"
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2.2. Angulos entre dos planos

Seanm, y m, dos planos del espacio:
m:Ax+ By +Cz+D, =0 m,:AXx+B,y+C,z+D, =0

Seann, y n, los vectores normales a los planos
Yy T,, respectivamente.

El &ngulo de dos planos secantes el menor de
los angulos que forman sus vectores normales:

n .

— = n,
cos(Tt, T,) :‘cos(nl,nz) = |j _2|
|n1|-|n2|
Condiciones de paralelismo y perpendicularidad entfos planos:
Sean dos planos del espacio:
m:Ax+ By +C;z+D, =0 ,:AXx+B,y+C,z+D, =0
amOom - n0On - n-n=0
R — — A _B _C
b) nm < nln, < n=k-n, kOR = A: _E::é

Haz de planos paralelos a uno dado

Seamn Ax+By+Cz+D =0 un plano.

El haz de planos paraleloswes: m: Ax+By +Cz +k =0,0k OR

1. a) Calcular el angulo que forman los planos:
T:3Xx+2y—4z+7=0 ; :5—-22+9=0
b) Determinar la ecuacion del plano paralelo a 1 que pase por el punto P(2,0, -1)

a) Sea n, (3,2, -4) vector normal de T,

n, (0, 5, -2) vector normal de T,

Aplicamos la formula:

— _(F=\_n:n, 10+8 _18
COS(TE,T[Z)_COS(nlynZ)_|EE|-|F12;|_\/9+4+16 .\/254—4—5—0,6206

Por tanto, (ﬁ) =51°38
b) Cualquier plano paralelo a 1 esdelaforma3x +2y—-4z+k=0

Pasa por P(2,0,-1) - 6 +4+k=0 - k=-10

Luego el plano buscado es 3x + 2y —4z-10=0
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2.3. Angulos entre recta y plano

Sean la recta r, de direccidn= (u,,u,,u,), y el planat de vector normah (A,B,C) .

4 Segun el dibujo, el angulo que determinan el plano
n_ y la recta es el angulo complementario del que
"

forman los vectores, y n, .

-

El &ngulo de una rectar y un plano Tt es igual al
angulo que forma la rectecon la proyeccién
ortogonal de sobreTt.

El angulo de dos planos secantes

El &nguloa queda determinado si se conoce su seno.

u - n,

| r )

sen(r,n) = ‘cos(@,n?)

c
>

m

Condiciones de paralelismo y perpendicularidad entecta y plano:
Sean la rectar, de direccidn= (u,,u,,u,),y el planat de vector normah (AB,C) .
a)mdr - n.llu, < u =k-ng;
A B C

b) mir = n 0Ou < n -u =0 - Au+Bu,+Cu, =0

1. Calcular el angulo que forman el plano y la recta:

T.X+y—-2z=0 ; n. x*+z=1
X-y=2

Determinamos el vector de direccion de r:

i jk
u=2 0 1=101-2) - n_|ju - nOr
1-10
;- n, 1+1+4

= =1 - 90°9-a =0° — (r,7)=90°

cos(90-a) = |u~r||n?| B Ji+1+4 -J1+1+4

2. Determinar el plano 1t que pasa por el punto P(1, 0, -1), es paralelo a la recta r: XT_l = y—+11 =z ;2

yes
perpendicular al plano T, :x+y—-2z+2=0

Vector normal al plano g : n, (1, 1, -2)

Vector de direccion de r: ur (2,-1,3)

El plano 1t viene determinado por P y los vectores n, Y u:

x-1y z+
1 1 -1{=0 -52(X-1)-5y—-3(z+1)=0- m:2x-5y—-3z-5=0
2 -1 3
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DISTANCIA

3.1. Distancia entre dos puntos

La distancia entre dos puntosA(x,,y,,z,) ¥ B(X,.Y,.2,) coincide con el médulo del vectas

d(A,B) = \E&\ =0, =%, + (Y, =V, +(2, - 2,7

1. Calcular la distancia entre los puntos A(1,-2, 0) y B(2, -1, 3)

AB=(113) - d(A,B):‘A—B‘z PP 3 = 11

3.2. Distancia de un punto a una recta
12 FORMA

Dado un puntd(x,,y,,z,) Y una recta r determinada por el punto,Aés &) Y el vector de direccion

u,(u,u,,u,).

La distancia del punto P a la recta res la distancia entre los puntos P y Q, siend® @9dyeccion de P
sobre larectar.

Calculamos la proyeccion ortogonal del punto Pestdrecta r, para ello realizamos los siguientsog:

a) Determinar la ecuacion del planoperpendicular a r que pasa por el punto:
Comor O — u, ||n«, siendon, vector normal al planai- = (u,,u,.u,)

b) Calcular el punto de interseccion de la regt&lrplanorn: Q

- +
1. Calcular la distancia entre del punto P(1,-2, 3) a la rectar: le = y*2 =Z

Sea u, (2, 1, -1) vector de direccion.

a) Determinamos la ecuacién del plano 1 perpendicular a r que pasa por el punto P:
Nn=u =(21-1) - M:2(X—=1)+y+2—-(z=3)=0 - m=2x+y—-z+3=0

b) Determinamos el punto de corte de la recta y el plano:
Sustituimos las ecuaciones paramétricas de r en la ecuacion de m:

20+ 2\)+(-2+A)+A+3=0 - 6A+3=0 qxz—% - Sustituyendo enr: Q = [-l-%y-g)

_4p.0)= Pl =|[-1-L 5] = 1+ 1,25 _N30
C)d(P’f)-d(P,Q)—|PQ|—‘( -2 2)‘_ PERE
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22 FORMA

Dado un puntd(x,,y,,z,) Yy una recta r determinada por el punto,Aéa a) Y el vector de direccion

u,(u,u,,u,).

Consideramos el area del paralelogramo definiddgsor
vectoresAP y u.

Area =|u - d
Pero, también es: A FAP x u |

Igualando las dos areas, se obtiene:

| AP xi|=[i]-d - | a=1APxu]

1. Calcular la distancia entre del punto P(1,-2, 3) a la rectar: XT_l == =—

Sea A(1,-2,0) un punto de ry u, (2, 1, -1) vector de direccion.

=(-3,6,0) - |AP xu =[(-3)’ +6% =+/45

[
AP =(0,0,3) ~ APxu=|0 O
21

3.3. Distancia de un punto a un plano
12 FORMA

Sea el plan de ecuacion Ax + By + Cz + D = 0 y P un puntaderdenada®(x,,y,,z,)

La distancia del punto P al plandt es la distancia entre los puntos P y Q, sienda fipdyeccion de P
sobre el plano.

Calculamos la proyeccion ortogonal del punto Pesebplanar, para ello realizamos los siguientes pasos:
a) Determinar la ecuacion de la recta r perpenai@llplanat que pasa por el punto:

Comor On - u |In, Siendon. vector normal al planai, =(A,B,C)

b) Calcular el punto de interseccion de la regt&lrplanor: Q
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1. Hallar la distancia del punto P(3, 1, -2) al planoTt: 2x +y—z +1 = 0.
Sea n«(2,1,-1) vector normal del plano.
a) Determinamos la recta r perpendicular al plano que pasa por P:

X=3+2\
Como rTm - U [N — U, =(2,1,-1) - r=qy=1+A
zZ=-2-A

b) Calculamos el punto de interseccion de la recta y el plano. Para ello sustituimos las ecuaciones de r en la
implicita del plano:

2(3+2\) +1+A—(-2-A)+1=0 - 6A+10=0 — A:—%

Sustituyendo en las ecuaciones de r, obtenemos las coordenadas del punto Q: (—%,—%,—%j

0 d(P,T0) = d(P,Q) =PQl = ‘[%gg]‘ = 150 = #

28 FORMA
P SeaA(x,,y,,z,) €l punto proyeccion de P sobre el plano.
* Sean_(A,B,C) el vector normal al plano.
— 5/ A8l
d n d(P,1) = d(A,P) =|AP| = =
m n,
A R — . ,
Comon_|| AP, se verifica que:
'I'I'

46 -1 =[Pl o] - cos{ AP ) <[ 47 {n]

AP -,

T

Por tanto:d(P, ) = d(A,P) = |AP| =

n

L1

AP -n_ = (X, —X,,Y, —¥,.Z, = Z,)-(A,B,C) = Ax, + By, + Cz, —Ax, - By, - Cz,
- - 5

D

AT - AX2+By2+sz+D=O - D=_AX2_By2_C22

Luego, quedaAP - n = = Ax, +By, +Cz, +D

AP -n_ +By. +Cz +
d(P,n)=| J _| Ax, +By, +Cz, +D

JA? +B? +C?

n

T
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1. Hallar la distancia del punto P(3, 1, -2) alos planos T:2x+y—-z+1=0y T,:2y-3=0

. dP )=|ﬁ'”: _|23+11-(2)+1_ 10 106 _5/6
TG : \/224_12 +(_1)2 \/E 6 3
AP | 21-3 1
d dP, = — = = —
( T[z) nn \/02_'_22 +02 2

2. Hallar la ecuacioén de un plano Ttparalelo al plano T(:2x — 2y + z + 6 = 0 y que diste 5 unidades del
origen.

Al ser paralelo a Tt , su ecuacion es de la forma: 2x -2y + z+k =0

Para determinar k imponemos que la distancia al origen sea 5:

:‘E‘:S _,|k|=15 - k=4%15

Hay dos planos: T4 :2x—-2y+z—-15=0; T,:2x-2y+z+15=0

3.4. Distancia entre dos planos.
Seanm, y m, dos planos del espacio:

m:Ax+ By +C;z+D, =0 ,:AXx+B,y+C,z+D, =0

a) Si son secantes d(m ,m,) =0

b) Si son paralelas La distancia es la distancia de un punto cualguderuno de los planos al otro.

1. Calcular la distancia entre los planos:

T:2X+y—-2z+1=0 T,:4x+2y-4z+3=0
2 1 -2 1
Ambos planos son paralelosyaque —=—=—#—
P P yaq 4 2 -4 3

Tomamos un punto del plano T : P(0,-1,0)

|-2+3|

d(m,m) =d(P,m) = =

ok
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3.5. Distancia entre recta y plano.

Dada una recta r y un plamno
a) Si son secantes o la recta esté contenidaptane — d(r, 1) = 0

b) Si son paralelos. la distancia es la distancia de un punto cualguderla recta al plano

1. Calcular la distancia entre la recta y el plano:

m2x—-3y+z+15=0 r—-=

x-1 y z+3
1

Sea el vector normal del plano, n (2,-3,1), y el vector de direccion de la recta, u (2,1,-1)
La recta y el plano son paralelos:

aynOuyaquen - -u=4-3-1=0.

b) Ademas, el punto de la recta P(1, 0, -3)0m

Por tanto, la distancia es:

|2-3+15] 14
d , =d y = = =
(r,m) =d(P,m) N ST, V14

3.6. Distancia entre dos rectas.
Seanrysdosrectas:r=Pu>x,s=Q+v>
a) Si son secantes d(r,s) =0

b) Si son paralelas La distancia es la distancia de un punto cualguderuna de las rectas a la otra.
d(r,s) = d(Q, r) =d(P, s)

c) Si se cruzan- La distancia es la distancia de cualquier puntte@ al plano paralelo a la recta s que
contiene a r, es decir, al plano determinado ppueto P de r y los vectoresy v .

12 FORMA

Para determinar la distancia procedemos de laesitpiforma:

3 Q 1) Determinamos el plant que contiene a una de las

rectas, r, y es paralelo a la otra, s:

M=P+<U>+<v>

2) La distancia entre ambas rectas es la distaecim
r punto de la recta s paralela al plano

d(r,s)=d(Q,U), QOs
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1. Calcular la distancia entre las rectas:

Sea U (2, 3, 2) vector director der y P(-1, 1, 0) un punto de r.
Sea Vs (2, 1, -1) vector director de s y Q(1, 0,-2) un punto de s.

Estudiamos la posicion relativa de las dos rectas estudiando la dependencia de los vectores {Gr Vs ,5(5}

2 3 2
2 1 -§=-8#0 - {u, vs, PQ}sonL.l. - rys se cruzan
2 -1 -2

Calculamos el plano que contiene ar y es paralelo a s:

x+1ly-1 z
2 1 -1=0 -5x+1)—6(y—1)+4z=0 - Ti::5x—6y+4z+11=0
2 3 2

Calculamos la distancia del punto Q(1, 0, -2) al plano Tt.

5-8+11 _ 8

d(Q, m) =

22 FORMA

La distancia entre las rectas coincide con |laaldef
paralelepipedo.

Volumen = Area base x Altura

[G.u.PQ] =[u; xu - ders)

Por tanto:

[u.u,Pq]

u xXu

r S

d(r,s) =

1. Calcular la distancia entre estas dos rectasjelelplo anterior

Sea U (2, 3, 2) vector director de r y P(-1, 1, 0) un punto de'r.

Sea Vs (2, 1, -1) vector director de s y Q(1, 0,-2) un punto de s.

2 3 2 ik
[u.u.PG] =2 1 -1f=I-8l=8 ;o xul=|2 3 2|=|(-56-4]=25+36+16 =77
2 -1 -2 21 -

[u.u.P3] s

Luego d(r,s) = _ﬁ

U, X Ug
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PERPENDICULAR COMUN A DOS RECTAS

La perpendicular comuna dos rectas no paralelas es la recta que coogomalmente a cada una de ellas.

12 FORMA
Los pasos a seguir son:
= a) Estudiar la posicion relativa de ry s.

b) Calcularw vector perpendicular a los vectores de direccion
derys.

c) Determinar el plano que contiene ar wa

d) Determinar el plano que contiene a sy a

\ sl e)La recta perpendicular comun ary s es la inteiéaae

S
.
T~ 1 - los dos planos anteriores

/\

Determina la recta perpendicular comun a las rectas:

I,,x—l_y_z+1 X_y-2 _z-2
2 1 3 2 -1 3

1°.- Estudiar la posicién relativa

Sean U (-2, 1, 3) vector directorde r y Vs (2, 1, 3) vector director de s

Sean P(1, 0, -1) un punto dery Q(0, 2,2) un punto de s — PQ = (-1,2,3)

-2 1 3
[u.u.,PQ]=[2 -13=18%0 - {u—,u—sﬁ} son linealmente independiente — ry s se cruzan
-1 2 3

2°.- Hallar w vector perpendicular a los vectores de direccién de ry s.

ik
u xu, =|-2 1 3[=(6,12,0) - w(1,2,0)
2 3

S

3°.- Plano Tt que contiene ary w:

x-1y z+
-2 1 3|=0 - -6(x-1)+3y—-5(z+1)=0-> m:6x-3y+5z2-1=0
1 2 0

4°.- Plano T que contieneasy w:

X y-2 z-2
2 -1 3 |=0 - -6x+3(y—2)+5(z—-2)=0 - m:6x-3y—-52+16=0
1 2 0

6x-3y+5z-1=0

5°.- La perpendicular comn es:
6x-3y-5z+16=0
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22 FORMA
Determinando un vector ortogonal a los vectores directores dery s:

a) Tomamos un punto genérico, P,, de r y otro, Ps, de s (tendra por coordenadas las correspondientes
a las ecuaciones paramétricas de la recta r y s, respectivamente).

b) Imponemos que el vector P, P, sea ortogonal ary as. Se obtiene asi un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas A y J que permiten conocer los puntos y luego su distancia.

c) Estos dos puntos determinan la ecuacion de la perpendicular comun.

Determina la recta perpendicular comun a las rectas y la distancia entre ellas:
rx=y=z s——=2 ===

e Calculamos un punto genérico dery s:

P =(A, A\, A) punto genérico de r .
= ) P J - PP =(1+p-A2+2u-\2u-A)
P, =(1+p, 2+2y, 2u) punto genérico de s

* Imponemos que P, P, seaortogonalaryas

PP, Ou - (1+p-A2+2u-A2u-1A)-(11)=0 -~ -3A+5u+3=0

PP, Ou, - (1+p-A2+2u-A2u-2A)-(122)=0 -~ -5A+9u+5=0

¢ Resolvemos el sistema:

{—3)\+5u+3:0

> u=0;A=1
-S5A+9u+5=0

Sustituyendo estos dos valores obtenemos dos puntos:

o SiA=1- P =(111)

0o Siu=0 - P,=(120)

* La perpendicular comun es larecta P.+<P P, >

x=1
PP, (0,-1) - Recta: {y =1+t
z=1-t

« Ladistancia entre las dos rectas es igual a la distancia entre los puntos P, =(1,11) y P, =(12,0):

-2

dr,s) = d(P.P,) =[P P,




