Teoremas de continuidad y derivabilidad

Ejercicios resueltos

6
2+senx

1.- Demostrar que la siguiente ecuacién tiene una solucién en el intervalo (_Tn,g) :

1°. Se considera la funcién f(x) = —4 continua en R luego continua en cualquier

2+senx
intervalo cerrado que se considere.

2°. Se busca el intervalo donde se cumplan las hipétesis del T* Bolzano:
-1 6 T 6
F(F)=35-4>07()=55-4<0

3°. Por tanto en el intervalo [_7"3] se cumplen las hipétesis del T* de Bolzano, luego:

6
2+senx

=4 +tiene una

3ce(5,3) tal que f(c) = 0 que equivale a decir que la ecuacién

solucién ¢ en el intervalo (-,

2.- Demostrar que la ecuacién x'® —5x = —3 no puede tener mds de dos raices reales.

1°. Se considera la funcién f(x) = x'® —5x + 3 continua y derivable en R luego continuay
derivable en cualquier intervalo cerrado que se considere.

2°. Se buscan los intervalos donde se cumplan las hipétesis del T Bolzano:
F0O)=3>0 f(1)=-1<0 £(2)>0
3°. Por tanto en el intervalo [0,1] y [1,2] se cumplen las hipétesis del T® de Bolzano, luego:

3ce(0,1)y 3¢" €(1,2) tal que f(c) =f(c') = 0 que equivale a decir que la ecuacidn
x'® —5x = -3 tiene 2 solucionesen R

3.- Demuestra que la ecuacién x3 —3x+a =0 cona € R tiene a lo mds una solucion en [—1,1].
¢Para que valor de a existe dicha solucidn ?.

1°. Se considera la funcién f(x) = x®> —3x +a continuay derivable en R luego continuay
derivable en cualquier intervalo cerrado que se considere.

2°. Se supone que hay mds de 1 solucidn:
hay 2 soluciones, c;,c;, € [-1,1] tales que f(c1) = f(c;) =0
Luego en el intervalo [c;,c;] se cumplen las hipétesis del T* Rolle por lo que
3d € (c1,c) € [-1,1] tal que f'(d) = 0 que equivale a decir d € (—1,1)
Veamos que pasa con la funcion derivada:
fX)=x3-3x+a = f'(x)=3x2-3=0 = x=4+1¢ (—1,1) en contradiccién cond € (—1,1)
Por tanto a lo sumo existe una solucién de la ecuacion.

3°. ¢Para que valor de a existe dicha solucién?. Se tiene que cumplir el T® Bolzano en [-1,1]:

FED=l43ba=at2 ) gy <o = ae (22




Teoremas de continuidad y derivabilidad

2 . o 1 . . . — 6
4.- Demostrar que la siguiente ecuacidn tiene una solucion en el intervalo (7”,2) Po—=4

1°. Se considera la funcién f(x) =

—4 continua en R luego continua en cualquier
2+senx

intervalo cerrado que se considere.

2°. Se busca el intervalo donde se cumplan las hipétesis del T* Bolzano:
- 6 6
F(5)=35-4>07(5) =57-4<0

2+1

3°. Por tanto en el intervalo [%”g] se cumplen las hipétesis del T* de Bolzano, luego:
6

=4 tiene una
2+senx

3ce(5,7) tal que f(c) = 0 que equivale a decir que la ecuacién
4 . -1 T
solucion ¢ en el intervalo (3

5.- Demostrar que la ecuacién x8 —5x = —3 no puede tener mds de dos raices reales.

1°. Se considera la funcién f(x) = x'® —5x + 3 continua y derivable en R luego continuay
derivable en cualquier intervalo cerrado que se considere.

2°. Se buscan los intervalos donde se cumplan las hipétesis del T® Bolzano:
f(0)=3>0 f(1)=-1<0 f(2)>0
3°. Por tanto en el intervalo [0,1] y [1,2] se cumplen las hipdtesis del T® de Bolzano, luego:

Jce(0,1)y 3¢’ €(1,2) tal que f(c) =f(c') = 0 que equivale a decir que la ecuacién
x'8 —5x = -3 tiene 2 solucionesen R

4°. Solo hay 2:
Se supone que hay 3 soluciones: 3 ¢y, ¢, c3eR con ¢; < ¢; < c3 talesque f(c1) = f(cz) = f(c3) =0
En los intervalos [c1,c,] Y [c2,c3] se cumplen las hipétesis del T? Rolle, luego:

3d € (cy,¢)yd € (cy¢3) talesque f'(d) =f'(d)=0 pero f'(x)=18x" —5=0 que solo

. . 17| 5 . . . .2
tiene una solucion real x = /E en contradiccidn con la suposicién, por tanto solo hay 2

6.- La funcién f: [- 1,1] -» R definida por f(x) = Yx? toma el mismo valor en los extremos del

intervalo: f(-1) =3/(-1)2=1 f(lx) = V12 =1

Encontrar su derivada y comprobar que no se anula nunca. ¢Contradice esto el feorema de Rolle?

2 2 -1
=32 = x3 ") =2x3 1 =243 =2
fx)=Vx?2=x3 = f (x)—3x3 =3X% =5
2 .
= = I
=0 =2=0 iabsurdo!
Esto no contradice el teorema de Rolle porque la segunda hipétesis no se verifica: la funcién
no es derivable en todos los puntos del intervalo, en el punto x = 0 no existe la derivada

como podemos ver calculdndola a través del limite:

Si intentamos anular la derivada resulta:

0+h)—f(0 VhZ -0 1 1
f’(O):limf( ) f()=lim—=lim—=lim3—=oo
h—0 h h—0 h h—0 Bl h—0 \/ﬁ
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7.- Calcula b para que la funcién f(x) = x* — 9x + 2 cumpla las hipdtesis del teorema de Rolle
en el intervalo [0, b]. ¢Donde se cumple la tesis?.

~ Por ser una funcién polindmica, es continua y derivable en todo R y se cumplen las dos

primeras hipotesis.

o f(0)=2 } 3 _ — 3 _ — 2_09)=
~ Tercera hipétesis: F(b) = b® — 9b +2 =b>-9+2=2= b>-9=0 = b(bH*-9)=0
b=0

b(b>—-9) =0 = { = La Unica solucién vdlida es b = 3

b=143
~ La tesis se cumple: f'(x) = 3x2-9= f'(c)=3c?-9=0 = c=%+V3 = c=vV3€(03)

2x + 2 %Sx<1

Cumple las hipétesis del T de Rolle.
5—(x—2)? 1<x<4

8.- Prueba que la funcidn f(x) = {

Averigua donde cumple la tesis.

En cada uno de los intervalos es una funcién polindmica que es continua y derivable en R

El dnico punto dudoso es x =1 = estudiamos la continuidad y derivabilidad en dicho punto

#* f continuaenx=1 = f(1) = lir?+ f(x)=xlir{1_ f)=4 =
X— -

Se cumple la 1% hipétesis: f es continua en [_71,4]

% f derivableenx =1

-1
-1 2 —<x<l1
2x+2 — < 2
f(X) {5—(36—2)2 1<x<4 :f(x) —Z(X—Z) 1<x<4
- ? x=1

f derivableenx=1 = f'(1)= lir?_ f(x= lirigr ffx)=2 =
X X—
Se cumple la 2% hipotesis: f es continua en (_71,4)

-1 -1
S)=2-"42=1 o
H f( 2) 2 = se cumple la 3 hipétesis
f@=5-04-2%=1
2 dex<1
# Veamos ddnde se verifica la tesis: f'(x) = { 2
—2(x—-2) 1<x<4

ffx)=0 = {_Zz?xo_ (;I)Jsgrodoj x=2 €[14) = La tesis se verificaen c = 2
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9.- Sea la funcién f(x) = {fl .eX+B 3; i 8

Calcula "A" y "B" para que f cumpla las hipétesis del T* de Lagrange en [—1,1]

La funcién es continua y derivable v x € R — {0} = R* puesto que los trozos lo son luego para que
se cumplan las hipdtesis del T? se tiene que cumplir la continuidad y derivabilidad en x = 0

* f continuaenx=0 = f(0)= xlirgt_ fx) = lirggr fx) = 0=A+B
— x—
% f derivable enx =0

X <0 1 x<0
= - ! = . X
f&) {A-ex+B x>0 = [ g ’ ;ng

A+B=0
~

f derivableenx =0 = f’(0)=xliTgL_ f'x) = lirggr ffx) > 1=4 =3 B=-1

3—x?
— si x<1
10.- Prueba que la funcién f(x) = {, * satisface las hipdtesis del teorema del
- si x=1
X

valor medio en el intervalo [0,2] y calcula el o los valores vaticinados por el teorema.

# La funcion es continua en el intervalo [0,2]

)
> y=>= continuaen R (es polinémica) = f continuaenx <1
>y =% continuaen R* = f continuaenx >1
> f continuaen x =1 porque f(1)= lir;z+ f(x) leiql— fx)=1
x— -
—Xx si x<1

# La funcion es derivable en el intervalo (0,2) = f(x) = ;—21 si x>1

? x=1
a2
> y= 3Tx derivable en R (es polindmica) = f derivableenx <1
>y =% derivable en R* = f derivable enx > 1

> f derivableen x =1 porque f'(1)= xllT{lJr f'(x) =xlf{‘— fl(x)=-1

# El valor o valores que vaticina el teorema del valor medio: f'(c) = W
13 _ : -1_ ,
F)-f@ _ 5375 _ -1 _16 si x<1 == si ¢<1
b—a 2.0 2 | si x=21 T )-1_-1 . o1
c2 7 = C_Z St c =
c=- si ¢c<1
{ 2 = c=1 yc=+2

c=4V2 sic=1

10
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_ . ’ A . . . ax_bx 5 . . X . x
11.- Calcula aplicando la regla de L” Hépital: il_r](]i_x , Jclirgt+(x Inx) , ,}i’gh(" ) ng_)rgox/?

lim x1—x lim

1 . (1 1) . Xx—senx i x-senx . e¥—e *-2x
x—1 x—1

5 , , m
Inx x—1 x>0 Ssen<x x—0 l—cosx x—-0 X—senx

. a¥-b* 0 . . ./ A . a*-lna-b*-lnb ,
*  lim =5 indeterminacion L'Hopital = lim — = Ina—Inb Ilimi/x

x-0 X x—0 X0

Inx 1/

* llm (x Inx) =0 ind = lim 7= f indet L'Hop = llm
X —)

x-0

= lim(-x) =0
xz x—-0

Las indeterminaciones 0.« se transforman en g o % y se pueden resolver por L"Hapital
* lirg&(xx) = [0° indeterminaciéon] =L = InL = lirggr(x ‘lnx) =0 = L=e=1
x— X—

*  lim Yx = limx/x = [0 ind]=L = InL= lim ( lnx) = lim & = E ind L’Hépital] =

X—00 X—00 X—00 x—oo X
= lim % Y 10> L=e"=1
x—o0o 1 ©
1
. —_— . . Lz lim(x—1)— lim-1 — 1
F lmlzx 1i-x = [1®° indeterminacion] = ex> i )iw = =ex1 =g l= -
X—

Se ha aplicado la férmula: lim f(x) 9% = [1% ind] = i1V CI=D9)]
xXx—-a

~ Otra forma de hacerlo es:
Ly

1
limxix=L = InlL= llm( lnx) = lim 2~ = [— indeterminacion L Hopltal] =lim—==-1
x—-1 x-1 -X x—11—-x 0 x-1 —1

Asi: InL=-1 = L=e‘1=§

) =[5 ind.L'Hopital] = lim —3= =

x-1 lnx+—

x—1-Inx

* lim (i—i) = [0 — 0 ind. L'Hbépital] = lim ((x—l)lnx

x—1 \Inx x-1 x—1
1

=[5 mnd.L'Hopital] = lim 21— =

“lo ) p T x5l l+i2_1) -
X

X

=

. . . 0 ’ A .
Las indeterminaciones oo — o se transforman en g 0 5 Y se pueden resolver por L"Hopital

. x—senx 0 1—cosx 0o . A s
% lim = [— indeterminacion L Hopltal] =lim ————= [— ind. L’Hopltal] =
x—0 sen2x 0 x—0 2senx-cosx 0
l senx 0 _ 0
- x—>0 2(cos? x—sen?x) 2
. x-senx . . .7z a . . senx+x - cosx
* lim [— indeterminacion L’Hopltal] =lim ——— =
x—0 1—cosx x—=0 senx
0 . , s g A . cosx+cosx—x-senx _ 2
= [— indeterminacion L’Hopltal] = lim ===2
0 x—0 coSsx 1
. eX—e *-2x 0 . . ., A . . e¥+e™*-2 0 . . ., A .
* lim————== [— indeterminacion L’Hopltal] =lim———= [— indeterminacion L’Hopltal]
x-0 X—senx 0 x—0 1—cosx 0
., eX—e™* 0 eX+e ™
= lim = [— indeterminacion L Hopltal] =lim =2
x>0 Ssenx 0 x>0 CcoSsx
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Ejercicios propuestos

1.- Determina los extremos absolutos de la funciéon f: [0,8] — O definida por f(x) = Yx — Vx2

2.- Sea f:R —> R dadapor f(x)=x2—2x—3

A. Estudia si fcumple las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [2,4]
B. Estudia si fcumple las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo [—1,3]

C. Sif cumple las hipétesis del teorema de Rolle en alguno de los intervalos de los apartados
anteriores , determina el punto correspondiente cuya existencia se afirma en dicho teorema

3.- Demostrar que la ecuacién x> = x - senx + cosx tiene exactamente dos soluciones en [, 7]

4.-Demuestra que la siguiente funcién nunca tiene dos raices en el intervalo cerrado [0,1] :
fm(@)=x3—-3x+m

a) Si"n" es par entonces el polinomio p no puede tener méas de dos raices reales .
b) Si'"n" es impar entonces el polinomio p no puede tener mas de tres raices reales .

., X . .y
6.- Demuestra que la ecuacién Inx —— = -3 tiene al menos una solucion real

2
7.- a) Sea f :[— 1,2] — [ la funcién definida por f(x) =2x> —6x% +x+10

Determina todos los puntos de la grafica de f en los que la recta tangente a la grafica de fes
paralela a la recta que pasa por los puntos A(— Lf (— 1)) y B(2£(2)) . éCual de ellos es el predicho
por el T2 de Lagrange en el intervalo [— 1,2] ?

b) Considera f :[0,277] — [J definida por f(x)=2x+senx.Compruebasi f cumple las
hipotesis del T2y, en caso afirmativo , encuentra dichos valores .

(a+1)x

. - x<0
8.- Seala funcion: f(x) =1{ . Sol : a=1
1+ax x 2 0
Calcular " @ " para que ésta funcion cumpla las hipétesis del T2 del valor medio de Lagrange en el
intervalo [—1,%] ( Sol : valor vaticinado c; =1 — % , cp=—1+ %)
. = x#0
9.- Sealafuncién f(x) = { x3 .
a x=0

a) ¢ Paraquevalorde" a" sera continuaen x =0°?
b) ¢ Sepuede aplicar el T2 de Lagrange en [—1,1] ?

4
10.- ¢Se puede aplicar el teorema de Rolle a la funcion f(x) = x—zx en el intervalo [0, 4]? Razénalo
X

ax—-3 si x<4 ) )
cumpla las hipotesis del teorema del

11.- Calcula a y b para que f(x) =
ybpara que f(x) {—x2+10x—b sl x=4

valor medio en el intervalo [2, 6]. ¢Doénde cumple la tesis? (Solucién: a=2; b=19; c= ;)

x?+nx si x<-2

3

12.- Se considera la funciéon f(x) =
x+m si x=-2

a. Determina m y n para que se cumplan las hipétesis del teorema del valor medio en [-4, 2]
b. Halla los puntos del intervalo cuya existencia garantiza el teorema.

2arctgx—x

13. a) il_r)r& x—sinx (Solucién 1/6) b) il_r)n (Solucién: 1) ¢) lim [xz . (1 — COS% )] (Solucién: %)

x 0 2x—arcsenx X—0
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