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Ecuaciones e incognitas

1. sPodemos decir que las dos ecuaciones siguientes son dos “da-

tos distintos”? ;No es cierto que la segunda dice lo mismo que \
la primera?

P 2%+ = 5 4x+ 2y= 10

y 1
4x+2y=10 T

m Represéntalas grificamente y observa que se trata de la mis-

ma recta.

Se trata de la misma recta. 2x+y=5

m Escribe otro sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas
en el que la segunda ecuacién sea, en esencia, igual que la
primera. Interprétalo grificamente.

x+ y=1
Gréficamente son la misma recta.
3x+3y=3
2x+ y=5
2. Observa las ecuaciones siguientes: { x— y=1
x+2y=4
La tercera ecuacidn se ha obtenido restando, miembro a miembro, las dos primeras:
(3 = (19 - 2.9 N
x+2y=4

Por tanto, lo que dice la tercera ecuacion se deduce de lo que
dicen las otras dos: no aporta nada nuevo.

m Represéntalas graficamente y observa que las dos primeras

rectas determinan un punto (con esos dos datos se responde /

alas dos preguntas: x=2, y=1). Comprueba que la tercera
recta también pasa por ese punto.

m Da otra ecuacién que también sea “consecuencia” de las dos 24 y=5\
primeras.
Por ejemplo: 2 - (1.7) + 3 - (2.%) x¥ 2= 41
Represéntala y observa que también pasa por x=2, y=1.
2.13+3.228 =5 7x—y=13 x—y=1
Tx—y=13

3. ;Es posible que dos ecuaciones digan cosas contradictorias?

m Escribe dos ecuaciones que se contradigan y representa las
rectas correspondientes.

Si es posible. Por ejemplo:

x+y=0 2
x+y=0 \+}’=3

x+y=3 -4 —2_2 2\(\
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1 ;Verdadero o falso?

a) En un sistema de ecuaciones con dos incégnitas (x, y) la ecuacién x +y =4 tiene, entre otras,
la solucién (3, 1).

b) En un sistema con tres incégnitas (x, y, 2) la ecuacién x +y =4 no tiene sentido.

¢) En un sistema con tres incégnitas (x, y, z) la ecuacién x +y =4 si tiene sentido. Representa

un plano. Algunas soluciones suyas son (3, 1, 0), (3, 1, 7), (3, 1, —4).
d) Si estamos en el plano (dos incognitas, x, y) la ecuacién y = 0 representa al eje X.
e) Si estamos en el espacio (tres incégnitas, x, y, z) la ecuacién y =0 representa al plano XZ.
a) Verdadero, porque 3 + 1 = 4 y hay mds soluciones, como (4, 0).
b) Falso, (3, 1, 0) es solucién de esa ecuacién. Podemos poner cualquier valor en la tercera coordenada.
¢) Verdadero.
d) Verdadero, porque los puntos del eje X son de la forma (4, 0).
e) Verdadero, porque los puntos del plano XZ son de la forma (4, 0, &).

& Sin resolverlos, explica por qué son equivalentes los siguientes pares de sistemas:

){x+y=5 X+y=5

2 2x—y=7 3x =12

b){x+y—z=5 z=2
x+y =7 x+y =7

) X+ y—3-= ; 2=2
0y x+ y = xry =7
2x +2y—z=12
x+ y-z=11 x+y-z=11
d)
x+2y—-2=7 y =—4
a) Hemos sustituido la segunda ecuacién por el resultado de sumar las dos que tenfamos.

b) Hemos sustituido la primera ecuacién por el resultado de restarle a la segunda ecuacién la primera.

¢) En el primer sistema, la tercera ecuacién se obtiene sumando las dos primeras. El resto es igual que

enb).

d) Hemos sustituido la segunda ecuacién por el resultado de restarle a la segunda ecuacién la primera.
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1 Resuelve e interpreta geométricamente los siguientes sistemas de ecuaciones:
2x+ y=1
a)\3x+2y=4
x+ y=3
x+ y+2=06
b) y-2z=1
x+2y =7
X+y+2=06
)ix+y+z=0
x —-z=0
xX+y+2=6
d) y-z=1
z=1

a) 2x+ y=1| = y=1-2x

3x+2y=4 1-2x=3-x > x=-2, y=3-(-2)=5

x+ y=3| - y=3- «x

Veamos si cumple la 2.2 ecuacién:

3-(2)+2-5=-6+10=4

Solucion: x=-2, y=>5. Son tres rectas que se cortan en el punto (-2, 5).

b) x+ y+2=6
y—z=1p La3.2 ecuacién se obtiene sumando las dos primeras; podemos prescindir de ella.

x+2y =7

Xx+y=6-2| x=6-z-y=6-2-1-2=5-2z
y=l+z | y=l+z

Solucién: x=5-2A, y=1+ A, z=A. Son tres planos que se cortan en una recta.

) x+y+z=06

x+y+2=0 Lasdos primeras ecuaciones son contradictorias. El sistema es incompatible.
X —z=0

Los dos primeros planos son paralelos y el tercero los corta.
d) x+y+2=6| -1

y—z=1p y=1+z=2
z=1| x=6-y—-2=6-2-1=3

Solucion: x =3, y=2, z=1. Son tres planos que se cortan en el punto (3, 2, 1).
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2 a) Resuelve este sistema:
x+2y=3
x— y=4
b) Anade una tercera ecuacién de modo que siga siendo compatible.
¢©) Afiade una tercera ecuacién de modo que el sistema sea incompatible.

d) Interpreta geométricamente lo que has hecho en cada caso.

a) x+2y=3} x=3—2y} 3-2y=4+y —> -1=3y — }’=_3—1
X = )’Z4 X=4+ ) -4 :4_l:£
X +)/ 3 3
Solucién: x = %, y= —3_1

b) Por ejemplo: 2x + y =7 (suma de las dos anteriores).
c) Por ejemplo: 2x+y=9

d) Ena) — Son dos rectas que se cortan en ( 11 -1 )
Enb) — La nueva recta también pasa por < 11 -1 )

Enc) — La nueva recta no pasa por (

Se cortan dos a dos.
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1 Reconoce como escalonados los siguientes sistemas y resuélvelos:
(2 =6
a) 3z_2 :Z b)) x+y+3z=7
J 5v - z=4
(2% -2t=6 (2 +32=0
04y x+y+3z =7 d)) x+3y- 2=7
5 — z+ t=4 4x =4
a) 3x =7 x=%
x—2y=5 =x_5=i
7T T3
Solucion: x = %, y= %
b) 2x =6| 2x =6| x=3
x+y+3z=7p 5x — z=4p z=5x-4=11
Sx - z=4| x+y+3z=7| y=7-x-32=7-3-33=-29
Solucion: x =3, y=-29, z=11
o 2x —2t=6| 2x =6+2t| x=3+¢
X+ y+3z =7¢ 5% — z=4—t  z=5x—4+r=11+06¢
5x —z+ t=4 x+}/+3z:7 _}/27—35—32:—29—191'

Soluciones: x=3 + X, y=-29—-19A, z=11+6A, r=1A

d) 2x +3z=0]| 4x =4| x=1
x+3y— z=7; 2x +3z=0 22%2_3_2
b =4 w3y z=7)  7-xez 16
T T
SOZucz'o'n:le,yz%, z:_—32
2 ;Son escalonados estos sistemas? Resuélvelos:
2y+ z=1
= x+y+z=7
a) 2y _1 b){Zx —Z=4
x+2y+2z=1
z+ t=3
o {x+y+z=3 " y+3z-2t=4
x-y =2 2z =2
1 x — 2+2t=5
a) 2y+ z=1 2y =1 y=5
2y =1 2y+z=1p 2=1-2y=0

x+20+2z=1| x+2y+2z=1 x=1-2y-2=0

Solucion: x=0, y= %, z=0
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b) x+y+z=7| 2x =4+z
2x  —z=4| x+y=7-2

Soluciones: x=2+ A, y=5-3\, z=2A

o x+y+z=3| x =2+y
x—y =2| x+z=3-y

Soluciones: x=2+ N\, y=X\, z=1-2\

x=2+y
z2=3-y-2-y=1-2%

d) Zz+ t=3 2z =2l ;-1
y+3z-2r=4 z+ t=3| t=3-2=2
2z =2 y+3z-2t=4| y=4-3z+2t=5
X — z+2t=5| x — z+2t=5| X=0+z-2t=2

Solucion: x=2, y=5, z=1, t=2
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3 Transforma en escalonados y resuelve.

x— y+3z =0
y[2e-3p-2t - 3”'32‘;4 ) x+3'+z‘64 o [3x - -saeTw=32
Y30 + y=4 x+2y+ z_6 ¢ 3x—y—z—; x+2y— z+3w=18

rray- == rryre= x-3y+ z+2w=-26

a) 2x-3y=21] 9 2 -3y=21] *=3

Bx+ y=4 | 3:@9+0Y  11x =33 y=21__32x=—5

Solucion: x=3, y=-5
b) x— y+3z=-4| @y x— y+3z=—4| (3 x— y+3z=—4

X+ y+ z=2 29 -(@12 2y—-2z=06 23:2 y— z2=3

x+2y— z=6 | 6GI=09 3y—4z=10 | 69 3y —4z=10

x—y+3z=—4| z-_1
E;*‘; y— 2=3 [ y=3+z=2
3Y-3-(29 - z=1 ] x=—dey-3a-]

Solucion: x=1, y=2, z=-1

o x+ y+2=0 1.9 x+ y+ 2=06

x—y—z=—4; @3- -2y —2z=-10

3x+ y+z=8 6H-3-09 -2y —2z=-10
Podemos prescindir de la 3.2 ecuacion, pues es igual que la 2.2,
(1.3 X+)y+2=0 x+y=06-2

2.3 :(-2) y+z=5 _y:S—z _)/=5—Z

Soluciones: x=1, y=5-A, z=A

x=6-2z—-y=6-2-5+z=1
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d) x- y+ 3z =0 ) x— y+ 3z =0
3x—2y-5z+7w=-32| @3-3.-019 y—l4z +7w=-32
x+2y— z+3w=18 (3.5 -9 3y— 4z+3w=18

(4.5 - (1.%)

x —3y+ z+2w=-26 -2y — 2z+2w=-26

(1.9 x—y+ 3z =0 (1) x=y+ 3= =0
2 y- ldz+ Tw=-32| @3 y—l4z+7w=-32
(9-3-@9 382 —18w =114 (/2-6 192 —9w =57
) 2.@ 30z +16w=-90] 124 15z + 8w =—45
(L9 x—y+ 3z =0 w=0

0 y-lde+ Tw=-32| z=L-3

39 19z — 9w =57 y=-32+14z=10

19- (4% +15-(3.%)
17w=0
x=y-3z=1

Solucion: x=1, y=10, z=3, w=0
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ﬂ Método de Gauss
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1 ;Verdadero o falso?

a) Es posible que un sistema incompatible, al aplicar el método de Gauss, de lugar a un sistema
escalonado compatible. O viceversa.

b) Al aplicar el método de Gauss, el sistema escalonado al que se llega finalmente es del mismo
tipo que el sistema inicial, pues todos los pasos que se dan transforman cada sistema en otro
equivalente a él.

a) Falso. Las soluciones de un sistema no dependen del método empleado para resolverlo.

b) Verdadero. Las soluciones de un sistema no dependen del método empleado para resolverlo.
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2 Resuelve estos sistemas de ecuaciones utilizando el método de Gauss:

X+ y+ z=2 3x—4y+2z=1 x-2y =-3

a)) 3x-2y— z=4 b) {2x-3y+ z=2 012x+3y+ z=4

2x+ y+2z=2 5— y+ z=5 2x+ y—-5z=4
Q) x+ y+ z=2 11 1 2\ a9 11 1 2

3x-2y— z=4 3 2 14| @9-3-(19 0 -5 —-4-2

2x+ y+2z=2 -2 1 22/ @GH+2-019 03 46

x+ y+ z=2 | #=3

(1.9 111 2 J

@91 05 4 2 Syrdz=2 | y=2 -2

(BY-5+29-3 0 0 8 24 27 =24 ¥=2—y—z-1

Solucion: x=1, y=-2, z=3
b) 3x-4y+2z=1 3 —4 211\ ay-2.6y -7 =2 0/-9

—2x-3y+ z=2 -2 -3 12| @3-63 -7 -2 0]-3

5x— y+ z=5| |5 -1 15 63 5 115

Las dos primeras ecuaciones son contradictorias. El sistema es incompatible.

o x-2 =-3 1 -2 0 -3\ @y 1 -2 0|3
2x+3y+ z=4 -2 3 1|4 @23 +2-(19 0-111|=2
2x + )/—5224 2 1 -5 4 BH-2-013 0 5 -5 10
1.2 1 20/-3

-2 =-3 =-3+2
@3 0-11-=2] "7 S

iz=2| z-2
(394529 0000 yre gEmer )

Soluciones: x=-3 +2\, y=A, z=-2+A
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3 Resuelve mediante el método de Gauss.

a2 2x— y  + w=0 2x— y  + w=9
Yo yraEs Xx-2y+z =0 x-2y+z =11
a)1—=x+3y+ z=3 b) c)
5527 5— y+z+ w=0 S5x— y+z+ w=24
¥royro== 5x—-2y-z+2w=0 S5x—2y-z+2w=0
a) x— y+2z=2 1 =122\ a» 1 -122
—x+3y+ z2=3 -1 3 1 3] @y+09 0 2 3|5
X+ y+5z=7 1 157/ 6G3-09 02 35
X — }/+2z=2} X — )’=2—2z} x:25—23z+y5 5
_ _5_ -2=%z _D _ 0%
2y+3z=5 2y=5-3z| y 5 )
S 3z _9 7z
=2-2 — 2 _ 2
X S T T R
Soluciones: x = %—77», y:%—S?L, z=2\
b) 2x— y + w=0 2-1 0 10\ a» 2-1 0 110
xX—2y+2z =0 121 0/0 @3 1 -2 1 0|0
S5x— y+z+ w=0 5-11 10] 6GH-09 30 100
Sx—2y—z+2w=0 5-2-120 @&9=2-09 1 0 -10/0
1.3 2-1 0 10\ 2x— y +w=0[ x=0
@9 12100 x-2y+z =0| 2=0
(3.9 + (4.9 4 0 0 0/ 0] 4x =0| y=0
4.9 10 -100 x -z =0 w=0

Solucion: x=0, y=0, 2=0, w=0

) 2x—y + w=9 2-1 019 (1.2 2-1 019
x-2y+2 =11 121 011 @3 121 0 11
S5x— y+z+ w=24 5-1 1 124 GH-Q19 30 1 0 15
Sx—2y—z+2w=0 5-2-120 49 =219 1 0 -10-18

(1.9 2-1 01 9 2x— y  +w=9

(2.9 1 -2 1 0|11 x—-2y+z =11

(3. + (4.9 4.0 0 0 -3 | 4x =-3

(49 1 0 -10-18 «x -z =-18

-3 69 x+z—-11 11 53

=— = 1 = — —F = —2 = —F
x 4 z=x+18 % ¥ 5 4 w=9-2x+y 4
Solucion: x=_4—3, y:%, z=679, zu:ST3
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1 Discute, en funcién de 4, estos sistemas de ecuaciones:
4x+2y =k 4x+2y =k
a)y x+ y—z=2 b)i x+ y—-2=2
kx+ y+z=1 kx+ y+z=0
D) 4x+2y  =k| [42 0 K\ a9 4 2 0k an 4 20 k
x+ y—z=2 11-12] @3 1 1 -12] @93 1 1-1] 2

kx+ y+z=1] \k 1 11/ GH+@9H k+1 2 0 3] B3H-09 kE—30 0|3k
* Si k=3, queda:

42 0 |k
X+ y—z:Z} x—z=2—y} 3-2y 3 y
11-12] = o2 3 )
4x +2 =3\ 4 =3-2
00 olo X+ 2y x y 4 4 2
~ 3= 5+ 5y
Z—X—Z+}/—T—2+y— 4 _T-'-?
Sistema compatible indeterminado.
Soluciones: x = %—7\., y=2M, z=%+7y
* Si k=3, escompatible determinado. Lo resolvemos:
x+ y—z=2
(k—3)x =(3-4k
- - k_o_ g1,k
z=x+y-2 l+2+2 2 1+2
s ve—1. v+ B L1,k
Solucion: x=-1, y=2+ 7 2 1+ >
b) 4x+2y k| (42 0k a9 4 2 0k ay 4 20 k
X+ y—z=2 11-12] @3 1 1 -12| @3 1 1-1] 2

kx+ y+z=0[ \k 1 10/ BG9+@9 k+1 2 0 2/ G3H-09 k-3 0 0 2-+F

* Si k=3, queda:
42 03

1 1 -1 2| Elsistema es incompatible.
00 0|-1

* Si k=3, es compatible determinado. Lo resolvemos:

X+ y—z=2 )
dx+2y =k xzz_—/e;y: k—4x _ k“+k-8
(k=3)x -2 - 2 26

2-k kK +k-8 _,_ kK -5k+8
k-3 2(k-3) 2k—6

Z=x+y—2-=

Solucion: x =

2_k k-8 k?—5k+8
k-3

V=6 0T 2k-6
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2 Discute estos sistemas de ecuaciones en funciéon de £:

kx+y—-2z=8 x+ y+ z=1
a)) x+y+2=0 b) y+hkz=1
2x  +z=Fk x+2y =k
a) kx+y—z=8| [k 1 =18\ a9-@9 k-1 0 -2 8\ 19H+2-39 k+3 0 0 8+2k
x+y+z=0 11 1/[0] @3 1 1 1/0] @3 1 11 0
2x +z=F 20 1k 3G9 2 01k 69 2 01 k
* Si k=-3, queda:
0002
1 11 0| Sistema incompatible.
2013
* Si k=-3, es compatible determinado. Lo resolvemos:
(k+3)x =8+2k
x+y+z=0
2x +z=Fk
_ 8+2k
k+3
k- k16
—h_ox= R —r-106
g=k-2x k+3
o —k*—kx8
yExmEE k+3
2 2
Solucién: x = 8+2k’ _ —k —k+8, _kT—k-16
ormeton: X k+3 J k+3 “ k+3
b)x+y+ z=1 11 1/1\ a» 111 1 1.3 11 1 1
y+/€z=l 01 £/1] @9 01 £ 1 2.3 01 k 1
X+2y =k 120k GH-13 01 -1+F-1/ G3H-23 00 -1-Fkk=2

* Si k=-1, queda:
11 11

0 1 -1 1| Sistema incompatible.
00 0 -3

* Si k=1, es compatible determinado. Lo resolvemos:

xX+y + z=1

y +hkz=1

~l1-kz=k-2
k=2 _2-k
TR T 1k

2-k\_ oy 2k—k 14 k=2k+ k11— k+k?
}/+/€(1+k>—1—>}/—1 1+k 1+£k T 1+k
o 1—k+k® 2k A4k-1+k—k—2+k 2+43k—Fk*
¥=l-y-z=1 1+4 1+k 1+4 N 1+4

Lo 243k—k 1 kxk* 2k
Solucion: x = “Hr YT T 1aE AT T
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Ejercicios y problemas resueltos
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1. Método de Gauss

Hazlo tu. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

X+ y+z-2t=-5

) —x—2y+2z=;) b 2 y 420
i I A . x +z3-3t=-2
RN —-x+y-2z+ t=0
-1 -1 10\ @® -1 -1 1]0\ @a» -1 -1 110
all 2 2|1 @3+ @19 0 1 -1]1 29 0 1 -1/1] —
0 -1 1 |-1/ B9 0 -1 1 -1/ @GH+@29 0 0 00
—x—y+z=0 X=—y+2z
- -
x—y =1 y=1l+z
Soluciones: (1,1 + A, A\)
-1 1 1 =2|/-5\ a» -11 1 =2| -5 (1.9 -11 1 =2| -5
b) 2 -1 0 -1]0]| @y+2-019 01 2 -5/-10| @9 0 1 2 5/|-10
1 0 1 =3|-2| 6Gy+1d 01 2 -5 -7 6Gy-@9H 0 0 0 0| 3
-1 1 =2 1|0/ @495-09 0 0-3 3|5/ @& 0 0-3 3|5
La tercera ecuacién no se puede cumplir nunca. El sistema no tiene solucién.
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&. Discusion de sistemas aplicando el método de Gauss

Hazlo tu. Discute y resuelve, en funcién del pardmetro, aplicando el método de Gauss.

’—x+my+ z=2 x+ y+ z=0
a)12x— y+2z=0 b){3x+2y +az=5
g -3z=-2 2x+ y+ z=3
-1 m 1 2\ 69 -1 0 -3 -2\ 69 -1 0 -3 -2
a) |2 -1 20| @3 2 -1 2 0] @y+2.019 0 -1 -4 -4
-1 0 -3 -2/ (9 -1 m 1 2] 6G5-09 0 m 4 4
€N -1 0 -3 -2
29 0 -1 -4 -4
3.+ @23 0 m-1 00

* Si m=1, elsistema es compatible determinado.

—X —3z=-2
—y—4z=—4 Solucion: x=-1, y=0, z=1
(m—-1)y =0
* Si m=1, elsistema es compatible indeterminado.
-x  —3z=-2
—y—4z=—4 Soluciones: x=2-3\, y=4-4A, z=LA
Oy =0
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11 1/0\ a» 1 1 1 10\ @® 1 1 1 0
b){3 2 2 5| @9-3-019 0 -1 a-3|5| @9 0 -1 a-3]|5
21 13 G9=-2-019 0 -1 -1 3/ 6G35-@09 0 0 2-a -2
* Si a =2, elsistema es compatible determinado.
x+ y+ z=0
3x+2y+az=5 Solucion: x=3, y=-— 3;_24, z= 422
2x+ y+ z2=3
Los tres planos se cortan en un punto.
* Si a=2, la matriz queda:
1 1 1,0
0 -1 -1 5
0 0 0/ -2
El sistema es incompatible. Los planos se cortan dos a dos.
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3. Sistemas con mas incégnitas que ecuaciones

Hazlo ti. Resuelve e interpreta geométricamente los siguientes sistemas de ecuaciones:

2x—y+z=4 2x—4y+6z=2
a) )

y—2=0 x—-2y+3z=1

a) Pasamos z al segundo miembro y hacemos z=A (pardmetro). Asi el sistema tendrd tantas ecuaciones
como incdgnitas.

|2x—y=4—7x x=2
Y - =X
J z2=N\

Las soluciones del sistema son (2, A, A). Son dos planos que se cortan en una recta.

b) Las dos ecuaciones representan al mismo plano puesto que una es el doble de la otra. Nos quedamos solo
con la segunda ecuacién, pasamos y y z al segundo miembro y hacemos y =4 y z=.

Las soluciones del sistema son (1 + 2A — 3, A, ). Son dos planos coincidentes.

4. Planteamiento y discusion de un problema

Hazlo tu. El dinero que tienen entre A, By C es el 150% del que tienen entre Ay B, y es el doble
del que tienen entre Ay C. Si C tiene el doble que A, ;podemos saber cudnto dinero tiene cada uno?

Llamemos x, y, z al dinero que tienen A, B y C, respectivamente.

x+y+z=%(x+y) 10x +10y +10z =15x + 15y —Sx—5y+10z2=0
x+y+2=2(x+2 - X+ y+ 2=2x+2z — { —x+ y— z2=0—
z=2x z=2x —2x + 2=0
—x—y+2z=0 -1 -1 20\ ay -1 -1 20
-1 x+y—2=0 = |-1 1 -1 0| @3y-09 0 2 3|0
2% o+ z=0 -2 0 1|0/ Gy-2-03 0 2 30

El sistema es compatible indeterminado, luego no podemos saber cudnto dinero tiene cada uno.
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Ejercicios y problemas guiados
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Anadir una ecuacién a un sistema

2x—y+2z=1

Afiadir una ecuacion al sistema { de modo que sea:

x+y— z=3
a) incompatible.
b) compatible determinado.
¢) compatible indeterminado.

{Zx —y+2z=1
a)

x+y— z=3
Hacemos 2 - (1.2) + (2.2) = 5x—y+3z=5

Cambiamos el término independiente — 5x—y+ 3z=10

El sistema:
2x—y+2z=1
x+y— z=3
S5x—y+32=0

es incompatible.

b) {2x—y+22=1 4 N 2=\

- x==

_ly 23
xX+y— z2=3 3 3}\")/_3+

SHMN

Una solucién es: x=1, y=3, z=1

Afadimos la ecuacién x+y+z=5.

El sistema:
2x—y+2z=1
x+y— z2=3

X+y+ z=5
es compatible determinado.
c) Hacemos 2 - (1.2) +3- (2.2) — 7x+y+z=11

Ponemos esta nueva ecuacién que es combinacién lineal de las anteriores.

El sistema:
2x—y+2z=1
xX+y— z=3
Ix+y+ z=11

es compatible indeterminado.

Sistemas con infinitas soluciones

Sean S y S' dos sistemas de ecuaciones con dos incognitas que difieren solo en los términos indepen-
dientes. Si S es compatible indeterminado, ;lo serd también S'?

Si § es compatible indeterminado significa que la columna de términos independientes es linealmente dependiente de
las columnas de los coeficientes.

Al cambiar los términos independientes, cambiamos la columna correspondiente y puede que sera linealmente indepen-
diente con las anteriores, luego puede que el sistema resulte ser incompatible.



Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss VAWANTANSAC HILLERATO:

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |l

3. Sistema compatible

Discutir el siguiente sistema de ecuaciones segiin los valores de a y resolverlo en todos los casos que
sea posible:
—-x+ y+ z=1
xX+2y+2z=3
2x+ y+ z=2
X— y+az=a

101 11\ aw 11 1 |1
1 2 2 3| @y+09 0 3 3 4 -Lbod !
2 01 1 2] 6GY+2.09 03 3 4|03 3 4
1 -1 a a G@5+09 0 0 a+l a+l 0 0 a+lfasl

* Si a=-1, elsistema es compatible indeterminado:
—x+ y=1—-A
3;:4—37» Soluciones: x=%, y=%—7p, z=MA
* Si a=-1, elsistema es compatible determinado:
X+ y+ z=1

3y + 3z=4 Solucz’o’n:x:%,y:;,z:l
(a+D)z=(a+1)

4. Sistema de dos ecuaciones y dos incégnitas
Estudiar para qué valores de m el siguiente sistema tiene solucion y resolverlo cuando esta sea tinica:

x—my+1=0
-mx+ y+1=0

1 —m!|-1\ a® 1 -m -1
—m 1 =1] @Yy+m-ad 0 1—-m> —1-m

1-m?=0 = m=1, m=-1
* Si m= 1, elsistema es compatible determinado:

x—my=-1

(1=m*)y==(1+m)

S | ___1
}Soluczon. x = T ¥ T
e Sim=1:

x—y=-1

} Sistema incompatible.
O0y=-2

* Si m=-1, elsistema es compatible indeterminado:

x+y=-1

} Soluciones: x=—-1-\, y=»\
0y=0
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Para practicar

M Resolucién e interpretacion geométrica de sistemas de ecuaciones lineales

1 Resuelve e interpreta geométricamente los siguientes sistemas:

—x+2y=0 x+ 2y=5
a) 2x+ y=-5 b)3x- y=1
(3/2)x-3y=0 2x+ 4y= 0
3x— 2y=5 x+ 2y=1
yx+ y=0 dix+ y=0
x— y=2 2x+ y=3
-1 20 (19 -1 210 (19 -1 210
a2 1 -5 @y+2-09 0 5|-5] @9 0 5/-5
3/2 =310/ (3)-39 1 2,0/ GH+@AH 0 0|0

—x+2_)l=0 x=2}/=—2
5)/:—5 J/:—l

Solucién: (-2, -1)
Geométricamente, son tres rectas que se cortan en el punto (-2, —1).

b) Si dividimos la 3.2 ecuacién entre 2, obtenemos: x + 2y = 0. La 1.2 ecuacidén es x + 2y = 5. Son
contradictorias, luego el sistema es incompatible.

La 1.2y la 3.2 ecuacidn representan dos rectas paralelas; la 2.2 las corta.

3 2205\ @9 110\ v 1 10
ofl1 10| a» 3 25| @9-3-019 0 5|5

1 -1 2] 69 1 -1 2] 6Gy-a 0 -2 2

(. 110\ a» 11 e y=0] xoye1

@35 0 -1 1| @9 0 -11

(3.2 0 -1 1/ 6G3-@ 0 00 =1 y=-1

Solucién: (1, 1)

Son tres rectas que se cortan en el punto (1, -1).

1 271\ @» 1 21
|l 1 0 @y-a9 0 -1/-1
2 113/ G9-2-09 0 -3 1

La 2.2y 3.2 filas son contradictorias. No tiene solucién.

Son tres rectas que se cortan dos a dos.
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2 Resuelve e interpreta geométricamente.

3x+ y=2
) x— y=1
a 5x— y= 4
2x+ 2y= 1
x+2y=-1
b)2x- y=3
5x+ y=8
3 1 (2 a9-3.029 0 4 -1
1 -111 2.3 1 -1]1
Vls 1 4] 69-5-@9 0 4 -1
2 2 1] @I-2.@9 0 4 -1
Podemos prescindir de las dos tltimas filas, pues coinciden con la primera.
Quedarfa:
4y--1 - y= =L
34 - 4
1 3
-7 = 1 —> = 1 = - = = =
x—y x +y y Z
Solucién: (%, _4—1>
El sistema representa cuatro rectas que se cortan en el punto <%, _4—1>
1 2 |-1 (1.%) 1 2 |-1
by[2 -1 3 235-2-(13 0 5|5
5 118 (39 -5-(1.9 0 -9 13
De la 2.* ecuacién, obtenemos y = —1; de la 3.* ecuacién, obtenemos y = % .

Luego el sistema es incompatible.

El sistema representa tres rectas que se cortan dos a dos, pero no hay ningtn punto comun a las tres.

3 Resuelve e interpreta geométricamente estos sistemas:
X+ y—z =5

a)y x— y+z =3

2% =0

2x+ y— z=1

b)2x+ y— z= 3

y—2=0
a) x+y—z=5 y—2=5
X—y+z2=3; > —y+z=3
2x =0 X =0

La 2.% ecuacién contradice la opuesta de la 1.%. No tiene solucién.

Geométricamente, se trata de tres planos que se cortan dos a dos.

b) La 1.2 y la 2.% ecuacién son contradictorias. No tiene solucidn.

Geométricamente, se trata de dos planos paralelos que son cortados por un tercero.
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4 Razona si estos sistemas tienen solucién e interprétalos geométricamente:

x+ 2y— z=3
a) 2x+ 4y— 2z=1

b) —-x+ 3y+ 6z= 3
2/3)x— 2y— 4z= 2

a) x+ 2y— z=3

Si dividimos la 2.2 ecuacién entre 2, obtenemos:
2x+4y—2z=1

x+2y—z= %, que contradice la 1.2

El sistema es incompatible. Son dos planos paralelos.

b) —x+ 3y+ 6z=3

(2135 - 2y — 4z~ 2} Si multiplicamos por — % la 1.2 ecuacién, obtenemos:

;x —2y—4z=-2, que contradice la 2.* ecuaci6n.

3

El sisgtema es incompatible. Son dos planos paralelos.

5 Resuelve los siguientes sistemas escalonados:

- y+ z=1
2x— y=7
a) b) 9z= 2
{ Hy=-® 3x— y+ z=3
xX— y+ z= 2 2x+ y+ z= 4
C){ J =5 9 y+ z= 2
a) 2x— y=7 y=-3
23y=—69 x=7;y=2
Solucién: (2, -3)
b)  —y+ z=1 s
9z=2 z=% )/:,z—l=i = '; =%
3x—y+ 2z=3

Solucién: (%, _77, %)

o x—y+z=2| y=5
y =5
Soluciones: (7 — A\, 5, \)

x=2—z+y=7-2

d-z2-y 4-z-2
+Z=2 =2_Z = z +Z:1
Y Y 5 5

X =

d) 2x+y+z=4} 2x+}’=4—z} y=2-2z

Soluciones: (1,2 —\, \)
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(2 =0 2x— 3y+ z=0
a)y x +y— z =9 b)3x- y =0
x -z =2 2y =1
X+ y— z+ t =4 X+ y —t =2
© y+ z— t =3 d) y +2 =4
z+ 2t =1 y +t —z =1
a) —2x =0
x+y—2=9; x=0 g=x—-2=-2 y=9+z-x=7
x —z=2
Solucién: (0,7, -2)
b) 2x - 3y+2=0
- -1 _J_1 - A
3x—y =07 y= > X= 3= z=-2x+3y c
2y =1
Solucion: (%, %, %)
O x+y—z+ t=4| x+y—z=4-1¢
y+z— t=3 y+z=3+ 1t
z+ 2t =1 z=1-2¢
z=1-2t y=3+t—-2=2+3t x=4—-t+z-y=3-0¢
Soluciones: (3 —6A, 2 + 3%, 1 —=2A, A)
Dx+y-t =2| y=4-2
y  +z=4pt=1-y+z=1-(4—2)+2=-3+2z2
y+t—z=1| x=2—y+1t=2-(4-2)-3+22=-5+3z
Soluciones: (=5 + 3\, 4 — A, A, =3 + 2)
B Método de Gauss
7 Resuelve aplicando el método de Gauss.
x +y =1 x+ y+ z=0
a) y +z =-2 b)y x+ 3y+ 2z=0
x +z =3 2x+ 4y+ 3z= 0
x+ y- z=1 3x+4y- z=3
©)3x+ 2y+ z=1 d) 16x -6y + 22=-16
5x+ 3y+ 3z=1 | x— y+2z3=-6
Jx+y =1l 1101\ a9 11 0/ 1) a»
y+z==2 01 12| @3 0 1 1 -2 @3
x 4z 23| \1 01 3/ 6a-09 0 -1 1 2/ 63+
x+y =1
- y+ z=-2¢ 2=0 y=-2-z=-2 x=1-y=3
2z=0

Solucién: (3, -2, 0)

1 10 1
01 1|=2] —
002 0
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b) x+ y+ z=0

1 1 1/0\ @a? 1 1 1/0\ @a® 1 1 1/0
x+3y+2z=0 1 3 20| @»-a» 02 1/0| @» 02 1/0] —
2x + 4)/+ 3z=0 2 4 3]0 (3H-2-01.9 02 1]0 (3.3 -(@29 00 00

x+ y+2=0 2 2
—> = —— =—) — = ——
2y+z=0}y 2 X=ymE 2
e (A A
Soluciones: < > 2,7u>
o x+ y— z=1] /1 1 -1 1\ a» 1 1 -1 1
3x+2y+ z=1¢ (3 2 1 1] @3-3-09 0 -1 4 -2
5x + 3}/+ 3z=1 53 3|1 (3.1 -5-(1.9 0 -2 8 -4
(.9 11 -171 x+y— z=1
2.9 0 -1 4 2| — by e D
(39-2- @ 00 0 0 EARa
y=4z+2
x=1-y+z=1-(42+2)+z=-1-3z
z=A
Soluciones: (=1 — 3\, 2 + 4\, \)
d) 3x+4y—- z=3 3 4 -1 3 (3.3 1 -1 2 -6
6x—06y+2z=-16¢ [6 -6 2 | -16| @9:2 3 -3 1 -8
¥— y+22-—6] \1 -1 2 -6/ a 3 4 -1 3
(1.9 1 -1 2 -6\ a» 1 -1 2 -6
25-3.019 0 0 -5/10| @9:(5 0O 0 1 =2] —>
(39-3-(1.9 0o 7 -7 21 (39:7 01 -1 3
X226 3321
- z=—2 x=—6+y—2z=-6+1+4=-1
y— 2=3
Solucién: (-1, 1, -2)
8 Resuelve aplicando el método de Gauss.
(25 + 5y =16 3x+ 2p+ 2= 1
a) | x+3y—-2z=-2 b) {5x+ 3y+ 3z= 3
x + z2=4 | x+ y+ 2=0
x +y —z= 2 (2 +y =3
©) \2x +z= 2 d)yx -y +z =1
| x -y =0 3x +2 =4
a) 2x+5y  =16| (2 5 0 |16\ 25016
x+3y—2z=— 1 3 22| @y+2-39 33 0/6
v o+ 24 | V10 14/ 69 101 4
(1.9 25 016\ a9-5.@9 3006 —3x =6| x=-2
@33 110 2| @ 1 102 > x+y =2py=2-x=4
(3.2\) 1 0 1 4 (3.a) 1 0 1 4 X +z=4 Z=4_x=6
Solucion: (-2, 4, 6)
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b) 3x+2y+ z=1| (3 2 1|1\ @3 1110
Sx+3y+3z=3; [5 3 33| @9 5333
x+ g+ z=0] \1 1 10/ a3 3211
(19 1 1 110\ a» 11 1]0
@29 -5 (1.9 0 2 2 3| @ 0 2 2 3| -
(3H-3- (19 0 -1 21/ =2-69+29 00 21

x+ y+ z=0

1 3+2z 3
_2 —2 = = — = —:—2 = —) — = —
- y—2z=3; z 3 y ) X=—y-z=73
2z =1
Solucién: i,—z,l)
olucion (2 2
o x+y-z=2| (1 1 -1/2\ a» 1 1 -1]2
2x +z=2 2 0 12| @9-2-(13 0 =2 3 |=2
x—y =0 1 -1 0 0/ G»-@13 0o 2 1 =2
(1.3 1 1 -1]2
2.3 0 2 3 =2
(33 -@29 0 0 -2/0

X+ y— 2=2 | x+y— z=2 | x+y =
2y+3z=-2¢ 2y+3z=-2, -2y =-2¢ z=0 y=1 x=2-y=1
-2z=0 z=0 z=0
Solucion: (1, 1, 0)

d)2x+y =3
x—y+z =1

3x  +z=4
Observamos que la 3.2 ecuacidn es la suma de la 1. y la 2.% podemos prescindir de ella.

2%+ y =3} 2x=3—-y }_) )

x—)l+Z=1 X+Z:1+}/ Z=1_'_‘J,_x=1_|_)/——3_’y=—L+2
2 2

Tomamos y = 2A.

Solucién: <x = % -\ y=2\ z= —% + 37»)
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9 Resuelve, si es posible, los siguientes sistemas:

x+2y+z=910 b x+2y+2=3
Ay x- Y-z ) 2x— y+z=-1
2x— y+3=5
—-x+ 2y— z=1 2x— 3y +z =0
©2x— 4y+ 2z= 3 d)\3x— y =
X+ y+ z=2 4x+ y -z =0
a) x+2y+z=9 1 2 19 (1.9 1 2 119
x— y—z=-10 1 -1 -1 10| -@3+@? 0 3 2|19
2x— y+z=5 2 -1 1] 5 (3H-2-19 0 -5 -1|-13
1.2 1 2 119 x+2y+ 2=9 19-3
@9 003 219>  3425-197y-1 z-— )8 x=9-2y-z=-1
23)+2-39) 0 -7 0 -7 -7y =—7

Solucién: (-1, 1, 8)
b) x+2y+z=3 1 2 13 (19 1 213
22— yrz=-1[\2 -1 1 1) —ev+2.09  \o 517 7

5
x+2y=3—z} }/=§—%

5}/ =7 -z 3_ 2 3_ 14 2_Z — l _ ﬁ
FEOTETYEITE TSNS RS TS
Si tomamos z = 5\, las soluciones son: (% -3\, % -\ Sh
o x+2y— z=1 -1 2 -1/1\ 63 1 1 1 2
2x—4y+2z=3 2 -4 2 3] @3 2 -4 2 3
X+ y+ z=2 1 1 12/ @9 -1 2 -1]1
(1.9 1 1 172\ @a» 1112
25-2-09 0 -6 0 1] @9+2-69 000 5
(33 + (1.9 0 3 03/ G 0 303
La segunda ecuacién es imposible: Ox + 0y + 0z=5
El sistema es incompatible.
d)2x-3y+2z=0] (2 -3 1 0\ @9 2 310
3x—y =03 -1 0 0] @3 3 -1 00
4x+ y—2z=0] \4 1 -1/0/ GIH+( 6 -2 00
£ 23 10 2x-3y+2z=0
@2 3 -1 00| — 3%y =0 y=3x z=-2x+3y=-2x+9%=7x x=A
(39-2.29 00 00 )

Soluciones: (A, 3\, 7\)
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10 Estudia y resuelve por el método de Gauss.

X+ y+3z=-2

y+ z=-1
a) 14x+2y— z=5 b)x— y =1
2x+4y-7z=1 x+2y+3z=-2

5x+ 2y+ 3z= 4
) 12x+ 2y+ z=3 d)
x— 2y+ 2z= -3

x— y+ 32— l4t= 0
2x— 2y+ 3z+ t=0
3x— 3y+ 5z+ 6t=0

a) x+ y+3z=-2| (-1 1 3 =2\ @9 -1 1 3 =2
4 +2y— 2=5 4 2 -1| 5] @3y+4-09 0 6 11 -3
2x+4y-T7z=1 2 4 -7 1] 6GH+2-019 0 6 -1 -3
1.3 -11 3 =2
2.3 0 6 11 -3| — Sistema compatible determinado.
(3.3 - (2.9 0 0 —-12| 0

Lo resolvemos:

X+ y+ 3z=-2
6y+11z=-3 yz—% x=y+3z+2=%
z=0
Solucién: <—, - L, 0)
2 2
b) y+ z=-1 0 1 1|-1\ @3 1 -1 0|1

xX—y =1 1 -1 01 (1.3 0 1 1 -1
X+2y+3z=-2 1 2 3/ =2/ B9 1 2 3 =2

(1.3 1 -1 0|1 (1.3) 1 -1 01
2.3 0 1 1/-1] @» 0 1 1|-1
(3.9 - (19 0 3 3 -3/ G3y-3-23 0 0 00
Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

x—y =1

_y+z=—l} x=1+y z=—1-y y-?»
Soluciones: (1 + A, A, =1 —A)
) Sx+2y+3z=4 ) [5 2 3| 4\ 69 1 2 2|3

2x+ 29+ 2=3 2 2 1|3 29 2 2 13

x—2y+2z=-3 1 =2 2|-3) 19 5 2 3|4

(1.3 1 -2 2|3\ a» 1 -2 21|-3
24-2-(13 0 6 -39 29:3 0 2 -1|3
(3.3 -5- (1.9 0 12 -7119) (GB3H-2-29 0 0 -1]1

Sistema compatible determinado. Lo resolvemos:
x—2y+2z=-3| z=-1
2y— z=3 ¢ y=1
- z=1 | x=-3+2y-2z=1

Solucion: (1,1,-1)
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d) x— y+3z-14r=0 1 -1 3 =14 0\ a» 1 -1 3 =140
2x—2y+3z+ t=0 2 23 1 [0 @y-2-(19 0 0 -3 29 0
3x—3y+5z+ 6t=0 3 35 6 [0/ 63»-3-09 0 0 —4 48 |0
(1.3 1 -1 3 -14|0
2.3 0 0 -3 2910
—4.23+3.(39 0 0 0 280

Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

x—y+3z2-14r=0
-32+29t=0p t=0 2z=0 x=y y=A
28t=0

Soluciones: (A, A, 0, 0)

11 Clasifica los siguientes sistemas en compatibles o incompatibles:

X +y +z =3 X+ y+ z=3
a)\x +y -2z =3 b){2x— y+ z=2
z =0 x— y+ z=1

) x+y+z=3| x+y =3
x+y—2z=3¢ x+y =3 Compatible indeterminado

z=0 z=0
b) x+y+z=3| (1 1 1[3\ ay 11 1 3
2x—y+z=2¢ |2 -1 1 2] @9-2-09 0 -3 -1 —4| Compatible determinado
s—yrz=1] \1 -1 1.1/ 69-09 02 0 -2
12 Estudiay resuelve por el método de Gauss:
X+ y+ z=2 2x— 3y+ z= 0
a) 12x+ 3y +5z=11 b)] x+ 2y— z=0
x—5y+6z=29 4x+ y-—z=0
Q) x+ y+ z=2 | (1 1 1]2) a9y 1 12
2x+3y+5z=11 2 3 5 11| @3y-2-09 0 1 37
x—5y+6z=29 1 -5 629/ 6G3H-09 0 -6 527
(1) 11 12 x+y+ 222 z-3
2.9 01 3 7| —> y+3z=7 ¢ y=7-3z=-2
(33 +6- 2 00 23 69 232-69| x=2—y—z=1

El sistema es compatible determinado, con solucion (1, -2, 3).

b)2x-3y+2=0| (2 -3 1 |0\ a® 2 -3 10
x+2y—2=0 1 2 1[0 @»+@a? 3 -1 0/0
dx+ y—z=0 4 1 -1 0/ 6GH+@1H 6 -2 0/0
(13 2310 2x—3y+2=0 y=3x
2.3 3 -1 0/0] — z=-2x+3y=-2x+9%=7x
(39-2.29 00 00 -y =0

El sistema es compatible indeterminado, con soluciones (A, 3\, 7).
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Para resolver

M Discusidn de sistemas de ecuaciones

13 Discute los siguientes sistemas segtin los valores del parimetro m:

x +2y =3 x— 2y+ 2= 3
a) y =1 b) y+ 2z= 0
2y =m-2 3y+ 7z=m
x+ y -z =1 x —y =
c) -2y +8z =3 d) {3x +z =0
mz =1 (m-5)z =0
a) x+2y=3 1 2 (1. 1 2/ 3
y=1 01 1 | ey 01 1
2y=m-2| \0 2|m-2] B3H-2-29 0 0 m—4
* Si m=4 — Sistema compatible determinado.
* Si m=4 — Sistema incompatible.
b)x-—2y+ z=3 1 =2 1 3\ @a» 1 -2 1 3
y+2z=0 01 2/0] @ 01 20
3y+7z=m| \0 3 7 m| BH-3-(19 0 0 1 m

Sistema compatible determinado para todo m.

ox+ y— z=1| (1 1 -1 1
-2y+ 8z=3; [0 -2 8 3
mz =1 0 0 m|1l
*Si m=0 — Sistema incompatible.
*Si m=#0 — Sistema compatible determinado.
d) x—y =0l (1 -1 0 O
3x + z=0 3 0 1 0
(m-=5)z=0 0 0 m-51|0
*Si m=5 — Sistema compatible indeterminado.

*Si m=5 — Sistema compatible determinado con solucién (0, 0, 0).

14 Discute los siguientes sistemas y resuélvelos cuando sea posible:

2x—  y =4 2x+ y— z= 1
a)\—x+ y2 =-2 b)y x— 2y+ z= 3
x+ ky =2 55— S5y+ 2z=m
a)2x—y =4 2 -1 4 (1.2 2 -1 4
—x+(2)==2¢ |-1 1/2 2| 2-@3+@1 0 0 |0
x+/€y =2 1 k|2 2-(33)-(1.9 0 2£+1/0
e Si k== % — Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:
5 4 y=2x—-4
— = %
X x=A

Soluciones: (A, 2\ — 4)
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o Si bx— % — Sistema compatible determinado.

2x — y=4
(2k+1)y=0| x=2
Solucion: (2, 0)

b)2x+ y— z=1 2 1 1|1\ @» 1 -2 1 3
x—=2y+ 2=3 I 2 1 3| a9 2 1 11
S5x=5y+2z=m| \5 -5 2 |m| 69 5 -5 2 m
12 1 -2 1 3 a® 1 2 1 3
29-2-(19) 05 -3 5 @9 0 5 -3 5
BH-5-(19) 0 5 -3 m-15/ B3H-@9 0 0 0 m-10

* Si m=10 — Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

—5+3z 3z
x—2y+ z=3 }’=T=_l+?
59-3z=-5| x=3+2y-2=3—- 2+02 ;1,2

5 5

Tomamos z = SA.
Soluciones: (1 + A, =1 + 3\, 5A)

* Si m=#10 — Sistema incompatible.

15 Resuelve cada uno de los siguientes sistemas para los valores de 7 que lo hacen compatible:

x —y -2z =2

x+ 2y= 3 2x +y +3z =1
a)2x— y=1 b)
4 3 3x + 2 =3
v oy=m x +2y +5z =m
a) x+2y=3 1 23\ a» 1 2 3
2 y=1} |2 -1 1] ey-2.a9 0 -5 -5
4e+3y=m| \4 3 m| BH-4-09 0 -5 m-12
(1.9 1 2| 3
2.3 : (=5) 01 1
(3.9H-029 0 0 m-7
* Si m=7 — Sistema compatible determinado.
x+2y=3
y:l} x=3-2y=1
Solucion: (1, 1)
* Si m=7 — Sistema incompatible.
b) x— y—2z=2 1 -1 22 1.3 1 -1 2 2
2%+ y+3z=1 2 1 31 23-2-(019 0 3 7 -3
3x + z=3 3 0 13| 6BH-3-09 0o 3 7 3
X+2y+5z=m 1 2 5 | m @9H-09 0 3 7 | |m=2
1.3 1 -2 2
29 0 3 7 -3
(3.9-02.9 0O 0 O 0
(4.5 -@29 0 0 0 m+1
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* Si m=-1 — Sistema compatible indeterminado.

_=3-7z __4,_7z
x— y—2z=2 }}/— 3 3

3y+7z=-3 x=2+y+22=2—-1- 73Z+22 1—g

Tomamos z = 3A.
Soluciones: (1 —A, =1 —=7A, 3M)

* Si m=-1 — Sistema incompatible.

16 Discute estos sistemas y resuélvelos cuando sea posible:

2x— 3y+ z=0 3 +2y — z =1
a)y x— ky— 3z=0 b) -z -l

5¢+ 2y— 2= 0 2x +2y +kz =
a) 2x—3y+ z=0| (2 3 10\ a® 2 3 0

x—ky—3z=0¢ |1 -k -3 0| 2.-29-09 0 —2k+3 —7 0

Sxa2y— z-0] \5 2 —-1,0] 2:65-5-09 0 19 70

(1.9 2 -3 10

29-69 0 2k-16 0 0| — —2k-16=0 — £k=-38

(3.3 0 19 -7.0

* Si k=-8 — elsistema es compatible determinado; como es un sistema homogéneo, solo tiene
la solucién trivial: (0, 0, 0).

* Si k=-8 — clsistema es compatible indeterminado. Eliminamos la 2.* ecuacién y lo resolvemos
en funcién de z=A:

2x— 3y=—
T y=TE Soluciones: (LK,LK, ?»)
19y=7z 19 " 19

b) 3x +2y — z =1

X — z =11 Cambiamos el orden de las dos primeras ecuaciones:
2x +2y +kz =0
1 0 -11 1.3 1 0 -1 1 1.3 1 0 -1 1
32 -1 1| @9-3-019 02 2 |2 @ 02 2|2 > Fk=0
2 2 k£ 0/ 63y-2-019 0 2 k+2 =2/ 3BH-23 00 £1]0

* Si k=0 — elsistema es compatible determinado. Lo resolvemos:

x — z=1 | z=0
29+2z=-2; y=-1
kz=0 | x=1

*Si k=0 — el sistema es compatible indeterminado. Eliminamos la 3.* ecuacién para resolverlo:

x — z=1 | x=1+z

2y+2z=-2| y=-l-z
Soluciones: (1 + A, =1 =\, A)
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17 Discute los siguientes sistemas de ecuaciones:

'x—y— z=k x+ y—- z=0
a)y x— y+ 2z=1 b)y x+ 3y+ z=0
2x+ y+ kz= 0 3x+ ay+ 42=0
x-2y+ z=1 3x+ 2y+ az=1

o ymx+ y— z=1 d)15x+ 3y+ 3z= 2
3x+4y-2z=-3 x+ y- z=1

a) x—y— z=k| [1 -1 -1k a9 1 -1 -1 | &
x—y+2z=1 1 -1 2 1| @y-a9 0 0 3 | 1-F
2x + y+ kz=10 2 1 k10 (BH-2-(9 0 3 k+2 2k
Sistema compatible determinado para todo k.

b) x+ y— z=0| /1 1 -1/ 0\ a» 1 1 -1/0
x+3y+ z2=0 1 3 1]0| @y-a9 0o 2 210
3x+ay+4z=0] \3 a 410/ 6GH-3-019 0 a-3 710
(1.3 1 1 -1/0\ @a» 1 1 -1/0
2.3:2 0 1 1]10] @3 0 1 110
(3.9 0 -3 7 0/ GH-7-29 0 2-10 0 |0
*Si =10 — Sistema compatible indeterminado.

*Si a= 10 — Sistema compatible determinado.

o x-2y+ z=1 1 2 1 1\ a» 1 2 11
mx+ y— z=1 m 1 -1 1] 63 3 4 -2 -3
3x+4y—2z=-3 3 4 2|3/ @3 m 1 -1 1
1.3 1 2 11
29 +2-(1Y 5 0 0]-1
(3.3 + (1.9 m+1l -1 0] 2
Compatible determinado para todo m.

d)3x+2y+az=1| (3 2 4 1\ Gy 11 11
Sx+ 3y+ 3z=2 53 32| @3 53 3 2
X+ y- z=1 11 -1]1 (1.9 32 a1l
(1.3 1 1 -1 1 1.3 1 1 -1 1
23-5-(13 0 -2 8 |3 @3 0 -2 8 -3
(3H-3-(1.9 0 -1 a+3 -2/ 2-B39+23 0 0 2-2a 1

2-2a=0 > a=1
*Si a=1 — Sistema incompatible.

*Si a=1 — Sistema compatible determinado.
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x+ y+ z=0
a) 12x— y+2z=0 b) 3x+ 2y+ az= 5
—x —3z=-2 2x+ y+ z=3
a) w+my+ z=2 -1 m 1 2\ 69 -1 0 -3 =2
2x— y+2z=0 2 -1 20 (2.3 2 -1 2,0
—x —32=-2 -1 0 -3|-2/ @19 -1 m 1|2
(1.%) -1 0 -3 =2\ @a» -1 0 -3 =2
@3 +2- (19 0 -1 —-4|-4] @3 0 -1 -4|-4
(3.5 -(1.9 0 m 4 4 (3.3 + (2.9 0 m-1 0 O
* Si m=1 — elsistema es compatible determinado.
—x —3z=-2
—y—4z=—4 Solucion: (-1,0, 1)
(m—-1)y =0
* Si m=1 — elsistema es compatible indeterminado.
- —3z=-2
—y—4z=—4 Soluciones: (2 -3\, 4 -4\, \)
0y =0
b) x+ y+ z=0[ (1 1 1]0\ a9 1 1 1 0
3x+2y+az="5 3 2 a5 @9-3-(9 0 -1 2a-35
2x+ )/+ Z = 3 2 1 1 3 (3.a)_2 ° (La) O —1 —1 3
(1. 1 1 1 0
2.3 0 -1 a-3|5
(3.9 -(1.9 0 0 2-a2a -2
* Si a=2 — elsistema es compatible determinado.
X+ Y+ z=0
—y+@-3)z=5 Solucién: <3,— 3; _24, 422>
2-az=-2

* Si =2, la matriz queda:

11 10
0 -1 -1|5
0 0 0 /=2

El sistema es incompatible.
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19 Estudia los siguientes sistemas de ecuaciones. Resuélvelos cuando sean compatibles e interpreta
geométricamente las soluciones obtenidas.

2x+ y—- z= 1 X+ Y+ z=1
a)y x— 2y+ z= 3 b) ymx+ y+ (m-1)z= 2

5x— 5y+ 2z2=m X+ my+ z=m
a) 2x+ y— z=1| 2 1 -1/1\ @9 1213

x—2y+ z=3 1 -2 1 /]3] 1y 2 1 -1]1

5x — 5}/1— 2z=m 5 =5 2 | m GBI 5 -5 2 m

(1.3) 1 -2 1 3 (1.3) 1 =2 1 3

23-2-13 0 5 -3 -5 29 05 -3 5

(B3H-5-01.9 0 5 -3 m-15/ (BH-@29H 0 0 0 m-10

* Si m=10 — el sistema es compatible indeterminado.

5
x—2y+ z=3 x:2y—z+3:%

5y —3z=-5 },=325_—5

Tomamos z = SA.

Soluciones: (A + 1,3k —1, 5A)

Son tres planos que se cortan en una recta.
* Si m=10 — el sistema es incompatible.

Son tres planos que se cortan dos a dos.

b) x4 y+ z=1 1 1 1 1
mx+ y+(m-1)z=2¢ |m 1 m-1 2
X+ my+ z=m 1 m 1 m
(1.%) 1 1 1 1 (1.9 1 1 1 1
@3 -m- (1.9 0 1-m -1 |2-m| @3 0 1-m -1|2-m
(3.9 -9 0 m-=1 0 m-1] B3H+@2H 0o 0 -1 1

De la 3.2 ecuacién se deduce que z =—1. El sistema quedaria asi:

X+ y=2
(1-my=1-m

* Si m=1 — elsistema es compatible indeterminado.
x+ y=2
0y=0
Soluciones: (2 -\, A, —=1)
Son tres planos que se cortan en una recta.
* Si m=1 — elsistema es compatible determinado.

X+ =2
g y=1=m_1  x-2-1-1
(1-m)y=1-m 1—m
Solucion: (1,1, -1)

Son tres planos que se cortan en un punto.
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20 Discute los siguientes sistemas segtin los valores de 0. e interprétalos geométricamente:

Oox — y:l x—=9 =1
){ x—oy=20-1 b) 2x + 3y —52=-16
x+0€y— z=0

a) ox— y=1 } ((x -1

x—oy=20-1 1 —-o

1 (1.9 o -1 1
2001/ @9 a-03 0 1-0? 20— -1

oa=0
* Si o= 1, queda:

1 11
( 0 0 0) Sistema compatible indeterminado. Son dos rectas coincidentes.

* Si a=-1, queda:
Sy .
( 0 0 2) Sistema incompatible. Son dos rectas paralelas.

*Siozly o=z-1 — Sistema compatible determinado. Son dos rectas secantes.

b) x—y =1 1 -1 o] 1\ a9 1 -1 01
2x+3y—-5z=-16¢ (2 3 -5 -16| @3y-2-019 0 5 -5 -18
Xx+0y— z=0 1 o -1 0/ 63-09 0 oo+l -1 -1
(1.2 1 -1 0 1
2.9 0 5 -5 -18
5-(33-29 0 500 0 13

e Si ou=0 — Sistema compatible determinado. Son tres planos que se cortan en un punto.

* Si o0=0 — Sistema incompatible. Los planos se cortan dos a dos, pero no hay ningin punto
comun a los tres.

21 Considera el siguiente sistema de ecuaciones:

x+ y+ z=0
2x+ 3y+ 4z2=0
5+ 6y+ az= 0
a) Deduce para qué valores de a el sistema solo tiene la solucién (0, 0, 0).

b) Resuelve el sistema en el caso en que tenga infinitas soluciones.

x+ y+ 2z=0] /1 1 10\ a» 11 1 [0\ 11 1 0
2x+3y+4z=0¢p |2 3 4 0| @9-2.019 01 2 0] @ 01 2 |0
Sx+6y+az=0] \5 6 a0 BH-5-09 01 a-5 0/ G- 00 a-=7 0

a) Como el sistema es homogéneo, si 2 = 7 solo tiene la solucién trivial (0, 0, 0).

b)Si a=7 — el sistema es compatible indeterminado.

x+y+ z2=0
2
y+2z=0

Soluciones: (A, =2\, \)

=A  y=-2A x=A
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22 Una tienda ha vendido 225 memorias USB de tres modelos diferentes, A, B, C, y ha ingresado
un total de 10500 €. La memoria A cuesta 50 €, y los modelos B y C son, respectivamente, un
10 % y un 40 % mads baratos que el modelo A. La suma de las unidades vendidas de los modelos
B y C es la mitad de las vendidas del modelo A. Calcula cudntas unidades se han vendido de cada

modelo.
x = n.° de memorias vendidas del modelo A

y = n.° de memorias vendidas del modelo B

z = n.° de memorias vendidas del modelo C

x+y+2z=225 X+ y+ £=225 X+ y+ 2=225
50x +0,9-50y+0,6-50z2=10500( 50x +45y +30z=10500 —x+2y+22=0
)/+Z=% x—2y— 22=0 10x + 9y + 62 =2 100
1 1 1| 225 (1.9 1 1 1 225
-1 2 2 0 2.3+ (1.3 0 3 3 | 225
10 9 6 2100/ (YH-10-(19 0 -1 —-4/-150
1.2 11 1/ 225 X+ y+2=225
23 03 3 225]| = y+z=75
3-39+ @23 0 0 -9 225 z=25

Se han vendido 150 memorias del modelo A, 50 del modelo B y 25 del modelo C.

23 Un barco transporta 400 vehiculos (coches, camiones y motos). Por cada 2 motos hay 5 camio-

nes. Los coches representan las 9/7 partes de los otros vehiculos. ;Cudntos vehiculos de cada tipo
transporta el barco?

x = n.° de coches
y = n.° de camiones

z = n.° de motos

xry+z=400) L 2od00) (1 1 1 400\ 1 1 1| 400
§=% 2y-52=0 0 2 -5 0] @ 0 2 -5 0

Y 7x—9y-9z=0 7 9 9 0] 69-7-09 0 -16 -16 —2800
-7y+z)

(19 11 1| 400 x+y+ z=400

(2.9) 02 -5 0 - 2y -5z=0

(3.9 +8-(2.9 0 0 -56|-2800 z=50

El barco transporta 225 coches, 125 camiones y 50 motos.
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24 a) Halla un niimero de tres cifras tal que la suma de las centenas y las unidades con el doble de
las decenas es 23; la diferencia entre el doble de las centenas y la suma de las decenas mds las
unidades es 9 y la media de las centenas y decenas mds el doble de las unidades es 15.

b) :Es posible encontrar un niimero de tres cifras si cambiamos la tercera condicién por “el triple
de las centenas mis las decenas es 25”2

a) El nimero buscado es xyz.

El sistema que expresa las condiciones del problema es:

x+2y+2=23 x+2y+ z=23|1 (1 2 1123\ a» 1 2 1123

2x-(y+2)=9 | 2x— y— 2=9 ¢ [2 -1 -1 9| @y-2.09 0 -5 -3 -37

u+2z:15 x+ y+4z=30 1 1 4 30/ 6G3y-03 0 -1 3|7
2

19 1 2 1 23 x+20+ z2=23

@9 0 -5 -3/-37| = -5y —3z=-37

5.363-23 0 0 18| 72 z=4

El nliimero es 954.

b) El sistema resultante es:

x+2p+2=23| x+2y+2z=23| (1 2 1 23\ @y 1 2 1 23
2x—(y+2=9  2x— y—2z=9 2 -1 -1 9| @y-2-09 0 -5 -3 -37
3x +y =25| 3x+ y =25 3 1 025 (B3-3-019 0 -5 -3|-44
a? 1 2 1 23
o) 0 -5 -3 -37
(39 -@29 0o 0 0,7

Este sistema no tiene solucién, luego no hay ningtin niimero que verifique esas condiciones.

Pagina 50

25 Las toneladas de combustible consumidas en una fibrica en el turno de mafiana son igual a m
veces las toneladas consumidas en el turno de tarde.

Ademis, se sabe que el turno de tarde consume 7 toneladas menos que el turno de mafana.
a) Plantea y discute el problema en funcién de .

b) ;Es posible que el turno de mafiana consuma el doble de combustible que el de tarde?

c) Si se supone que m =2, ;cudnto consume el turno de tarde?

x = n.° de toneladas de combustible consumidas en el turno de manana.

y = n.° de toneladas de combustible consumidas en el turno de tarde.

a) x=my x—my=0 1 —m!| 0\ a?® 1 —-m |0
m| @3-01.9 0 —1+m|m

1 -1
* Si m= 1, se pueden despejar todas las incdgnitas, luego el problema tiene solucién tnica.

x—my=0 2
y xo M y=—1
(~l+m)y=m m—1

y=x-m| x— y=m

m—-1"m-1

2
Solucion: < m m )

e Si m=1, lasegunda ecuacién seria 0y = 1, que es una expresién imposible, luego el sistema no
tiene solucién.

b) Si, porque x =2y para m=2.

ASim=2—y=-"_ —2 __ ). El turno de tarde consume 2 toneladas de combustible.

m—1_ 2-1
B
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26 Una panaderia utiliza tres ingredientes A, B y C para elaborar tres tipos de tarta.
La tarta T se hace con 1 unidad de A, 2 de By 2 de C.
La tarta T, lleva 4 unidades de A, 1 de By 1 de C.
Y la T3, necesita 2 unidades de A, 1 de By 2 de C.
Los precios de venta al puiblico son 7,50 €1aT;; 6,50 €1aT,y7 €laTs;.

Sabiendo que el beneficio que se obtiene con la venta de cada tarta es de 2 €, calcula cudnto le
cuesta a la panaderia cada unidad de A, By C.

x = precio por unidad de A
y = precio por unidad de B
z = precio por unidad de C

x+2y+22=5501 /1 2 2/5,50\ @9 1 2 2 5,50
4x+ y+ z2=4,50p 14 1 1 4,50 @3-4-019 0 -7 -71-17,50
2%+ y+2z=5 212 5 3.5-2-(1.9 0 3 2 -6
1.9 1 2 21 550 x+2y+22=5,50

@2 0 -7 -7 -17,50| — 7y —7z=-17,50
7-(33-3.29 0 0 7| 10,5 z=1,50

La unidad de A cuesta 0,50 €, la unidad de B cuesta 1 € y la unidad de C cuesta 1,50 €.

27

Tres comerciantes invierten en la compra de ordenadores de los modelos A, B y C de la siguiente
forma:

El primero invierte 50000 € en los de tipo A, 25000 € en los de tipo B y 25000 € en los de tipo C.
El segundo dedica 12500 € a los de tipo A, 25000 € a los de tipo B y 12500 € a los de tipo C.
Y el tercero, 10000 €, 10000 € y 20000 €, respectivamente, en los modelos A, By C.

Después de venderlos todos, la rentabilidad que obtiene el primero es el 15 %, el segundo el
12% y el tercero el 10 %. Determina la rentabilidad de cada uno de los modelos vendidos.

x = rentabilidad del modelo A
y = rentabilidad del modelo B
z = rentabilidad del modelo C

50 000x + 25000y + 25 000z = 0,15-100 000 50x +25y+ 25z=15
12500x + 25000y +12 500z = 0,12 - 50 000 12,5x +25y+12,52=06

10 000x +10 000y + 20 000z = 0,10 - 40 000 10x+10y+ 20z=4

50 25 25 |15\ @9 50 25 25 15

12,5 25 12,5| 6 | 50-(29-125-(1.9 0 937,5 312,5|112,5

10 10 20 | 4 5-(33-(1.9 0 25 75 5

(1.9 50 25 25 15 50x + 25y + 25z =15
B3 0 25 75 5 - 259+ 75z =5
25- (2.8 -937,5- (3.3 0 0 -62500 -1875 z=0,03

La rentabilidad del modelo A es del 23 %, la rentabilidad del modelo B es del 11% y la rentabilidad

del modelo C es del 3 %.
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28 La suma de las tres cifras de un niimero es 13. Si se intercambian la cifra de las unidades y la de
las centenas, el nimero aumenta en 495. La cifra de las centenas excede en 2 unidades a la de
las decenas.

a) Plantea un sistema de ecuaciones y razona para qué valores de 7 es compatible determinado.

b) ;Qué valores puede tomar m para que el problema tenga solucién? Calcula la solucién para
m= 4.

Nuamero: xyz = 100x + 10y + z

Si intercambiamos unidades y centenas, el ndmero es: zxy = 100z + 10y + x

a) x+y+z=13 x+y+ z=13 x+y+z=13
100z +10y + x =100x + 10y + 2+ 495 —99x+  992=495¢ —x+ z=5
X=y+m X—=) =m X—=17 =m

1 1 1/]13\ @a»? 1 1 1 13

-1 0 1 5 @3+ @19 01 2 18

1 =1 0| m/ G3yH-@13 0 -2 -1 m-13
19 11 1 13 x+y+ z=13
%) 01 2 18 — y+ 2z=18
(3'a)+2.(2.a) 0 0 —3 m+23 _3z=m+23

El sistema es siempre compatible determinado porque se pueden despejar todas las incégnitas.

m+ 8 _8-2m Z=m+23

3 )73 3

La solucién serfa: x =

b) Como las cifras tienen que ser nimeros naturales entre 0 y 9, debe verificarse que 7 <4 para que
y> 0. Por tanto, los posibles valores de 7 serdn:

m =1, se obtienen nimeros naturales — x=3, y=2, =8
m=2 o m =3, no se obtienen niumeros naturales. No sirven.
m =4, se obtienen nimeros naturales — x=4, y=0, 2=9

Si m =4, el ndmero buscado es 409.

29 Nos cobran 200 € por dos chaquetas y una blusa. Si compramos una chaqueta y un pantalén y
devolvemos la blusa, nos cobran 100 €.

¢Cuidnto nos cobrardn por cinco chaquetas, un pantalén y una blusa?
x = precio de una chaqueta

y = precio de una blusa

z = precio de un pantalén

2x + y=200 y=200-2x (1)

x+z—y=100| 2=100-x+y (2)

Sustituyendo (1) en (2), z=100 —x + 200 — 2x — z =300 - 3x

Por tanto:

5x+ 2z +y=>5x+300—3x + 200 — 2x = 500 euros
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30 Un pais importa 21 000 vehiculos de tres marcas, A, By C, al precio de 10000, 15000 y 20000
euros. Fl total de la importacién es de 322 millones de euros. Se sabe que hay 21 000 vehiculos
contando los de la marca By % veces los de la A.

a) Plantea un sistema con las condiciones del problema en funcién del nimero de vehiculos de
cada marca.

b) Resuelve el sistema en el caso %= 3.
¢) Comprueba que el sistema no tiene solucién en el caso %= 2.
a) x = n.° de vehiculos de la marca A

y = n.° de vehiculos de la marca B

z = n.° de vehiculos de la marca C

x+y+2=21000
10 000x + 15000y + 20 000z = 322 000 000

kx + y=21000

b)Si £=3:
x+ y+ z=210001 /1 1 1]/21000\ @a® 1 1 11/ 21000
2x+3y+4z=64400p (2 3 4 64400| @3-2.019 0 1 2 22400
3x+ y -21000| \3 1 0 21000/ G3-3-013 0 -2 -3 —42000
1.2 1 1 121000
2.9 0 1 2 22400| —
BY+2-29 0 0 1 2800

z=2800
— 1y+22=22400 — y=22400-5600 — y=16800
x+y+2=21000 = x=21000-16800—2800 — x=1400

Se importaron 1400 vehiculos de la marca A, 16800 de la marca B y 2800 de la marca C.
c) Si b=2:

1 1 121000\ @ 1 1 1 ]21000)\ @9 1 1 15 21000
2 3 4 64400 @3-2-(19 0 1 222400 @3 0 1 2 22400
21 021000/ @GH=-2-019 0 -1 -2/-21000/ G3+29H 0 0 0| 1400

Sistema incompatible.

Cuestiones tedricas

31 ;Verdadero o falso? Justifica tus respuestas y pon ejemplos.

a) A un sistema con dos ecuaciones y dos incégnitas que es compatible indeterminado, podemos
afiadirle una ecuacién que lo transforme en incompatible.

b)Si S y S’ son dos sistemas equivalentes con solucién tnica que tienen iguales los términos inde-
pendientes, entonces los coeficientes de las incégnitas también son iguales.

xX+2y— z=a

c) El sistema {2x+4y—22=2”+1

es incompatible cualquiera que sea el valor de 4.

3x+ 2y=
YT compatible indeterminado para cualesquiera valores de 2 y .

d) El sistema {
x— y=10b

) A un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas que es compatible determinado podemos afia-
dirle una ecuacién que lo transforme en compatible indeterminado.
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a) Verdadero.

Tenemos el sistema:

x—y=2 gy )

2w 2yz -4 — Compatible indeterminado.
Le anadimos la ecuacién: x—y = 3.

x—y=2

2x —2yz=4; — Incompatible.

x—y=3

b) Falso. Los siguientes sistemas son equivalentes, tienen iguales los términos independientes y no
tienen los mismos coeficientes en las incégnitas.

x+y=3 3y=3
x—y=1 — x=2, y=1 %=1 — x=2, y=1

1 2 -1 a 1.3 1 2 -1 a
VN2 4 2 24+1) @9-2.09 00 0 1
Verdadero. La dltima fila indica que el sistema siempre es incompatible.

3 2 a-3b 5y=a-36 a+2b . a-3b
d)<l -1 b )%x—y:b }x— 5 )= 5

a\ (1.9-3.29 0 5
b @9 1 -1

Falso. En todos los casos el sistema es compatible determinado.

e) Falso. Si anadimos una ecuacién mds, puede pasar que la ecuacién sea incompatible con las anterio-
res 0 que no aporte mds informacién. En el primer caso, el sistema se transforma en incompatible y
en el segundo, sigue siendo compatible determinado.

32 ;Es posible convertir este sistema en compatible indeterminado cambiando un signo?

x+y+z=1
x—y+z=1
x+y-—z=1

Si. Si cambiamos la 2.% ecuacién por x + y + 2 =1, o bien, si cambiamos la 3.* ecuacién por
x+y+z=1, el sistema resultante serd compatible indeterminado.

33 Define cudndo dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes. Justifica si son equivalentes
o no los siguientes sistemas:

x+ y+ z= 2 x=f
x+ y— z= 4 -
z=-1

Dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes cuando todas las soluciones del 1. sistema lo
son también del 2.°, y al revés.

Los dos sistemas dados no son equivalentes, puesto que el 1.° es compatible indeterminado (tiene
infinitas soluciones) y el 2.° es determinado (solo tiene una solucién).
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34 Comprueba que la solucién del sistema de ecuaciones

{ax + y =2-2a

x +ay =a-1

es (x,9) = (?%11, %) si a=x+l.

:Podemos decir que el sistema es compatible indeterminado si & = +1?

Sustituimos la solucién que nos dan en las ecuaciones:

pg=2a-1 a+2 -2 2 _4tva+r2 2(1—42) _20+a(1-4) =2-2a

a+l a+l a+l T oa+l) a+l
2a-1, ,a+2 _2a-1+a’+2a_a' -1 _(a+D)(a-1)
a+1 a+1 a+1 a+1 a+1

No. El sistema es compatible determinado si a = 1.
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Para profundizar

35 ;Para qué valor de a este sistema es incompatible?

x +y+ 2z= 0
(a-1)x =1
x + 3z= 2
(a-2)z= 0

¢ ;Puede ser compatible indeterminado para el valor 2 = 2?
* Resuélvelo si a = 2.
*Siaz1ly a=2, ;puede ser compatible determinado?

Para estudiar la compatibilidad de este sistema, nos fijamos en la Gltima ecuacién. Si @ = 2, entonces
z=0. Y, por tanto, de la tercera ecuacion se obtiene que x = 2. Pero de la segunda ecuacién se deduce

que x = ﬁ. Igualando obtenemos:

1
a—1

3
Y YO |
275

En resumen,si a2 y a= %, el sistema es incomaptible. Ysi 222 y a= %, el sistema es com-
patible determinado.

* Si 2 =2, ladltima ecuacién no da informacidn, luego se puede suprimir. El sistema queda:

x+y+2z=0
x =1
x +3z=2

Es un sistema escalonado, por tanto, compatible determinado. No puede ser compatible indetermi-
nado.

* Resolvemos el sistema anterior para a = 2:

5 1
X = 1) =— =, 2= —
77T
*Sia=1y a=2, como yahemos visto al principio, es un sistema compatible determinado solo en
lcaso de a= 2.
clcasode a= 5
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36 Discute estos sistemas en funcién de 2 y resuélvelos en el caso en que sean compatibles inde-

terminados.
x+ y+ z=a-1 ax +y -z =0
a)\2x+ y+az=a b) 12x +ay =2
x+ay+ z=1 - +z =1
a) x+ y+ z=a-1 (1 1 1]/a-1\ a9 11 1 | a-1
2x+ y+az=a 21 al a @y-2-019 0 -1 a-2 —-a+2
x+ﬂ)/+ z:l 1 a 1 1 (3‘3)_(1-6‘) 0 ﬂ—l 0 2-[1
* Si a=1, queda:
1 1 110
0 -1 -1 1| — Sistema incompatible.
0 0 01
* Si a=2, queda:
1 1 11\ a» 1 1 1]1
0 -1 0 0] @9H+G9H 0 0 0 0| — Sistema compatible indeterminado.
0 1 00/ G 0100

Lo resolvemos en este caso:
x+y+z=1| x42-1 > x=1-32

¥ =0¢ y=0
z=\

Soluciones: (1 =\, 0, A)

*Siazly a=2 — Sistema compatible determinado.

b)ax+ y-z=0| [4 1 -1]/0\ 63 -1 0 11
2x +ay =2 2 a 02 @3 2 a 2
ezl \c1 0 1 1) aw 1 -10
1.3 -1 0 11 1.3 -1 0 1 1
2.3 2 a 02| @3 2 a 0 2
(3.9 + (1.9 a-11 01/ -2 -B3+@23 —a“+a+2 0 0/ 2—-a
_ f a=-1
2 va+2-0 - g —1EV1¥8 123
-2 2 a=2
* Si a=-1, queda:
-1 0 11
2 -1 0 2| — Sistema incompatible.
0O 0 03
* Si a=2, queda:
-1 0 11 1.3 -1 0 1|1 : z=1+x
—X +z=1
2 2 02| @9:2 1 1 01 ~ y=1-x
0 00 0 63 0000 *T Ty

Sistema compatible indeterminado.
Soluciones: (M, 1 =A, 1 +A)

*Siaz-1y a=2 — Sistema compatible determinado.
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37 Encuentra razonadamente dos valores del pardmetro 2 para los cuales el siguiente sistema sea

i tible:
incompatible ¥ +y+ 222 0
ax +y+ 2z=1
x + 3z= 2
2x + az= 3
x+y+22=01 /1 1 20\ @ 11 20\ gy 1 1 2 0
ax +y+2z=1 al 21 2.3 - (1.9 a-1 0 01 2.9 a-1 0 0 1
x  +3z=2 1 0 3[/2 39 1 0 3 2 33 1 0 3 2
s +az=3 2 0 a|3 @43 2 0 a3 @H-2-3H 0 0 a—6 -1
Si a=1 o a=06, elsistema es incompatible.
38 Resuelve el siguiente sistema:
X +y +3 +t =17
X +y +z +w =16
x +y +t +w =15
x +2 +t +w =14

y +z +t +w =14

* Si sumas las cinco igualdades, obtendyds otra con la que se te pueden simplificar mucho los cdlculos.

X+y+z+t =17
x+y+z +w=106
X+y +¢ +w =15 Sumando las cinco igualdades, obtenemos:
x +z+t+w =14

y+z+t+w=14
4+ 4y + 4z + 4r+ 4w =76, esdecir: 4(x+y+z+t+w) =76, obien: x+y+z+t+w=19
Portanto: (x+y+z+f)+w=17+w=19 = w=2
(x+y+z+w) +t=16+1=19 — =3
(x+y+rt+w)+2=15+2=19 = z=4
(x+z+t+w)+y=14+y=19 - y=5

(ptz+t+w)+x=14+x=19 > x=5

39 Una cuadrilla de cinco jardineros debia podar una plantacién trabajando de lunes a viernes.
Cada dia, cuatro podaban y el otro les ayudaba.

Cada jardinero podé el mismo niimero de drboles cada dia. Los resultados de la poda fueron:
— Lunes, 35 drboles podados. — Martes, 36.

— Miércoles, 38. — Jueves, 39

— Y el viernes no sabemos si fueron 36 o 38.

Calcula cudntos drboles diarios podé cada uno, sabiendo que fueron niimeros enteros y que
ninguno podé los cinco dias.

Llamamos:

w = n.° de drboles diarios que poda el jardinero que descansa el lunes.

¢ = n.° de drboles diarios que poda el jardinero que descansa el martes.

z = n.° de drboles diarios que poda el jardinero que descansa el miércoles.
y=n.° de drboles diarios que poda el jardinero que descansa el jueves.

x = n.° de drboles diarios que poda el jardinero que descansa el viernes.
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X+y+z+t =35
x+y+z +w=36
x+y +t+w=38

x  +z+t+w=39

y+z+t+rw==k

Sumando las cinco igualdades, obtenemos:
4x + 4y + 4z + 4t + 4w = 148 + k, es decir:
4(x+y+z+1t+w) =148 + k, o bien:

k

x+y+z+t+w=37+ —

4

Si x, 5, % # w son niimeros enteros, su suma también lo serd; luego, 4 debe ser maltiplo de 4.
Como nos dicen que vale 36 o 38, tenemos que ha de ser #=36 (pues 38 no es multiplo de 4).

Resolvemos el sistema, ahora que sabemos que 4 = 36:

La suma de las cinco igualdades dard lugar a:

x+y+z+t+w=37+&=37+9=46

4
Por tanto: (x+y+z+8)+w=35+w=46 - w=11
(x+y+z+w) +1t=36+1=46 — =10
(x+y+rt+w) +2=38+2=46 — z=8
(x+z+t+w)+y=39+y=46 — y=7
(p+z+t+w) +x=36+x=46 — x=10

Asi, el jardinero que descansa el lunes poda 11 drboles; el que descansa el martes, 10; el que descansa
el miéreoles, 8; el que descansa el jueves, 7, y el que descansa el viernes, 10.
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1 Resuelve e interpreta geométricamente estos sistemas:

26+ 6y= 0
a) \3x— 2y= 11
-x+ 3y= 0
2x— y =5
b) y -2z =3
2x+6y=0
2) 2x+ 0y 2x+06y=0
3x —2y=11; Sumando la 1.* fila con 3 veces la 2.%
9x — 6y =33
—x+3y=0 - -
11x =33 > x=3 = y=-1
Comprobamos en la 3.* ecuacién:
-3+3(-1)=0
El sistema es incompatible. Son tres rectas que se cortan dos a dos.
b)2x-y =5 2x:5+7\,%x:%+%

3} Hacemos y = A:

yoE= z=A-3

El sistema es compatible indeterminado.
Solucion: (i A3 7»)
22
Representa dos planos que se cortan en una recta.
2 La suma de las tres cifras de un nimero es 9. Si al nimero se le resta el que resulta de invertir el

orden de sus cifras, la diferencia es 198 y la suma de las cifras de las unidades y las centenas es el
doble de las decenas. ;Cuail es el niimero?

X+y+z=9 x+ y+ z=9 X+ y+2z=9
100x +10y + z — (1002 + 10y + x) =198 ¢ 99x -99z=198; « —z=2
x+z=2y x—=2y+ z=0 x—2y+2z=0
11 1/9) a9 1 1 19 x+ y+ z2=9
1 0 -1 2] @95-019 0 -1 27| —» - y-22=-7
1 2 1 0/ 69-09 03 0 -9 “3 =9

Sistema escalonado cuya soluciénes x=4, y=3, z=2.

El ndmero es el 432.
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3 Discute este sistema y resuélvelo cuando sea posible:

x+2y+ z2=3
y+ z=2
x+my+3z=7

x+2y+ 2=3| [1 2 1]3\ a9 1 2 13
Y+ z=2 01 12| @9 0 1 112
x+my+3z=7| \1 m 37| G- 0 m—2 2 4
(1.9) 1 2 13 X+ 2y+z=3
23 0 1 112)] — y+z=2
B3-2-23 0 m—4 00 (m—4)y -0

* Si m=4 — Sistema compatible determinado. Solucién: (1, 0, 2)
* Si m=4 — Sistema compatible indeterminado. Pasamos z al segundo miembro como pardmetro:

x+2}/=3—7u
y:2—h

Soluciones: A—1,2—-X\, \)

4 Una persona ha obtenido 6000 € de beneficio por invertir un total de 60000 € en tres empresas:
A, By C. Lo invertido en Ay B fue m veces lo invertido en C, y los beneficios fueron el 5% en A,
el 10% en By el 20% en C.

a) Plantea un sistema de ecuaciones para averiguar la cantidad invertida en cada empresa.

b) Prueba que si m > 0, el sistema es compatible determinado, y resuélvelo para m = 5.

a) Sean x, y, z las cantidades invertidas en A, B y C, respectivamente. Planteamos el sistema:
x+ y+ 2=060000 x+ y+ z=060000

X+ 0y =mz x+ y— mz=0
0,05x + 0,1y +0,2z = 6 000 0,05x + 0,1y + 0,2z = 6 000

1 1 1 160000\ @9 1 1 1 60000
b)| 1 1 -m 0 @3- 0 0 -m-1|-60000
0,05 0,1 0,2] 6000/ (%-005-(1.3 0 0,05 0,15 3000

* Si m=-1 — Elsistema es incompatible.
* Si m=-1 — Elsistema es compatible determinado.
Por tanto, si 7 > 0, el sistema es compatible determinado.

Para m =5 la solucién es la siguiente: x=20000 €, y=30000 €, z=10000 €.
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5 Sean las ecuaciones: {3x m2yra=5 .
2x-3y+z=—4
a) Anade una ecuacién para que el sistema sea incompatible.
b) Anade una ecuacién para que sea compatible determinado.
©) Afiade una ecuacién para que sea compatible indeterminado.
Justifica en cada caso el procedimiento seguido.
a) Para que sea incompatible, la ecuacién que anadamos ha de ser de la forma:
aB3x—2y+2) + b(2x—3y+2) =k, con k=5a—4b
Si tomamos, por ejemplo, a=1, 6=0, k=1, queda:
3x—2y+2z=1
Anadiendo esta ecuacién, el sistema seria incompatible.

b) Por ejemplo, afadiendo y =0, queda:

3x—2y+2z=5 | 3x +z=5 | x=9
2x—3y+z=—4¢ 2x +z=—4; y=0 Compatible determinado
¥ =0 y =0 z=-22

c) El sistema serd compatible indeterminado si afadimos una ecuacién proporcional a una de las exis-
tentes. Por ejemplo, anadimos la 2.2 ecuacién multiplicada por (-1):

3x—2y+2=5
2x—3y+z=—4
2x+3y—z=4

6 Se considera el sistema de ecuaciones lineales:

x+ 2y+ 3z =1
x+ ay+ 3z =2
2x+ +a)y+ 6z =3
a) Encuentra un valor de « para el cual el sistema sea incompatible.
b) Discute si existe algtn valor de 2 para el cual el sistema sea compatible determinado.

¢) Resuelve el sistema para a = 0.

X+ y+3z =1 (1 2 31\ a» 1 2 31
X+ ay+ 3z =2 1 a 312 @3- 0 2a-2 01
2x+ 2+a)y+ 6z =3 \2 2+a) 6|3/ 6G3y-2-09 0 a-2 01
1.9 1 2 311
(2.9 0 -2 01
(3.3 -2 0 0 00

a) Si @ =2, la2.?ecuacién no tiene solucién: 0y = 1. El sistema es incompatible.

b) No existe ningtin valor de @ para el cual el sistema sea compatible determinado, porque la 3.* ecuacién
se puede suprimir (0x + 0y + 0z = 0) y el sistema queda con dos ecuaciones y tres incégnitas.

o) Si =0, queda:

x+2y+3z=1 y=-1/2
5 _1 x—1+3z=1 > x=2-3z
- ) oz=A

Soluciones: (2 -3, —%, l)
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7 Discute este sistema segiin los valores de 4. Interprétalo geométricamente:
ax+ y+ z— 4=0

x+ y+ z+ 1=0

x— ay+ z— 1=0

ax+ y+z—4=01 ax+ yrz=4 | (4 1 1|4\ @9 11 1)1
x+ y+2+1=0p x+ y+z=-1p (1 1 1|-1| a3 a 1 1 4
x—ay+z—1=0] x-ay+z=1 I =2 17 1] G 1 —a 1]1
(1.9 1 1 1/-1
2.3 - (1.9 a-1 0 0 5
(3919 0 —a-1 0] 2

* Si a=1, queda:

1 1 1 -1
0 0 0 5| — Sistema incompatible.
0 -2 0|2

Los dos primeros planos son paralelos y el tercero los corta.

* Si a=-1, queda:

1 11 -1
-2 0 0 5| — Sistema incompatible.
0 00 2

Los dos tltimos planos son paralelos y el primero los corta.

*Siazly az-1 — Sistema compatible determinado. Son tres planos que se cortan en un punto.
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1 Resuelve e interpreta geométricamente estos sistemas:

26+ 6y= 0
a) \3x— 2y= 11
-x+ 3y= 0
2x— y =5
b) y -2z =3
2x+6y=0
2) 2x+ 0y 2x+06y=0
3x —2y=11; Sumando la 1.* fila con 3 veces la 2.%
9x — 6y =33
—x+3y=0 - -
11x =33 > x=3 = y=-1
Comprobamos en la 3.* ecuacién:
-3+3(-1)=0
El sistema es incompatible. Son tres rectas que se cortan dos a dos.
b)2x-y =5 2x:5+7\,%x:%+%

3} Hacemos y = A:

yoE= z=A-3

El sistema es compatible indeterminado.
Solucion: (i A3 7»)
22
Representa dos planos que se cortan en una recta.
2 La suma de las tres cifras de un nimero es 9. Si al nimero se le resta el que resulta de invertir el

orden de sus cifras, la diferencia es 198 y la suma de las cifras de las unidades y las centenas es el
doble de las decenas. ;Cuail es el niimero?

X+y+z=9 x+ y+ z=9 X+ y+2z=9
100x +10y + z — (1002 + 10y + x) =198 ¢ 99x -99z=198; « —z=2
x+z=2y x—=2y+ z=0 x—2y+2z=0
11 1/9) a9 1 1 19 x+ y+ z2=9
1 0 -1 2] @95-019 0 -1 27| —» - y-22=-7
1 2 1 0/ 69-09 03 0 -9 “3 =9

Sistema escalonado cuya soluciénes x=4, y=3, z=2.

El ndmero es el 432.
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3 Discute este sistema y resuélvelo cuando sea posible:

x+2y+ z2=3
y+ z=2
x+my+3z=7

x+2y+ 2=3| [1 2 1]3\ a9 1 2 13
Y+ z=2 01 12| @9 0 1 112
x+my+3z=7| \1 m 37| G- 0 m—2 2 4
(1.9) 1 2 13 X+ 2y+z=3
23 0 1 112)] — y+z=2
B3-2-23 0 m—4 00 (m—4)y -0

* Si m=4 — Sistema compatible determinado. Solucién: (1, 0, 2)
* Si m=4 — Sistema compatible indeterminado. Pasamos z al segundo miembro como pardmetro:

x+2}/=3—7u
y:2—h

Soluciones: A—1,2—-X\, \)

4 Una persona ha obtenido 6000 € de beneficio por invertir un total de 60000 € en tres empresas:
A, By C. Lo invertido en Ay B fue m veces lo invertido en C, y los beneficios fueron el 5% en A,
el 10% en By el 20% en C.

a) Plantea un sistema de ecuaciones para averiguar la cantidad invertida en cada empresa.

b) Prueba que si m > 0, el sistema es compatible determinado, y resuélvelo para m = 5.

a) Sean x, y, z las cantidades invertidas en A, B y C, respectivamente. Planteamos el sistema:
x+ y+ 2=060000 x+ y+ z=060000

X+ 0y =mz x+ y— mz=0
0,05x + 0,1y +0,2z = 6 000 0,05x + 0,1y + 0,2z = 6 000

1 1 1 160000\ @9 1 1 1 60000
b)| 1 1 -m 0 @3- 0 0 -m-1|-60000
0,05 0,1 0,2] 6000/ (%-005-(1.3 0 0,05 0,15 3000

* Si m=-1 — Elsistema es incompatible.
* Si m=-1 — Elsistema es compatible determinado.
Por tanto, si 7 > 0, el sistema es compatible determinado.

Para m =5 la solucién es la siguiente: x=20000 €, y=30000 €, z=10000 €.
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5 Sean las ecuaciones: {3x m2yra=5 .
2x-3y+z=—4
a) Anade una ecuacién para que el sistema sea incompatible.
b) Anade una ecuacién para que sea compatible determinado.
©) Afiade una ecuacién para que sea compatible indeterminado.
Justifica en cada caso el procedimiento seguido.
a) Para que sea incompatible, la ecuacién que anadamos ha de ser de la forma:
aB3x—2y+2) + b(2x—3y+2) =k, con k=5a—4b
Si tomamos, por ejemplo, a=1, 6=0, k=1, queda:
3x—2y+2z=1
Anadiendo esta ecuacién, el sistema seria incompatible.

b) Por ejemplo, afadiendo y =0, queda:

3x—2y+2z=5 | 3x +z=5 | x=9
2x—3y+z=—4¢ 2x +z=—4; y=0 Compatible determinado
¥ =0 y =0 z=-22

c) El sistema serd compatible indeterminado si afadimos una ecuacién proporcional a una de las exis-
tentes. Por ejemplo, anadimos la 2.2 ecuacién multiplicada por (-1):

3x—2y+2=5
2x—3y+z=—4
2x+3y—z=4

6 Se considera el sistema de ecuaciones lineales:

x+ 2y+ 3z =1
x+ ay+ 3z =2
2x+ +a)y+ 6z =3
a) Encuentra un valor de « para el cual el sistema sea incompatible.
b) Discute si existe algtn valor de 2 para el cual el sistema sea compatible determinado.

¢) Resuelve el sistema para a = 0.

X+ y+3z =1 (1 2 31\ a» 1 2 31
X+ ay+ 3z =2 1 a 312 @3- 0 2a-2 01
2x+ 2+a)y+ 6z =3 \2 2+a) 6|3/ 6G3y-2-09 0 a-2 01
1.9 1 2 311
(2.9 0 -2 01
(3.3 -2 0 0 00

a) Si @ =2, la2.?ecuacién no tiene solucién: 0y = 1. El sistema es incompatible.

b) No existe ningtin valor de @ para el cual el sistema sea compatible determinado, porque la 3.* ecuacién
se puede suprimir (0x + 0y + 0z = 0) y el sistema queda con dos ecuaciones y tres incégnitas.

o) Si =0, queda:

x+2y+3z=1 y=-1/2
5 _1 x—1+3z=1 > x=2-3z
- ) oz=A

Soluciones: (2 -3, —%, l)
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7 Discute este sistema segiin los valores de 4. Interprétalo geométricamente:
ax+ y+ z— 4=0

x+ y+ z+ 1=0

x— ay+ z— 1=0

ax+ y+z—4=01 ax+ yrz=4 | (4 1 1|4\ @9 11 1)1
x+ y+2+1=0p x+ y+z=-1p (1 1 1|-1| a3 a 1 1 4
x—ay+z—1=0] x-ay+z=1 I =2 17 1] G 1 —a 1]1
(1.9 1 1 1/-1
2.3 - (1.9 a-1 0 0 5
(3919 0 —a-1 0] 2

* Si a=1, queda:

1 1 1 -1
0 0 0 5| — Sistema incompatible.
0 -2 0|2

Los dos primeros planos son paralelos y el tercero los corta.

* Si a=-1, queda:

1 11 -1
-2 0 0 5| — Sistema incompatible.
0 00 2

Los dos tltimos planos son paralelos y el primero los corta.

*Siazly az-1 — Sistema compatible determinado. Son tres planos que se cortan en un punto.



