Sistemas de ecuaciones lineales

1. Definiciones

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas es un conjunto de expresiones de la forma:

1171 + a12T2 + -+ A1y = C1
2171 + Q22T2 + -+ -+ A2pTp, = C2
Am121 + Gm2ZT2 + - + QmpTy = Cnpy

que puede escribirse en forma matricial como:

a11 a2 -+ Qln T 1
a21 a2 -+ G2pn T2 C2
Am1 am?2 e Amn Tn Cm

y en forma abreviada como:

AX=C
Los ai1, ais, -+, son numeros que se suponen conocidos y forman la matriz A que se llama matriz de
coeficientes; x1, o, ..., T,, son las incégnitas y los ¢y, ca, ..., son los términos independientes. Las

matrices X y C se llaman matriz de incégnitas y matriz de términos independientes respectivamente.

Si a la matriz de coeficientes se le anade una columna con los términos independientes, se obtiene una
nueva matriz que se llama matriz ampliada del sistema:

a11 ai2 - Q1n C1
n a21 az A2n C2
Am1 Am?2 ° N Amn  Cm

Ejemplo 1 El sistema:

r - y + Sz = 2
-2z + 3y — 2z =7
Tt — y + 3z = 5

puede escribirse en forma matricial como

1 -1 57 [z] 2
-2 3 -1 |y| =|7
7 -1 3] |z 5

La matriz de coeficientes y la matriz ampliada son:

1 -1 5 1 -1 5 2
A=|-2 3 -—1|, A =|-2 3 -1 7
7 -1 3 7 -1 3 5
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Una solucién estd formada por n nimeros que sustituidos en lugar de las incégnitas hacen que se cumplan
las igualdades. Cuando un sistema admite alguna solucion se llama compatible; en caso contrario, se
llama incompatible. Si la solucién es unica el sistema es compatible determinado; si admite infinitas
soluciones es compatible indeterminado.

Si dos sistemas tienen las mismas soluciones se llaman equivalentes. Las siguientes transformaciones no
cambian las soluciones de un sistema (lo transforman en otro equivalente):
o Cambiar el orden de las ecuaciones (intercambiar filas en la matriz ampliada)

¢ Multiplicar los dos miembros de una ecuacién por el mismo nuimero distinto de cero (multiplicar
por un nimero distinto de cero una fila de la matriz ampliada)

¢ Sumar a una ecuacién otra multiplicada por un ntimero o, en general, sumar a una ecuaciéon una
combinacidn lineal de las restantes (sumar a una fila de la matriz ampliada otra fila multiplicada
por un nimero)

© Suprimir cualquier ecuacién que sea combinacién lineal de las restantes (suprimir las filas de la
matriz ampliada que sean combinacién lineal de las restantes)

La aplicacién sistematica de estas transformaciones para resolver el sistema, transformando la matriz
ampliada en una de tipo escalonado, se llama método de Gauss.

Ejemplo 2 Resolver el sistema del Ejemplo 1 por el método de Gauss.

Basta aplicar transformaciones a la matriz ampliada hasta transformarla en una matriz escalonada:

(1 -1 5 2 1 -1 5 2 1 -1 5 2
_9 3 1 7 F2—>I:5+2F1 O 1 9 11 Fg—)lig—7F1 0 1 9 11 F3—>1:3—6F2
7 -1 3 5 7 -1 3 5 0 6 —-32 -9

1 -1 5 2
0 1 9 11
0 0 -8 -75

ue conduce a la solucion x = 3—4 = E z= E
d "3 YT R “T 86

2. Regla de Cramer

Se llaman sistemas de Cramer aquellos que tienen el mismo nimero de ecuaciones que de incognitas,
y el determinante de la matriz de coeficientes es distinto de cero.

Estos sistemas son siempre compatibles y tienen una sola solucién (son determinados). En efecto, si la
matriz de coeficientes A tiene un determinante distinto de cero, existe la matriz inversa A~!. Sea el
sistema en forma matricial:

AX=C

multiplicando por la izquierda por la inversa de la matriz A:
AT"A=A""C=X=A""'C

y ésta es la tnica solucién.

Si, por ejemplo, tenemos un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas:

a11 ai2 a3 x C1
a1 Q22 a23 Yyl = |¢2
asi asz ass z C3
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Despejando la matriz de incégnitas:

-1

X a1l a2 ais C1 1 A Ao Az C1
Y| = [a21 a2 ass co| = T Ap Agy Aso| |c2
z as1  asz Gs3 c3 Ais Ass Ass| |c3

Para la primera incognita x se obtiene:

_ Aricr + Asico + Asics
|A]

En el numerador tenemos la suma de los productos de los términos independientes por los adjuntos de la
primera columna. Podemos escribir esta expresién como un determinante de forma que resulta m s fécil
de recordar:

1 az a
~ Aper + Agieg 4 Agres 1T T2 TS

=7 |C2 G22 a3
4] [Apz e
3 32 33
De forma similar obtendriamos para y y z:
1 a1 €1 ais 1 a1l ag3 Ci
Yy = 7|A| a1 C2 a3 z = 7|A| a21 Qag22 C2
az1 €3 a33 az1 asz C3

Aunque este resultado lo hemos obtenido para un sistema de tres ecuaciones y tres incégnitas, puede
extenderse con facilidad a cualquier sistema de Cramer. En conclusién tenemos:

Teorema 3 (Regla de Cramer) En un sistema de Cramer, una incdgnita se puede despejar como
el cociente de dos determinantes; el denominador es el determinante de la matriz de coeficientes y el
numerador es el determinante de esta misma matriz, sustituyendo los coeficientes de la incégnita que se
quiere despejar por los términos independientes.

Ejemplo 4 Resolver el sistema:

2 — Sy + 2z = 4
— 4y + 2z = 7
3r — 2y — 3z = -1

se calcula en primer lugar, el determinante de la matriz de coeficientes:

2 -5 2
0 —4 2|=26
3 =2 -3

Ahora, aplicando la Regla de Cramer:

S W B e B
26|, 5 4 26
12 4 2 56

Y=5610 T 20T o6

3 -1 -3
1 2 =5 4 _91
3 -2 -1
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3. Teorema de Rouché

Teorema 5 (Teorema de Rouché) La condicion necesaria y suficiente para que un sistema sea com-
patible es que el rango de la matriz de coeficientes sea igual al rango de la matriz ampliada:

AX = C compatible <=  rango A= rango A*

Puesto que la matriz ampliada A* se forma anadiendo a la matriz A una columna con los términos inde-
pendientes, el hecho de que los rangos sean iguales quiere decir que la columna de términos independientes
es combinacién lineal de las columnas de la matriz A.

Si este rango es igual al nimero de incognitas, el sistema es compatible determinado, si es menor es
compatible indeterminado.

Para demostrar este teorema escribamos el sistema

a11T1 + a12T2 + - -+ A1y = 1
21T1 + Q22T + - -+ + A2pTp, =  C2
Am1T1 + GmaXa + -+ GmnTn = Cnm

en la forma equivalente:

a1 a12 A1n C1
a1 a2 Q2 C2
1| . | Fx2| L | FFTe | L | =
Am1 aAm?2 Amn Cm
= Supongamos que el sistema es compatible. En ese caso existen n nimeros aj, s, -+, g, que

sustituidos en lugar de las incognitas verifican el sistema. Entonces:

ail a12 A1n C1

a21 a22 a2n C2
ar| . | to| [+ Foan| L | =

Am1 Am2 Amn Cm,

De esta igualdad se deduce que la columna de términos independientes es combinacién lineal de las
restantes y que al afiadirla a la matriz A no se ha anadido ninguna columna independiente y por
tanto rango A = rango A*.

< Supongamos ahora que las dos matrices A y A* tienen el mismo rango. Entonces la columna de
términos independientes debe ser combinacién de las demés de forma que existen nm nimeros oy,

Qag, -+, Qyy, que cumplen
ail ai2 Q1n C1
a21 a22 a2n C2
aq . + s . + -t ay . =
am1 Am?2 Amn, Cm

Pero si se cumple esto, (a1, a9, -, q,) es una solucién del sistema y éste es compatible.
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4. Sistemas homogéneos

Los sistemas homogéneos son aquéllos en que los términos independientes de todas las ecuaciones son
iguales a cero. Un sistema homogéneo tiene la forma:

a1171 + appxa + -+ apr, = 0
a21%1 + a22%2 + -+ azpxr, = 0
m1T1 + Apm2T2 + -+ A, = 0

que en forma matricial puede escribirse AX = 0, donde 0 representa una matriz columna de ceros.

Los sistemas homogéneos son siempre compatibles pues siempre admiten la solucién ;1 = 0, zo =0, ...,
z, = 0 que se llama solucién trivial. Para que existan soluciones distintas de la trivial debe verificarse
que el rango de la matriz de coeficientes sea menor que el nimero de incégnitas. de esta forma el sistema
ser indeterminado y tendrd més soluciones.

Las soluciones de un sistema homogéneo cumplen las siguientes propiedades:

o Si X es una solucién, también lo es aXy siendo o un nimero cualquiera.

o Si X7 y X2 son soluciones, también lo es X1 + Xo.
Un caso particularmente importante se sistema homogéneo es el formado por dos ecuaciones indepen-
dientes con tres incégnitas:

a11% + apy + a3z = 0
anr +azytazz = 0
Una solucién particular de este sistema es:

ail a2
az; a2

ais ai
az3 a21

a2 a3
a22 A23

xTr = y:

estos ntimeros son solucién del sistema porque, sustituyendo por ejemplo en la primera ecuacion resulta:

a1l aiz2 13

ail a2
=la11 a2 ai3| =0

az1 a2

ais ai
a23

ay a1
apn | 2 3+ aga +a
a22 A23

a21 a2 a3

Este ltimo determinante es cero porque tiene dos filas iguales. De la misma forma se comprueba que
también se cumple la segunda ecuacién.

De las propiedades de los sistemas homogéneos se desprende que la solucién general es:

a1 a2
a21 a2

a13 Al
a23 A21

a2 ais
a22 A23

zZ=A

en donde A es un nimero cualquiera. Este procedimiento de resolucion del sistema se extiende sin dificultad
a cualquier sistema homogéneo de n ecuaciones independientes con n + 1 incégnitas.
Ejemplo 6 Resolver el sistema:

0
0

3x — 2y + 5z
6x + Ty — 2

Una solucidn de este sistema es:
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La solucién general del sistema es el producto de una solucién particular no trivial multiplicada por un
par metro A:

r = —33\ y =33\ z =33\

Puesto que al multiplicar soluciones de un sistema homogéneo por niimeros se obtienen nuevas soluciones,
podemos dividir la solucién general por 33 y obtenemos:

que es la solucién general escrita de una forma mas sencilla.

5. Resolucion del sistema

Para resolver un sistema cualquiera aplicaremos los resultados que hemos obtenido anteriormente. En
general, procederemos de la siguiente forma:

¢ Se calculan los rangos de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada para ver si el sistema es
compatible.
¢ Se busca un determinante en la matriz de coeficientes de orden igual al rango y distinto de cero.

o Se suprimen las ecuaciones que queden fuera del determinante puesto que son dependientes de las
otras.

¢ Las incognitas que queden fuera del determinante se pasan al segundo miembro y se las considera
como parametros. El nimero de parametros es la diferencia entre el nimero de incégnitas y el rango
de la matriz.

o Se resuelve el sistema resultante (por ejemplo mediante la regla de Cramer).

Ejemplo 7 Resolver el sistema:

2 — 3y — S5z = 7
-3z + 4y + z = -4
—7x + 8y — 1bz = 8

En primer lugar veamos si el sistema es compatible. Para ello calculemos en primer ligar el rango de la
matriz de coeficientes. Puesto que

2 -3 -5
-3 4 1 | =-120+120+21-140-16+135=0
-7 8 —=15

el rango es menor que 3. Dado que

9 _3
3 4|70

el rango de la matriz de coeficientes es 2. Calculemos ahora el rango de la matriz ampliada. Puesto
que la tercera columna de la matriz de coeficientes es combinacién lineal de las dos primeras (ya que el
determinante de esta matriz es cero) se tiene que:

2 -3 -5 7 2 -3 7
rango |—3 4 1 —4f =rango |[-3 4 -4
-7 8 -—-15 8 -7 8 8
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Calculemos el determinante de esta ultima matriz:

2 =3 7
-3 4 —4/=64-168—-84+196+64—-72=0
-7 8 8

Entonces el rango de la matriz ampliada es también 2. El sistema es compatible y solamente tiene 2
ecuaciones independientes. El sistema es equivalente a:

2 — 3y — 5z = T
-3r + 4y + z = —4

Lo resolvemos pasando la incoégnita z al segundo miembro

2c — 3y = T 4+ b5z
-3z + 4y = -4 + =z

y resolviendo por la regla de Cramer:

‘74—52 —3’
—4 + 4 2 20z — 12 1 2
. z _ 8 + 20z +3z: 6+ 3Z:—23z—16
2 -3 8—9 -1
-3 4
2 T4+52
-3 —4+z —84 22421+ 152 13+ 172
y= _ = =—-172-13
2 -3 8—-9 -1
-3 4

Llamando z = A, se pueden expresar todas las soluciones como (—23XA — 16, —17A — 13, A).

6. Resumen

Un sistema de ecuaciones lineales puede escribirse matricialmente como AX = C donde A es la matriz
de coeficientes, X es la matriz de incégnitas y C' la matriz de términos independientes. Si el
numero de ecuaciones es igual al nimero de incégnitas la matriz A es cuadrada. Si su determinante es
distinto de cero, el sistema puede resolverse matricialmente y su solucién es X = A~'C. Estos sistemas
se llaman sistemas de Cramer y pueden resolverse mediante la regla de Cramer.

Si a la matriz A se le anade una columna con los términos independientes se obtiene la matriz ampliada
A*. Segun el teorema de Rouché la condicion necesaria y suficiente para que un sistema tenga solucién
(esto es, para que sea compatible) es que las matrices A y A* tengan el mismo rango. Si este rango
es igual al nimero de incognitas el sistema tiene solucién unica y es compatible determinado. Si el
rango de las matrices es menor que el nimero de incognitas, el sistema tiene infinitas soluciones y es
compatible indeterminado.

Los sistemas homogéneos tienen todos los términos independientes igual a cero. Estos sistemas son
siempre compatibles porque todos ellos admiten la solucién en la que todas las incégnitas son iguales a
cero. Esta solucién se llama trivial. La condicion necesaria y suficiente para que un sistema homogéneo
tenga soluciones distintas de la trivial es que el rango de la matriz de coeficientes sea menor que el niimero
de incognitas.





