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El pentagono estrellado

Observa el pentdgono estrellado que se muestra a continuacién:

B 1. Demuestra que los tridngulos ABF y EBD son semejantes (es
decir, demuestra que sus dngulos son respectivamente iguales).

2. Sillamamos / al lado del pentdgonoy d asu diagonal, basindote
d en la semejanza de los tridngulos que acabas de demostrar, halla la

d

relacién = y comprueba que es el nimero dureo:

)

«/§+l_
5 =0

d _
E D T

Eldngulo B =36° en el tridngulo ABF, y §A= 36° enel tridngulo EBD. Por otra parte los tridngulos
DAB y EBD son iguales, luego el dngulo A en el tridngulo ABF, y D en el tridngulo EBD son
iguales. Por tanto los tridngulos son semejantes.

Ellado AF=d- 1

Por la semejanza de los tridngulos ABF y EBD; BD _ED . o ecir, 4= L

BF  AF’ I d-1
Operando, d(d—1) = /2, por tanto d*—dl—[*=0.

[P 4P2 125

2 2

_1+«/§ d_l+«/§_
d=l==y =73 =0

Las soluciones posibles para 4 son 4 =

Como 4 no puede ser negativa,
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ﬂ Lenguaje matematico: conjuntos y simbolos
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1 ;Verdadero o falso?

a1 B a) El conjunto coloreado de la izquierda se puede designar 4 — B.

Verdadero, porque la parte coloreada estd formada por todos los elementos
de A que no estén en B.

b) El conjunto coloreado de la izquierda se puede designar A N B'.

Verdadero, porque la parte coloreada estd formada por todos los elementos
de A quenoestinen B, yaque B’ esel complementario de B.

¢) El conjunto coloreado de la derecha se puede designar:
(A4-B)U (B-A)

Verdadero, porque para que un elemento esté en el conjunto coloreado,
oestien A ynoestien B, oestien B ynoestden A.

A B

d) El conjunto coloreado de la derecha se puede designar:
AUB-ANB)

Verdadero, porque para que un elemento esté en el conjunto coloreado, tiene que estaren A oen B,
pero no puede estar en los dos a la vez (4 N B).

e) El conjunto coloreado de la derecha se puede designar (4 N B') U (4'N B).

Verdadero, porque para que un elemento esté en el conjunto, o estdien A ynoestden B, o estd en
B ynoestien A.

flxeZ =xcQ

Verdadero, porque todos los nimeros enteros son racionales.
g [xeB) yxc(d)] xe(6)

(n) es el conjunto de los miiltiplos de 7.

Verdadero, porque si un niimero es a la vez multiplo de 2 y de 3, entonces es multiplo de 2 - 3 = 6.
h)3) N (2) = (6)

Es la misma afirmacién anterior.
i) xeA-B = xeANB'

Verdadero, porque los elementos de A — B estinen A yno estdn en B, luego estinen A yen B’
j) @€ A= x€B) eslo mismo que decir A C B.

Verdadero, porque la implicacién indica que todo elemento de A es un elemento de B.
kk\(xecA=>xecB)< ACB

Tenemos que comprobar que las dos siguientes afirmaciones son ciertas:

(xe A= xe B) = Ac B que es la afirmacién del apartado j)

Ac B=xeA= xeB, pero si B contiene a A, es porque todos los elementos de A estdn en B,
luego son equivalentes y es verdadera la afirmacién.

) xcA=>xcB)=BcA

Falso, porque puede existir algiin elemento de B que no esté en A.
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m)xe(0,1) ©xeR y 0<x<1

Verdadero, porque los intervalos representan conjuntos de nimeros reales y el intervalo (0, 1) estd
formado por los nimeros comprendidos entre 0 y 1 que son mayores que 0 y menores que 1, luego
son afirmaciones equivalentes.

n)y2¢(R-Q) N(0,1) pero y2/2e(R-Q) N (0, 1)

Verdadero, porque y2 es un nimero real que no es racional y es mayor que 1, sin embargo 42/2
también es irracional, pero estd entre 0 y 1.

1) 0,5 (R-Q) N (0,1)
Falso, porque 0,5 es racional.
0) (IR-Q) N (0, 1) es el conjunto de los niimeros irracionales positivos menores que 1.

Verdadero, porque son los niimeros reales que no son racionales, es decir, irracionales, y ademds tie-
nen que ser mayores que cero, por tanto positivos, y menores que 1.

p){xez//—2<x55}={—l,0,1,2,3,4,5}

Verdadero, porque los tnicos nimeros enteros mayores que —2 y menores o iguales que 5 son los del
conjunto indicado.

q) El conjunto de los niimeros enteros mayores que —5 y menores que 7 es Z N (=5, 7).

Verdadero, porque, de los niimeros enteros mayores que —5 y menores que 7, estdn en el intervalo
(-5, 7) y ademds son enteros.

r) (x es un nimero real pero no es racional) & xR - Q

Verdadero, porque IR — Q es el conjunto de todos los niimeros reales menos los racionales, que es
equivalente a decir los niimeros reales que no son racionales.
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E Nudmeros reales. La recta real
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J Reflexiona y resuelve

Observa c6mo se sitiian estos niimeros en los conjuntos
numéricos:

Ahora, en tu cuaderno, sitiia los siguientes niimeros en
un diagrama similar:

315 4,55 65 Y105 4—16; 323 27/55 27/3

6,23—7€|N 3lez 43’2?75([) J10,3/-2 € R 4/=16 no es real
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1 Representa los siguientes conjuntos:
a) (-3,-1) b) [4;, +c0) ) (3,91 d) (—o, 0)
€) {x/-2<x<5} £)[-2,5) U (5,7] g) (=00, 0) U (3, +00) h) (=e0, 1) U (1, +e0)
a) | :_3 :_1 — b) 0 —t—t 4 E———
93 3 6 9 4 0
e) —0— f) ;
-2 0 5 -2 0 5 7
g) te—— ¢ — 5 ——t h) e— s

2 Averigua y representa para qué valores de x se cumplen las siguientes relaciones:

a) x| =5 b) [x]| <5 o |x—4|=2
d)|x-4]<2 e |x—4|>2 f)|x+4]>5
Q) 5y-5 | _:5 — O ;
b)—5<x<5;[-5,5] | - — 0 — :
c)6y2 0 2 ;
d)2<x<6;[2, 6] 5 2 :
e)x<2 0 x> 06; (-0, 2) U (6, +) :‘(:) S ;
f)x<—9ox>l;(—°°,—9)U(1,+°°) 1€ ————————

-9 01
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B Radicales. Propiedades
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1 Simplifica.
a) V' b) '¥x® SR
d) /8 e) V64 f) 481
a) %x2 = 3x* Se dividen indice y exponente entre 3. b) 13/x8 =352
o) Yy10=y? d) 48-423-12
¢) 6420224 f) ¥81-83%-43

2 ;Cuél es mayor, 431 o 3132
Reducimos a indice comtn: 431 = 13/29791; 3/13 = 13/28561
Por tanto, es mayor 4/31.

3 Reduce a indice comiin.
a) ¥a5 y a7
b) 351 y 3132650
a) 12‘/;: 36\/ﬁ; 1817 _ %W

b) 3/51=%132651; %132650

4 Simplifica.

2 (72) b) Y0 9 (e

2 (VE) -k b) 310 - Y O b= x
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5 Reduce.
a) 32.52 b) %9-%3 o yV2-42.%2
d) 4/8.%4 e ¥125.5 f) %/81.y3

2) 15251523 1528

b) 4/3%.63=4/35

o) 824.802.82 8027

d) 13/83. 12@: 12W: 12@22125

e) Se factorizan los radicandos y se reduce a indice comdn:
4125 5=453-452 =455 =545

f) Se factorizan los radicandos y se reduce a indice comun:

YBT-3=9(3%2 433 =4311=393°
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6 Simplifica.
5

3x
15/43 15 =
0 LT
X X
6/,3 ¢
C) LZ_4= \/I=6/a71
a a

7 Reduce.

332
73

10/28
) %= 10‘/5= 19/8

a)

8 Suma y simplifica.
a) 5Vx +3yx+24x

d) 27 - /50 +/12+ 8
a) 10yx
b) 3V2+542-42=742

b)V9-2+y25.2-2
e) V50a - y18a

NNNSAC HILLERATO
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C) 6‘/? d) 4va3-bs-c
3\/? a-b3.c3
6la3b3 ¢

b) Z%sz

HaPbc _4a _1%a
d a2 b0 S bcs_C\/;

Q) {18+450 —y2—{8=12.32+{2.52 - [2-{23=3/245/2 - {2 -242=5{2
d) V33 -42.524422.3+423-33-5/2+2/3+242=53-3,2
) V2:52.4—42.32.4=5{2a4-32a=22a

f) Se factorizan los radicandos y se sacan factores de la raiz:

316+3/54-3/250=324+%2.33-32.53-232+332-532-0
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9 Racionaliza denominadores y simplifica cuanto puedas.

a)%

3
e)‘/s_0
s 3
1)3«/3_6

5 547
a)ﬁ— 7

7 _7 _421
C)\E‘B‘ 3
0. 3 -3 _ 3 30
50 252 542 10
y 2 -2 25
Y35 357 5

) 3 3

3
b >
£ 4

/18

) 2

3/100

_332.3 _3% _%6

36 32.32 2.3

6 2

316 4729
9] 7 d) 5
6
b)G\/%=634=3\/?
6
d)i/%#?ﬁ
© /18+/50-2-8
f) 316 +3/54 - 3250
7 1
HRE Ve
2 N
g)325. ) Yo
b 3.3 332
3G 32 2
oL 1 _da
V@ ala &
H 4 __4 4 _42_2\2

J18 232 32 6 3

ol o2 1 N2 A5
Y40 3235 235 10 10

po2 .2 _2%5 2¥10_ 310
3100 322.52 2.5 10 5
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10 Racionaliza denominadores y simplifica cuanto puedas.

a 1 X+ C a-1 ‘/;*'«/}
) Bl Y el ) a1 dYrs
o L [) 32+243 gl, 1 , 1 ol o, 1
2y3-45 3/2-243 2 2-1 241 x=y x+|y

J2-1 2-1_ 5

D Eonezey a1

b) (r+PDWx=y) ) Wx—ify) _xlx—xfy+ pix—y)y
(x + ) G(x —y) x—y x—y

(@-1)(a+l) _(a=DWa+1) _
WanWarn -1 ={a+1

d (&+‘/})(&+‘/}) _ x+y+2ijl
(x = p) (x +y) x—y

o (243 +45) _23+45 _2y3+\5
2V3-5)23+y5)  12-5 7

2
f B42+203)% _18+12+12J6 _30+12{6 5 ,

18-12 6 6

9L 1, 1 (206202240 2621 @-D+2+ 24222 5 502

2 21T 262-1)(Z+1) 22-1) 22

o ey 24
xX—y x—y
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E Logaritmos. Propiedades
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1 Halla.
a) log, 16 b) log, 0,25 o logy1 d) log,, 0,1
e) log, 64 f) log, 49 g Inet h) In 714
. . 1
i) logs 0,04 j) logg <E>
a) log, 16 = log, 24 = 4 b) log, 0,25 = log, 272 = -2
c) logg1=0 d) logi 0,1 = log;, 107! = —1
e) log; 64 = log, 4% = 3 f) log, 49 = log, 7% = 2
g nét=4 h) bn e V4 2 _%
i) logs 0,04 = logs 572 = 2 j) logs (2%6) = logs 67 =3
2 Halla la parte entera de...
a) log, 60. b) logs 700. c) log;(43000. d) log,, 0,084.
e) logy 60. f)Ine. g logy, 450000. h) logs 4 900.

a) 25=32;2%=64;32<60 <64
5 < log, 60 < 6 = log, 60 = 5,...
b) 5% = 62555 = 31255625 < 700 < 3125
4 < logs 700 < 5 = logs 700 = 4,...
¢) 104 =10000 ; 105 = 100000 ; 10000 < 43000 < 100000
4 < log,, 43000 < 5 = log,, 43000 = 4,...
d) 1072=0,01; 1071 =0,1; 0,01 < 0,084 < 0,1
-2 < log( 0,084 < -1 = log;, 0,084 = —1,...
€ 9'=9;92-81;9<60<8l1
1 < logg 60 < 2 = logg 60 = 1,...
fYlne=1
g) logy, 450000; 204 = 160000; 20° = 3200000
Como 20% = 160000 < 450000 < 3200000 = 20° = 4 < log,, 450000 < 5.
La parte entera de /og,, 450000 es 4.
h) logs 4 900 = 4,0337
5,4% = 850,31; 5,4° = 4591,7
Como 5,4% = 850,31 < 900 < 4591,7 = 5,4° = 4 < logs 4 900 < 5.
La parte entera de /logs 4 900 es 4.
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3 Aplica la propiedad (8) para obtener los siguientes logaritmos con la ayuda de la calculadora:

a) log, 1500 b) logs 200 c) logy99 200 d) log, oo 40
En cada caso, comprueba el resultado utilizando la potenciacién.
2) /0g1500 =10,55; 210,55 1500 b) Zog 200 - 3,29 5329 200
log 2 log 5
log 200 ) 115 log 40 _ 0.80 _
) log 100 - 1,15; 100" = 200 d) log 100 =0,80; 100”°" = 40

4 Calcula sabiendo que logs A=1,8 y logs B = 2,4.

| A2 5/A43
a) logs 2’; 3 b) logs B—‘/z_

2
a) logs 34/212—]9:% (2 logs A — logs 25 — logs B] = % [2-1,8-2-2/4] = _%’8 =-0,27

3
b) logs % ~logs5+ 3 logs A-2logs B=1+3 . 1,8-2.24=1+27-48=-11

5 Averigua la relacién que hay entre x e y, sabiendo que se verifica:
Iny=2x-In5

Iny=2x-In5 > Iny=Ie*—In5

2x 2x
Invy=lnt— e
ny 7 5 dl 5
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B Expresion decimal de los nimeros reales.
Numeros aproximados
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1 ;Verdadero o falso?

I. El precio de esta vivienda es, aproximadamente, de 390000 €, con un error menor que
10000 €.

II. El precio del mend del dia es, aproximadamente, de 12 €, con un error menor que 1 €.

En I el error absoluto es mucho mayor que en II, pero el error relativo es menor.

10000 _ 102 - 0
LER. < S0o0s = 2,5641 - 107 = 0,025641 > ER. <2,6%

II.ER < % -8,3333.102=0,08333 — E.R. < 8,3%

El error absoluto nos lo dicen y es mayor en I que en II. Hemos calculado el error relativo en cada caso
y vemos que es verdadera la afirmacion.
2 Di una cota del error absoluto y otra del error relativo en las siguientes mediciones:
a) Daniel le dice a su hermana Maria que la superficie de su casa es de 96,4 m>.
b) Por la gripe se han perdido 37 millones de horas de trabajo.

¢) Juana gana unos 19000 € al afio.
a) EA. <0,05m% ER. < (9”6(”2
b) E.A. < 0,5 millones de horas = 500000 horas

ER. < 0375 <0014 =1,4%

- 5,1867 - 1074 = 0,00051867 — E.R. <0,05%

¢) — Si suponemos que los tres ceros finales se han utilizado para poder expresar la cantidad (es decir,
que se trata de 19 mil , redondeando a los “miles de euros”), entonces:

E.A. < 0,5 miles de € = 500 € ER. < 0,5

— 0,
19 < 0,027 =2,7%

— Si suponemos que es 19000 € exactamente:

0,5 _ 0
EA.<0,5€ E.R. < 19000 < 0,000027 = 0,0027 %
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3 Calcula en notacién cientifica sin usar la calculadora:
a) (800000 : 0,0002) - 0,5 - 10'2 b) 0,486-1075+93.10°-6-107
a) (800000 : 0,0002) - 0,5-10'% = ((8-10%) : 2-107%) - 5. 10! =
=(4-10%.5-10"=20.10"=2.10%!
b) 0,486-107°+93.109—-6-107=48,6-107 +0,93-107 -6 107 =
= 43,5310 = 4,353 . 10°°

4 Opera con la calculadora:
a) (3,87 - 10'%.5,96 . 107) : (3,941 - 1079) b) 8,93.1071°+7,64-1071°-1,42.107°
a) (3,87 - 1015.5,96-107) : (3,941 - 107%) ~ 5,85 - 10'2
b) 8,93 - 10710+ 7,64 .10710- 1,42 .10 = 2,37 - 10710
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ﬂ Férmula del binomio de Newton
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1 Desarrolla:

a) (x +3)° b) 2x—x?)* o) (x .1 )6

a) (x+3)° = <g>x5 + (?>x4 -3+ (;>x3 32+ (;)ycz 33+ (Z)x L34 (2)35 =
= x7 + 15x% + 90x3 + 270x% + 405x + 243
4 4 4 4 4
b) (2x — x2)4 = (O) (2204 - <1> (2x)3 - x% + <2) (2x)2 - (x2)2 - (3) 2x - (x2)3 + (4> (x4 =
= x8 = 8x7 + 24x® — 32x° + 16x*

LR HE RO IERH O RMERER
AIEIERHECRNTE

X = X e XU+

T 42 160 AT 160 T 40 64 2

2 Calcula el coeficiente de x> en el desarrollo del binomio:

x* 3 7
2 x

7
2
Obtenemos el término 4+ 1 de la expresion x2 —3> :
x

s )
N2\
El grado de x en este término es 2(7 — k) — k, que tiene que ser igual a 5:

207-k)—k=5=Fk=3

" 7 x2>4< 3V __945 5
El término de grado 5 es <3>(7 ) =6

El coeficiente pedido es —%.
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Ejercicios y problemas resueltos

Pagina 46

1. Intervalos y valor absoluto

Hazlo tu. ;Para qué valores de x se verifica |3x—7| <52
|3x-7|<5

Seguimos el razonamiento del apartado a) del ejercicio 1 de esta pégina:
3x-7<5 = x<4

2

3x—7>-5; 3x>-2 > x>€

Los valores que verifican la expresién son los del intervalo (%, 4).

-1 0 21 2 3 4
3

3. Operaciones con radicales
Hazlo tu. Simplifica:

2 32+1.50-22 b) V8ab-/a?b

a) Factorizamos y sacamos factores de las raices:
Bralis0-2p- L2532 0-02 03 p-2 =100

b) Reducimos los radicales a indice comiin y sacamos factores de las raices:

8ab-a?b=8323 6> . §(a®) 2 6? = 2282 67 Ya* 67 = 22847 6> = 222 ab’
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4., Racionalizacion de denominadores

Hazlo tu. Racionaliza:

Y % ) 2\/1§1+3
a) Multiplicamos numerador y denominador por 4/5:
2 %5 2%
45345 5
b) Multiplicamos numerador y denominador por 245 — 3:
11 1@h-3)  _11Q{5-3) ;5 4

2{5+3  (245+3)(2¥5-3)  4:5-9
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8. Problemas con radicales
Hazlo tu. El volumen de una pirdmide cuadrangular regular, cuyas caras laterales son tridngulos

equildteros, es 226 J2. Hallala longitud de su arista.

La arista de la cara triangular es igual a la arista de la base.
1 1 256
VPim'mide = ?Abme - H = §12 -H= %‘/E
La distancia OC es la mitad de la diagonal del cuadrado OocC = gl.

La arista es la hipotenusa del tridngulo rectingulo de catetos la altura H yellado OC.
2
Por ser la arista igual al lado de la base, A 2_ 2 (g/) = ll 2
= 22y g
Vszmzde T3 / 2 / 6 ‘/zl
Por tanto, 4-2/3= 2302 = 13-256.2-512 = /- 35128
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7. Logaritmos. Propiedades

Hazlo tu. Calcula x en estos casos:

a) log; x=-2 byln3*~1=5 c)2logx—log4=2log3

a) log, x=-2
Usamos la definicién de logaritmo: 2 es el exponente que tiene que tener la base 7, para que nos dé x:
x=72 x= %

b)n3*-1=5

Aplicamos la propiedad de los logaritmos: log, m” = nlog, m.

_ = — | = 5 = 5 =
(x=Dn3=5— x-1 3 - x /n3+1—>x 5,5512

c) 2logx—log 4 = 2log 3
Aplicamos las propiedades de los logaritmos:
log x* — log 4 = log 3°
2 g9 X
i log 9; . 9

Soluciones: x=-6, x=06

log

Pero como no se pueden tomar logaritmos de nimeros negativos, la tinica solucién vélida es x = 6.
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8. Logaritmos. Demostracién de una propiedad
Hazlo ti. Demuestra que: log, (P/Q) = log, P log, Q
log, % = log, P~ log, Q

Llamamos log, P = x; log, Q=7
Expresamos P y QQ como potencias usando la definicién de logaritmo:
P=a5 Q=4

Demostracién:

log, % = log, Z—; =log, a7V =x—y=log,P-log, Q

9. Factoriales y nimeros combinatorios

Hazlo tu. Calcula m en esta expresién: <7;) =3!

m2_m . 2 . 2 X 1iv1+48 m=4
5 :6,m—m:lZ,m—m—12:0,mzﬁ<m:_3

Como m tiene que ser positivo, 7 = 4.
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Ejercicios y problemas guiados
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1. Simplificacién de radicales

Simplificar esta expresion:

P 4 6B

2. Valor de un exponente

Calcular x para que se cumpla la igualdad:
31-173

log;, 3 1= logs 1735 (x— 1)logs 3 = logz 173
x—1=logz 173 = 4,69; x=4,69 + 1 =5,69

3. Extraccién de factores de un radical
Extraer fuera del radical los factores que sea posible.

J4a? cd + 8abed + 4b° cd
V4a? cd + 8abed + 4b% cd = cd (40> + 8ab + 4b%) = cd(2a+26)2 = Qa+ 26)Jed =2 (a+ b) Jcd

4. Propiedades de los logaritmos

Averiguar la relacion que existe entre M, x e y si sabemos que:

nM-= é(2lnx+3lny—5ln2)

2. .3 2. .3
lnM:L(2lnx+3lny—5[n2)=%(lnx2+t'ny3—ln25)=%lnx J =/n44/x25y
M- é/x 7’

25

5. Cotas de error absoluto y relativo

Acotar el error que se comete al tomar 1,62 como aproximacion del niimero de oro, .

E.A. <0,005

0,005

1+45
2
Corresponde a un error relativo menor que 0,3 %.

ER. < =3,0902 - 1073 = 0,003
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Ejercicios y problemas propuestos
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Para practicar

M Numeros racionales e irracionales

1 Clasifica los siguientes niimeros indicando a cudles de los conjuntos N, Z, Q o IR, pertenecen:

s 7 2, |18, 335 45, T
5’ 7’ 4 bl 2 bl ‘/g’ 5 bl 4’7’ 2
s BeN  7ez 2.47ca -B,Y5 ZcR
2 ;Cudles de estos niimeros son irracionales? Expresa como fraccién los que sea posible.
a) 3,181818... b) 1,7 o 8
d) 1,020020002... e) —4,0333... f) /81
g 1,3999... h) 2n
318—-3 _ 315 _35 > [17-1 16 _ 4
,181818... = -3 3o J1,7= _ 16 4
Y 3181818 99~ 99 11 VLT =75 9 "3
¢) ¥8 Irracional. d) 1,020020002... Irracional.
B __403-40 _ 121 3 .
e) —4,0333... = ST, f) 81 Irracional.
g) 1,3999... = 13997613:% h) 2n Trracional.
3 AL :Qué nimeros irracionales representan los puntos: 4, B, Cy D?
f + h - Justifica la respuesta.
01T A4 BCI D

A=412+32=10 B=422+52=29 C=y42+5%=J41 D=7+ y12+3%2=7+{10

M Intervalos y valor absoluto

4 Representa grificamente y expresa como intervalo o como semirrecta los nimeros que cumplen
la condicién dada en cada caso.

a) x es menor que —5. b) 3 es menor o igual que x.
¢©) x estd comprendido entre -5y 1. d) x estd entre -2 y 0, ambos incluidos.

e) x es mayor o igual que -3 y menor que 2.

a) x < =5; (—o0, =5)

-5 0
b) 3 < x; [3, +o0) :
0 3
c)-5<x<1; (-5,1)
-5 0 1
d)2<x<0; [-2,0] } ;
-2 0
e) [-3,2); B3<x<2 ;
-3 0 2
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5 Escribe la desigualdad que verifica todo niimero x que pertenece a estos intervalos o semirrectas:

a) [-2, 7] b) [13, +0) ¢) (=00, 0)
d) (-3, 0] e) [3/2,6) £) (0, +o0)
a) 2<x<7 b) x> 13 c)x<0
d)-3<x<0 e)%Sx<6 f) 0 < x < +00

6 Expresa como un tinico intervalo.

a) [-3,2] N [0, 5] b) [2, +e0) N (0, 10)
a) [0, 2] b) 2, 10)
7 Expresa en forma de intervalo los niimeros que cumplen cada una de estas expresiones:
a) |x| <7 b) |x| =5 ) |2x| <8
d|x-1|<6 e|x+2|>9 f)|x-5|=21
a) (-7,7) b) [0, =5] U [5, +ed] <) (-4, 4)
d) [-5,7] e) (-11,7) £) (—oo, 4] U [6, +o0)
8 Escribe mediante intervalos los posibles valores de x para que se pueda calcular la raiz en cada
caso.
a) yx—4 b) yv2x +1 Q) J—x
d) y3-2« e) y-x—1 £) /142

) x—420 = x24; [4, +o0)

b)2x+120 = 2x>-1 = xZ—%; [_é,m]
c)—x20 = x<0; (—oo, 0]

d)3-2x20 = 322x = x<; (—oo,%]
e)x—120 = —-12x; (—oo,—1]

f)1+%20 = 2+x20 = x2>-2; [-2, +0)

9 Expresa como un tnico intervalo.

a) (1,6] U [2,5) b) [-1, 3) U (0, 3] o (1,6] N[2,7) d) [-1, 3) N (0, 4)
a) (1,61 U [2,5) = (1, 6] b) [-1, 3) U (0, 3] = [-1, 3]
o (1,6]N[2,7)=1[2,0] d) [-1, 3) N (0, 4) = (0, 3)
10 Escribe en forma de intervalo los siguientes entornos:
a) Centro -1 y radio 2 b) Centro 2 y radio 1/3
- 1o, 1) (27
Q) (-1-2,-1+2)=(-3,1) b)(z 32 3) (3,3)

11 Describe como entornos los siguientes intervalos:

a) (-1,2) b) (1,35 2,9) o) (-2,2; 0,2) d) (-4; -2,8)

= —= —; R = —_——_—=— - —_.
a) C > 2 — Entorno de centro y rad10 )

byc=23+29 5 1. R_-29-21-08 — Entorno de centro 2,1 y radio 0,8.

2
c) C= _2’22&=—1 ;R=0,2-(-1)=1,2 — Entorno de centro -1 y radio 1,2.
d)C= ﬂ =-3,4;r=-2,8-(-3,4) =0,6 — Entorno de centro —3,4 y radio 0,6.
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12

13

14

18

Introduce los factores dentro de cada raiz.

3 3/1
2 2°3 b 434
33/25 4
d)S ) e) 244
a) 33.23=324

[22.3x  [3
2 x2.23 _\/?x

e) i 22_4he_ 3-8

Saca de la raiz el factor que puedas.
a) 316 b) 418
30 5 12542
d) V8a e) 16b
g 1 h) /44 + 4
a
a) Y24-232 b) 4423-4.2y2-82
d) 32325 =242 e) /53'512:2\/5
240 4Nb
4 |1 2. 02
g) a\/: h) «/4(d +1)—2«/¢z +1
Simplifica los siguientes radicales:
a) 324 b) 427
d) 12,64_)/3 e) 4 %
g €/0,027 h) 4/0,0016
a) 3233233 b) §/33-336-312_3

d) 12,26')/3=422')’=422'4‘/}:\/§'4‘/}
f) §54:452=5:5-1

6 _8{0-424_g/ 2% _ [2
h) 40,0016 = &/10-42 = J;

Reduce a indice comiin y ordena de menor a mayor.

a) 45, 43, |2 b) /6, ¥4
o Y6, 310 d) 420, %9, %100

a) '3/53,13/34, 1326, 12/125, 12/81; 1364 — 2<33<45
b) §216,%16 — 34< 6
o) 247776,29/10000 — 4/6<>10

2 [3x
C)x 8
f)%%/ls
b)3/473:342=324:3/_16
[33.52 4[3
3/27-0" _3/3
d 53.32 5
[3.5 /3 [3
3/2:2 3/ 9 _3/ 3
b 53 52 25

c) vy1000

1
i)

i [2+2

16
o) v23.53=10410

3 1

f)

D[R] =

[ 204 _5Va
16-9 12

) 3-108

f) 8625 :425

i) 4 l+%

C) _3/33 .22 :_33‘/?

043 3 3 30
20 23 242 4

3
g) %,027:%10—333:6/%: /13—0

N oAl 9 425 _,[52 5
D V16" Vi6 V552

d) 13203, '3/94, 131002 ; tenemos '4/10000; '%/6561;1%/8000 — 3/9 <4100 <420

Matematicas |
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16 Realiza la operacidn y simplifica, si es posible.

a) 4427516 b)z\/%-\/%
d) (¥12)?2 e) (432)2

a) 20427-6=20y33.2.2-2042-34-18042

o (425) =425 - (25 -222- 42

17 Efectiiay simplifica, si es posible.
2 423 b) a3 Ja

a) 422.33-6/108

3 <6/2_5>3:<6 L)i .11
29 24 212 22 4

18 Expresa con una tinica raiz.

a) /4 b) 3248
2) 124-52

b) 132423 21227 212128

20/ .4 a 20
) J—a V! -2

C)ﬁ-\/%

f) 324:%3

b) 2F 2[2-6 /1

d) (3223) =32%.32-232.32-2318

£) 323.3:33=233:33-2

6 3
c)(Js_Z) d 32/3:3%4
V8
b) 3 a=va
) Yo ata

4 322.3:322-922.3.922-43

o (4«/;-5«/E)N;

Pagina 51
19 Racionaliza los denominadores y simplifica.
243 2 V2-1
VD b) 2
Vs iz O
3 {728 5
d f
3455 M ' 5-a
23 _23_2/6_16 ) 2322
Vs 3k 323 2
o W2-Dy2_2-8 §3B=13) _9-3y3_306-3) 3-8
3-2 6 9-3 6 2.3 2
e) {72 \fg 8 Multiplicamos numerador y denominador por 6

7B 6 _ (7286 _ (P36 a2 8 45
6 3

6 W6 6 &

f) 5 Multiplicamos numerador y denominador por (43 +42)

IR

5 (3 +42) 5([+ﬁ)=56+5ﬁ

-2 (Be2) 3-2



Unidad 1. Nimeros reales VANANTANSAC HILLERATO:

Matematicas |

20 Calculay simplifica.
a) 5@+6J4_5—7JE+%@
b)%+73ﬁ—354—%3«/ﬁ
o) —54 + 3424 - /150 + 294
a) 2545 +1845 1445+ 64/5=3545
b) 3J?+73ﬁ—32-33—%%73:23zﬂ%-ﬂ@-%.s%:—w%
—V2.334323.3-y2.3.52442.3.72=-342.3+2.3y2.3-5/2:3+72:3=5/6

21 Simplifica las siguientes expresiones:

9 (B2 27+ 72 by [2-4[18.7 [B o TagTa 2¥sai- Jg_“

a) y2.32+422.3 —«/—+\/23-32=3ﬁ+2f—3ﬁ+6f=9f—f
2 _4 23, _[2_43[2,72[2
b) 4\/ 2\/32 (5 SV5 35T

E- R R (-2 ) L

3 3
c) %3 34423 344—@=%33@—243 3a - «/g_a =<%—24—%>3@:(4—2a)3\/§

22 Efectiiay simplifica.

2) (/2+3) (/6 -1) b) (/5 - /6) (45 +{6) o (245327 d) (2-1)(2+1)3
Q) 122418 -V3=23-12+3{2-43=22+3
b)S—6=-

c) 20 + 18— 12410 = 38 — 12410
d)2-1V3=43

23 Racionaliza y simplifica.

2) 2*/3—‘/5 b) ZB+«/§ 9 1
/18 J12 2(3-15)
d 3 o) 13410 )3«/—+2J—
5-2 V5-342 343 +2
o 2B-2 _23-2_@B-2)2_2/6-2_ 2(6-1 _J6-1
2.32 342 34242 3.2 3.2 3

) 2B+42 _283+2 _(23+y2){3 _6+46 _; {6

J22 253 253.3 6 6

9 (3 +45) _A3+d5 _B45_ B3+d5
2(3+¥5)(3+45)  2B-5) " -4 4

d 36/5+2)  _3(/5+2)
(5-2)(5+2) 5-4

) _13V10 (/5+342) _13410(/5+32) _ 65{2+78V5 _ s 5 _( 5

=3(/5+2)=3/5+6

YB3 (5+3y2)  5-9-2 13
f) 86+2/2)(35-2) 9/18-66+66-42 92.3°-4y2 27242 _ 23f A
(343+2)(3/3-2) 27 —4 23 23



Unidad 1. Nimeros reales VANANTANSAC HILLERATO:

Matematicas |

24 Efectiay simplifica.

I b 75745
B2 B2 Tl -
3BeD-205- D) _33+30-203+20 5,

VT BDWBAD 3.2 ~13+542

b =75 _ (-4 7- BT -5 T-) 2525 __, s
(7 +5) (7 = 5) 7-5 2

M Logaritmos

25 Expresa como potencia de la base y calcula aplicando la definicién de logaritmo.

a) log, 1024 b) log 0,001 c) log, é
d) log3 3 e) log; V3 f) log, V8
2 . 1

g) log,/, 7 h) log. 1 i) In A

a) log, 2'°=10 b) log 1073 = -3 ¢) log, 270 =-6
d) /ogvg(«/g)2 =2 e) logy 312 = % f) log, 2% = %

-1/2
g) log)» <é> =—% h)0 D) el - _%

26 Calcula la base de estos logaritmos:

a) log, 125 =3 b) log, % =2 c) log, % =2
d) log, 2 = % ¢) log, 0,04 = -2 f) log, 4 = _%
3_ - 2_1 - -1 -1
a) x° =125 = x=5 b) x -9—>x3 ) % 4—>x 2
dDx2=2 5 x=4 ) x2=0,04 > x=5 f)x‘1/2=4—>x=%
27 Calcula el valor de x en estas igualdades:
a) log3*=2 b) log x> = -2 c) 7*=115
d)5*=3 e) log; 3x = 0,5 £)32+*=172
2 o 1 _ log115
a)x——10g3—4,19 b) 2logx=-2 — x= 10 c) x= Iog7 =2,438
log 3 0,5 V7
d)xz—logsz—0,683 e) 7% =3x—>x=7 £) 2 +x=logz 172 — x=log; 172 -2
28 Halla con la calculadora y comprueba el resultado mediante potenciacién.
a) log {148 b) In (2,3-10') o) In(7,2-107)
d) log; 42,9 e) logs 1,95 f) log, 0,034
a) 1,085 b) /n (2,3 -10') = 26,16 — 2616123 10!
) (72-107°) =954 — > <72.107 d) 3,42 - 3>2:429
e) 0,41 — 5241 <195 £)—4,88 — 27488 20,034
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29 Desarrolla las siguientes expresiones:

25/13 4/ .3 5
a)loga @ b) In Ve
100c Jy

a) log a* Vb3 - log 100¢* = log a* + logix/ﬁ — log 10> — log ¢* = 2log a + %lag b—2—4logc

4/,.3 5
b) ln&=ln4«/ﬁes—ln@=ln4«/ﬁ+lnes—/n‘/}:ilnx+5—%lny
Y

Jy 4
30 Halla el valor de x en estas expresiones aplicando las propiedades de los logaritmos:
aA)lnx=mh17 +In13 b) log x = log 36 — log 9
O)lnx=3m5-2mn10 d)logx=310g2—%log25
) Inx=m(17-13) > x=17-13 =221
b) logx=log£ =x=30 _4
9 9
1B 1102 Iy D e 5P 5 _5
)lnx=m5—-m10% hx=In 1Oz,x— 52-22’x_ 777
d) log x = log 23 — log 25"%; log x = log 2% — log 5; log x = log %; x= %
31 Si logk = x, escribe en funcién de x.
k
a) log 1004 b) log 7000
o) log k> d) log /10%
e) log% f) (log k)12
a) log 100 + log k=2 + x b) log k — log 1000 = x -3
o) 3log ke = 3x d)%(log10+logk)= %(1 + )
e) logl —loghk=0-x=-x ) Vx
32 Averigua, en cada caso, la relacién entre x, y, z.
a) logz =2 logx— logy
b) log z =2 — log x - % logy
c) logz=1- % (log x — log y)
dDnz=1-2lnx+2Iny
a) log z = log x> — log y; log z = log x72; z= x72
b) log z = log 10? — log x — log \y; log z = log 100, _ 100
oy wy
c) logz = log 10 — Llogﬁ; log z = log 10 — log [ log z = logﬁ; z= 104y
2%y y X Vx
.2 ) Y
dnz=Ine—Inx®+inys lnz=ln€x§/ ; 2= Ex;,
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M Notacidn cientifica y errores

33 Efectiay da el resultado en notacién cientifica con tres cifras significativas. Determina también,
en cada caso, una cota del error absoluto y otra del error relativo cometidos.

2) (3,12.107 +7,03-10%) 8,3.108
4,32.103
b) (12,5-107 -8-.10%) (3,5-107° +185)
9,2.10°
5,431-103 - 6,51-10% + 385.102
8,2.103-2.107%

©

a) 1,41 -10% E.A.<0,005-10%=0,5

0,5
ER. < 7 < 0,00355
b)-1,58 - 10°; E.A. <0,005-10° =5 102
2
<2107 _396.1073

1,58-10°

c) =2,65 - 10% E.A.<0,005-10°=5 103

3
<2107 _149.71073
2,65-10°

600003 .0,00002%
1002.72000 000 - 0,00025

34 Expresa en notacidn cientifica y calcula:

6-1093.(2.107)*

=150
10%.7,2.107-(2-107%)°

Pagina 52

35 Ordena de mayor a menor los niimeros de cada apartado. Para ello, pasa a notacién cientifica
los que no lo estén.
a) 3,27 -10'%; 85,7.10'% 453 .10"
b) 1,19 - 10~ 0,05 - 1075 2000 - 107"

a) 8,57 -10'3>4,53.1013>327.10'3

b)5.102>2.107>1,19-107

36 Si A=3,24-10% B=5,1-105 C=3,8-10"" y D=6,2-107% calcula (%w) . D. Expresa

el resultado con tres cifras significativas y da una cota del error absoluto y otra del error relativo
cometidos.

6
(A+C>-D= 3,24:10° 3¢ jp11 -6,2-10-6=<M10“+3,8-10“>-6,2-10—6=
B 5,1-10™ 5,1

bl

- (35’214+3, 8)10“ .6,2-10°6 = 4,4353 . 6,2 - 105 = 2,7499 - 106

Como queremos tres cifras significativas, la solucién que damos es: S = 2,75 - 10°
E.A. <5000

ER. <2900 __ 18248 .10 = 0,0018248, que corresponde a un 0,18 %.
2,74-10
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M Factoriales y nimeros combinatorios

37 Calcula.
8! 10! 514+ 41
) 5y b o1 )12
8.7.6-5-4-3.2.1
a) IR -8.7-6=336 b) 10
9 5-4-3.2.1+4-3.2.1 _ 4-3-2.1(5+1) 6 _
12-11-10-9-8.7-6-5-4-3-2-1 12-11-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1 12-11-10-9-8-7-6-5
_ 1 1
12.11-10-9.8-7-5 3326400
38 Calcula.
8 12 37 84
b d
) (4 (7] o (3 ()
8 8.7.6-5 120 12.11.10.9.8
Vo~ 43.21°70 b =5 43.2.0 -2
37! 37.36 84!  84.83!
° 350217 2 =666 ) 83111 831! &4

39 Aplica las propiedades de los niimeros combinatorios para obtener 7.

95 [, 9 a)-(o
X (n1—3 1) ) <n13 2) ? (1: ) ! <n10 1) ) (171> 0 (;> ) @

A n+2=6 > n=4 n+2=0 > n=-2 b)n-3=1—> n=4, n-3=7 = n=10
gn=20n=9-2=7 d)n—1+n+2=13; 2n+1=13 - n=6
e)n=06 Hn=7+9=16

M Binomio de Newton

40 Desarrolla.
a) (a - 3b)7 b) (§+2b)5
2 ( ) (D)7 + @ ()6 (=36) + @ (3)5(=36)2 + @ (@)4(=36)% +
AN 3308 AV a2 2305 7)) (306 4 7 V(2357
(4>(ﬂ) (-38) <5>(ﬂ) (-38) <6>(ﬂ ) (=35) <7>( 3b)
=a" —214"%b + 18941067 — 945486% + 28354°6* — 51034%0° + 5103426° — 218747

oK) s -Gy Bl on- g

1 440328023804 5
——2434 81 b+ 27 b b 3ab +32b

41 Halla el noveno término del desarrollo de (x? — y?)!2.

Término noveno: ( )(x2)4( 528 = 495x8y10

6
42 Halla el término central del desarrollo de <\/Z + g) .
3
Término central: (g) (a)3 (%) =20 3243 _ %43/2 b3

8
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7
43 Calcula el coeficiente de x° en el desarrollo de (2 - x3) .
x

7\(2 7k
El término %+ 1 del desarrollo es: ( k)(—) (—x3)%

X

La potencia de x en este término es: x~(/ ~# +3*

Como queremos que el exponente de x sea 5: —(7 — k) +3k=5; k=4

4
(;)(%) (=x3)3=-560x". El coeficiente de x° es —560.

8
44 Calcula el quinto término del desarrollo de <12 - Zx) .

X

4
Término quinto: <2)(§4 (—Zx)> - 11%0
8
45 Calcula el coeficiente del sexto término del desarrollo de (% +3 xZ) .

3
Término sexto: (2)(%) (3x%)°=1701x"13

El coeficiente sexto es 1 701.

Para resolver

46 Fl volumen de un cubo es 6/6 cm3. Halla:
a) Su arista.
b) La diagonal de una cara.
¢©) La diagonal del cubo.

Da, en cada caso, el valor exacto.

a) VCub(;:ﬂa:G‘% - a= 3«/6«—%; a=3m=6@:£ cm
b) d = Va?+a? =24 = a2 = J642=2{3 cm

) D=Va’+a’+a’=af3=16{/3=32 cm

4'7 La superficie de un tetraedro es 93 cm?. Calcula su arista y su volumen. Da el valor exacto.

9f em?

2
Cada cara es un tridngulo equildtero, en el que 4 = Jat - <§> = %«/5 «/? = %ﬁ a

Acya = %b-b:%a-%@a:%«/&ﬁ:% - 24=9 = 4=3cm

Un tetraedro tiene 4 caras iguales. La superficie de cada cara es:

9.3 5
VYZ’tmedro = %ABﬂse'b:%T‘/—'%Bﬂ:%ﬂ cm? = ?7 cm’
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48

49

En un prisma hexagonal de lado 8 dm, y altura 12 dm, se inscribe un cono. Calcula su drea late-
ral con una cifra decimal y da una cota del error absoluto y una cota del error relativo cometidos.

Vamos a calcular el radio de la base del cono inscrito en el hexdgono regular.

r=82-42=/48-4y3 dm

La altura del cono coincide con la del prisma hexagonal, /=12 dm
La generatriz del cono es g = «/72 +h?= «/(4«/3) 24122-843 dm

La superficie lateral del cono es:

Al yporal =TT g=T+ 443.843 =96n = 301,59 dm?

Al greras = 301,6 dm?

E.A. <0,05 dm?
ER. < 38’1 029 - 1,6579 - 10~ = 0,00016579, que equivale a un 0,02 %.
Halla el 4rea de la parte coloreada de esta figura en el que el lado del cuadrado

mide 1 m. Expresa el 4rea en decimetros cuadrados con tres cifras significati-
vas y acota el error cometido.

El 4rea pedida es el drea del cuadrado, menos cuatro veces el drea verde y menos el 4rea roja.

2
Cuatro veces el drea verde es el drea de un circulo de radio %, es decir, 4A4y,,,, = n<l> -1

2) 4
Llamamos 4 a la diagonal del cuadrado: 4= {12+1%2=42

o pod_1 42 1
Calculamos el radio: = T 2" 3
El 4rea roja es el drea del circulo de radio g - %
2
2 1y 3 1
Arija= ”(7‘5 R
Area pedida = Ac,yymg0 — 4440 — Apgja =1~ %n—(%n—% 2n>:

:%ﬁn—n+1:7,9849-10’2 m? = 7,98 dm?

E.A. < 0,005 dm?

0,005

< ——=22 __ -6,2618 - 1072 = 0,062618, que equivale al 6,26 %.
7,9849.1072
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50 Un hilo de cobre, cuya resistividad es p = 1,7 - 1078 Om, mide 2 m de largo y tiene un didmetro
de 0,2 mm. Calcula su resistencia aplicando la férmula R = p //S, donde / es la longitud del
hiloy S el drea de la seccién del mismo.

S=n-(0,2)2=0,12566

. . _8-
La resistencia es: R = p Z— 1,7.1077-2

- . 107
S =7 0.12566 =2,7057 - 107 Q

51 Si conocemos la longitud de onda de una radiacién luminosa, podemos calcular su frecuencia
(ntimero de vibraciones por minuto) mediante la férmula v = ¢/A donde ¢ es la velocidad
delaluzy A sulongitud de onda. Calcula la frecuencia de una radiacién roja (A = 7000 A;
1 A = 1071° m). Acota el error cometido.

_c_ 310
A 7000-1071°
4,2857 - 10" . 60 = 2,5714 - 10'° vibraciones por minuto

E.A. <5 - 10" vibraciones por minuto

= 4,2857 - 10! vibraciones por segundo

11
<210 _ 19445 . 105 = 0,000019445, que cquivale al 0,002 %.
2,5714-10!

52 Lalongitud de una barra metdlica después de calentarla es /= (1 + k) donde [, eslalongitud
a0 °C, ¢ latemperatura final y % el coeficiente de dilatacién lineal. Si una barra de plomo mide
1 m a 800 °C, ;cudl es su longitud a 200 °C? (En el plomo %=3.107).

Calculamos /; a partir de la longitud de la barra a 800 °C:

[=Iy(1 + kt) = (1 + 3 - 107 - 800) _/0<3§) luego /, = %

Calculamos ahora la longitud de la barra a 200 °C:

_ 125 5. 125 503 _ 503
L= b1+ k) = 122143107+ 200) = 122 20520 =0,98242 m

53 La estrella R136al, descubierta recientemente, estd a 165 000 afos-luz y tiene una masa actual
equivalente a 265 veces la masa del Sol. Expresa la distancia en kilémetros y la masa en kilogra-
mos. Da, en cada caso, cotas del error absoluto y del error relativo.

Un afio luz es aproximadamente 9,46 - 10'2 km.
La distancia de la estrella R136al a la Tierra es: 4= 165000 - 9,46 - 10'2 = 1,5609 - 10'® km
EA. <5-10 km

13
ER. < % = 3,2033 . 10~ = 0,000032, que equivale al 0,0032 %.

La masa del Sol es, aproximadamente, 1,9891 - 10°° kg.
La masa de la estrella R136al es: m =265 - 1,9891 - 10°° = 5,2711 - 10°? kg
E.A. <5107 kg

<5107 g 4857106 = 0,0000094857, le al 0,00095 ¢
que equivale a 95 %.

5,2711-1032
54 Calcula % en cada caso.
12(k-2)! k o\ k\ [k (£+6)!
a) - =1 b)(k_2>-10 c)3<4>—5(2> d) (k+4)!_72

2) 12(k=2)! -1 12
Eh=1)(E=2)! 7 k-1)

Como # no puede ser negativo, k= 4.

k(k-1)(k-2)! k(k-1)
(k—2)12! 2

Como # no puede ser negativo, k= 5.

=1; 12=F2—k; k=4, k=-3

b) =10; =10; B —k=20; k=5, k=—4
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c) k>4
Blk—1)(b=2) (k—3) (k—4)! . k(k—1)(k—2)! Blk—1)(k—2) (k—3) < k(k—1)
3 4(k—4)! BT TR 4 R TR
Be—1) (k=2 (k=3) < klk—1) _
- 3 24 -5 > =0

Simplificamos dividiendo entre 4(£— 1), que nunca vale cero puesto que 4 > 4:

3 (k=2)(k=3) 5 _ _ (=2)(k=3)-20 kl—Sle—l4:O</e=7

24 2 8 8 k=-2

Como tiene que ser 4 > 4, la soluciénes k=7.

k=3

(k+0)(k+5) (k+4)! 7y (k+O)k+5)=72<_, ",

d (£+4)!

Como £ >0, lasolucién es £ = 3.
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Cuestiones tedricas

55 Explica si estas frases son verdaderas o falsas:
a) Hay niimeros irracionales que son enteros.
b) Todo niimero irracional es real.
c) Todos los niimeros decimales son racionales.

d) Entre dos niimeros racionales hay infinitos nimeros irracionales.

a) F b) V o F dVv

56 Si x = 0, explica si estas afirmaciones son verdaderas o falsas:
a) x2 es negativo si lo es x.
b) %/x tiene el mismo signo que x.
©) Si x>0 entonces Yx < x.

a) Falsa, x72 = % siempre es positivo por ser el exponente par, independientemente del signo de x.
x

b) Verdadera, porque el indice de la raiz es impar.

1_1_.1
c) Falsa, \/%-2 >4

57 ;Cuiles de estas igualdades son verdaderas? Explica por qué:

log m
a) log m + log n = log (m + n) b) logm — logn = Jog
) logm — log n = log % d) log x* = log x + log x

e) log (a® - b?) = log (a + b) + log (a - b)

a) Falso. logm + log n = log (m - n) = log (m + n)
log m

_ - m
b) Falso. log m — log n = log < . ) = Tog 7

¢) Verdadero. Por una propiedad de los logaritmos.
d) Verdadero. log x? = log (x - x) = log x + log x
e) Verdadero. log (> — b%) = log [(a + b) - (a— b)] = log (a + b) + log (a — b)
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Para profundizar

58 Halla el valor de esta expresién: (8”*! + 87)%: (4" — 4"~ 1)3

n+1 )2 7 2 2n o2 3.2n 24
(8 +87) _ (87(8+1)) _ 8.9 2 -3 = 0n=6n+6 3 _96.3_19)

(47— 47-1)3 B (47-1(4-1))3 C 437-3.33  92(n-3) .33

1

. H . .57 - 1+
59 Determina el valor de p y g para que se verifique: 27.5 125000

1 1 —32-6
_+r __ 1 _9
125000 2356 >

Luego p=-3 y ¢q=—-06.

2.5 =

60 ;Cuil es el ndmero de cifras de 41° . 5252
416, 525 2932 ,525_932-25 10252 27.10%°

27 =128, luego tiene 3 + 25 = 28 cifras.

61 Demuestra que (n) + <n> + <n> oot (n) =2",
0/ \1/ \2 n

Desarrollamos (1 + 1)” por el binomio de Newton:

o= ()G

Por otra parte, (1 +1)” =2", luego (”) +(ﬂ> + <n> T (n) = on
0/ \1/ \2 n

62 Comprueba si es verdadera o falsa cada una de las siguientes expresiones:
a) |a| < b equivalea -b<a<b b) |-a| = -|a|
0 |a + b =|al + 8] d)|a- 5] =|a| - 5|
a) Verdadera (siempre que & > 0).
b) Falsa; pues |- 20 y —|a| < 0. (Solo serfa cierta para 2 = 0).
c) Falsa. Solo es cierta cuando 2 y & tienen el mismo signo.
En general, |2 + 6| < |a| + ||

d) Verdadera.

63 Si se resta una unidad al cuadrado de un nimero impar, ;se obtiene siempre un miltiplo de 82
(2x + 1)2 =1 = 4o + 4 = 4x(x + 1)
Esta expresion es multiplo de 4 por ser 4 factor comun.

Ademds, o x es par, 0 x+ 1 es par, luego uno de los factores que aparecen en la expresién es multiplo
de 2.

El producto serd, por tanto, multiplo de 4 - 2 = 8.

64 Si x>0, y>0, demuestra que 1,1, L.
x y x+y
1, 1 %y 1
Xy xy Xty
Multiplicamos las dos fracciones por x + y que es positivo por ser x>0 e y> 0.

(x+y)2

Tenemos que probar que >1

(c+ )% x?+2xp+ y? 9. x*+ 92
xy xy - xy
Luego es cierta la desigualdad.

>2>1
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Autoevaluacidn

1 Clasifica los siguientes nimeros indicando a cudles de los conjuntos IN, Z, Q o IR pertenecen:

58, 51, &, 4 3 5/~3 -
=55 V-3 V-8 275 1,
45’ 170 3 3 8 07

|N:?—; Z: %; 3-8 Q: ?—;;3—8;—% 107 R: 3F 58 107 ﬂ 323

2 Expresa en forma de intervalo y haz la representacién en cada caso.

a) |« 28 b) |x—4| <5
a) (o0, 8] U [8, +o0) b) (-1,9)
= : = A —
3 0 8 ] 4 9

3 Simplifica.
a) 3250 — 354 + 316 — 232 b)a«/F:ﬂ%

a) 3250=2/53.2-5302; 354-333.2-332; 316-324=232
30250 - 354+ 316 -232=5%2-33%2+232-232=232

b) a-a V2 g 23 2 g12+203 _ 4716

4 Dos esferas metélicas de 1000 kg cada una se atraen con una fuerza de 8,35 107 N. ;A qué dis-
tancia se encuentran sus centros? Aplica la Ley de Gravitacién Universal:

r

2
F=GM™ donde G=6,67.1011 Nm~
kgz
Acota el error cometido.

Sustituimos en la férmula: 8,35 - 10~ = 6,67 - IO‘HM';OOO;

7

6,67-10711.1000-1000 |

72

8,35-107 =

6,67-107°

8,35 - 10772 = 6,67 - 107 %=
8,35.107°

=7988;
r=+y7988 = 89,376 m

Sus centros se encuentran aproximadamente a 89,376 m.

La cota del error absoluto es E.A. < 0,0005 m

ER. < g;’ggg - 5,5943 - 10° = 0,0000055943, que corresponde al 0,00056 %.
2. m! - m
5 Calcula 7 en esta expresién: DT (2>

o (o) = o2

mm—1)! mim—1)(m-2)!

(m-1)! (m—2)12! ’
m:m(m . ; 2m = m—m<m 0

Como m = 2, lasolucién es m = 3.
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6 Efectiia, racionalizando previamente.

4+/6 2

23 3-43
446 _(4+46){3 _4/3+/18 _4y3+3\2
243 24343 6 6

2 _2(3+43) _6+243
3-y3 32-(f3)2 6
4434342 6+243  2y3+342-6
6 6 6

7 Aplica la definicién de logaritmo y obtén x.

) logs x =~ b) In 5 =1 o log,512=3

a) x = 3~ 5 x-0,76

b)%=€_1 — x=3.¢1=1,10

A)x3=512 - x=8

8 Aplica las propiedades de los logaritmos y halla A.
logA=21log3+0,5log4—3 log2

_ 7 32.405 _9:2_9
log A = log R %A_T_Z
9 Calcula x en cada caso.
a) 2,5 = 0,0087 b) e™* = 425
a) x log 2,5 = log 0,0087 — x = [0‘302’%587 =-5,18 b) —x/ne=In425 — x=-In425=-6,05

10 En un trapecio rectingulo, la base menor mide 4 — /5 cm, la base mayor, 7 + 24/5 cm y la altura,
4(1 + y5) cm. Comprueba que el perimetro del trapecio es 10(2 + 5) cm.

x=(7+25)—(4-5)=3+3J5=3(1+5)
P[40+ B +304y] 216(1+45)2+9(1+5)2 =251+ /5)>
= {251+ 45)2=5(14+5) cm 4-V5
Perimetro = 4 — 45+ 7+ 25 +4(1+45)+5(1+45) = ,
4(1+5) N
=4 J5+7+25+4+4J5+5+5/5= :
=20+104/5=10(245)cm 7+ 205
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Resuelve
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Una hermosa curva _— ~__

La curva de la derecha estd construida con ocho arcos de circun- P N
ferencia. Los siete primeros son de un cuarto de circunferencia. El

octavo, es solo un trocito.

a) Localiza los centros y averigua los radios de los ocho arcos dibu-

jados. /

:Ves la relacién de los radios con la sucesién de Fibonacci?

b) Reproduce la curva en tu cuaderno completando el octavo tramo TN
y afiadiendo el noveno.

e

:Qué radio tiene este dltimo?

c) Como ves, esta curva se podria ir ampliando indefinidamente. N
Di cuadles serian los radios de los siguientes cinco tramos (10.°, \
11.°,...).

a) Los dos primeros centros de arcos de circunferencia coinciden C) = C, y estdn representados como un
tnico centro. El centro del tercer arco es Cj y asi sucesivamente.

Los radios de los arcos de circunferencias coinciden con los términos de Fibonacci. Es decir, si llamamos
r; alradio de centro C;, ry=ry=1, r3=2, 74=3, r5=5, 15=8, r, =13, rg=21.

b) []
\\ -
//l
/ N\
\\‘
\\
N\,
[
G C.
™ \
i“l 3 \
o \
N
C ST C
|
|
/
/
/
/
/
7
i
El dltimo radio es 7y = 34. T
C) 710=55, 711=89, 712=144, 7’13=233, 7‘14=377 ail
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ﬂ Concepto de sucesidn
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1 Obtén los seis primeros términos de cada una de las siguientes sucesiones:

a,= n? + 2n b,= (1) +1 42 ¢, = (1) 2n+1)
dn= =2)" e;=3,e,=-1,¢,=¢,_,+2e,_, f};: D"
2n-1
gw# b, =nl—(n-1)! ,-n=(1+L>"
n°+2n n

a,=m*+2nm = ay=12+2.1=3, 4,=22+2.2=8, 43=3>+2.3=15,

ag=4+2-4=24, a5=52+2-5=35 4,=6>+2.6=48
bn=(—1)’“1n2 N bl=(—l)1+1 1221, b2=(—1)1*2-22=—4, b3=(—1)1*3-32=9,

by= (114422216, bs=(-1)1+5.52=25, b= (-1)!*0.62=-36
6, =D"2n+1) > o =CD'2 - 1+1)=-3, ,=(-1)?2-2+1)=5, 5= (-1)*2-3+1) =7,
= (DH2-441)=9, 5= (-1)°2-5+1) =—11, ¢g= (-1)%2-6+1)=13

dy= (2" = dj= (D' =2, dy=(-2)>=4, dy=(-2)>=-

= (24 =16, ds = (-2)° = =32, dg=(-2)° = 64

=3, 6=-1,¢=3+2-(-1)=1, ¢g==1+2-1=1, es=1+2-1=3, ¢g=1+2-3=7

_ D7 =Dt (=12 (—1)3 1
=,y 2 hEgag b he ey ye f3‘ 175

_14 _1)5 1\6
fi- (-1) =%’f5=(1) =_%»f6= DS 1

2.4-1 2.5-1 2.6-1 11

7?41 12:1 2 22.1 5 3241 2
—_— — Y e = 5 L T 5 = T4 L T 5

= i, 8T 2,00 38T 2 5,788 32,5373
4241 17 5241 _ 26 6*+1 _37

B 204 2457 52,05 35 %7 2,06 48
b (n—l)'—)/al—l'—(l—l)' 0, /12-2' 2-1)=1, /J3=3!—(3—1)!=
hy=4—(4-1)1=18, hs=51—(5-1)! =96, hs=6l—(6-1)! =600

n 1 2 3
- 1 o 1Yy o 1y_9 ., _ 1) _64
zn—<1+ n) - zl—<1+ 1> 2, i <1+ 2) % i3 <1+3) 77

4 6
(. 1)y 625 . (. 1) _7776 . 1) _ 117649
’4'<1+4> 256° 5 (“ 5) 3125° 67 <1+6> 46656
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2 Da el término general o el criterio de recurrencia (o ambas cosas) de las siguientes sucesiones:
a) 3, 8,13, 18, 23, ...
b) 1, 8, 27, 64, 125, ...
0 0,3,8,15,24,...
d1,-3,5-7,9 ...
e 1,-2, 6,24, 120, ...
f)1, 48,11, 22,25,...

g 2 5 8 11 14
4, 9’ 16, 25: 365 ees

7
1 11
3

1 11 _1
b 4’ 5’ 6""

a) Cada término es 5 unidades mayor que el término anterior de la sucesién. a, = 57 —2
Por recurrencia: 4; =3, a,=a,_{ +5.

b) Cada término es el cubo del lugar que ocupa en la sucesién. &, = 3

¢) Cada término es una unidad menor que el cuadrado del lugar que ocupa. ¢, = #* — 1

d) Son los ntimeros impares con los signos + y — alternativamente. ,= (<1)"*1(2n— 1)

e) Son los ntimeros factoriales con los signos + y — alternativamente. e, = (1) * 17!
Por recurrencia: ¢; =1, e,=¢, ;- (-n).

f) El primer término impar es 1 y los demds términos impares se obtienen sumando a este un mualtiplo de 7.

El primer término par es 4 y los demds términos pares se obtienen sumando a este un multiplo de 7.
fi=1, h=4. Para n impar, f, =f +7(n—2). Para n par, f,=f +7(n-3).

g) Cada numerador es 3 unidades mayor que el numerador anterior. Cada denominador es el cuadrado

del niimero natural siguiente al lugar que ocupa. g, = 3n-1
2
(n+1)
h) Los denominadores son los nimeros naturales. Cada numerador es una unidad inferior a su denomi-
nador. 4, = n=1
n

i) Porrecurrencia: 7y =1, #y=3, i,=4, 1 +i, o

. : . , , . _ (=t
j) Son los inversos de los niimeros naturales con los signos + y — alternativamente. j, = LN
n
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E Algunas sucesiones especialmente interesantes
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1 En las siguientes sucesiones identifica las progresiones aritméticas y las progresiones geométricas.
Afade dos términos y escribe su término general:

a)3,7,11,15,19, ... b) 3, 4, 6,9, 13,18, ... ) 3,6, 12,24, 48, ...
d1,3,9,27,81,... e 5,-5,5,-5,5, ... f)10,7,4,1,-2,...

g 100; 50; 25; 12,5; ... h)12,12,12,12,... i) 3,-5,7,-9, 11, ...

j) 2840; 284; 28,4; ... k) 90, -30, 10, -10/3, 10/9, ... ) 17,45 15,8; 14,2; 12,65 ...

a) Progresién aritméticaen laque 4, =3 y 4=4.
ag =123, a;=27. Término general: @,=3+ (n—-1)-4=4n-1

b) No es una progresion.

b; = 24, bg =31. Término general: 4, =3 + @
¢) Progresién geométricaenlaque ¢; =3 y r=2.

g =96, ¢; =192, Término general: ¢,=3-2""!
d) Progresién geométricaenlaque ;=1 y r=3.

dy = 243, d, =729. Término general: 4,=1.3""1=3""1
e) Progresiéon geométrica en laque ¢, =5 y r=—1.

¢g =5, e;=5. Término general: e, =5 - (=1)" !
f) Progresién aritmética en la que f; =10 y 4=-3.

J6=-5, f =-8. Término general: f, =10+ (n—1) - (-3) =-3n+ 13
g) Progresién geométrica en la que ¢, =100 y r= %

n—1
g5 = 6,25, g¢=3,125. Término general: g, = 100 - (é)

h) Es a la vez una progresién aritmética de diferencia 4 =0 y una progresién geométrica de razén r= 1.
hs =12, hg=12. Término general: 4, =12

i) No es una progresién.
ig=-13, i; = 15. Término general: i,= (-1)""* 12n+1)

j) Progresién geométrica en la que j, =2840 y r= %

n-1
ja=2.84, js =0,284. Término general: j, = 2840 - (%o)

k) Progresién geométrica en la que 4, =90 y r= —%.

n—1
- =10 5 _ 10 grmi . po—90. (-1
kg = 57 ks a1 Término general: £, =90 < 3)
1) Progresién aritmética enla que /;, = 17,4 y d=-1,6.

ls =11, lg=10,4. Término general: /, =174+ (n—1) - (-1,6) =-1,6n + 19
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2 En 1a) halla S,,.
a)0 =4.20-1 =79; 520 = W:820
3 En ].f) halla S15.

fis=-3-15+13=-32 §5= LHE2DD 65

dip=3°=19683; Sy = %:29524

5 En 1k) halla S,

5 _i.(_g_%
k =9o-<—1> 10 ¢ 21873777 147620
10 3 2187 710 . 2187

1
3

6 :En cuiles de las sucesiones del ejercicio 1 puedes hallar la suma de los infinitos términos? Hazlo.

En las de los apartados g), j) y k) porque las razones son, en valor absoluto, menores que 1.

En el caso del apartado g), S, = LOI =200.

=2
En el caso del apartado j), S, = 284? = 28300 .
10
90 135

En el caso del apartado k), S = —1=T
()
7 Calcula:
a)12+22+...+ 302
b)13+23+...+153
c) 20% + 212 + ... + 307
d)163+173 + ... + 303

N 30'(30+é)'(60+1) =30-361-61 -9455

b) #:14400

) 202+212+ ... +302=(12+22+...+300) = (12+ 22+ ...+ 19%) = 30'361'61 _ 19'260'39 - 6985

2 2 2 2
D163 41734 ... +303=(13+234 ... 4303 = (134234 ... +15%) = D0 4'31 15 4'16 -201825

8 Calcula:
22443463 +...4+203
Ten en cuenta que, por ejemplo, 6% = (2 - 3)% = 8. 3% y que 20° = (2. 10)> = 8 - 10°.
P +45+67+...+200=2-1+(2-2°+2-3P°+...+(2-100°=
=25.13423.25425.2%4...42%.10°=

2 2
23134234334 ... +10%) =8 . 107117 g 302524200

4
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9 Calcula el 6.° término de la sucesién de Fibonacci, f; = 8, aplicando la férmula.

O RN IET

(Hemos usado el binomio de Newton en cada una de las potencias sextas.)

(9+445)- (9~ 4()] - 8458

10 Observa que, para valores “algo grandes” de 7, el nimero ¢ es “pequefio”. Por tanto, pode-
mos hallar los términos avanzados de la sucesion de Fibonacci, de forma aproximada, prescin-
diendo del sustraendo:

_ L or_gm s Lgn
fom @ -0M =10

Por ejemplo, para calcular f;; = 233 procederiamos asi: fi; = qu)lz'. Hazlo y comprueba que

el error cometido es menor que 0,001. Calcula de este modo f.

S0

El error cometido es igual a ~ 8,5837 x 1074, que es inferior a 0,001.

o= %(“2‘5)20:6765

11 La sucesion de Lucas se define asi: [, =1, ,=3, I,=1, ,+1, ,

Como ves, es muy parecida a la de Fibonacci y también tiene relacién con el mundo vegetal.

a) Halla sus 11 primeros términos.

b +L+...+1,=1,,,—3. Compruébalo para »=6.

c) Esta sucesion se relaciona con la de Fibonacci asi:

ln—l+ln+1
N

Compruébalo hallando los 10 primeros términos de la sucesién de Fibonacci a partir de la de
Lucas.

a) [1:1, [223, 1324, [427, 15211, [6:18’ [ 229, [8:47, [9276, [10:123, 1112199
b)l+3+4+7+11+18=44

47 -3 =44
C)ﬁ 11+l3 1+4 fj‘— 4+511 -3, f; _5 f =8,

. 18;47_13 fg_29;76 21, £ - 47+5123 _34, fiy - 76+5199 _ss
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E Limite de una sucesién
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1 Representa la sucesién a, = 42';;110 y asigna un valor a su limite.
14
12 dl = 14, ﬂz = 6, ﬂs = 4,4; ﬂ4 = 3,71;
10
8 as=3,33; ..., aj9=2,63;..;
6 4100 = 2,06; cees ﬂl 000 = 2,006; .
[ ]
4 * lima, =2
2 ?0000o0
5 10 15
2
2 Representa la sucesién b, = "T —2n + 3 y asigna un valor a su limite.
8 b] = 1,25; bz = 0; b3 = —0,75;
6 by =-1; bs=-0,75; bg=0;
4
5 b7= 1s25§ bg=3; bg=5,25§ b10=87~--s
) 5100 = 2303,.
10
-2 lim b, = +oo

3 Representa la sucesién ¢, = (-1)” - # y describe su comportamiento.
:Podriamos afirmar que lim ¢, =1 o que lim c, = +o0? ;0 acaso que lim c, = —oo?

50

40

30

20

10

—
—
n
\}
n
[F)
[¥)
N
o

o

N
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Se trata de una sucesién oscilante porque su representacién grafica da saltos hacia arriba y hacia abajo.
No tiene limite porque los términos no se acercan a ningtin valor concreto. Tampoco tiene limte +oo
porque los términos impares (que son negativos) se hacen cada vez mds pequenos. Andlogamente, tam-
poco tiene limite —co.

Pagina 63
4 Estudia el comportamiento de estas sucesiones para términos muy avanzados e indica su limite:
2n-3 2n-3 n 1
¥ a, = =7 b by = s ) en=3-2 D, =5-5

a) a9 = 2,83; a100 = 32,83; a1000 = 332,83; . Zim a, = +oo
b) blo = 1,133; 5100 = 1,876, bl 000 = 1,987; e [l’m bn =2
) ¢10=-1021; ¢;99~—1,27 -103; ... limc,=—oo

d) dyg = 4,999 dygg = 4,999999; ... limd, =5

5 Di, razonadamente, cudles de las siguientes sucesiones tienen limite:

a)a,=-2 b) b, = (-1)" " ¢, = (-1)" n? dd, =12
n n+4 n2

a) 6110 = —0,02; 4100 = —0,0002; ﬂl 000 = —0,000002, e [Z’m ﬂn =0.

Los términos pares son positivos y tienden a 1; los términos impares son negativos y tienden a—1. La
sucesion no tiene limite.

C) Clz—l, 6‘224, 6'3:—9, C4 = 16, CSZ—ZS;...

Los términos impares son negativos y tienden a —eo; los términos pares son positivos y tienden a +oo.
Es una sucesién oscilante. No tiene limite.

d) d] = —2; dz = 0,5; seey leO = 0,0002; lel = —0,000196; ces Zl’m dn =0.
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E Algunos limites importantes

Pagina 65
80 1 L \10oo
1 a) Calcula <1 - 810> y comprueba que “se parece mucho” a e! = > Haz lo mismo con <1 ~ 106 0) .
1\"_1
:Podemos suponer que lim (1 - ;) = :?

b)Calcula 1-1 1 1,1 _ 1, 1 y comprueba que es aproximadamente igual a e~

T T T T TR )
:Podemos suponer también que la sucesién 1-— % + % - % + % —t (1) % tiende a e71?
sl
g0 = ( _ﬁ)so :(%)80 ~0,36557
. (1 ) TIOO>IOOO ) <%>1000 036770
et =L ~0,36788
1

Observamos que los resultados se acercan cada vez mds a —.
¢

Comprobandolo con algiin término mds avanzado, si podriamos suponerlo.

b)l_i+L_i+i_ili_i 1 1 1 _16481 20,36788

71781 T o T 100 T 44800

Si podemos suponerlo. Ademds, esta sucesién se acerca mucho mds rdpido a L que la del apartado
e

a), puesto que el término décimo de la sucesién ya es casi 1
e

2 Teniendo en cuenta que el término general de la sucesién de Fibonacci para n “grande” es:

_Lgrogm=9

demuestra que /im Jur = 0.
S

¢n+1

f;jz;l _ f = ‘/jg);;l =0, luego lim %=¢
5

Para 7 “grande”,

3 Sabiendo que f, es el término general de la sucesién de Fibonacci, calcula los siguientes limites:

a) lim Ju b) lim Ju
f;z +2 f;‘l +3
Razonando de forma andloga al problema anterior, /im I 02y lim o 1 o3,

f;;+2_¢2 f;1+3 _Fz
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Ejercicios y problemas resueltos

Pagina 66

2. Los cuadrados van contracorriente

Hazlo tu. Halla la suma:

“1+2+...+47-8+9+...+26-27 +28 +... +63 - 64 + 65 + ... + 999 — 1000
(suma de los 1000 primeros naturales pero con los cubos perfectos con signo menos).

Calculamos la suma de los mil primeros niimeros naturales sabiendo que forman una progresién aritmé-
tica.

(1+ 100;)) -1000 _ 500500

Sl 000 =

Ahora debemos restar dos veces la suma de los primeros 10 cubos perfectos:
2.112
Seig=12+2%+...+10° = %=3025

Por tanto, la suma pedida es S} 99— 2 - Scjp = 500500 — 2 - 3025 = 494450.
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3. Término general
Hazlo ti. Halla el término general de estas sucesiones:

2 5 10 17

) =, =&, =,

—1, 1, 3 ] 5 3 eee
b) 5,23; 5,2323; 5,232323; ...

7 4 1 -2
C) 5) 5’ 5’ 5)"'

a) No es una progresién aritmética ni geométrica.
Los numeradores son una unidad mayor que los cuadrados perfectos.
Los denominadores forman una progresion aritmética de diferencia 4 = 2.

n%+1 4l

T v (i-1)-2 2n-3

b) Podemos escribir asi los términos de la sucesidn:

b1=5+ 23 bz=5+ﬁ+ 23 b3=5+ 23 + 23 23

100° 100 10000 100 1 10000 © 1000000

Luego 6, =5+ 23 23 oo+ 23 :5+23-< 1, 1 oo+ 1 >=
80 On 100 1002 1007 100 1002 1007

11 ) [{__ 1

100 100”*! k 100” (1 1 ) 23 23
=54+23. |2 100""" | 5,93\ 100" | 5 o3 (L ___ 1 ) . 5,25 _ 25
o+ 1 o 00-1/=>"%99 " 99.1007) > * 99 " 99.100"

1—-—
\ 100 )
-3

c) Se trata de una progresién aritmética de diferencia & = R

Tt 3).10=3n
cn—5+(n 1)( 5) 5
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4. Limite de sucesiones

Hazlo tu. Estudia los limites de las siguientes sucesiones:

_5n+7 _ D) n2+4
2) 4, = 2n-1 b)b, = n+2
5-100+7 _ 507
D 400= 57001 " 199 = 22477

5.1000+7 _ 5007
4000 = 5 10001 - 1999 = 20048

5.10000+7 _ 50007
410000 = 37100001 19999 ~ 200

Observamos que los términos independientes del numerador y del denominador se hacen insignifican-
tes comparados con los multiplos de 7.

Sn+7 Sn_5
P L Pt R

(-1)-100% + 4
100 +2

b _ (=1)-1000% + 4
1000 1000+ 2

b _ (=1)-10000%+4
10000 10000+ 2

Por tanto, lim
b) blOO = = _98
=-998

=-9998

De forma similar al apartado anterior, los términos independientes son insignificantes comparados con
los otros términos.

(Dn?+4 . (D)n’
n

n+2

Por tanto, lim =lim(=1)n=—oo
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Ejercicios y problemas guiados
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Paso de decimal periédico a fraccién

)
Utilizar las sucesiones para pasar el niimero periddico 5,47 a fraccion.

®5,477...=5,4+ 0,07 + 0,007 + 0,0007 + ...

7
R 7 ..l 100 _7
“= 700" 2 To00” 7 To000° T 107 = 190
10
e5.4-4_27
410775
esi 27,7 493
R S T T

Intereses bancarios

Se hace un depdsito de 5000 € en un banco que paga un interés del 4 % anual. ;Cudntos afios se ha
de dejar para superar los 8000 €?

* En 7 anos el capital se multiplicard por 1,04”.

« 8000 = 5000 - 1,04” — 3000 _ 4 047 5 16-1,04" —

5000
log1,6
— log1,6=n-1log1,04 - n= Tog 1,04 =~ 11,984
Por tanto, superard los 8000 € a los 12 anos.
Limites de sucesiones

Hallar el limite de las siguientes sucesiones:
W% 7 -10, -5, ’56, b) 3, 3/3, 3343, ...

i Z ﬁ 13 16
2 35

Los numeradores forman una progresién aritmética de diferencia & = 3.
Los denominadores forman una progresion aritmética de diferencia 4 = —

__dv-D3 _ 3pe1
" 3+(nm-1)-(-2) 2n+5

3.1000+1 _ 3001 3.10000+1 _ 30001
= = =~-1,504 = = =~ -1,5004
M000= 23 7000+5 © 1995 ~ 003 M0000 = 25 70000+5 - 19995 ~ %0
o on+l 3 _
lim PO 1,5
b) bl - ‘/5231/2 é2= /3B=(5.31/2) 1/2=31/2+1/4 b3= la /36=(3(331/2) 1/2) 1/2:31/2+1/4+1/8
%+%+%+... es la suma de los elementos de una progresién geométrica de razén r = 1
_ 12
Lasumaes S = i/ =1.

Luego lim b, = 3! = 3.
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Ejercicios y problemas propuestos
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Para practicar

M Criterio para formar sucesiones

1 Escribe los cinco primeros términos de las sucesiones cuyos términos generales son estos:

- 2 _n’-1 _3n-1

W) =3+ 10” b) &, = n ) €n = n+l
—n D" n—n
d)d,=2 e) e, =mn 0 f= 5

a) 2, = 3,2 4y =3,02; a3 =3,002; a;=3,0002; a5=3,00002

b)by=0; by= 2 by= &, b= 1D p- 24

2’ 3 4 5
C)Cl—l, Cz—%, C3=2, 642%; CSZ%
o1, 10, 1. 1
= 33 o= G dy=gi di=qg3 5= 53

e e =1; =25 e3=0; ey = 24; es =120
DA=-1 =0 f5=-35 f4=0; f=-5

2 Escribe el término general de estas sucesiones:

1.2, % % b1l L L
)+ 531, o, 2, 8, 5. 24 .
e 2,5,10,17, 26, ... f)1,3,6,10,15,...

Ve, =

b) b, = %

¢) Los numeradores son cuadrados perfectos y los denominadores forman una progresién aritmética.

.- nZ _ nZ
" 5+(m-1)-2 2n+3
2
d d — n -1
) e |

e e,=n*+1

n(n+1)

Dfi=L =142 5=1+2+3; fy=1+2+3+4..5f,=1+2+3+...+n= 2

3 Construye dos sucesiones cuyas leyes de recurrencia sean:

A, 1+t4,_»
2

Ay_1°,_2

b)a1=1, ﬂ2=2, an= 2

a)a; =0, a,=2, a,=

90,2,1,3,5 11 21 43

11 1 1
b 132) 1) 1) PRV EEY SRR
) 2747167 128
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4 Busca una ley de recurrencia para definir las siguientes sucesiones. Halla tres términos mds de

cada una.
311
a) 4,7,3,-4,-7, ... b) 2, 3, 213 3
a)a =4, ay=7, a,=a,_ |—a, , para n>2 b)b, =2, b,=3, b;ﬁ% para 7> 2

n—2

M Progresiones aritméticas

5 De las siguientes sucesiones, di cudles son progresiones aritméticas y escribe su término general:

a) 1,25 2,4; 3,6; 4,8; 6; ... b) 5; 4,6; 4,2; 3,8; 3,4; ...

o1, 2, 4, 7,11, ... d) 14, 13, 11, 8, 4, ...
34537 89 78 67 56

°)4’1’4’2’4"“ b1, 100’ 100’ 100° 100’ """

a) Es una progresion aritmética con a4, =1,2 y d=1,2.
a,=12+n-1)-1,2=12n.

b) Es una progresion aritmética con b, =5 y d=-0,4.
b,=5+n-1)-(-0,4) =-0,4n + 5,4.

¢) y d) no son progresiones aritméticas.

e) La sucesion es una progresién aritmética de diferencia = 1

Z.

e, = %+(7z—1)-%: ”22

f) La sucesién es una progresién aritmética de diferencia o = %
) Sy [ 11\ 11111
Jo=trln=1) ( 100) 100
6 Di cudles de estas sucesiones son progresiones aritméticas:
a)a,=3n b) b, =5n-4 c)cn=L
n

d)dn=8_3n ee,=5+2 £)f,=n-1

4 2
a)a,—a, =3n-3n-1)=3n-3n+3=3
Es una progresién aritmética con d = 3.
b)b,—b, =5n—-4—-[5(n-1)-4)]=5n-4-5n+5+4=5

Es una progresion aritmética con d = 5.

1 1
Aea=1¢=2, €= 30 4= e
G—c = _2—1 #e3—0) = % No es una progresion aritmética.
3 _8-3n 8-3n-1) 8-3n-8+3n-3 _-3
dy=dy = 4 4 - 4 4
Es una progresién aritmética con 4 = %
- 54+ 2_(5yn=1) 5,2 5 n, 1_1
e) e, en_1—5+2 <5+ > ) 5+2 5 AEREE

Es una progresién aritmética con o = %

N f=0, =3 f=8 f=15 ..

f—fi=3#f;—f, =5. No esuna progresion aritmética.
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7 Calcula la suma de los 25 primeros términos de las siguientes progresiones aritméticas:

a) 3,6,9,12,15,... b) 5; 4,9; 4,8; 4,7; 4,65 ...

) c,=4n-2 d)dn=%
a)a;=3; ays=a;+24d=3+24-3=75

_ (a1 +ay5)-25  (3+475)-25
- 2 - 2

b)bl=5; 525=b1+24d=5—24'0,1=2,6

by +by:)-2 .
Sys = (by + 22)) 5 _ (5+2,26) 25 95

=975

S$1s

_ (cq+¢35)-25 _ (2+98)-25

S2s 3 5 =1250
dy+dyg)-25 (‘1‘4—9>'25
SZS _ ( 1t 225) _ 2 22 _ —6225 --312,5

8 Halla la suma de los términos comprendidos entre 2,5 y 439, ambos inclusive, de las progre-
siones aritméticas del ejercicio anterior.

a) ays=3+24-3=75 azy=3+29-3=90
Lasuma es: 22700 _ gos
b) bys =5 + 24 - (=0,1) = 2,6 byy=3+29-(=0,1) = 0,1
Lo e 262016 g
C) p5=4-25-2=98 c30=4-30-2=118
La suma es: M=G48
_49+(_5).
La suma es: y 7 2 ‘ =-162

M Progresiones geométricas

9 De las siguientes sucesiones, scudles son progresiones geométricas? Escribe tres términos mds en
¢
cada una y su término general.

a) 32,16, 8, 4,2, ...
b) 1; 0,15 0,01; 0,001 ...
0 1,4,9, 16,25, ...
d)2,2,2/2, 4,42, ...

a) Es una progresiéon geométrica con 2, =32 y r= %

n-1
5
ag=1, a7=i, ﬂg=l' an=32-<l> =2 _p6-n

2 4’ 2 on-1
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b) No es una progresion geométrica; b4 = 36, b, =49, bg =064, b, = n2.

¢) Es una progresiéon geométricacon ¢; =1 y r=0,1.

¢ = 0,00001; ¢ =0,000001; cg=0,0000001; c,=1"- 0,17=1=0,17-1
d) Es una progresién geométrica con 4; = 2 y r= 2.
dg=8; dy=8; dy=16; d,=2-(/2)""1=(/2)".

10 Calcula la suma de los 25 primeros términos de las siguientes progresiones geométricas y halla
la suma de los infinitos términos en los casos que sea posible:

a)a; =32, r=1/2 b) 2, =10, r=1/10
Qa =271 -2 d)a, =-5 r=-1/4
25
_ﬂzs'r—ﬂlzdl-r —4a _ ﬂl
525_ r—1 r—1 > S 1—r
25
32-(5) ~32 .
Q) Sy = — =L _(3,99999809 =~ 64 S.=-f_ 32 _32 ¢y
25
1 4 l-r 1 1
2 2 2
25
10'(%) -10 100 a 32100
b)Se=— 1 ~11,1=-220 L — = =11,1
) $2s 1, 9 = l-r 19
2 10

-10 ~25 -10
©) Sps = % =32767,99902 = 32 768

No se puede calcular S_ porque || no es mayor que 1.

). ;)25—(-5) » Cs

=S 5.
_1_ T (1) 5
4 4) 4

11 Halla la suma de los términos comprendidos entre el 10 y el 20, ambos inclusive, de la progre-

sién geométrica cuyo primer término es a; = 5% y cuya razén es r = —2.

1 19
=31 (-2) 1024

La suma es (=2)- (__120341) -1 | —683.

M Suma de potencias

12 Calcula.
a)12+22+3%+...+50?%
b) 22 + 42 + 6% + ... + 1002

a) 127+422+3%+ ...+ 50% = 505%:42925

B)22+ 42+ 62+ ...+ 982+ 1002 =22(12+ 22+ 32 + ... + 492 + 50?) =2250'5%:171700
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13 Calcula.
213 +223 + ... + 583 + 593 + 603
2134223+ ... 458345934603 =(13+23+...+603) = (13+23+...+20%) =

2,612 2,912

M Limites
14 Calcula los términos 4y, @199 ¥ @1000> €n estas sucesiones e indica cudl es su limite:

Qda,-—1_ b) 2, = 225 Q) a,=> - d)a,=3-7n
n-1 n n

~

a) ﬂlo = O, 1; [llooz O,a; 41000 = 0,661

lima,=0

b) a;y = 2,55 a0 = 2,05; a; g9 = 2,005
lima,=2

o) ayy=-0,5 a199 = 0,95 @199 =-0,995
lim a, = -1

d) 219 = —6,7; ay99 = —697; a1 g9 = —6997
lima, =—c

15 Estudia el comportamiento de las siguientes sucesiones para términos muy avanzados e indica
cudl es el limite de cada una de ellas:

a) a,=57-10 b) b, = 2=3 D — & d, =10-5n+n?
n+l 2n+1
ee =]__(n+2)2 f)f=ﬂ g)g =(_1)n-(n_1)2 h) b, = 1)”
" ” n+1 n n n?
N s (1) 2 N g 3n - 5 — (1) +1
)i,=n-(-1)"-n i) jn Sl k) &, ) D Z,=(-1)

a) ayg = 40; a,99 = 490; a,¢9 = 4990
lim a, = +oo

b) 619 =0,63; bygg = 0,9603; & g9y = 0,996
lim b, =1

) ¢19 = 0,476; c100 = 0,498; ¢ 900 = 0,4998

limc,=0,5= %

d) d; g0 = 10 =5 - 1000 + 10002 = 995010; ;0000 = 10— 5 - 10000 + 10000% = 99950010
limd, = +oo

€) e1000 = 1 — (1000 + 2)? = =1004003; €100 = 1 — (10000 + 2)> = =100 040 003
lime,=—c

0 fr ooo = 1000 - (-1)1000 1000, 1001-=D' 1001
10007 =" 9000+1 1001 71917 " 100141 1002

La sucesion de los términos pares tiende a 1 y la de los impares a —1, luego no tiene limite (ademds,
es oscilante).

) 21000 = 110 (1000 - 1)2 = 998001; g 0; = (<11!. (1001 — 1)? = ~1000 000

Se trata de una sucesién oscilante en la que los términos pares tienden a +oo y los impares tienden
a —co. Luego no tiene limite.
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_1)1000 _ 1 ) ) (_1)1001 _ 1
10002 1000000 10017 19012 1002001

h) h1000 = <

Aunque la sucesién es oscilante, todos los términos tienden a 0, luego /im 4, = 0.

i) 71000 = 1000 - (=1)19%0 _ 10002 = —-999000; 7, 09; = 1001 - (=1)1%1 — 10012 = —1 003 002

Cuando 7 es grande, el primer término apenas influye en 7 y, por tanto, lim i, = lim —n* = —oco.
3-1000 __ 3000 .

, 3.10000 30000
10002+1 1000001 > /10000

100002+1 100000001

i) J1000 =

Observamos que el término independiente del denominador es insignificante con respecto a 7°.

3n 3

, . :Z, _:[, 720
lim j,, = lim oy =lim=

k) & _ 5 -5 .} _ 5 __ 5
1000~ 3°71000+2 3002 ° 190007 3.90000+2 30002

/l’m k” = 0
D) /1()00 = (—1)1000+ 1 =-1; [1001 - (_1)1001 +1_q

Esta sucesién no tiene limite porque los términos pares siempre valen —1 y los impares, 1.
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Para resolver

16 Calcula la suma de:
a) Los nimeros impares de tres cifras.
b) Los cuadrados de los niimeros impares de tres cifras.
a) Es la suma de los términos de una progresion aritmética en la que el primer término es 101, el
altimo es 999, y hay 450 sumandos:

_ (101+999).450
2

= 247500

b) Primero calcularemos:
1012 + 1022+ 1032 + ... + 9992 = (12 + 22+ 32 + ... + 999%) — (12 + 22 + 32 + ... + 100?) =

_ 99910001997 _ 100-101-201 _ 33516150
6 6

Ahora bien:
1012 + 1022 + 1032 + ... + 9992 = (1012 + 1022 + 1032 + ... + 999%) — (1022 + 1042 + 1062 + ... + 998?)
Por otra parte:
1022 + 1042 + 1062 + ... + 9982 = (2-51)2+ (2-52)2 + (2-53)% + ... + (2- 499)? =
= 4. (5174522 + ... + 4997
Y de la misma forma que al principio,

5124522+ ... +499%2 = (12+ 22+ 3%+ ... +499) — (12 + 22+ 3%+ ... + 50%) =

_ 499-500-999 _ 50-51-101 — 41498825
6 6

Finalmente,

1012 + 1032 + 1052 + ... + 9992 = 332162150 — 4 - 41498825 = 166 166 850
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1'7 ;Cudnto vale la suma de los 100 primeros multiplos de 72

Queremos calcular la suma de los 100 primeros términos de una progresién aritmética en la que

ﬂl=7 y d=7
S100 = (41+41200).100 = (7+7020)'100 =35350

18 En una progresién aritmética sabemos que d=3, a4,=34 y S,=133. Calcula £ y a,.

ap=a+(k-1)-d — 34=a,+(k—1).3
(ay+34) -k
S, SR

_laragk gy
B34 =a,+3k-3 — a =37 -3k

_ (37-3k+34)-k
2

26=71k—-3k> = 3k2—71k+266=0

p_ 71£45041-3192 _ 71441849 _ 7143 _ - k =14/3 (no vale)
B 6 6 6 k=19

4,=37-3-19=37-57=-20 = a4, =20

133 — 266=(71-3k) £

19 En una progresién geométrica de razén » = 3 conocemos Sg=1456. Calcula 2, y a,.

ag-5—ay _ a,-"°—a _41:729-ay _728a,
r—1 r—1 2 2

ag=ay-r=4-27=108

Sg =

- 3G4a, = 1456 — a, = 4

20 La suma de los infinitos términos de una progresién geométrica es igual a4y a, = 1. Calcula
a, y larazén.

ay=ay-r=1— a1=%

- dl — 1/7’ — 1 =4 1=4 _42
Soo 1-7 1—7 7_72 Y 1 r
472 _4r+1=0 — r=4i7 ¥186_16=%=% N 7=% — a,=2

21 Sabemos que la suma de 138 niimeros naturales consecutivos es 30 291. ;Cudles son el primero
y el dltimo?

Supongamos que el primer término es 4. Entonces el ltimo serd 4 + 137, luego:

(k+k£+137)-138

30291 = >

— k=151 esel primer ndmero natural y 4+ 137 = 288 es el dltimo

22 Calculala suma de todos los términos comprendidos entre el 10 y el 20, ambos inclusive, de estas
sucesiones dadas por recurrencia:

a)a; =20, a,=a, +4
b) b =7, by=13,b,=b, ,+12
c) ¢ =0,625, ¢, =2c,_,

d) dy =4,d, =6, dn=dn_2.%

a) Esta sucesion es una progresién aritmética en la que 2; =20 y 4 =4.
tl10=20+94=56; ﬂ20=20+194=96

(56+96)-11

5 =836

La suma es:
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b) Esta sucesion es una progresion aritméticaen laque 6, =7 y 4=06.
blO=7+9'6=61; b20=7+ 19'6=121

(61+121)-11
2

La suma es: =1001

¢) En esta ocasién tenemos una progresién geométrica en la que ¢; = 0,625 y r=2.
c10 = 0,625 - 29 = 3205 ¢y = 0,625 - 217 = 327680

2-327680—320 _ 655 040

L :
a suma es 71

3

d) Esta sucesion es una progresién geométricaenlaque &, =4 y r= 5

J 19
o= 4-(3) 19883, 4, _ 4. (3) 62261467

2/ 128 2 131072
3 1162261467 19683
La suma es: 2 1310372 128 26294,5
-
23 Halla la suma de todos los términos a partir del décimo de esta sucesién: a; = 6144, a, =3072,
a,= % a,_,.

La sucesién dada es una progresién geométrica de razén r = % Por tanto, se puede calcular la suma
de los infinitos términos de la sucesion.

19
6110=6144' (2> =12

La suma pedida es 121 =24.
1-L
2

24 Una célula alcanza la madurez y se reproduce por mitosis al cabo de 40 minutos. Partiendo de
un cultivo inicial de 625 células, ;cudntas tendremos al cabo de 4 horas?

Observemos la sucesion;
a; = 625 (cultivo de partida)
a, =625-2=1250 (40 min)
az=1250-2=0625- 22 =2500 (80 min)
Vemos que los términos forman una progresién geométrica de razén r = 2.
El término general es «,, = 625 - 2"
Por otro lado, 4 h = 4 - 60 min = 240 min se corresponden con 7 =7.
El nimero de células es 4, = 625 - 2% = 40000.
25 En la primera década del siglo xx1 la poblacién espanola ha crecido un 1,4 % anualmente. Si a
finales de 2010 habia 46 millones de habitantes, ;cudntos habia a comienzos del afio 20012

Sillamamos P ala poblacién a comienzos de 2001, la poblacién evolucionard de la siguiente forma:

. 1,4
. : Pl1 >
Finales de 2001 ( + 100)

1,4\
o Fi : [) 1 )
Finales de 2002 ( + 100)

1)4>10

¢ Finales de 2010: P<1+ 100

10
Por tanto, P(l+ 1’4> =46 — P-1,01419-46 —» P-= _ 46 = 40029326 habitantes.
100 1,01410
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26 Se sabe que los dngulos de cierto pentigono estin en progresién aritmética. Si el menor mide

50°, halla los dems.
* Recuerda como se obtiene la suma de los dngulos de un pentdgono.
La suma de los dngulos de un pentdgono es: 180° - (5 — 2) = 540°

(50+502+4d)‘5 2540

Si d esla diferencia de dicha progresién, tenemos que:
de donde se obtiene que 4=29 y los demds dngulos son: 79°, 108°, 137° y 166°.

27 Los lados de un hexdgono estin en progresién aritmética. Calciilalos sabiendo que el mayor
mide 13 cm y que su perimetro es de 48 cm.

Llamamos a los lados @;, @y, a3, a4, a5y ag.
Sabemos que 45 =13 cm y que S;=48. Por tanto:

ag=a;+5d — 13=a,+5d — a;=13-5d

SG= (ﬂl+46)'6

7 — 48=(13-54+13)-3 — 48=(26-54d)-3

48 =78-154d — 15d=30 — d=%=2 = d=2
a;=13-5-2=13-10=3 — 4 =3

Los lados del hexdgono miden 3 cm, 5 cm, 7 cm, 9 cm, 11 cmy 13 cm.

28 En un cine, la segunda fila de butacas estd a 10 m de la pantalla y la séptima fila estd a 16 m. ;En
qué fila debe sentarse una persona que le guste ver la pantalla a una distancia de 28 m?

4,=16 = ay=ay+5d=10+5d=16 — d=1,2
(La distancia entre las dos filas consecutivas es de 1,2 metros).
Buscamos 7 para que «, =28 m:
a=a;+(n—1)-d=88+(n-1)-1,2=28 — 88+121-12=28 — 1,22=204 — n=17

La fila 17 est4 a 28 metros.

29 La maquinaria de una fébrica pierde cada afio un 20 % de su valor. Si costé 4 millones de euros,
sen cudnto se valorard después de 10 aiios de funcionamiento?

— Al cabo de 1 afio valdrd — (4 -10°) - 0,8 €
— Al cabo de 2 afios valdrd — (4 -10°) . 0,82 €

— Al cabo de 10 afios valdrdi — (4 - 10°) . 0,810 = 429496,73 €

30 El1 de enero depositamos 5000 € en una cuenta bancaria a un interés anual del 6 % con abono
mensual de intereses. ;Cudnto dinero tendremos un afio después si no hemos sacado nada en ese
tiempo?

6

* Un 6 % anual corresponde a 73 - 0,5 % mensual.

— Al cabo de 1 mes tendremos — 5000 - 1,005 €

— Al cabo de 2 meses tendremos — 5000 - 1,005%2 €

— Al cabo de 12 meses tendremos — 5000 - 1,005'% = 5308,39 €
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31 Recibimos un préstamo de 2000 € al 10 % de interés anual y hemos de devolverlo en 4 aios,
pagando cada afio los intereses de la parte adeudada mds la cuarta parte del capital prestado.
Calcula lo que tenemos que pagar cada afio.

a, =500 +2000 - 0,1 =700 €
4y =500 + 1500 - 0,1 = 650 €
a3 =500 + 1000 - 0,1 = 600 €
a4 =500+ 500 - 0,1 = 550 €

32 Utiliza las sumas de los términos de una progresién geométrica para expresar los siguientes nii-
meros decimales periédicos como fracciones:

a) 2,4 b)1,72 <) 0,35 d) 3,75923

2444, 224 %, 4 4 9 4(L 11 ):
2) 70 " 100 T 1000 " "*\70 " 100 " 1000 "

1 979
=10
) 72 B (1 1 1 _
b) 1.727272... = 1+ 465+ To000 * Tooo00 "+ =1+ 72 (100 70000 " 10000000 +>
1
_ . 100  _ 1 _19
“1+72 - 1+72.95=13
100
3 5 5 5 3 (1 1 1 )
©) 0,35555- = 15" 700 * 1000 * 10000 * " 10 T (100 7000 " 10000 +>
1
_3 5100 _3 - 1 _16
"0 T 1 10790 4
10
.. 75 . 923 923 _
d) 3,75923923923... =3 + 100 " 100000 * 100000000 * "~
375 (1 1 _
=700 F9%3 <1ooooo *100000000 +)
1
375 100000 _ 375 193887
=100 7B L1 100 7% 99900 ~ 24975
1000

33 Calcula el limite de las siguientes sucesiones:

1 5n (n-1)? n?+1
a)an=1+y b)bn=7 c)cn=n27+3 d)d, = 2n
3n+1 4n-3 (1+n)3 Jn
= — f = = hh:
) LA s B8, o S
a)ﬂ1000=1+ 1 zl

21000
Vemos que el limite es 1 porque el segundo sumando tiende a 0.

10 100 150
b) b= 2 =422 p oy = 2— =7,8886 x 10%5; b5 = 15

- : - = 4,1007 x 10%?
107 1287 1007 1007 7

507

Como se puede ver la sucesién crece indefinidamente y el limite es +oo.
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C) Clo = 0,7864; €100 = 0,9798; €1000 = 0,9980
lime,=1

d) 4y = 0,5025; djo0 = 0,500025; d; g0 = 0,50000025

/ -05<L
limd,=0,5= 2

e) €10 = 9,805 €199 = 30,1; €; 000 = 94,90
lime, = +oo
£) fio = 1,756; fi00=1,973; fio00 = 1,997
limf, =2
g) 210 = 20,7975 2100 = 107,278; g 000 = 1007,027
lim g, = +oo
h) 5,y =0,760;5 h1o0 =0,909; 5y 00 = 0,969
limbh, =1

34 Calcula el término general de las siguientes sucesiones y luego halla su limite:

3, 5 7 9 1 b/ 4 1 =2 5
_2’ _7 _12) _17) _22’ 1) 4’ 9’ 16) 25’
9 —99 96 91 -84 75
20° 30° 40° 50°

a) Tanto las sucesiones de los numeradores como las de los denominadores son progresiones aritméticas.

_ 3+@-1)-2 _ 2n+1 7 __ 2
ﬂ”_—2+(n—1)-(—5)_—5n+3 M=
b) La sucesién de los numeradores es una progresién aritmética y la de los denominadores es la suce-

sién de los cuadrados de los ndimeros naturales.
b = 7+(”_1)‘(_3)=—371+10 mb =0

2 n

n
ﬂz n

¢) La sucesién de los numeradores se obtiene restando a 100 los cuadrados de los ndmeros naturales.
Los denominadores son los multiplos de 10.

100 — 72 ,
C"=Tnn limec, =—oo

35 Halla el término general y estudia el limite de esta sucesién:

2,30, 42, 52, .

a,= ”ﬁ:zl/”
a1=2 ay =42 ~ L4142; a3 = 32 = 1,2599; a4 =42 =~ 1,1892; ...; 459~ 1,0718
dloo = 1,00696, ll’m ﬂn =1

36 a) Demuestra que:
22+ 424+62+82+102=4(12+2%2+3%2+4%+52
b) Calcula la suma de los cuadrados de los 50 primeros niimeros pares.

¢) Calcula la suma de los cuadrados de todos los niimeros impares menores que 100.

)22+ 4%+ 62+82+107=(2- 12+ (2-22+(2-3)%+ (2- 4%+ (2-5)2=2%(12+ 22+ 32+ 42+ 57
b) 2%+ 42+ 624 .+ 982+ 1002 = 22(12 + 22 4 324 .. + 497 4 50%) = 22 2091101 _ 171700
12432457+ ...4997=(12+ 22+ 32+ 42+ ... + 992+ 100%) — (22 + 42+ 6% + ... + 982 + 100?) =

= 100-101-201 _ 171700 = 338350 — 171700 = 166650

6
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3'7 Halla la siguiente suma:

113+133+153+173 +... + 333
Llamamos S=113+ 133+ ... + 313 + 333.

2 2
13+23+33+...+1o3+113+123+...+323+333=%=314721

2 2
V4P, 4332013+ 4 ..+ 163)=8~16# - 147968

Por tanto:
PB+33+...+93+1134133+ ... 43134333 2314721 — 147968 = 166753
S=166753—-(12+33+ ... +93) = 166753 — 1225 = 165528

Pagina 71

Cuestiones tedricas

38

39

40

41

Sea a, una progresién aritmética con d> 0. ;Cudl es su limite?

Si d> 0, lasucesion se va haciendo cada vez mayor. Por tanto, /im a, = +eo.

Si a, esuna progresion geométrica con 7= l, scudl es su limite?
3
* Ten en cuenta el signo del primer término.

Al ir multiplicando por % sucesivamente, los términos se van aproximando a cero.

Es decir, lima, = 0.

Si la suma de los infinitos términos de una progresiéon geométrica es 5, ;qué podemos decir del
valor de 72

Inventa un ejemplo con 7 positivo en el que se verifique esto. Inventa otro ejemplo con 7 ne-
gativo.

Podemos decir que |r| < 1 porque se pueden sumar sus infinitos términos.

S5
Con 7> 0 tenemos, por ejemplo: %, %, %, %, ...yaque S_ = ﬁ =5.
2
- .20 20 20 20
Con 7<0 tenemos, por ejemplo: 30 92 8
20
En este caso S__ = 3 .5

3
La sucesion 3, 3, 3, 3, ... puede considerarse una progresién aritmética y también geométrica.

¢Cuil es la diferencia en el primer caso? ;Y la razén en el segundo?

— Es una progresién aritmética con 4 = 0.

— También es una progresién geométrica con 7= 1.
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42 En una progresién geométrica cualquiera, 4, ar, ar?, ..., comprueba que:
al'a6=ﬂ2'ﬂ5=a3°a4

:Se verifica también que a3 - a4, = a; - ag? Enuncia una propiedad que exprese los resultados
anteriores.

ay-ag=a-(a-r)=a*.r

ay-as=(a-r)-(a- M=a?.7 | Son iguales

43-44:(4-72)~(a-r3)=a2-75

8

a3~a7:(a~72)-(4~r6)=a2-r )
g ( Son iguales

ag-ag=(a-r)-(a-r)=a*-r

Para profundizar

43 Calcula el limite de cada una de estas sucesiones:

1 2

a)ﬂn=?+?+...+$

b)1—2 12+22 12+22+32 N
13 13423 13423433

a2 2-(12+2%) 3.(17+2%+3?)
1B 13423 7 13423.33

1.22 2.(2%2+4%) 3.22+4%+6?
137 13423 7 13423433

a) 4, = %(1+2+3+.,_+n):L<M>:L.<”+_ﬂZ>:M
n

n? 2 n? 2 2n?

c)1

9 eee

d)

Hallamos el limite: 2, = 0,55; 4, = 0,505; ;g0 = 0,5005; lim a,=0,5 = %

b) Usamos los resultados de la pagina 59 de esta unidad para el numerador y el denominador.

n(n+1)2n+1)
_ 6 :4”(71+1)(271+1):2(271+1): dn+2 . 4n+2
" n?(n+1)? 6nt(n+1)2 3n(n+1) 3n2+3n 31 +3n
4

¢) Cada término de esta sucesién es igual al correspondiente de la anterior multiplicado por el lugar
que ocupa. Es decir:

d) Observamos que:
22 _92. 12
224+ 42-22.(1%2+2?
224+4246%°=22.(17+22+ 39
Este resultado es el cuddruple de la sucesién del numerador del apartado b), por tanto, el término

general de este numeradores 7 -4 - M

El denominador es igual al denominador de la sucesién del apartado b).

n.4‘n(n+1)(2n+1)
d = 6 _ 16n*(n+1) 2n+1) _16n+8. ., 16n+8 16
” n2(n+1)? 612 (n+1)2 3n+3 "’ 3+3 3
4
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44 Sillamamos f, y [, alos términos generales de las sucesiones de Fibonacci y Lucas, respecti-
vamente:

a) Compruebaque: [,=f, 1 +f,,1=2f,_1+/f,

b) Halla el término J,;, obteniendo, a partir de la férmula, los términos de la sucesién de Fibo-
nacci que necesites.

n+l

c) Comprueba que lim 7 ¢, dividendo, por ejemplo, ;;: 4oy L5 : 1.

n
:Sabrias demostrarlo de forma general?

a) Podemos comprobar la relacién observando los primeros términos de ambas sucesiones:
Sucesién de Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ...
Sucesién de Lucas: 1, 3, 4,7, 11, 18, 29, ...
Por ejemplo, 5=4=1+3=f +f; otambién, [g=18=5+13=f£ +f
Vedmoslo en general:

Utilizando la propiedad del ejercicio 11 (pdg. 60 de la unidad), tenemos que:

f;;+l+ﬁ1_1=/n+[n+2+/nf2+[ 2[ l 1[

274 / l)=
5 5 5 nt 5" 5 n+2 " 5 nt 5 n 2t o (n+1+ n)
St b =2 L) bt e L

gz,,+ (L, + )= 4/ +;zn—/

Ademas, f, 1 +f, 1= +fo1) +f_1=2f,_1 + [, por laforma en la que se construye la sucesién
de Fibonacci.

b) Utilizando la propiedad del ejercicio 10 (pdg. 60 de la unidad), tenemos que:

20 1
Fo = q’[ [< +2f _6765

_ 001 (1ed5)
oh= 5=l

fom Y- {155)
fir=34+55-89
Fiy=554+89 = 144
Lio=2f+fio=2-34+55=123
Ly =2fig+fiy=2-55+89 = 199
Ly = 2fi + fiy =2 - 89 + 144 = 322

2:) = gg 1,6179; 2? =% = 1,6181, que son valores muy préximosa ¢ = # ~1,618.
De forma general:
q) ¢n+2 i
lim n+1 = lim ﬁz f;’l+2 —lim «/7 =[z’m (I) El.,.(l) )2 =/l’m¢=¢
b e h 0 0" (1407
5
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Autoevaluacion
Pagina 71
, forrd y - n>—709
1 Determina los términos a,, a9, y asg, de la sucesién cuyo término general es: 4, = i3
n+
:Cual es su limite?
12709 97% 709 5002709 _ 249291
= —= —1 M = = M = = = 1

T3 75 7= =gy T8 0= TS03 503 96

Observamos que los términos independientes se hacen insignificantes comparados con los otros térmi-

nos, luego:

lim a, = lim L limn= oo
7

2 Escribe los diez primeros términos de la sucesién definida asi: @, =4, a,=7, a,,,=2a,—a,
ay=4; ay=7; a3=2-4-7=1; a5=2-7-1=13; as=2-1-13=-11;
ag=2-13—(-11)=37; a;=2-(-11) =37 ==59; ag=2-37 - (-59) = 133;
ag=2-(-59) - 133 =-251; aj5=2-133 - (-251) = 517

3 Halla el término general de las siguientes sucesiones. Indica cudles de ellas son progresiones arit-
méticas y cudles progresiones geométricas:

a) 3,7,11, 15,19, 23, ... b)1,2,5,10,17, 26, ...
c) 1024, 512, 256, 128, ... d) 3, -9, 27,-81, 243, ...
e) 8/13, 19/52, 3/26,-7/52, ... f) 4,3,5,2,6,1,7,0, ...
g) 24, 18,27/2, 81/8, 243/32, ... h)o0, 2, 6, 12, 20, 30, ...

a) Es una progresién aritmética de diferencia d = 4.
a,=3+n-1)-4=4n-1

b) No es una progresién. Los términos son una unidad mayor que los cuadrados perfectos, empezando
por el cuadrado de 0.

b,=(n—12+1=n>-2n+2

¢) Es una progresién geométrica de razén r = %

n—1
{,‘n= 512(;’) =29_21—n=210_n

d) Es una progresion geométrica de razén r = -3.
d,=3-(3)""
o) 8§ 32 19 3 _6 -7

13 527527 26 527 5277
16

Asi vemos que es una progresién aritmética de diferencia o = — Bh
e, =3 4(n-1).[-10). =4n+12
13 52 13
f) No es una progresién. Los términos impares forman una progresién aritmética de diferencia o = 1.
Los términos pares forman una progresion aritmética de diferencia o = —1.

325 gy es impar

1=

4—% si 7 es par
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g) Es una progresién geométrica de razén r = %

n-1
=24 . 3

h) No es una progresién. Observamos la siguiente relacién:
0=1-0
2=2-.1
6=3-2
12=4.3
20=5-4

Luego h,=n(n—1)=n*—n

4 Halla la ley de recurrencia por la que se forman las siguientes sucesiones:
a) 7, 8, 15, 23, 38, 61, ...
b)1,1,1,3,5,9,17, 31, ...
00,1,2,3,6,11, 20,37, ...
d1,1,3,7,17, 41,99, ...

a) Cada término, a partir del tercero, es la suma de los dos anteriores. Por tanto:
ay =7 a, =38 a,=a, 1+4a,_,

b) Cada término, a partir del cuarto, es la suma de los tres anteriores. Por tanto:
a; =1 ay =1 az =1 a,=4a, 1+4d, ,+4a,_j;

¢) Cada término, a partir del cuarto, es la suma de los tres anteriores. Por tanto:
a;=0 ay=1 az=2 a,=4a,_1+d,_,+a,_;

d)a =1 a, =1 a,=2-a, (+a, 5
5 Halla las siguientes sumas:

a)3+7+11+...+43

b) 1000 + 1000 - 1,1 + 1000 - 1,1% + ... + 1000 - 1,1%>

c)80+40+20+10+5 +...

d) 1017 + 1022 + 103? + ... + 1407

3 +43+53+...+153

a) Es la suma de los once primeros términos de una progresién aritmética de primer término 4, =3 y
diferencia d = 4.
a,=4n-1 a; =3 a;, =43

S, = 412411 1= 3+243 11 =253

b) Es la suma de los quince primeros términos de una progresién geométrica de primer término
ay;=1000 yrazén r=1,1.

a;r"—a, 1000-1,15-1000
_ N =31772,4
S, 1 Sis 11 31772,48
¢) Es la suma de los infinitos términos de una progresién geométrica de primer término 4, = 80 y razén
r=1/2.

a 80
S =1 - =160
" 1—r 1-1/2
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d)12+22+32+...+n2=M

1012 + 1022 + 1032 + ... + 1402 = (12 + 22+ 3% + ... + 140%) — (12 + 22 + 3% + ... + 100?) =
_ 140-141-281 _ 100-101-201 _ 5546960 —2030100 _ 55614

6 6 6
e 1P+22+3%+ . +nd= nn+D)?
Z
2 2
PB4+ P 153213422433+ 4 153)—(13+23)=ﬂ—9=14391

4
6 En una progresion aritmética, a,5=43 y agg = 85,6.
a) Calcula §; .
b) Obtén el valor de a,,,.

ﬂ15=611+14d=43
tgg -, +85d-85,6] > 854~ 14d=42,6 — d=06

a4y = 43— 14 0,6 = 34,6
a) ﬂ100=34,6+99'0,6=94

S100= (34,6+294)-100 _ 6430

b) 359 =ay +219-d = 34,6 +219-0,6 = 166
7 Dados estos dos términos de una sucesién, 2; =2 y a5 = 8, halla cuatro términos mds y el término
general suponiendo que se trata de una progresién:
a) aritmética.
b) geométrica.
a) Si es una progresién aritmética, entonces:
ay=ay+2d — 8=2+2d, dedonde 4=3.
Término general: 2, =2+ 3(n—1)
Términos de esta progresion son: a, =5; a5 =11; as=14 y a5=17.
b) Si es una progresién geométrica, entonces:
a; =8
az=a;-1* =8 y,deaqui, r=2.
Término general: a, = 2"

Términos de esta progresion son: a, = 4; a4 =16; as=32; ag=64.

8 Halla los limites de las siguientes sucesiones:

2

a)ﬂn=i b)bn=5+3" c)cn=”+1

n n+l 5n
d)d, = (-5)" + n® ¢) e, = 212 £)f, = (3)"

" 7 3-2n n
2 N . (D741

985 b5, = 4005 i i,- S
a) 419 = 0,5 a100 = 0,05 41000 = 0,005 — lim % =0
b) blO = 3’18 éloo = 3,02 bl 000 = 3,002 - /l’m 5n++3171 — 3
) c10 = 2,02 = 20,002 - 200,0002 — lim 2tL oo
¢ Clo > 6100 ) Cl 000 s im Sn +
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d) 4,4 = (=5)'%° + 1002 = 7,8886 - 10
dyoy = (=5)101 1+ 1012 = —3,9443 . 107°

En esta sucesion la potencia de 7 apenas influye en el valor de los términos. Se trata de una sucesién
oscilante en la que los términos pares tienden a +oo y los impares tienden a —eo. Por tanto, no tiene
limite.

5-100-2 498
3-2.100 197 2,5279

~5.1000-2 4998
1000 = 3751000 - 1997 - 2,5028

En esta sucesién los términos independientes tienen una influencia insignificante.

€) €10 =

£) foo = (=3)°° = 7,1790 - 10?3
fap = (=3)°1 = =2,1537 . 10%

Se trata de una sucesién oscilante en la que los términos pares tienden a +co y los impares, a —oo. Por
tanto, no tiene limite.

_ 3 100 _
g) 2100 = 100 + 3 33,363

3 1000
1000 = Too0 * 5 -0 34
En esta sucesion la primera fraccién se hace cada vez mds préxima a cero, ejerciendo una influencia
insignificante en el resultado.

La segunda fraccién se hace muy grande cuando 7 crece indefinidamente.

Por tanto, lim g, = lim % = too.

= lim

2
h) lim 40&3” =0 porque el numerador es constante y el denominador, en valor absolu-

4000
—n —n
to, se hace muy grande.
(_1) 1000 +1 1

NP - -0,001
D 1000 =~ 7000 = 1000

. (1)1001 41
1001 = 757001

Los términos impares siempre valen 0 y los pares tienden a 0 porque el numerador es constantemente
2y el denominador se hace muy grande.

Por tanto, lim i, = 0.
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Resuelve

Pagina 73
Los cadetes que desfilan con su mascota -

Una compaiiia de cadetes, formada en cuadro de 20 metros de lado, avanza con

paso regular. La mascota de la compaiiia, un pequefio perro, parte del centro de e o o o o o o o o o
la dltima fila, punto 4, camina en linea recta hasta el centro de la fila de cabeza, o o o o o o o o o o
punto B, y regresa del mismo modo hasta el centro de la dltima fila. En el mo- g " 0Tt

mento de volver a alcanzar A, los cadetes han recorrido exactamente 20 metros.
Suponiendo que el perro camina con velocidad constante y que no pierde tiem-
po en los giros, ;cudntos metros ha recorrido?

Representamos esquemdticamente el movimiento de la mascota y de los cadetes:

20 m
t=0
) [ ]
»
t= tl
® Cadete cabeza
® @ Cadete cola
» Mascota
20 m x
r=t,
o ®
»

Llamamos x al espacio que recorre el soldado de cabeza hasta que la mascota lo alcanza, y usaremos la
espacio

velocidad

El tiempo que tarda la mascota en llegar hasta el soldado de cabeza, #;, es el mismo que el que tarda el

soldado de cabeza en recorrer los x metros.

térmula tiempo =

Llamamos v a la velocidad de la mascotay » a la velocidad de los cadetes.

mascota cadete

La ventaja del cadete de cabeza es de 20 m.
t; = tiempo que tarda la mascota en llegar hasta el cadete de cabeza

20

tl =
mascota — Ycadete

v
t; = tiempo que tarda el cadete de cabeza en recorrer los x metros

X
t1=

Vcadete
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Luego tenemos la igualdad:

[: 20 X

v

mascota — Ycadete Vcadete

El espacio recorrido por la mascota cuando avanza con los cadetes es 20 + x. El espacio recorrido por la
mascota al volver es x, puesto que al final se queda a 20 m del principio. Luego el espacio total recorrido
por la mascota es e =20 + 2x.

El tiempo total durante el cual avanza la compania, #, es el mismo que el tiempo que estd la mascota
corriendo.
t, = tiempo total durante el cual avanza la compania

20

Vcadete

b=
t, = tiempo total durante el cual corre la mascota

_ 20+2x

t
2 v

mascota
Luego tenemos la igualdad:

- 20+2x _ 20 _y Ymascota _ 20+ 2x
v 20

mascota Vcadete Vcadete

Operamos en la igualdad T

x(”ma;com ~ Yeadete) = 20 - Veadete ™ X * Vsnascora = 20 - Veadete * XVcadete

= X Vyascora = vmdete(20 +x) >

(20 +x) N Ymascota =&+1

Vcadete X

- v

‘mascota = Yeadete

Hemos obtenido la razén entre las dos velocidades. Usamos esta relacién en la igualdad 77 y obtenemos:

20+2x=&+1 _)1+2_x=£+1 - Azﬁ

20 X 20 x 20 «x

Operamos y obtenemos:
2x* =400 = x2=200 = x=10y2 m
El espacio recorrido por la mascota es ¢ = 20 + 2x = 20 + 1042 + 1042 = 2042 + 20 m.
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E Polinomios. Factorizacién

Pagina 75

1 Descompén factorialmente los siguientes polinomios:
a) % — 955 + 24x% — 2043
b) x€ - 3x% — 3x* — 547 + 2% + 8x
) x%+6x° +9x%—x?—6x-9
d) 4x* - 155~ 5x+ 6

) x0 = 9x> + 24x% — 20x3 = x3 (x3 — 9x2 + 24x — 20)

1 -9 24 -20
2 2 14 20

1 -7 10 0
2 2 -10

1 -5 0

x0 = 9x5 1+ 24x% — 20x3 = x3(x = 2)2 (x = 5)

b) 20— 3x5 — 3x4 —5x3 + 22 + 8x = x(x7 = 3x% —3x3 —5x2 + 2x + 8)

1 -3 -3 -5 2 8
2 1 -2 -5 -10 -8
1 -2 -5 -10 -8 0
-1 -1 3 3 8
1 -3 -2 -8 0
4 4 4 8
1 1 2 0

x2+x+2=0 > x= y (no tiene solucién)
x0—3x0 —3x4 - 5x3 4 2% + 8x=x(x—1) (x+ 1) (x—4) (x% + x + 2)

Q) x0+6x7+9xf —x2—6x-9

1 6 9 0o -1 -6 -9
-1 -1 -5 4 4 -3 9
1 5 4 4 3 9 0
=3 -3 -6 6 -6 9
1 2 2 2 3 0
=3 =3 3 3 3
1 -1 1 -1 0
1 1 0 1
1 0 1 0

2

x2+1=0 = x%=-1 (no tiene solucién)

Asf, x0+6x° + 9x* —x2—6x-9=(x+3)2 (x+ 1) (x= 1) (x2 + 1)
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d) 4x% - 15x2 = 5x + 6

4 0 -15 -5 6

2 8 16 2 -6
4 8 1 -3 0
-1 -4 -4 3

i 4 30
4x2+4x—3:0—>x:@_> = 3

4X4—15x2—5x+6=4(x—2)(x+1)<x—£><x+i)

2 a) Intenta factorizar x* + 423 + 842 + 7x + 4.
b) Hazlo ahora sabiendo que es divisible por x* + x + 1.
a) El polinomio dado no tiene raices enteras (de hecho, no tiene raices reales).

b) Hacemos la divisién:

x* 4 4x3 1+ 8x2+ 7x+4 | xP+x+1
v x2+3x+4
3x3 + 7x2+ Tx+ 4

—3x3 = 3x% - 3x

4x? + bx + 4
—4x? —4x—4
0

Los polinomios x2 +x+ 1 y x2+ 3x + 4 son irreducibles (las ecuaciones x? +x+1=0 y
x% +3x+4 =0 no tienen solucién).

Por tanto:

A4+ 8x% + Tx+ =2+ x+1) (x2 4+ 3x + 4)

3 Intenta factorizar 6x* + 7x3 + 6x — 1. Vuelve a intentarlo sabiendo que —% y 1 Son raices suyas.

3

El polinomio dado no tiene raices enteras.

Teniendo en cuenta el dato adicional (que 1 y % son raices), procedemos asi:

2

6x2+6x+6=0

-1/2 -3 2 2 1 6(x2+x+1)=0

6 4 4 2] 0 —1+J1-4 . iy
1/3 2 2 2 X= (no tiene solucién)
6 6 6 0
Por tanto:

6x* + 7x3 + 6x2 -1 = <x+é)(x—;)6(x2+x+1)=(2x+1)(3x—1)(x2+x+1)
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E Fracciones algebraicas

Pagina 77

1 ;Verdadero o falso?

x+1 _ 1
2) 2241 x+1
b x-1 - 1
)x2—1 x+1
) 3x-3__3

a) Para comprobar si son equivalentes, multiplicamos en cruz: (x + 1)(x + 1) = x% + 1, luego es falso.

b) Para comprobar si son equivalentes, multiplicamos en cruz: (x—1)(x + 1) = x2 — 1, luego es verda-
dero.

1
+1

x—1

c) La primera fraccién es el triple de = Y la segunda es el triple de
x* — x

que son las fracciones

del apartado anterior, luego es verdadero.

d) Operamos en el miembro de la izquierda:

x+l-x _1
x x

Obtenemos el miembro de la derecha, luego es verdadero.

2 Reduce previamente a comin denominador las fracciones algebraicas siguientes, y simalas:

x+7 x—2 _2x+1
X x2+x x+1

X=X

x*+x=x(x+1)} min.c.m. =x(x+ 1)

x+1=x+1

Reducimos a comtin denominador:

x+7 _ (x+7)(x+1) =x2+8x+7

x x(x+1) x(x+1)

x—=2 __x-2

Zex xx+1)

S 2x+l _ @x+Dx 2t ex 26— x
x+1 x(x+1) x(x+1) x(x+1)

Las sumamos:

x+7+x—2_2x+l=x2+8x+7 x=2 —2x2—x=
x Pirx  x+1 x(x+1) x(e+1)  x(x+1)

_ x4 8x+7+x—2—2x%_x _ —x2 +8x+5
x4+ x X2+ x
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3 Efectiia:
1 2x x
2) x2-1 x+1 «x-1
) % +5x
x+
1 2% x  _ 1 2% x
Y x2—1+x+1 x-1 (x—l)(x+1)+x+1 x—1
_ 1 . 2x(x=1)  xx+l)
(=D x+1)  (x=1)(c+1) (x=1)(c+1)
_ 1+2x(x—‘)—x(x+l)=
- (x=1)(x+1)
_ 1+2x2—2x—x2—x:x2—3x+1
x2—1 x2—1
b) —% +5x=x+5x(x+1)=x(5x+6)=5x2+6x
x+1 x+1 x+1

4 Efectiia estas operaciones:

a) x*-2x+3 2x+3
x—2 x+5

b) x2-2x+3  2x+3
x-2 = x+5

(2= 2x+3)(2x+3) _ 25— 249
(x—=2)(x+5) x2+3x-10

2) x*—2x+3 2x+3 _
x=2 x+5

b) x> —2x+3  2x+3 _ (x*=2x+3)(x+5) =x3+3x2—7x+15

x—2 x+5  (2x+3)(x-2) 22 _x_6
S Calcula:
x+2 (x-1 _ «x
2) x ( 3 2x+1>
4 2 4 2
p) Xi=x" xt+x
) x*+1 x*
2) x+2 [x-1 _ x _ x+2 . (x=1)2x+1) _ (x+2)3x _ 3(x+2)
x \ 3  2x+1 x 3x xx—1D02x+1) Cx+)(x=1)
b) o x? xtaex? (x* — x%) (x* + x?) =xz(xz—l)-xz(xz+1) =x4(x2+1)(x2—1) 21
x2+1 x4 (2 +1) x4 (2 +1) x* (2 +1) x4
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B Resoluciéon de ecuaciones

Pagina 78
| Practica
Resuelve:
x> +x-6=0 b)x*-2x+1=0 )x?2-3x+3=0
d)3x2-12=0 e) 2x2+10x=0 f) x? =121
a)x:#%ﬁ:% Xy =-3 b)x:#—)x:l
o) x= # — No hay solucién. d)x= i.\/gz=12 = x;=2, x5=-2
e) 2x(x+5)=0 = x;,=0, x,=-5 £) x=1y121=211 — x; =11, x,=-11
| Practica
Resuelve:
A xt-5x2+4=0 b)x*-—8x2-9=0 )xt+5x2+6=0
d)3x*-36x%=0 e xi-8x2+16=0 f)x*—18x%=0
+425-1

a)y=5+2—56 - =4 =1

x=ty4d=22; x=2yl=21 = % =2, xp=-2, xi3=1, x4=-1
b)},=81— \'624’“36 — 9 =9, =1

x:i@:i& x=2yl=21 = x=3, x,=-3, x35=1, x4=—1
c)y=_51+5_36 — No hay solucién.
d)3x%(x%2-12)=0 —> x; =0, xZ:—«/ﬁ, X3 = J12
¢ y= 81\/624—64=4

x=t44=22 > x=2, x,=-2
f) x2(x*-18) =0 — x; =0, x2=—‘/ﬁ, X3 = J18
| Practica
Resuelve:

3x-2 4 _2x-5 3+x 5 _x-2
2) x x2 x b) x—1+x+1 x2_1
o =% J2x+l 1 0 d) —* 1 _3x+2

x+1 2x x2—l= x+1 x x+1

a) Reducimos a comin denominador y multiplicamos por x2.
xBx—2)—4=x2x-5) > 3x2-2x—4=2x%*—5x >
— 3wt —2x—4-(2x*-5%) =0 —
= x2+3x—-4=0 > x=—4, x=1

Comprobadas las soluciones sobre la ecuacién inicial, se ve que ambas son validas.

Soluciones: x| =—4, x, = 1.



Unidad 3. Algebra

NNNSAC HILLERATO

Matematicas |

b) Reducimos a comin denominador y multiplicamos por x% — 1.
BG+)x+1)+50k-1)=x-2 > x?+9x-2=x-2 —> x=-8, x=0
Comprobadas las soluciones sobre la ecuacidn inicial, se ve que ambas son validas.
Soluciones: x; = -8, x,=0.

¢) Reducimos a comtin denominador y multiplicamos por 2x(x? — 1).
2x(x— D(=x) + Qx+ D(x%2=1) +2x=0 = 3x2-1=0 —> x= \/g; x=—\/%
Comprobadas las soluciones sobre la ecuacidn inicial, se ve que ambas son validas.
) 1 1
Soluciones: x; = —\/;, Xy = \/;
d) Reducimos a comiin denominador y multiplicamos por x(x + 1).

x2—(x+1)=xBx+2) > x2—(x+1)—xB3x+2)=0 > -2x>-3x—-1=0 = x=—

N | —

La solucién x = -1 no es posible porque hace 0 el denominador. La tnica solucién es x = —

Pagina 79

| Practica

Resuelve:

a) V4x+9—{2x+1=2

b) B3x+4—J1-x=1

a) Despejamos una de las dos raices.
Jax+9=\2x+1+2
Elevamos al cuadrado ambos miembros.

Wax+9)?2=(2x+1+2)%2 — 4x+9=2x+42x+1+5

Aislamos el término en el que estd la raiz.
4y2x+1=4x+9-2x -5
Elevamos al cuadrado ambos miembros.
(42x+1)2=(4x+9-2x+5)%2 — 32x+ 16 =4x2 + 16x+ 16 —
— 32x+ 16— (4x2 + 16x+16) =0 — x, =4, x,=0
Comprobacién:
=4 = V4-4+9-y2.411=5-3=2 esvilida.
=0 = y4.049-y2.0+1=2 esvilida.

b) Despejamos una de las dos raices.

Vx+4d=1+J1-x

Elevamos al cuadrado ambos miembros.
Bx+4)2=(1-y1-x)2 = 3x+4=2{1-x—x+2
Aislamos el término en el que estd la raiz.

2yl—x=—-x+2—-(3x+4)
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Elevamos al cuadrado ambos miembros.
QRY1-x)2=(=x+2-Bx+4)%2 > 4—4x=16x%+16x+4 —
— 16x2+ 16x+4—4+4x=0 — x = —%; xy=0

Comprobacién:

_ 5 | 5 [, 5 -
X =7 - 3-(—4)+4—4 l+Z——l no es valida.
=0 = y3.0+4-4y1-0=1 esvilida.

Hay una solucién: x = 0.

| Practica

Resuelve:

a) 2x2—4x - 1

T b)5*-1=7 Q) 3**2_3*=72

a) 274 - # > P dx=4 = x,=242+2; x,=2-22

_log7

b) log(sz_l) =log7 = (x*=1logS5=1log7 — (x*-1)= Ing

=1,2091 —

— x%=1+1,2091=2,2091 —
— x=+42,2091 =+ 1,4863 — x; = 1,4863; x, = —1,4863

¢) Hacemos el siguiente cambio de variable: 3* =y
3%y—y=72 = y=9=32

3*=32 5 x=2

Pagina 80

| Practica

Resuelve:

a) logx—log4 =2

b) 3 logs (x— 1) = logs 125

)2mnx=InQ2x+3)

(Recuerda: In es logaritmo neperiano o logaritmo en base e.)

a) logx—logd=2 — /og%:loglOO - % =100 — x =400

La solucidn es valida.
b) 3logs(x —1) = logs 125 — logs(x — 1)3 = logs 125 — (x— 1)°=125 5 x-1=3125=5 - x=6

La solucién es vilida.

Q) 2nx=InQ2x+3) = lhx?=ln(2x+3) = x>=(2x+3) = x; =3 esvilida; x, =—1 no es vlida
porque no se puede hacer /z (-1).
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1 ;Verdadero o falso?

a) Al resolver una ecuacién con algin radical cuadritico siempre aparece alguna raiz falsa.

b)4 y —4 son soluciones de la ecuacién V5+x+/5—x=

¢) 4 y —4 son soluciones de la ecuacién 5+x—y5—x=2.

a) Falso, hemos resuelto ecuaciones de este tipo en las que todas las soluciones eran vilidas.
Ejemplo: v4x+9—42x+1=2 en la pdgina 79.
b) Verdadero, si sustituimos x por 4 o por —4 obtenemos una igualdad.

¢) Falso, solo es solucién x = 4. Al sustituir x por —4 no sale una igualdad.

2 Resuelve las ecuaciones siguientes:
a)x*-x2-12=0 b)x*-8x2-9-0 o x*+10x2+9=0 dat-x2-2=0
a) Hacemos x2=y — y2—y—12=0 — y=4, y=-3
Soluciones: x; =2, x,=-2
b) Hacemos x%2=y — y2-8y—9=0 — y=9, y=-1
Soluciones: x; =3, x,=-3
¢) Hacemos x2=y — y2+10y+9=0 — y=-1, y=-9
Soluciones: No hay.
d) Hacemos x2=y - yz—y—2=0 - y=2,y=-1
Soluciones: x| = V2, Xy = -2

3 Resuelve las ecuaciones siguientes:

1. 1 _3 4, 2(x+1) 1.1_3
1 -4 1.1_3
2) x x+3 10 b x 3(x 2) ) x+x2 4
x 2x 5 x _3 x+3 _x%+1 _26
S e Wi sk © 12t %e3 2 DT 2135

a) 10(x + 3) + 10x = 3x(x + 3)
10x + 30 + 10x = 3x2 + 9x

2.2 11w 2. v 11£21,93 5,489
023~ 1e=30; w2 S50 = < 7)o

x1 = 5,489; x, =-1,822

b) 12(x = 2) + 2x(x + 1) = 12x(x — 2)
12x— 24 + 2x% + 2x = 12x% — 24x
0 = 10x? — 38x + 24

l9+11
0=5x2-19x+ 12; x= <4/5

X1=3; .X'2=?
Q) dx+4=3x% 0=3x2—4x—4

4+8 2
76 =<_2/3

-2

—2 xy = =2

X1 X 3

dxlx+ 1) + 2x(x—1) = 3(x%-1)
x2+x+2x2—2x=3x%-3

x=3
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e) 10(x + 3) + 2x(x + 2) = 3(x2 + 5x + 6)
10x + 30 + 2x2 + 4x = 3x%2 + 15x + 18
0=x%+x-12

1441448 _1:7 3
= ) _<_4

2
x1=3; .X'2=—4

£) 350 +3) (x+1)=35(x2+1) =26 (x*-1)
35(x2% + 4x + 3) = 35(x% + 1) = 26(x2 — 1)
35x2 + 140x + 105 — 35x% — 35 = 26x% — 26

26x2 - 140x-96 =0

70+4702 —4.13.(—48) 70+ 86
= < _8/13

26
Xl =6, .X'2= %
4 Resuelve:
a)—y2x—-3+1=x b) 2x -3 —-Vx+7 =4 2+ x =
dH2-Jx=x e) 3x+3-1=/8-2x f) Bx+1+2=427 +3x
a) l—x=42x-3

l+x2—2x=2x-3; x2—4x+4=0; x=2 (no vale)
No tiene solucién.
b)2x—3=16+x+7 +8yx+7
x—26=8Yx+7
x2 + 676 —52x = 64(x + 7)
x2 + 676 — 52x = 64x + 448

) o 116+12 114
x2—116x+228=0; x= <2%(novale)
x=114

OWx=x—2; x=x?+4—4x; 0=x2—5x+4

5+425-16  5%3 _ 4
N 2 T2 _<1%(novale)

x=4
D2—x=4x; d+x2—dx=x; x2—5x+4=0

~5+425-16 5:3 4 — (no vale)
- 2 S 2 ‘<1

x=1
e) V3x+3-1=y8-2x

3x+3=1+8-2x+2{8-2x

Sx—6=2y8-2x

25x2 + 36 — 60x = 4(8 — 2x)

25x% —52x+4=0

ve 52+48

< 0,08 — (novale)
Asi, x=2.



Unidad 3. Algebra NNNSAC HILLERATO

Matematicas |

) Vox+1+2=4y27+3x
5x+1=427+3x-2
(WSx+1)2=(27+3x-2)?
5x +1=3x —443x+27 +31
443x+27=—(S5x+1)+3x+31
(443x+27)2 =(2x + 30)?
16 (3x +27) = 4x* =120 x + 900
16(3x+27)—4x? +120x—900=0 — x=39, x=3

Comprobacién:
x=39 = ¥5-39+1+2=4y27+3.39 — 14+2 212 — (no vale)
x=3 = 5:3+1+2=yY27+3.3 > 4+2=6

5 Resuelve:
x+1
a) 23% = 0,5%++2 b3 = o 0 ghz - 186 d) 752 = 5764801
a) 2% =232 3x - 3x -2 6x=-2 x= —3—1
b)34—x2=32 4-—x2=-2; x2=6; x=+/6
X1 = */€§ Xy = —*/g
2x—2
J) 22x+2 - 186; 2%-2-*=2 - 186; 2*~ %~ 186
log2x‘4 = log 186; (x—4) log2 = log 186
log 186
x=4+ g2~ 11,54
d) 7572 =78% x=6
6 Resuelve las ecuaciones siguientes:
a) 3x+3x+2=30 b)5x+1+5x+5x—1=%
©) 2logx—log(x+6)=3log2 d) 4 log, (x* + 1) = log, 625

a) 3+3*.9=30
3%(10) = 30; 3*=3; x=1

b)ysmsu%:%

el W B ARV (|
° 5 5

x2
X+

c) log C- log 8

6 12

- < -4 — (novale)

x2=8x+48; x*_8x—48=0; x= 8i21
x=12

d) logz(x2 +1)4 = log, 54 x241=5; x2=4; x=42

x1:2, .X'2=—2
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1 ;Verdadero o falso?

xX+y=5

tiene dos soluciones: x=4, y=1
x—y=3

a) Fl sistema {

2 _
b) El sistema {xz +y°=>5 tiene solo dos soluciones:

x*-92=3
[x1=2, y1=1] y [x,=-2, y,=-1]

x*+y*=5
x*-92=3

c) El sistema { tiene cuatro soluciones:

[xl =2, Nn-= 1]§ [x2 =2, Y2 = —1]
[x3=-2, y3=11; [x5=-2, y5=-1]

a) Falso, x=4 e y=1 no son dos soluciones, sino una solucién para cada incégnita, luego son una
solucién del sistema.

b) Falso, como las dos incdgnitas estdn al cuadrado, también son soluciones x3=-2, y3=1y x; =2,
Js=-L

¢) Verdadero, por el razonamiento del apartado anterior.

2 Resuelve estos sistemas de ecuaciones:

1. 1 1
2x—y-1=0 1,1 4,1
a) f o’ b) x+y xy
x"—T7=y+2 xy=6
9 x=2y+1 4 y>-x2=16
VX+y—Jx—y=2 5—4y—x=—(x+y)
a) y=2x-1
y=x*-9

x2-9=2x-1; x2-2x-8=0

C2:V4432 216 _ 4
X = =5 _<_2

2
xy =4 =7
Xy=-25 yp=-5
b) y+x=xy-1
xy=06
y=5-x
x(5—x) = 6; Sx—x%=06; xz—Sx+6=0<x=2
b b x=3
x1=2, _}/1=3
Xy =35 yp=2
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ox=2y+1
«/3)/+1—\/)/—1:2; «/3y+1=2+‘/y+1
By+1=4d+y+1+4yy+1; 2y—4d=4]y+1; y—2=2y+1

y2+d—dy=4y+4 y2-8y=0

y=8 = x=17
y=0 (no vale)
x=17; y=8

d) 5—dy—x=—x+3); 5-4y=—y

=1 l
(f5—4y)%=y% 5—4dy=y? <}’ — (no vale)

)/=_
25-x%=16 = x=-3, x=3
X1:3, }/1:_5
x2=_3; _y2=_5
3 Resuelve:
?rexy+y?=21 log (x* + y)—log (x —2y) =1
a) b) ) .
x+y=1 5%+1_25y+
x—y=27 log 2x — y*)=log (2—y) +1
c d)
logx—1=logy 3x-1_927y+3

a)y:l—x; x2+x(l—x)+(1—x)2=21

X2 rx—x?+1+x%2-2x=21; x2—x-20=0

C1+41+80 1:+9 _ 5> y=—4
*= <45 s

2
x1=—4 =5
x2=5; _y2=—4

2
j X +y=1
b) ogx—Zy

5x+1 =52}/+2

x%+ y=10x - 20y
x+1=2y+2
x=2y+1
4),2+1+4)/+y=20};+1()_20},
492 +5y-9=0

—5+y25+144 _5+13 -9/4 = x=-7/2
y= =—¢ :<

- 1 = x=3
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o) x=27+y
/0g£=1
Y
10y=27+y; 9y=27; y=3
X - 10; x=10y; x=30

y
x=30; y=3
d) |log 2x — y*)=log (2—y) +1 log (2x — y?) =log (2 —y) + log 10
3x—1_97y+3 - 3x—1:(33)y+3 -
2y _
N {/og(IZx—y)—[ogIOQ ) .
3*-1=3%+9
2_ _
N 2x—y~=10(2-y) 5
x—1=3y+9
R 2x—y>+10y=20
x—3y=10
x=10-3y

2(10-3)) =92 +10y—20=0; y(y—4)=0; y=4, y=0
y =4 no es valida porque apareceria log (-2) en la primera ecuacién.

x1=10,}/1=0



Unidad 3. Algebra

E Método de Gauss para sistemas lineales

Pagina 83

1 Reconoce como escalonados y resuelve:

x =7 3x+4y =0
a) 2x—-3y =8 b) 2y =-6
3x+ y—2z=12 S5x+ y—-z=17
a) x =7 x=7
2¢-3y =8 y:%:z
3x+y-2=12] z=3x+y-12=21+2-12=11]
-6
b)y3x+4 =10 )’:7:_3
2y =-6 x=_4}/=4
Sx+ y—z=17 3
z:5x+_y—17=20—3—17=04
c) 3x =3 x=-1
5y =207 y=4
2x+ y —z=-2| z=2x+y+2=-2+4+2=4
d) y =4\ y=4 x=8
x —z=11 z=y-7=4-7=-3; y=4
y—z=7 x=11+2=11-3=8) z=-3

2 Resuelve los siguientes sistemas escalonados:

y =5
a) 2z=8
3x =3
a) ¥ =-5
2z =8
3x =-3

c) x—5y+3z=8
3y— z=5
4z =4

d)ydx+ y—-z=7
2y =8
3x =9

x+2y—2=-3
b)i3x+ y =-5
5y =-10
y=-5| x-=1
z=4 y==5
x=1 z=4
-10
e
x:—5—y:_1 y==-2
3 z==2
Zz=x+2y+3=-2
z=1
),z%:z
x=8+5y-32=0+10-3=15

I
N = R
1] I
O A W

B0 Joo w|\o

=3
4
J=

N
I

3x =-3
<) 59 =20
2x+ y—z=-2
x=7
L)
z=11
x=4
- };=_3
z=0
x=-1
y=4
=4
x—5y+32=8
o 3y— z=5
4z=4
x=15
y=2
z=1

d)

NNNSAC HILLERATO
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4x+ y—-z=7

3x

2y
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3 Resuelve por el método de Gauss:

xX+y+z=2
a)\x—y+2=0
x—y—-2=0

a) x+y+z=2| (@19

x—y+z=6¢ @9+013 2x +2z=8; «x +z2=4
x—y—2z=0] B3+ 2x =2 x =1
x=1 x=1
z=4-—x=3 -2
y=2—-x—-2=2-1-3=-2| 2=3
b oxr3y  -14] a9 2+3y  =14] a9 2w+3y =14
x—=2y+z=-3; @3 x—=2y+z=-3; 29 x—2y+2z=-3
2x— y-2=9 (3.9 + (2.2) 3x-3y =6 3.9+ (1.9 5x =20
14-2 =2
y=3 2 .
z=-3—-x+2y=-3-4+4=-3
4 Resuelve:
5x— 4y +32=9 2x— 5y + 4z=-1
a)i2x+ y—-2z=1 b) \4x — 5y + 4z=3
4x + 3y + 4z=1 5x —-3z=13
) 4y 4y+3z=9) (9+4-QH  13x - 5z=13] 2:(9+63
2x+ y—=2z=1p 29 2x+y— 2z=1 (2.9
4+ 3y+4z=1| (39-3.09 —2x +10z=-2 (33:2
24x =24] x=1 x=1
2% +y—2z=1 z:%:o y=—1
—x  +5z2==1) y_1_2x+2z=-1| 2=0

b) 2x—5}/+4z=—1w
4x—5y+4z=3
5x —-3z=13]

x=2
7= S5x—13 =1

2x+3y =14
b){ x—2y+2=-3
2x— y—2=9

X+y+ z=2| x+y+z=2

19 2x -5y + 4z =-1
29 - (1.3 2x =4
(3.9 S5x — 3z =13

ST
1}
Lo 9

R
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5 Intenta resolver por el método de Gauss:
X+ y+z=-2 X+ y+z=-2
a)) x—2y—2z=3 b)y x-2y-2=3
2x— y =0 2x— y =1
a) x+ y+z=-2| 09 X+ y+z=-2
x—2y—2z=3 (2.%) + (1.2) 2x—y =1
2x— y =0 (3.9 2x—y =0

Las ecuaciones 2.2 y 3.2 dicen cosas contradictorias (si 2x —y es igual a 1, no puede ser igual a 2).
Por tanto, el sistema es incompatible.

b) x+ y+z=-2| @19 x+y+z=-2| (19 X+y+z=-2
x—2y—2=3 (2. + (1.3) 2x—y =1 2.3 2x—y =1
2x— y =1 (3.9 2x—y =1 (3.9 - (2.9) 0 =0

Solo quedan dos ecuaciones. Resolvemos el sistema obteniendo y, z en funcién de x:
(22) = y=2x-1
(1) 5 2=-2-y-x=-2-(2x—-1)-x=-2-2x+1-x=-3x-1

.= 2x -1
Soluciones: {z 3y

Para cada valor de x, se obtiene una solucién del sistema. Por ejemplo:

x=0 x==2
Para x=0 — yy=-1 Para x=-2 — {y=-5
z=—1 z=5
6 Resuelve:
x + z=3 x + z=3
a)12x—y+4z=8 b) 12x — y + 42=8
x+y— z=2 x+y— z=1
a) x +z =3[ @9 x + z=3 (1.9 x + z=3
2x— y +4z=8p (23+(32) 3x +3z=10F @3-3. (1.9 0x +0z=1
x+y—2z=2| (33 xX+y— z=2 (3.9 x+y— z=2

La segunda ecuacién es absurda. No puede ser 0 = 1. Por tanto, el sistema no tiene solucién.

b) x + z=3] @9 x o+ z=3] @9 x + z=3
2x—y+4z=8; 29+39 3x +32=9; (@95-3. (19 Ox +0z=0
x+y— z=1| (33 x+y— z=1| (33 x+y— z=1

La segunda ecuacién no dice nada. No es una ecuacién. Por tanto, solo quedan dos ecuaciones, la 1.2

yla3.a
Resolvemos el sistema resultante dando los valores de x e y en funcién de z:

x+ 2z=3 > x=3-2z
x+y—z=1—> y=l-x+2=13-2)+2=-2+2z

. x=3-2z
Soluciones: {)’ 2422

Para cada valor que le demos a z, se obtiene una solucién del sistema. Por ejemplo:
Para 2=0 — x=3, y=-2.
Para z=4 — x=-1, y=0.
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1 Resuelve estas inecuaciones:
a)3x-2<10 byx-2>1 J2x+526 d)3x+1<15
a)3x—2<10 > 3x<12 > x<4 b)x—2>1 — x>3
Soluciones: {x | x < 4} = (— oo, 4] Soluciones: {x/ x> 3} = (3, +oo)
c)2x+526—>2x21—>x2% d)3x+1s15%3xsl4—>xs%
Soluciones: {x [ x> %} = [%, + oo) Soluciones: {x [x< 13—4} = (—oo, 174]
2 Resuelve estos sistemas de inecuaciones:
3x-2<10 2x+526
a) b
x—-2>1 3x+1<15

Observamos que las inecuaciones que forman ambos sistemas se han resuelto en el ejercicio anterior.

<4
a) { = Soluciones: {x 13 < x <4} = (3, 4]
x>3

X2 1_._14] _[1 14
b) e 14 Soluciones: {x/ ZSxS?} = [7, ?]
3
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3 Resuelve las siguientes inecuaciones:
a)x*—3x-4<0 b)x*2-3x-420 )x2+7<0 dDx*-4<0
a) Y] | x2-3x—4<0 — intervalo (-1, 4)
I |
\[, |
\ /
|= i | |X
\ /
\ /
2 x%— Bx |- 4
b)x?2=3x—420 — (—oo, 1] U [4, +c0)
9) \ Y / x%2+7 <0 — No tiene solucién.
\ P11/
& y=x247
X
dx2-4<0

La pardbola y = x2—4 queda por debajo del eje X en el intervalo (-2, 2); y corta al eje X en x=-2
y en x=2. Por tanto, las soluciones de la inecuacién son los puntos del intervalo [-2, 2].
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4 Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones:

x2-3x-420 x*—4<0
a) b)
2x-7>5 x—4>1
a) Y / 2x=7>5 = 2x>12 = x>6 — (6, +)
\\" II x2-3x—4>0 = (=00, —1] U [4, +00)
\? | Solucion: (6, +0)
_ A X
\ /
\ /
= x2 - Bx -4
b) x*2—4<0
x—4>1

* Las soluciones de la primera inecuacién son lon puntos del intervalo [-2, 2]. (Ver apartado d) del
ejercicio anterior).
* Las soluciones de la segunda inecuacién son:

x—=4>1 > x>5 — (5, +0)
* Las soluciones del sistema serdn los puntos en comun de los dos intervalos. Por tanto, el sistema no

tiene solucién.
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1 Resuelve:

a)3x+2y26 b)x—y+120
Y
a) Dibujamos la recta 7: 3x + 2y — 6 = 0.
Tomamos el punto O = (0, 0) & 7, sustituimos en la inecuacién y d
comprobamos que no se verifica la desigualdad: 0 + 0 — 6 > 0. Tal o eko
La solucién es el semiplano que no contienea O. 2 |
\ | X
i) | 4 6
N

b) Dibujamos la recta 7: x—y+ 1 =0. Y
Tomamos el punto O = (0, 0) & 7, sustituimos en la inecuacién y 4
comprobamos que se verifica la desigualdad: 0 + 0 + 1 > 0.
La solucién es el semiplano que contiene a O. ) x+y+120

2 Resuelve:
a)x<-2 b)y>1
a) Dibujamos la recta 7: x = -2. 4

Tomamos el punto O = (0, 0) & 7, sustituimos en la inecuacién y 1< b
comprobamos que no se verifica la desigualdad: 0 + 2 < 0.

La solucién es el semiplano que no contiene a O. ¥

-2

b) Dibujamos la recta 7: y = 1. Y

Tomamos el punto O = (0, 0) ¢ », sustituimos en la inecuacién y
comprobamos que no se verifica la desigualdad: 0 > 1. i1

La solucién es el semiplano que no contiene a O.

Larecta y =1 no pertenece al conjunto de soluciones. L

=2
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3 Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones:

3256 9 3 x+y211
X+ 2y 2 x+y> x 2
a { yl o b) 23’3 - ){ ) d) —x+2y>10
xX—y+12 —2X + 2 <
y "y Jy y<9
x+y<11 x+y<11 2x—-3y<-3 2x-3y>-3
e) 1—x+2y210 f) 1-x+2y<10 g 1x+y<11 h) {x+y>11
y<9 y29 x22 x<2
a) Ambas inecuaciones han sido resueltas en el ejercicio 1 anterior. El recinto )4
s . . .y . . —+
solucién del sistema es la interseccién de los semiplanos soluciones de ambas L
. . . . , AT
inecuaciones. Es decir, es el recinto de color marrén. L A
' 3x+2y26
2
i X
% | -2/ N 4 6
FﬁL/JLJr 2 x—y+1>0
AL
/| 4
{
b) Resolvemos cada una de las inecuaciones. El recinto solucién es la interseccién de ambos semiplanos.
La solucién es el recinto marrdn.
KN4 Y [ 4 T ] R4 x+y>9
: A :
gl g |Zxadyz12 17 gl —2x+3y212
) J7 | ‘ el
6 ‘.‘x x+y>9 6 1 A L 6 ‘.\
$’.’ p - ‘ <1 ‘ — ’Q’.
4 47 4
ot
2 — 21— 2
Pl X X
2 4| 6 | 8 '+ ) 2 1 46 | 8 2 416 | 8 ™
¢) Resolvemos cada una de las inecuaciones. El recinto solucién es la interseccién de ambos semiplanos.
La solucién es el recinto marrdn.
g NN Y g
S
4 ol 4 4
ox2 3]
2 4‘* N 2 2
i VEY. x23
| X X X
2 4 6 2 4 6 2 4 6
y<2
d) Resolvemos cada una de las inecuaciones. El recinto solucién es la interseccién de los semiplanos. La
solucién es el tridngulo de interseccion.
7 Y Y Y /
- ol X+ 2y210 . <9 8
6 6 6 6
I~ A
4 x+yl< 11 4 4 f
2 2 2 2
X X X X
2 4 6 8 2 4 6 8 2 4 6 8 2 4 6 8
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e) Resolvemos cada una de las inecuaciones. El recinto solucién es la interseccién de los tres semiplanos.
Los semiplanos de la segunda y tercera inecuaciones coinciden con los del apartado d). Representa-
mos el semiplano de la primera inecuacién. La solucién es la regién comin a los recintos.

Y Y <9
Q
© —x + 2y =210
6 <11
x4y
4 x+y<11 4
s ] o]
X X
2 4 5 2 4 5

f) Resolvemos cada una de las inecuaciones. No hay ningtin punto que esté en la interseccién de los tres
semiplanos. Luego no hay solucién.

Y 729

co
4

(@)Y

W

Y

N
4

%
2 4 EA@E

g) Resolvemos cada una de las inecuaciones. El recinto solucién es la interseccién de los tres semiplanos.
La solucién es el tridngulo comin a los semiplanos.

!'l

7 Y Y Y
x+ <11
Q Q Q Q
(o] [e] (o] [e] 2x =3y <=3
P 2x—3y<[-3 P P P P
Lo} 7 (o) O (o)
P . x22 P
N d N x+y<11 N ¥
9 Pl 2 9 )
x>2
X X X X
2 4 p. 4 4 4

h) Resolvemos cada una de las inecuaciones. No hay ningin punto que esté en la interseccién de los tres
semiplanos. Luego no hay solucién.

N
Yy
A S
3 N
Ny > 11
S
6 > A
x=2 \\
y N
et 7 S
N
2x -3y >— N
) y 3y>-3 N
v N
X
4
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1. Ecuaciones polinédmicas de grado tres o superior
Hazlo tu. Resuelve esta ecuacién:
12x% + 1403 - 2x= 0
Como no tiene término independiente, sacamos factor comdn 2x:
2x(6x3 + 7x2=1) =0

Buscamos ahora las raices enteras del nuevo polinomio entre los divisores del término independiente y
factorizamos.

6 7 0
-1 1
-1 0
6x3+ 7x2—1=(x+1)(6x%+x—1)

Como no hay mds raices enteras, para descomponer el polinomio de segundo grado resolvemos la ecuacién
asociada y como el coeficiente principal es 6, nos queda:

-1
-1

|6 1

12x4+14x3—2x=6o2x(x+1)(x+é)( —é):O

Soluciones: x; =0, x)=-1, x3 = —% 1
2. Ecuaciones con valores absolutos
Hazlo tu. Resuelve estas ecuaciones:

a) [x*-2|=2 b) |3x + 1| = |2x + 4] o |x+3|=2x|+2

a) Seguimos las indicaciones del ejercicio resuelto 2, apartado a).
x2-2=2 — x=-2, x,=2
x2-2=-2 — x3=0

b) Seguimos las indicaciones del ejercicio resuelto 2, apartado b).
3x+1=2x+4 = x,=3
3x+1=-2x+4) > x,=-1

¢) Seguimos las indicaciones del ejercicio resuelto 2, apartado c).

—x—3 si x<-3 —2x si x<0
e 3] - 24| -

x+3 si x=2-3 2x si x>0
x<-3 3<x<0 x20
|x + 3] —x-3 x+3 x+3
|2x| —2x —2x 2x
|2x|+2 2x+2 2x+ 2 2x+ 2
x<-3 -3=<x<0 x>0
—x—-3=-2x+2 x+3=-2x+2 x+3=2x+2
x=5¢(-00,-3)| x=-1/3€[-3,0) | x=1€[0, +o0)
Soluciones: x; = —%, X =1
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3. Ecuaciones exponenciales

Hazlo tu. Resuelve estas ecuaciones:

—x—1
a) 3**1_9%-0 b)(%) =5 ©2%-3.2°+2=0

2) 37412920 — 371 _(3)¥=0 — 371 3% -0 — 3741 3%
Igualamos los exponentes: x2+1=2% > x=1

b <%)x1:5

Tomamos logaritmos en los dos miembros:

—x—1
log(é) =log5 — (—x—l)log<5)=log5 = (x=1)(logl—log 2)=log5 —

log 5
X log 2 _

1

©)2%-3.2+2=0
Cambiamos de variable: 2=y
y2=3y+2=0 = =2, y,=1
y1=2 = 2=2 = x=1

Jp=1— 25220 = %, -0

4, Ecuaciones logaritmicas

Hazlo tu. Resuelve estas ecuaciones:
a) logx + log4 =2 b) 2 logx — log (x—1) = log 4

a) logx + logd =2 — log (4x) = log 100 — 4x =100 — x =25 que es solucién vélida.

2 2
X 1>=Zog4 - X I =4 — x=2 que es solucién vilida.
x_

b) 2log x — log (x— 1) = log4 — log(
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5. Ecuaciones tipo ax?" + bx" + ¢ = 0
Hazlo tu. Resuelve esta ecuacién:
28 -15x%-16=0
Hacemos el cambio de variable: x4 = y
La ecuacién queda: y2—15y-16=0 — y, =16, y, =1
x=+416 - x1=2, x9=-2
x=% 4«/—71 que no existe.

Soluciones: x; =2, xy=-2
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6. Inecuaciones con fracciones algebraicas

Hazlo tu. Resuelve esta inecuacién:

x -1
x

<x

2,
x=1_,_=x"+x-1_,

X X

Resolvemos las dos ecuaciones asociadas:

—x2 + x—1=0 no tiene solucién, luego siempre tiene el mismo signo
x=0
(=0, 0) (0, +0)
—x?+x—1 - —
x - +
2 +x—1
—xrx—1 . _
X

El valor 0 no se puede incluir en la solucién porque anula el denominador. La solucién es (0, +co).
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Ejercicios y problemas guiados
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Sistemas de ecuaciones no lineales

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

2 =
a) 254+ 3Y=17 b) 3lnx-lny=1 Y x +y_02
2% _37-1-61 Inx’+lny*=7 3e-1_ 3y9+1
a) Hacemos el cambio de variable 2¥ =z, 37 ==~
El sistema queda:
z+t=17
: 25 76
2t _gp Cuyas soluciones son: z=8, r=9; z=—22,¢t=">
L 3 303
z=8,1=9 — 25=2% 3-32 5x=3, y=2
Z=—?, =776 - 2;@_% No es vélida porque 2*> 0 siempre.

Solucion: x=3, y=2

3lnx—Iny=1 3lnx—Iny=1
lnx3+ln}/2:7 - 3lnx+2my=7

Restamos 1.2 ecuacién menos 2.2 ecuacién: —3/n y=—-6 — hy=2 — y=¢?

Sumamos 2.2 ecuacién mds el dobledela 1.2: 9mx=9 — wx=1 = x=¢

Solucion: x = e, y=e?
2 _ 2 _
x+y—02 Xty 02 x2+)/:0 x2+)/:0
C) 3x71= 3}/9+1 - 336—1: 3';;1 N’ 3x71=3y2+172 3:(71:3}/271

x—1=y*—1 o x=0, ;=05 x,=1, y,=-1

2 -0 2 -0
_){x+y L, ey
x=y

Planteamiento y resolucién de un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas
Para fabricar una lata de conservas cilindrica de capacidad 487 cm>, se necesitan 56z cm? de chapa.

Calcular las dimensiones de la lata de conservas.

nr?h =48 N r*h=48 _)/7=4_§
7
2nr* + 2nrh =561 272+ 2rh =56

2242048 _56 5 222,48 _s6-0 9—76+272—56=0 N
/A A

=0 o (P -287r+48)=0 — r=4, r=2, r=—6 (no es vilida)

3
N 2(r° —28r+48)
r

Soluciones: rj=4 — h1=%=3; r=2 - b2=44—8=12
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Planteamiento y resolucidon de un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas

En un grupo de 1.° de bachillerato todos tienen como materia de modalidad biologia, dibujo o tecno-
logia. Las matriculas en biologia representan el 60 % del total. Si tres alumnos de dibujo se hubiesen
matriculado en tecnologia, entonces las dos asignaturas tendrian el mismo niimero de estudiantes.
Finalmente, el doble de la diferencia del niimero de matriculados en biologia y en dibujo es el triple
de la diferencia de los matriculados en dibujo y en tecnologia. Hallar el niimero de estudiantes matri-
culados en cada una de las materias.

x—0,6x—0,6y—0,62=0 0,4x—0,6y—0,62=0
y—2=06 — 1y—2=6
2x—-2y-3y+3z=0 2x—5y+3z=0

Multiplicamos la 1.2 ecuacién por 5:

2x—3y-3z=0 (1.9 2x—3y—32z=0 (19 2x—3y—-3z=0 x=18
y— z2=6 (29 y— z2=6 @9 y— 2=6 — 1y=9
2x=5y+32z=0 (33)-019 —2y+62=0 (33H+2. (1Y 4z =12 z=3

Solucion: x =18 de biologia, y = 9 de dibujo, z =3 de tecnologia.
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Ejercicios y problemas propuestos

Pagina 94

Para practicar

M Factorizacidon

1 Descompén en factores estos polinomios y di cudles son sus raices:
a) 9x* — x? b) 4x2 — 28x + 49 0 &% +9x% + 27x+ 27
d)2x3 -2 -x e) x* —13x% + 36 £)xt+ 222 + 1
2) Ixt—x2=x2(9x2 - 1) =x2Bx-1)Bx + 1)

Raices: x =0, x=l, x=_L

3 3
b) 4x2 — 28x + 49 = (2x —7)?

Raiz: x = 7

2

<) 3+ 9x2+27x+27 | x+3
x2+6x+9 | x+3
x+3 | x+3

1

x3+9x2 + 27x+ 27 = (x + 3)3

Raiz: x=-3

d) 253 —x%— x| x
2x%—x—1|x-1
2x+1 | 2x+ 1
1

2x3 —x?—x=x(x—1)2x+1)

Raices: x=0, x=1, x=—%

©) x*—13x2 + 36 | x -2
x4+ 2x%—9x—18 | x+ 2
x2-9|x-3

x+3|x+3

1

x* 21352436 = (x—2)(x = 3)(x + 3)(x + 2)
Raices: x=2, x=-2, x=3, x=-3
f)xf+2x241=(2+1)2

Es un producto notable. No tiene raices porque x2 + 1 no se puede descomponer.
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2 Halla, en cada uno de estos casos, el mix.c.d. [A(x), B(x)] y el min.c.m. [A(x), B(x)]:
a) A(x) =x* + x—12; B(x) = x> - 9x
b)A(x) =% + x2—x—1; B(x) =% —«x
) Ax) =x%-x% Blx) =23 —x*+x-1
a) A(x) = (x=3) (x + 4); B(x) =x(x—3) (x+3)
max.c.d. = (x — 3)
min.c.m. = x(x—3) (x + 3) (x + 4)
b)A(x) = (x— 1) (x + 1)2; B(x) =x(x—1) (x+ 1)
mix.cd. = (x—1) (x+ 1)
min.cm. = x(x—1) (x + 1)2
) A =x2(x+ 1) (x=1) (x2+1); Blx)=(x—1) (x2+1)
mix.c.d. = (x—1) (x% + 1)

min.cm. = x2(x+ 1) (x=1) (x* + 1)

3 Resuelve estas ecuaciones factorizando previamente:
a)6x+7x*-1=0
b) 1655 —8x3 + x=0
Q) x> +6x2-7x-60=0

d) x> -49x=0
€) x> +9x%+15x-25=0
f)a®+3x2=0

a) x> +7x2=1=0
6x3 + 7x2 =1 =6(x + 1)(x+é>(x—;>
Soluciones: x;=-1, x, = —L, X3 = Vo
2 3
b) 16x° —8x3 +x=0
16x° — 8x% + x = 16x<x— L>2 (x + l>2
2 2
Soluciones: x, = J\ X =0, x3= 1
2 2
Q) x3+6x2=7x-60=0
x3 4+ 6x2 = 7x—60 = (x—3)(x + 5)(x + 4)
Soluciones: x; =3, xy=-5, x3=—4
d) x> —49x=9
x3—49x = x(x=7)(x + 7)
Soluciones: x1 =0, x,=7, x3==7
e) x7+9x2+15x—25=0
x3 4+ 9x2 + 15x =25 = (x— 1)(x + 5)?
Soluciones: x; =1, xy=-5
f) x®+3x2=0
x4+ 3x2 = x2(x% + 3)

Solucion: x=0
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M Fracciones algebraicas

4 Simplifica las siguientes fracciones:
4 2
a) X —X
20+ 3x% 4 243
—x° — 422 +11x + 30
)
x%+2x-15

a) x = a2 =X2(X—1)(x+1)=ix—1
W43 2% P+ (x+l) x x+2
b) Jc3+6xz+12x+8:(x+2)3 —x 42
x2+4x + 4 (x+2)2
0 —x3—4x2+11x+30=—(X+5)(x—3)(x+2) _
x+2x—15 (x+5)(x—3)
d) x4y _XZ(X—z)(x+2):xx—2

Ordetrdx x(x+2)? x+2

5 Opera y simplifica el resultado.

a) 3a+3 _(ﬂ+1)2
12a-12° 22_1

x _ x x
9 x-2 x-1 x2_3x4+2

x+2 x+2) x+2

e) (1_ x+1 x+3>. 1

2) 3(@+l)(a+l)(@-1) 1
12(a—1)(a+1)? 4

) xx=-1)—x(x-2)—x _ X2 —x—x*+2x—x -0

(x=2)(x-1) (x-2)(x-1)

d) (x+1)(x+2)—x2:x+2+x_ 3x+2

x+2 _

b) X +6x*+12x+8
rdx+4

d) x* — 4x?

X+ 4x* + 4x

—x -2

b) x+2x-3 . (x—2)2
x-2)3 x2-1

9 (x;I B xf2>:<l+ fo)

b GrDE-DE=22 43

(x=2)3G+1D)(x=1) =2)(x+1)

3x+2 3x+2

x(x+2) x+2  x(x+2)

rdrdx—x*—4x-3 _ 1
e) (xs2)? (x+2)_x+2

6 Demuestra las siguientes identidades:
1 2x 1 1
1 _4)=1
a)(1+.¢|c+1_xz><x ) x

x—-2_ x=3\ (1 1 \_s._
c)(x—?) x—2>'<x—3 x—2> 2%-5

2x+2  x(2x+2) - 2x(x+1)

2 2
b a -1 . a +2a+1 -1
)aZ—Sa+2 a2—-a-2

1-x_ 1

o () () )

(a+1)?

b) (a+1)(a-1)

: =(a+1)(;z—2)=1
(@a-2)(a-1) (a-2)(a+1) (@-2)(a+1)

1 ) _1
1-x X X

x—2—x+3 _

(x—3)(x-2)

9 ((x_z)2_(x_s)z),<(x_z)_(x_3)>_ (x—24x—3)(x—2—x+43)

(x—3)(x-2)

(2x-5) . 1

(x=3)(x-2) Tx-3)(x-2)

T k-3)E-2) -3 (x-2)

_@2x=5x-3)(x-2) ,
G-3e-2 7
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M Ecuaciones de primer y segundo grado

7 Resuelve, cuando sea posible, las siguientes ecuaciones:

a) (x+1)? _l+x _ (x-1) _2+x
16 2 16 4

b) 0,2x + 0,6 — 0,25(x — 1)2 = 1,25x — (0,5x + 2)?
¢) 5x—3)%2-5x(4x—5) =5x(x—1)

) (x+1)? _d+x _ (x-1)° _2+x
16 2 16 4

Reducimos a comiin denominador y multiplicamos por 16.
x2—6x—7=x>-6x-7
Obtenemos una identidad, luego las soluciones son todos los nimeros reales.
b) 0,2x + 0,6 — 0,25(x — 1)? = 1,25x — (0,5x + 2)*
0,2x + 0,6 — 0,25(x? — 2x + 1) = 1,25x — (0,25x% + 2x + 4)
-0,25x% + 0,7x + 0,35 = =0,25x% - 0,75x — 4
0,7x + 0,75x=-0,35 -4
1,45x = —4,35
Solucién: x =-3
o) (5x—3)% = 5x(4x—5) = Sx(x— 1)
25x% = 30x + 9 + 25x — 20x% = 5x% — 5x
9=0

No tiene solucién.

8 Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado:

_1)2- 2_4_ i(i_ )2_&=L_x—l
a) 0,5(x-1)*-0,25(x+ 1)* =4 —x b) >3 2 3 3 7
9] 0,§x2—x—1,§=0 dDE+1)2-(@x-2)2=(x+3)2+x2-20
e) x?-2x+5 _x2+3x=x2—4x+15 f) 3x+1  5x*+3 21 x+2

2 4 6 3 2 2 3

g x—a)?+x(x+b)=8b%2—x(2a-b) + a*

2) 0,52+ 1-2%)—0,25(x>+1+2x) =4 —x
0,5x2 +0,5—x—0,25x2-0,25-0,5x =4 — x
0,25x2 - 0,5x— 3,75 = 0

x2-2x-15=0
_ 248 _ 5
2 -3
X1 ==3; x%p=5
3(x2 4_2>_x+1_l_2x—2
b) <4+ 778 T8 38
352+ 48— 24x —x—1=1-2x+2; 3x2—23x+44=0
4
_ 231 _
= 25 <3
— 4 x, = AL
X1 X 3
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2
c) %-%-%:0 — x?—3x-4=0

3:49+16 315 4
S A

x1=4, X2=—1
Dx?+1+2x—x2—4+4x=x2+9 +6x+x2—20

0=2x2_8; xy=4

X1 ==25 x,=2

e) 6x? — 12x + 30 — 3x% — 9x = 2x? — 8x + 30
x2—13x=0
x = 0; x2=13

£)6x+2-15x2-9=3x2-3-2x—4
0=18x%—8x; 2x(9x—4) =0

x1 =05 xz=i

9

g) x%+a? = 2ax+ x% + bx = 8b% - 2ax + bx + &
2x2 = 8b% x% = 4b% x=+2b
x;=2b; xy=-2b

M Ecuaciones bicuadradas

9 Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)xt—5x2+4=0 b)x*+3x%2-4=0 O)x*+3x2+2=0 dDx-9x2+8=0

5442516 543 4
S TR R
X1 =25 xy=-25 x3=1; x4=-1

2 —3+4y9+16  _3x5 1
b) x”= 2 ) _<—4(novale)

xp=1; % =-1

_ _ -1
Q) 2= 3+ 5978 _ —3;1 - < > — No tiene solucién

2> 9+y81-32 947 8
d) ot = ST =SR-S0 <

xp =15 x=-1 x3=2ﬁ; x4=—2J§

10 Resuelve:

4 2 2 4
)x0-23+1=0 d)a®-15x-16=0
a) (*—2)%=1 - x*—4x?+4=1

x4 4x213=0

2 4+J16-12 412 3
e R T

4 2
a) (@?2-2)?%=1 b)M+l<x4_2_Lx2)=ﬂ

xlz«/g; xZ:—«/g; x3=15 x4=—1
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b)3x* —1+2x% —4—x2=x*_5

4x* —x2=0
x%2=0
x2(4x2—1)=0<4x2_1=0
1 1
xl:O; XZ:?; X3:—?

Q) x°-2x3+1=0
Hacemos el cambio de variable x3 = y.
y2-2+1=0 - y=1
X = S«H =1
d) x®—15x%-16=0
Hacemos el cambio de variable x* = y.

y2—15y—16=0 — y=16, y=-1 que no es vilida.
x=i4x/ﬁ — x1:2, XZ=—2

M Ecuaciones con fracciones algebraicas

11 Resuelve estas ecuaciones y comprueba la validez de las soluciones

a)l_'_x_l:o b) 3x—7= 8x _
x  x2 x x+1
% 4 2% __, d) x=3  x+l_ 12
x-2 2-x

o) x+7 __ Tx+l 4 f) 30 x 2x+1
x+1  x242x+1

a) 1,x-1_gp

X x2

Reducimos a comtn denominador y multiplicamos por x>

210 5 2v-1=0 —» x=1

X

1

W

x = % es valida.

+

1
e -0
1

2

b) 3x—7= 8x
X x+1
-7 8 ,5_
X x+1

Reducimos a comin denominador y multiplicamos por x(x + 1).
=7 o x—7=0 — x=7 esvilida.
x(x+1)

o —X 2x
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Reducimos a comin denominador y multiplicamos por (x —2).

X(x=3) 0 - x(x—3)=0
x—2

Soluciones: x; =3, x, =0. Son vélidas.

d) x=3 ,x+l_ 19
x=3  x+l . _5_p

Reducimos a comun denominador, simplificamos y multiplicamos por (x + 3).

x=3 , x+l —x—2:—(x+2)2
x2_-9 x+3 X+

=0 5 x+2=0

Solucion: x=-2, es valida.

o) X+7 _ 7x+1  _ . 4
) x+1 x4 2x+1

x+7 _ Tx+1 4 0
x+1 X% 42x+1

Reducimos a comiin denominador y multiplicamos por (x + 1)2.

3 2
%" +3x"+8x+10 _ _, —x3+3x%+8x+10=0
(x+1)2
Factorizamos: —x2 +3x% +8x+10=—(x—35) (2x + x> + 2)

La solucién es x =5, que es vélida.

f) 30 __x _2x+l
x245x+6 x+2  x+3

30 __x _2x+1l _g
x2+5x+6 x+2  x+3

Reducimos a comin denominador y multiplicamos por x?2 + 5x + 6.
y p p

2
3" 48x =28 g 5 3,2, 8x_28=0

x?+5x+6
Soluciones: x; =2, xy = —%. Son vilidas.
Pagina 95

M Ecuaciones con radicales

12 Resuelve las siguientes ecuaciones y comprueba las soluciones:
a) {5x+6 =3+ 2« b)x+7-3x =1 ©) 2-5x+x/3=0 d) 2x+3+Jx-5=0
a) 5x+6=9+4x2+12x; 0=4x%+7x+3

_ 7+J49-48 741 _ -1
x= - =< 34

8 8

x1=—1; X2=—%
b)7-3x=1+x2-2x 0=x2+x-6

11424 15 2 (no vale)
X = = —<_3

2

x=-3
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€) 2-5x=3x% 0=3x2+5x—2

e —Si«/25+24 ) _5617 . 1;3(novale)

x=-2
d)2x+3=x—-5; x=—-8 (novale)

No tiene solucidn.

13 Resuelve:

a) 2x+{5x -6 = 4 b) Jx-2+4Jx+1 =3 <) 7x+1 _5x-7 d)\/1=£
4 6 x 8
a) 5x—6=16 + 2x— 8y2x
3x—22 = —82x
9x2 + 484 — 132x = 64 - 2x; 9x2 —260x + 484 = 0
260 + 224 484/18=242/9 (no vale)
X= —"—F———="=
18 2
x=2

b) Aislamos un radical: Yx—-2=3—yJx+1
Elevamos al cuadrado los dos miembros:
x=2=9-6x+l+x+1 = 6yx+1=12 = Jx+1=2
Repetimos el proceso: x+1=4 — x=3
Comprobamos la solucién, y3—2+43+1 =3, vemos que es vilida.
o Zx+1 _ 25x +49 - 70x

4 36
63x+9=25x2+49—70x; 0=25x2—133x +40
oo 1332117 >
50 8/25 (no vale)

x=5
1_x
UREE
Elevamos al cuadrado ambos miembros:

2 2 3
1) _(x 1_ 1.2 g1 1.2 _x’ =64 _ 5_ 64—
(\/:> _(8) — T — T 0 — o 0 > x°-64=0 —

— x =364 =4, solucién valida.

14 Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) 3x—Jx—42=0 b) =5 7x + 4+ x=47 —6x
O Yax—-1=x-4 d) 34— 2x = /82 ~ 16
€ 2x+2-46x+10 =0 £) Bx+1=4-43Bx+1
a) Y3x—x—42=0
Bx=yx+42

({3x) 2= (Jx +42)?

Bx = x+22x+2
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22 x=2x-2
(2424x)% = (2x - 2)?
8x=4x’—8x+4 — x=y3+2, x=2—43 no es vilida.
Solucién: x = {3 +2
b) V=5 —7x + 4 + x =47 — 6x
(=5 —Tx+Vh+x)2=(7—6x)2 = 2/Tx—5x+4—6x—1=7—6x
2{=7x—5{x+4=8 = (J=Tx—5{x+4)2=4> - —7x?-33x-20=16

Soluciones: x| = _12 x, =—3. Las dos son vélidas.

7
o hx—1=x—4
Elevamos al cubo ambos miembros:
Gldx —1)3=(x—4)3 > 4x—1=x3—12x2 +48x — 64 — x> —12x2+48x — 64— 4x+1=0
Factorizamos:
x3 = 12x2% + 44x— 63 = (x— 7)(x% = 5x + 9)
Solucién: x =7 es vélida.
d) ¥4 =25 = Y8x? — 16x
Elevamos a la sexta ambos miembros:
(4-2x)2=8x*—16x — 4x?—16x+16=8x>—16x — 4x*+16=0
No tiene solucién.

e) Px+2-46x+10=0

Aislamos las raices.

2x+2=46x+10
Elevamos a la cuarta ambos miembros:
x+2)2=4x2+8x+4=6x+10 > 4x2+8x+4=6x+10 -

— 4x2 4 2%x—-6=0 > x=1, x= —% no es valida.

Solucion: x=1

f) 4B3x+1=4+4B3x+1 = 0=4 — No tiene solucién.

M Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

15 Resuelve expresando ambos miembros de la ecuacién como potencias de la misma base:

x2+l_l 92x _ . x+3_i x2 + 3x _
)37 =g b) =27 5:23= 2 d) 5+ 3 = 0,04
2\ 8 1\ i1 oxel
£) -9 f)(~) =81 0,01)* = 100 h)3*+1.2¥+1_36
° (3> 27 )<9> g (0,01) )3 3
2x+5
i) v23*-1-0,125 j) 33\/27’0—1:(%) k)3.9%.27%=1 ) 575.125%* =25

2 2 . .y
a) 3% +1:% —3¥*t1-32 5 x2,1=-2 - x2=-3 — No tiene solucién.

X 4x
b)93—2x:27 — %:33 — 3% -x_33 5 353 5 Solucion: x=1
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Q) 5.2“5:% 5 5.2%325.22 5 x43=-2 — Solucién: x =5

x2+3x=0 04 — x2+3x= 4 =L x2+3x=L% x2+3x= 72% 2 =2
d)5 , 5 100 = 25 -5 25 5 5 X~ +3x

Soluciones: x=-1, x=-2

x X 3
2)y_.8 2)_(2 idn: x =
e) <3> 57 - <3) <3> — Solucion: x=3

X X -2
1 1 1 ..
—_ = _— =|— N = —
f) (9) 81 e (9) <9) —> Soluczon X 2

g) (0,01)*=100 — (0,01)*= 0,012 — Solucién: x = -2

h)y3*+1.2x+1-36 — 3x+l. v+l g2 5 gx+1_62 5 x4+ 1=2 — Solucidn: x=1
i) /233(—1:0,125 —y J3x-1_ 125 :L
1000 8
— 23l é - 2 —2_3 _3x2—l =-3 — Solucion: x = —%

X +5

)

3(x—-1)
3

2x+5
- 33\/33(:(1):(312) 3} N 31+3( —0) =32@x+5)

— 1+ =202x+5) — x=—202x+5) — Solucién: x=-2

k)3.95.275=1 — 3.32%.3%-30 5 31+2¢+3x_30 5 1 ,5v-0 — Solucién: x-—%

I) 5975.125%=25 — 5%°5.53 - 52 5 5¢-5+0v_52 5 7y 5.2 5 Solucidn: x=1

16 Resuelve, tomando logaritmos, estas ecuaciones:

a)Lx=27 b)e*~2 = {73 ) 2°.3* =81
2% x+ 1 2x+ 1 1 * x+ 1
)3x+1 =1 e 2 - 16 =3 f) (;) - 125 =4

a) §=27 - %:e’c - /n%:lnex - x=/n2L7=/nl—ln27:0—ln27 - x=-3,296

b) et 2=y73 > Ine* 2=ln73 — x—9=%/n73 - x=9+ln% — x=11,145

v _ _log81

) 6*=81 — xlogb6=1Iog8l = x= Iog 6 = 2,453

4 -2 1_)<>x 3 xlog2=log3 —> x= Lz—ZﬂO
3%, 3_ 3 gf} 4 _10g2—10g3 ’

C) 2x+1_162x+1_3 N 2x+1_24(2x+1)_3 N 29x+5=3 N [0g29x+5=[0g3 SN

— (9x+5) log2 =log3 — Ox+5) = 0g3 = 1,5850
Solucion: x = % =-0,3794

f) (;) L1255 124 5 5% .53x+3 4 5 5243 _ 4 [0g52x+3=/0g4 RN

log 4

— (2x+3) log5=1logd — (2x+3) = g5

=0,8613

=-1,0693

Solucion: x =

0,8613-3
2
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17 Resuelve las siguientes ecuaciones mediante un cambio de variable:

X 1-x_ x+ 1 x—l_i 1+x 3x—1=£
a)2¥+2 =3 b)2 +2 =5 c8 +2 16
d)2%-5.2+4=0 € 9°-3"-6=0 £)7'+2-50.7°+7=0
g)2x/2+2x=6 h) /32x+7=3x+1 i) 23x_3.22x+1+3-2x+2=8
a) 2%+2 -3

2%

z=2% > x+£=3; 22 42=3z
z

 a oo . 3249-8 331 __—272%=2 > x=]
z°—3z+2=0; z= 5 ) _<1—>2x:1—>x2=0

b) 2.2x+%=%; 4.2%42%=5; 2% =1

x=0

C) 23+3x+23x—1 =%

x\3
8~(2x)3+%=% — 2¥=z7 — 1282%+823=17

(128+8)(2)3=17; (2)3= 17 _

1 [1_1 v_1
R R Lo S, L S
136 8 ~ °7Ng 2

2
x=-1
d)(292-5.2+4=0

v 5+425-16  5:3 _ 4

2= 2 2 ‘<1

.X'l:O; X2=2

N2 ax g ax_ 1x41+24  1+5 3
§ (377737 =6=0; 37 2 2 _<—2(noval€)

x=1

(72 _ L7x _0N. x_50i48_ 7
£) 7797 =50.7+7=0; 7%= 22528 - <

x1=—1; XZ=1

g 2Y2-3.2°=6 — {2¥-3.2=6
Hacemos el cambio de variable 2* = y:

J7=3-9=6 > Jy=3.7+6 = (()2=By+6)2 > y=9?+36y+36 —

—35+4-71

— 992 +35y+36=0 — y-= T

No tiene solucién.
h) 3% +7=3%+1
Hacemos el cambio de variable 3* = y:
P +7=y+1 =5 (P +72=(p+1)? = y2+7=92+2y+1 = 7=2y+1 = y=3
Solucién: x =1
i) 23x_3'22x+1+3'2x+2=8
Hacemos el cambio de variable 2* = y:
92-3-2-9243.22y=8 > P —6y2+12y=8 > P - 6y?+12)-8=0 > (y-2)°=0 —> y=2

Solucion: x=1
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18 Resuelve estas ecuaciones:

a)log(x2+1)—log(x2—1)=log% b)ln(x-3)+In(x+1)=n3+In(x-1)
o (x-1) log(3’”1)=310g3 d) log (x + 3) —log (x—6) =1

K2+l _, 13
a) log R =log 5

12x% +12=13x% —13; 25=x2
x1=-55 % =5

b) n(x* = 2x = 3)=In(3x - 3)
x*=2x-3=3x-3; x*-5x=0
x=5 (x=0 no vale)

0) log(3%+ V1) = o 33
3er De=D 233 (x4 1)(x—1) =3
x=2 (x=-2 novale)

d) /og%:l
x+3=10x—60; 63 =9x
x=7

19 Resuelve las ecuaciones siguientes:

a)logs(x2—2x+5)=1 b) log V3x +5 +log«/;=l
o) 2 (logx)?*+7 logx—9=0 d) % log;; (x+5) =1
e) log (x* + 3x+ 36) = 1 + log (x + 3) f)Inx+In2x+In4x=3

a) logs (x* — 2x +5)=logs 5
x*—2x+5=5; x(x—2)=0
x1=0; x,=2

log (x(3x +5))
2

b) =1; 3x2+5x—-100=0

_ 5435 _ >
T e\ < —40/6 (no vale)
x=5

—7+y49+72  _7+11 _ I; x =10
4 T4 T ~18/4=-9/2; x,=10"""2

d) logy (x+5) 12 = logy, 11

c) log x =

(x+3)12=11; (x+5)=112
x=116

x? +3x+36 -1
x+3

e) log

x2+3x+36=10x+30; x2—7x+6=0

7+y49-24 715 6
S T

Xlzl; XZ=6
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f)lnx+n2x+ndx=3
In(x-2x-4x) =3

3
h8x3) =3 - 8x3=¢> > x3=%

¥
8 2 2
M Sistemas de ecuaciones

20 Resuelve:

x-y=15 1,1.5 2_ _ 2=
A x_5 b)ix y 6 c)«;%y 10 d){x2 £—5
y 3 2x+3y=2 y—x=7 xXy=
_
a) x= 3
5)/2_ 5 y=3 = x=5
S 5 s

2—2x

b) 6y+6x=5xy} 4—4X+6x=M
.sz

6x + 12 = 10x — 10x2
10x% —4x+ 12 =0
Sx2—2x+6=0

No tiene solucidn.

) +9?=10 > (2y-7)%+ =10 >
¢ 2y—x=7 = x=2y-7

—> 4y —28y+49+ 52 =10 — 52— 28y+49=10 — y=3, y:%

n=3 x=1 )’2=%’ x2=—2

5

2 4_ 4 z.2
xz_yz=s%(é) yres > L0 s g L 0130 o,
d) J Y Y
6
=6 > x=—
7 J

—>y4+5y2—36=0 - y=2, y=-2
N=2 %=3y=-2x%=-3

e) 2x* —10x+12=0; x2—5x+6=0

£y25-24 5+ 3
o2 25 :551:<2
x?+ y2—5x— 5y+10=0
—x2+ y2+5x— Sy— 2-=0

292 - 10y+ 8=0

5242516 5+3 _ 4
- 2 ) ‘<1

y2-5y+4=0 > y

x1=3, 1=4 x=3, }p=1; x3=2, y3=4; x4=2, y;=1

NNNSAC HILLERATO
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xt+y?—5x—5y+10=0
€)
x2—y2-5x+5y+2=0
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21 Resuelve:

2 P —2y+l=x b) 2yx+l=y+1 9 V3x+y) +x=12 d) Vx+y+2=x+1
Jx+y=5 2x-3y=1 2x—y=6 2x—y=5
a) x=(5-y)

y2—2y+1=25+)/2—10y
8y=24; y=3; x=4

x=4; y=3
2

b)4x+4=)/2+1+2y;x=4y +iy_3

_1+3y 2+06y

T2 4

}/2+2y—3:2+6y

y2—4y-5=0

_4£416+20 416 5 = x=8
R e T

xp=—1, yy==1; x,=8, =5
Q) y=2x-06

V3(Bx—-6)=12—-x

9x— 18 = 144 + x? — 24x

0=x2-33x+ 162

27 — y=48 (novale)
_33+21 _ Y
X = > _<6—)_y=6

x=06, y=6 (x=27, y=48 no vale)
d)y=2x-5

m=x—1

3x—5=x>+1-2x

0=x2-5x+6

5+425-24 541 3 - y=1
S B R G

x1=2, y1=-1 x=3, =1

22 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

= X _ +1 _ X, -
@ (771 by {7 1 922!
2% 4+27=12 x2+y2=1 5%:57=25
X 2—
10%.107Y l=0,1 32x+3y—l=4 22x+2y=l
d) 22x 0.2 ) vl y f) 2
2_y—l= ,25 3**1+37=12 22— _ 4

y—x=1
a)
2%42y=12
y=1l+x — 264 214%212 5 2%42.2%=12 = 3.2=12 —
- 2¥=4 5 x=2 > y=1+2=3

x=2,9y=3
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0

=1 = &= 5 k=1

x2+},2:1 - (_1_),)2”/2:1 N 2}/2+2y=0 S (D)=

x.ey+l

|

00— y=0;y=-1

xp==1 y1=0; =0, y, =1
Sk C 5501-50 _ [x+y=0
D s¥i50225 7 |5%-0=52 7 |x—y=2
x=1, y=-1
21
) 1051071201 f1gne 0 w1t [xege0
;_1:0,25 22—yl L2 2w—y+l==2  |2x—y=-3
=_y2
- 2 3
29" —y+3=0 = y=1, ===
= — = M =—2 = i
xi==L =1 x 472 )
37437124
e) 1
3%+1 437212
2,1 241=12
Llamamos 3*=2z y 3'=1¢ 213 4 [3Z 7 — 322 -32=0 — 2=0, z=1
32ei<12  |3z+r=12
z=0 (no vale)
z=1—>1t=9 - x=0, y=2
2x y=L
f) 2% 42 2
22—y _ 4
z2+t=% - 4r2+r:% - t:%, t:—% (no vale)
Llamamos 2=z y 2= 2
7=4 — z% =47
t=% - z=%, z=—% no es vilida.
t:% - z=% — x=-1, y=-2
Pagina 96
23 Resuelve:
o) |logx+logy=3 b) l”g2x2+31°g“'=5 o Jlog ()2
log x — log y=-1 log2x7=3 log x =6 + log y*
d xr—y?=11 o x—y=25 £) Inx—lny=2
log x —log y=1 log y=1log x -1 Inx+lny=4
a) 2logx =2
x=10; y=100
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b) logy x + 3logy y =5 logy x + 3log, y =5

2ogy x~logyy =3 Glog, x— 3logy y = 9
7log, x =14
X=4, _y:2
c) 2log x + log y =2 Alogx + 2Uogy = 4
log x —2logy = 6 logx— 2logy = 6
5log x =10 — logx=2
x=100
1
777100
d) log £ =1; £=10; x=10
7 4
_10, _1
X = 3 5 3

(y = —% no vale)

e) x=25+y| y=0,1x
[ogl=—l 0,9x=25
x

X

_ 250, ,_25
“T9 )

£) lnx—iny= 2} Sumando las dos ecuaciones, queda:

hhx+lny=4| 2lnx=6 - lhx=3 - x=e

Restando a la 2.2 ecuacién la 1.2, queda:

2lny=2 = lny=1 — y=e¢

x=e y=e

M Método de Gauss

24 Resuelve por el método de Gauss:

x— y—2z=-10 2x-3y+ 2=0 x+y+2=3
a)] x+2y+2z=11 b) 13x + 6y —22=0 )12x—y+z=2

2x— y+z=8 4+ y— z=0 x—y-z=1

x+ y+2=18 x+ y+ z=2 x+y—-22=9
d) {x -2=6 e) 12x + 3y + 5z=11 f)12x—y+4z=4

x-2y+2z=0 x—5y+6z=29 2x— y + 6z3=-1
a) x— y—z=-10| @9 x— y—z=-10] @3

x+2y+z= 11 23 + (1.2 2x+ y = 1 2.3

2x— y+z= 8| B3H+01H 3x -2y = 2| Gy+2- 29

x—y—z=-10| x=0 x=0

2x+y = 1;y=1 y=1

7x = 0] z2=-1+10=9]) z=9
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b)Zx—3y+ z=0[ @19 2x—3y+2z=0] x=0
3x+6y—2z=0;p @29+2. (1.9 7x =07 y=0
4o+ y— 2=0] (3H+@1H 6x—-2y =0] 2z=0
19) x+y+z=3| @9 x+y+ z=3| @9
2x—y+2=2 9+19 3x +2z=5; @3
x—y+z=1 (33 + (1.3 2x +2z=4| 3B3y- @23
xX+y+ 2= 3 x=1 x=1
_ _5-3x _ _
3x  +2z=5 Z=="= =1 ¢ y=1
- =-1 y=3-x—2z=1 z=1
d) x + y+z=18| @9 x+y+ z=18| (19 x+y+z=18
x —z= 6 @9 x - z= 6; 23 x —z=6
x—=2y+z= 0] @y+2-09 3x +3z=36| (33:3 X +z=12
(1.9 x+y+2z=18| x=9 x=9
2.9 x —z=06¢ z=x-6=3 y=6
(3.3 + (2.9 2x =18| y=18-x-2z=6] z=3
e x+ y+ zg= 2| @9 x+ y+ z= 2| @9
2x+ 3y + 5z =11 23 -2. (1.8 y+3z= 7 @9
x=57+6z=29] (ByH-@1.9 —6y+52=27| (39+6- 23
X+y+ z= 12 z=6_9=3 x=1
23
y+ 3z= 71 47 35-7-9=2 y=-2
232=09) y_2_y_z=2+2-3=1] =3
£) x+y-2z= 9| @9 x+y—2z= 9| @9
2x—y+4z= 4 @9+ (19 3x  +2z=13; @9
2x—y+6z=-1| (GH+01Y 3x +4z= 8| (GH-@23
_=>
x+y-2z= 9| 2= x=06
3x +2z=13 a\ 13_22;:6 y=-2
2z=-5 3 )
7 y=9-x+22=9-6-5=-2| 2=
25 Resuelve:
*,) 2 6 2(x-1) 2 _4
3x+2y+2-3=0 7x -3y +z=-11 2 3 Sy 6
a)\x+y=2-5 b)ix—y+l=2 ) {2x—y-2=0 d) %—Z+£=8
x=2-2y-3 2x+2y=8+2z > >
TeTAT - -3x )Y _=z 2
————-===-1 x+2y+2 =1
5 3271 It
2) 3x+2y+2-3=0 3x+2y+2z= 3| @9
X+y=2-5 - x+ y—z=-5; (19
x=z-2y-3 x+2y—2z=-3] (39
x+ y—z=-5| @19 X+y— z2=-5 =-2
3x+2y+z= 3¢ 29-3-019 —y+4z=18; y=2
x+2y—z=-3| (33H-01Y y = 2| z=5
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b) 7x -3y + z=-11 Tx—-3y+z=-11] @9

x— y+l=2 - x— y—z= -1 1.

2x+2y=8+2z 2x+2y—2z= 8] (39

x— y—z= -1 (1.9 x— y— z=-1 (1.%)
Tx=3y+z=—11¢ @3-7-09 4y +8z=-4p (29
2x+2y—z= 8| (3H-2.-019 4y+ z=10] @EyH-@H

x— y— z=-1] x=0
4y+8z= 4, y=3

~7z=14| z=-2
o9X. ) - 6

27378 §+%— z= -6 3x+2y—6z= —36] (9
2x—y—%=0 - 2x- y—%: 0V = 10x-5y—- z= 0 @9
Bx Iz, —Zx_%_gz_lo “Ix—4y—6z=-120| BH-@1.9
4 3 2

3x+2y—6z=-36| (1.9-6-02.5 —57x+32y =-36| (19+32.(.9
10x-5y— z= 0 @9 10x— 5y—2z= 0 @3
—12x - 6y =-84| 1/6.-39 2x— y =-14| @3
—121x =—484| x=4

10x-5y—-2z= 0 y=6

2x—y = -14| z=10

H26-D 2 g 262D 3y

5 6 5 6 12x + 30y — 52— 12 =120
x_J,z._3 P> X J 2.3 © > 6x— 3y+4z = 96¢ —
2 43 2 4 3

2y+Z -1 x+2y+Z-1 v Hez - A
AT J A

12x + 30y — 52 =-108 | (1.9+5-(39 32x + 70y =-88| (@1H+2-29
— O6x— 3y+4z= 96 (@3-4-(39 -10x-35y = 80 @9

4x+ 8y+ z= 4 (3.9 dx+ 8y+z= 4| (633

12x =72 x=6
-10x-35y =80, y=—4

4x+ 8y+z= 4| z=12
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26 Resuelve aplicando el método de Gauss:

x—y =1 x+2y+ z=3 x+ y+3z=2
a) 12x + 6y — 5z=—-4 b)] x-2y+ 5z=5 ) 2x+3y+4z=1
x+ y— z=0 5¢ -2y +17z=1 —2x— y—-8z=-7
2x— y— z=2 x+ y+ z=3 2x+ y+z=1
d)| 3x-2y—-2z=2 € 1—x+2y+ =5 f)] 3x+2y—-2=0
—5x + 3y + 5z=-1 x+4y+3z=1 —x+4y +z=2
a) . 8
xX— = 1 (1.%) x—y = 1 (1.%)
2x+6y—5z=—4}; 29-5-39 Bx+y =—4: @9+3-013
x+ y— z= 0] 33 x+y—z= 0] 33
_1 x=3
x—y =1 ) 2
- 1+ 1_3 1
-2y ——é x_1+2—2 },=5
X+ y—z= 3 1
== —=2 =
z 2+2 z=2
b) x+2y+ z=3 x+2y+ z=3| @Y
x—=2y+ 5z=5; @9+ 2x + 6z=8¢ (29:2
S5x=2y+17z=1] (B3+@1.3 6x +18z=4| (39:6
x+2y+ z= 3
x +3z= 4 Lasecuaciones 2.2 y 3.2 dicen cosas contradictorias.
X +3z=4/6

El sistema es incompatible, no tiene solucién.

A x4 y+3z= 2| @9 xX+y+3z= 2
2x+3y+4z=1; @3-3-(1.9 —x —5z=-5
2x— y-8z=-7| (33H+013 - —5z=-5

Hay dos ecuaciones iguales. El sistema es compatible indeterminado. Buscamos las soluciones en
funcién de z:

x+y=2-3z| > (5-52)+y=2-3z = y=2z-3
—-x=-5+5z | > x=5-5z

x=5-5z y=2z-3, z=2z2

d) x=2
2x— y— z= 2 2x— y—z= 12 _S5x-9_ 1
Bx—2y-2z= 2 @9-2.019 x N )
Sx+3y+5z=-1] (BH+5( 5x-2y =9 z:2x—y—2=%
22, y=L -3
x=2,9 > z 5

&) x4+ y+ z=3| @9 X+ y+ z=3
X +2y+ z=5; @9+Q13 3y+2z= 8
x+4y+3z=1| (33H-013 3y+2z=-2

Las ecuaciones 2.2 y 3.2 obtenidas dicen cosas contradictorias. Por tanto, el sistema es incompatible.
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£) ox+ y+z=1 (1.9 2x+ y+z=1
3x+2y-2=0p @3+ x+3y =1
—x+4y+z=2| (33H-013 x+ 3y =1
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Hay dos ecuaciones iguales. El sistema es compatible indeterminado. Buscamos las soluciones en

funcién del pardmetro y:

2x+z=l-y| = 2(1-3y)+z=1—-y = 2=3-7y
x=1-3y

x=1-3y, 2=3-Ty

M Inecuaciones. Sistemas de inecuaciones
27 Resuelve estas inecuaciones:

a) 52 + x) > 5x

d)9x*>-4>0 x> +6x+820

a) 10 + 5x > —5x; 10x>-10; x> -1
(_1) +°°)

o) x(x+5)<0
(_5) 0)

. _ -2
o 61\/36 32:—6212:<_4

(_‘X’) _4] U [_2’ +°°)

28

Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones:

4x -3<1 3x-2>-7
b
2) {x+6>2 ){5—x<1

19 ¢ (17,+e0)

X>—

9 x>17]
5

29

Resuelve:

a)(x+1)x2(x-3)>0 b)x(x*+3) <0
x>—1
x—3>0
x+1<0
x—3<0

x>3
x<—1

a) x+1>0} } (3. + o0)

(_°°> _1) U (3) +°°)
} (—oo,—l)

x<3
b) (e, 0)

) x*+5x<0
f)x2-2x-15<0

b)yx—1>2x-2; 1>x
(_°°) 1)

o= 4ol

5
f 21«/§+60 _ 2;8 :<_3

[_3’5]
o {5—x<—12 d){Zx—3>0

16-2x<3x-3 5x+1<0
b) .. 5

¥ 3}(4,+oo>

x>4
d) x>

No tiene solucién.
xX<——
5

x2 x—-3

) x+4<0 d) x+2<0
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d
9 (~c0,—4) | (=4, 0) | (0, +) ) (~o0,-2) | (-2,3) | (3, +o0)
x2 + + + x-3 - - +
x+4 - + + X+ 2 - + +
e x-3
xX+4 B * * X+2 * - *
(_°°3 _4) U (_4’ 0) (_2’ 3)
30 Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones:
x*+2x>15 5x —x*24 x*<4 2 -5x-620
a) b) 9) d)
3-2x<7 S5x—1<4x+2 x*—Sx+4<0 2 +11x-242>0

2 {xz +2x>15 — Soluciones: (—oo0, —=5) U (3, oo)
3-2x<7 = Soluciones: (-2, =)

Las soluciones comunes son: ((—oo, —5) U (3, o)) N (=2, o) = (3, o)

5x — x%>4 — Soluciones: [1, 4]
b)
Sx—1<4x+2 — Soluciones: (—oo, 3)

Las soluciones comunes son: [1, 4] N (—e 3) = [1, 3)

w2 <4 — Soluciones: -2, 2]
°) X2 —5x+4<0 — Soluciones: [1, 4]

Las soluciones comunes son: [-2, 2] N [1, 4] = [1, 2]

) {x2 —5x—6>0 — Soluciones: (—oo, —1] U [6, )
2 +11x-2420 — Soluciones: [3, 8]

Las soluciones comunes son: ((—eo, —1] U [6, =0)) N [3, 8] = [6, 8]

31 Resuelve grificamente:

-3
a)x+y-220 b)2x-3y<6 c)x y53 d)i—lZ—l
2 2 3
a) Dibujamos la recta 7:x+y—2=0. v
Tomamos el punto O = (0, 0) € 7, sustituimos en la inecuacién y 4
comprobamos que no se verifica la desigualdad 0 + 0 — 2 > 0. \ x+y-220
2

La solucién es el semiplano que no contiene a O.

b) Dibujamos la recta 7: 2x -3y -6 = 0.

Tomamos el punto O = (0, 0) € 7, sustituimos en la inecuacién y 4
comprobamos que se verifica la desigualdad 0 — 0 — 6 < 0. ) 2x-3y-650
La solucién es el semiplano que contiene a O. A
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c) x_zsys3%x—3y—630. Dibujamos la recta 7: x—3y—6 = 0. ZY <3y 6<0
Tomamos el punto O = (0, 0) & 7, sustituimos en la inecuacién y =
comprobamos que se verifica la desigualdad 0 — 0 — 6 < 0. ) ; -
La solucién es el semiplano que contiene a O. /

plano q =2
d) %—%2—1 — 3x—2y+620. Dibujamos la recta 7: 3x—2y+ 6 =0. Y
4

Tomamos el punto O = (0, 0) & 7, sustituimos en la inecuacién y i deto

comprobamos que se verifica la desigualdad 0 — 0 + 6 > 0. / A= ly:' i
i

La solucién es el semiplano que contiene a O. /é | | #X

% 4

|

32 Resuelve grificamente:

2x+y>2 x—y<3 2x—y<3 3x-2y<5
a) ’ DR 9 " d) ¢
x<3 y<2 2x+y<5 x+y28
a) Resolvemos cada una de las inecuaciones. El recinto solucidn es la in- )
terseccion de ambos semiplanos. La recta 2x + y = 2 no pertenece al [2x+y>2
recinto solucién.
YW x<3 X
-2 2 | 4
1 N
L4
b) Resolvemos cada una de las inecuaciones. El recinto solucidn es la in- g
tersecciéon de ambos semiplanos. 4 /
= <2
x—y<3 X
/ 4 6
c) Resolvemos cada una de las inecuaciones. El recinto solucidn es la in- Y
tersecciéon de ambos semiplanos. 2
& 2x—y<3
/ X
= / 2 4
d) Resolvemos cada una de las inecuaciones. El recinto solucidn es la in- 3 g
terseccién de ambos semiplanos. x+y=8
6 3}—Zys@/
4
2 MR E—
/2 4 6 X




Unidad 3. Algebra NNNSAC HILLERATO

Matematicas |

33 Representa, en cada caso, los puntos del plano que verifican las condiciones dadas:

x20 y21 x+y<2 x+2y<10
a)1y20 b)ix<3 c)2x—-y>1 d)12x-y=20
x—ys<5 —~x+ys<1 y>0 -1<x<3
a) Resolvemos cada una de las inecuaciones. El recinto solucién es la in-
terseccion de los tres semiplanos.
b) Resolvemos cada una de las inecuaciones. El recinto solucién es el Y
tridngulo interseccién de los tres semiplanos. | xS
4 x<3
2
y=z1
X
—Z p. 4
c) Resolvemos cada una de las inecuaciones. El recinto solucién es el ST
N\
tridngulo interseccién de los tres semiplanos (los segmentos de los la- N
)
dos del tridngulo no pertenecen a la solucién). “T 2xty>1
1 AN
x+y<2
730 X
— AN
N\
N
d) Resolvemos cada una de las inecuaciones. El recinto solucién es la in- Y ﬂ
terseccién de los cuatro semiplanos. IR T
T
2x—p =0
2
X
—Z 4
x> —1 x<3
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Problemas

34 Un inversor, que tiene 28 000 €, coloca parte de su capital en un banco al 8% y el resto en otro
banco al 6%. Si la primera parte le produce anualmente 200 € més que la segunda, ;cudnto
colocé en cada banco?

x al 8% —130°5 0,08x

(28000 —x) al 6% —21°5 0,06 (28000 — x)

0,08x = 0,06(28 000 — x) + 200; 0,08x = 1680 — 0,06x + 200 — x = 13428,57 €
Colocé 13428,57 € al 8% y 14571,43 € al 6%.
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35 Contratamos una hipoteca en enero de 2013 con revisién semestral del tipo de interés. En julio nos
sube la cuota un 4 %, en la siguiente revisién baja un 1% respecto a julio. Si en enero de 2014 estamos
pagando 19,24 € mensuales mds que en el mismo mes del afo anterior, ;cuél era la cuota inicial?

Usamos la férmula Cy= C; - indice variacion con Cy= Cuota final, C; = Cuota inicial

El indice de variacién en el primer semestre es 1 + % (donde 7 es el tanto por uno del interés).
iv.=1+0,04 = 1,004

El indice de variacién en el segundo semestre es 1 — % (donde 7 es el tanto por uno del interés).
in=1-0,01=0,99

El indice de variacién total es indice de variacién = 1,04 - 0,99 = 1,0296
Cf= C; - indice variacion — x+ 19,24 = x-1,0296 — x =650 € era la cuota inicial.

36 El nimero de visitantes a cierta exposicién durante el mes de febrero se increment6 en un 12 %
respecto al mes de enero. Sin embargo, en marzo sufrié un descenso del 12 % respecto a febrero.

Si el niimero de visitantes de enero superé en 36 personas al de marzo, ;cudntas personas vieron
la exposicién en enero?

Enero —2%5 Febrero —2%5 Marzo
X 1,12 x 0,88 - 1,12x = 0,9856x

x=0,9856x + 36 = x=2500 personas.

3'7 Para cubrir el suelo de una habitacién, un solador dispone de dos tipos de baldosas:

B

2 dm

4 dm 5dm
Eligiendo el tipo A, se necesitarian 40 baldosas menos que si se eligiera el tipo B. ;Cudl es la
superficie de la habitacién?

n.°baldosas A — x

n.°baldosasB — x+ 40} Superficie: 12x = 10(x + 40)

12x = 10x + 400
2x = 400
x = 200 baldosas
200 - 12 = 2400 dm? = 24 m?

38 En un nimero de dos cifras, las decenas son el triple de las unidades. Si se invierte el orden de las
cifras, se obtiene otro nimero 54 unidades menor. Calcula el nimero inicial.

3_x.i_)30x+x=31x 31X=13x+54

D 3U 18x =54
%Fx — 10x +3x=13x x=3

El ntimero es el 93.
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39 Dos grifos llenan un depésito de 1500 litros en una hora y doce minutos. Manando por separa-
do, el primero tardaria una hora mds que el segundo. ;Cudnto tardaria en llenar el depésito cada
grifo por separado?

Entre los dos — 1500 litros en 1,2 horas.

1.0—)l'+1} 1 1 1

20 5 = (en1hora)

t+1 * t 1,2

1,2(t+2+1) _ t(r+1)
1,2¢(¢+1) 1,2¢(¢+1)

24t+12=1t%+1¢
2 1,4t-1,2=0

1,4+2,6 2
r= 2 —~ —0,6 jImposible!

El primero tardaria 3 horas, y el segundo, 2 horas.

40 Una piscina tarda 5 horas en llenarse utilizando su toma de agua habitual, y 20 horas si utili-
zamos una manguera. ;Qué tiempo serd necesario emplear para su llenado si usamos ambos
métodos de forma simultdnea?

En una hora, la toma de agua habitual llenaria % de la piscina. En una hora la manguera llenaria %
de la piscina.

Entre los dos, en una hora llenarfan %+ 11 de la pisicina.

20 4
Luego necesitan 4 horas para llenar la piscina.

41 En una tienda se vende té blanco a 18 €/kg y té verde a 14 €/kg. También, una mezcla de ambos
a 16,40 €/kg. ;Cudl es la composicién de la mezcla?

PRECIO CANTIDAD DE TE PURO EN 1 KG DE MEZCLA TOTAL
TE BLANCO | 18 €/kg x 18x
TE VERDE 14 €/kg y 14y
MEzCLA | 16,40 €/kg l=x+y 18x + 14y = 16,40
x+y=1 x=0,6
18x+14y= 16,40} y=0,4

La mezcla tiene 60 % de té blanco y 40 % de té verde.

42 La superficie de un tridngulo equilétero es de 50 m?. Calcula el lado.

2
bh(é) -2

prog2_ 12312 poA3L

4774 2
3 2
Area = {31 =50
4
< > [22200 _y ;4200 44 o5,

/ 3 13
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43 Calcula las dimensiones de una finca rectangular sabiendo que su perimetro mide 140 m y su
diagonal es de 50 m.

d X
J

P=2x+2y 140 =2x +2y 70=x+y

d=x*+ y? - 50 = yx2 + y? - 2500=x%+ 2

Soluciones: x| = 30, y; = 40; x, =40, y, =30
Un lado mide 30 m y el otro 40 m.

44 El cuadrilitero central es un rombo de 40 m de perimetro. Calcula las dimensiones del rectin-
gulo sabiendo que la base es el triple de la altura.

4x=40; x=10m

3b - 10

3b

b2+ (36-10)2=10%2 - 562+962+100-606=100 > 1062 -60b=0 —
— b(106-60)=0 — b=0, b=6

Base: 18 m; Altura: 6 m

45 Un granjero espera obtener 36 € por la venta de huevos. En el camino al mercado se le rompen
cuatro docenas. Para obtener el mismo beneficio, aumenta en 0,45 € el precio de la docena.
:Cudntas docenas tenia al principio?

Tenfa x docenas — % €/docena

Le quedan x—4 docenas — <3x6 + 0,45> €/docena

(i+o,45)(x_4)=36

X
(36 + 0,45x)(x — 4) = 36x
36x — 144 + 0,45x2 — 1,8x = 36x
0,45x% - 1,8x— 144 =0

x=20 (x=-16 novale) = Tenia 20 docenas.
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46 Un tendero invierte 125 € en la compra de una partida de manzanas. Desecha 20 kg por de-
fectuosas y vende el resto, aumentando 0,40 € cada kilo sobre el precio de compra, por 147 €.
:Cudntos kilogramos compré?

Compré xkg — % €/kg
125

Vende (x-—20) kg — ( + 0,40) €/kg
x

(ﬁ + 0,40) (x—20) = 147

X
(125 + 0,40x) (x — 20) = 147x
125x— 2500 + 0,40x2 — 8x = 147x
0,40x2 —30x—2 500 = 0
x =125 (x=-50 no vale)
Compré 125 kg.

4'7 Un almacén tiene contenedores de reciclado para abastecer a las dos entidades para las que tra-
baja durante 6 meses. Sabiendo que, si suministrara a una sola de las dos, a la primera la podria
servir durante 5 meses mds que a la segunda, ;durante cudnto tiempo podria proveer a cada una
de ellas si fuesen clientes Gnicos?

Llamamos 7 al n.° de meses que puede servir a la entidad A. El n.° de meses que puede servir a la
entidad Bes 7+ 5.

La proporcién de contenedores que sirve al mes a la entidad A es T

1
t+5°

La proporcién de contenedores servidos al mes a las dos entidades es: 1,1 _ 2e+5

t t+5 £(z+5)

Esta cantidad es la sexta parte del total puesto que puede servir a las dos entidades durante 6 meses.

6( 2t+5 >=1 — Soluciones: t=10, t=-3 que no es vilida.

t(t+5)

Puede servir solo a la primera entidad durante 10 meses.

La proporcién de contenedores que sirve al mes a la entidad B es

Puede servir solo a la segunda entidad durante 15 meses.
48 Una empresa fabrica dos tipos de latas de refrescos de 33 cl. El primer tipo tiene una altura de
12 cm, y el segundo, de 15 cm. ;Cudl tiene mayor coste de produccién?
Las férmulas del volumen y la superficie total de una lata son:
V=nrih; S=mnr?+2urbh

A partir del volumen y la altura, calculamos el radio de la base.

Lata A:
_ I 2. 33, _[33
h=12cm — 33=mr*-12 — r 150 -7 e
) _ .33 33 o=
Sy=mnre+2nrh n12n+2n Tom 12=73,293
Lata B:
/9=15cm—>33=m'2-15—>72=i%r= /i
15n 15n

_ 2 _ 33 [33 4s_
Sp=mr +27t;’b—71157_c+21t\/—157I 15=81,069

Tiene mayor coste de produccién la lata de altura 15 cm.
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49 De dos tridngulos rectingulos se sabe que: la suma de sus hipotenusas es 18, sus catetos meno-
res son 3 y 5, respectivamente, y sus catetos mayores estan en relacién 1/3. Determina dichos
tridngulos.

Llamamos 4, y b, alas hipotenusas de los tridngulos y C; y C, a los catetos desconocidos del
primer y segundo tridngulo, respectivamente.

Expresamos las hipotenusas en funcién de los catetos 4, = y32+C3%; hy = 52 +C}3

Por otra parte: C, = 3C)

hy+hy=18 = 32+C} + J52+C3 =18
Tenemos el siguiente sistema:

C2:3C1
J32+C2+524C3=18

} Soluciones: Cy =—-4, C,=-12; C; =4, C,=12

Como los lados tienen que ser positivos, la solucién es C; =4, C, = 12.
El tridngulo 77 tiene catetos de medidas 3 y 4 e hipotenusa de medida 5.
El tridngulo 7, tiene catetos de medidas 5 y 12 e hipotenusa de medida 13.
50 En una caja registradora encontramos billetes de 50 €, 100 € y 200 €, siendo el niimero total

de billetes igual a 21 y la cantidad total de dinero 1800 €. Sabiendo que el niimero de billetes de
50 € es el quintuple de los de 200 €, calcula el nimero de billetes de cada clase.

Llamamos:

x = n.° de billetes de 50 €
y = n.° de billetes de 100 €
z = n.° de billetes de 200 €

Expresamos las condiciones en funcién de las incégnitas y obtenemos el siguiente sistema de ecua-

ciones:
x+y+z=21
50 x+100y+2002=1800 Solucion: x=10, y=9, z=2
x=5z

Hay 10 billetes de 50 €, 9 billetes de 100 € y 2 billetes de 200 €.

51 En una funcién de teatro se recaudan 5200 € vendiéndose 200 entradas de tres tipos distintos:
patio de butacas, a 30 €; primer y segundo piso, a 25 €, y localidades con visibilidad reducida,
a 10 €. Sabiendo que el niimero de localidades mds econémicas suponen un 25 % del niimero
de localidades de 25 €, calcula el nimero de entradas de cada tipo.

Llamamos:

x = n.° de entradas de 30 €
y = n.° de entradas de 25 €
z = n.° de entradas de 10 €

Expresamos las condiciones en funcién de las incognitas y obtenemos el siguiente sistema de ecua-

ciones:
x+y+2=200
30x+25 y+102=5200¢ Solucién: x =100, y =80, z=20
z=0,25y

Hay 100 entradas de 30 €, 80 entradas de 25 € y 20 entradas de 10 €.
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52 Preparamos un surtido con dos tipos de bombones de 10 €/kg y de 15 €/kg, respectivamente.
Nuestro presupuesto es de 600 € y queremos preparar, al menos, 40 kg. ;Qué restricciones tiene
la composicién del surtido?

Llamamos:
x = cantidad de bombones de 10 €/kg
y = cantidad de bombones de 15 €/kg

Expresamos las condiciones en funcién de las incognitas y obtenemos el siguiente sistema de ecua-
ciones:

x+ y<40
10x +15y <600

53 Un comité de una comunidad de vecinos debe estar formado por entre 6 y 8 personas, no pu-
diendo ser el nimero de hombres ni el de mujeres inferior a un tercio del grupo. ;Cudntas com-
binaciones posibles hay?

Llamamos x al n.° de mujeres e y al n.° de hombres. Las condiciones son:

6<x+y<8
x+y
X2
3
x+y
72
Representamos el recinto solucién:
Y X+ |
X2 B N
AT
[ ]
‘ x+y<8
. i
— ° X+)
y >
21 Ha'—IG 3
- ),
| 2 4 6
\

Las diferentes posibilidades son: (x =4, y=2), (x=3, y=3), (x=2, y=4), (x=4, y=3),
(x=3, y=4), (x=5, y=3), (x=4, y=4), (x=3, y=5), que corresponden a los puntos del recinto
comun cuyas coordenadas son enteras.
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Para resolver

54 Resuelve:

a) &/ — 16x% + 64x =0 b) Sx+1 +—%X_=2 o) y2x+1l+yx=x+1

d{Wx+x+2)x=0 e) x—4_ x +1 =

a) x/ — 16x% + 64x =0
Factorizamos el polinomio:
x7 = 16x% + 64x = x(x = 2)2 (2x + x2 + 4)?

Soluciones: x=0; x=2
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b) 25x+l P BN 25x+1 X __2_0
x+2x+1  x+1 X +2x+1 x+1

Operamos en el miembro de la izquierda:

2
Sx+l | x _2__(X—1)

+2x+l x4+l (x+1)2

La ecuacién queda:

B (x—1)2
(x+1)2

=0 = (x—1)2=0 — x=1 que es vélida.

Solucién: x =1
Q) V2x+1+4x=x+1
W2x+1+4x)2=(x+1)?
B3x+24dx(2x+1)+1 =x2+2x +1
2dx(2x+1) =x? —x
ba(2x+1)=xT 263 452 = x4 263+ x2 —8x2—4x=0
Factorizamos el polinomio:
x4 253 1 x2 - 8x% —dx=x(x —4) (x+1)2
Soluciones: x =0, x=4, x=-1 no vélida
d) (fx +x+2)x=0 Cada factor se iguala a cero: x=0, Jx+x+2=0
Resolvemos yx+x+2=0
«/; =—x—-2
x=x2+4x+4
x2 +3x+4 =0 que no tiene soluciones.
Tenemos, entonces, solamente la solucién correspondiente al primer factor.

Solucion: x=10

o Jx—4 Jx+1 _5

W+l Jx—4 6
(x—4)>-(x+D* 5

Ve +1) (x—4) 6
6((x—4) - (x+1))?=-5{(x+1) (x— 4)?
900 = 25(x + 1)(x — 4)
900 = 25x% — 75x— 100 = x =8, x=-5 no es vélida.

Solucion: x=8

55 Resuelve estas ecuaciones de grado superior a dos en las que puedes despejar la incégnita:

a)%+92—32=0 b)%—sfxfo c)%—é=0
@%$+é%_o
Zﬂgiééizo —>279+425:o-».x:v§%§i=—%-

Solucion: x = -2
olucion.: x 3
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b x_ 2
) 81x3

x 2 _8lxt-16 4 426 .2
i = =0 =2 81x*"-16=0 = x=,/[=22=+%
8 8lxd  (648x° 81 3

oo|

Soluciones: x = %, x=_2

3

Sl =2 05,3 2205 x=32

2 5% 25x%—4 4 41 4 \/Z
s 5= 0 =0 - 25x*—4=0 — x= 25_1 5
Soluciones: x = \/7 x=— \/7

x+1 x _
) x? S ox+l xS+x2
x+1 x 1 x—2
- — =— =0 > (x-2)=0 > x=2
x2 x+l 334 a2 X & ) i

Solucion: x =2
56 Resuelve las siguientes ecuaciones en las que aparecen valores absolutos:

a) |x—5|=3x-1

b)‘x;3 _4

) |x% — x| = |1 - x|

dx?-3x+1|=1

—-5=3x-1 x=-2
a)\x—51=3x—1—>{ S Gron) { i
Soluciones: x=-2, x_%

=4
x=3| 2 x=11
b)‘ 2 ‘_4 - ﬂ=_4 _){ =-5
2
Soluciones: x=11, x=-5

2 _x=1-x7 =1, x=-1/2
c)|x2—x|=|l—x2|—>{x X ~ x x

H
x2—x=—(1—x7) x=1
Soluciones: x =1, x=—%
2
2 _ x*=3x+1=1 X:S’x:O
d)]x?-3x+1]=1 > {x2_3x+1:_1 R N

Soluciones: x=3, x=0, x=2, x=1



Unidad 3. Algebra NNNSAC HILLERATO

Matematicas |

57 Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) (i)x .165+1.21-% 20,25

b)£.91-x=243
(1/3)x+1

02*.5*1-10
d)3.97=2

€ 25%-2.5%*1425-0
f)3>*+2.3°71=33

) (%)x-léx”-zl—x:o,zs
(27272461 gl-x_ -2
2-2x x4 Jlox_ 92 _y o-lvedredelox_ o2
2x+4x+4+l-x=-2 > x=-7
Solucion: x =7

by 3 g1-v_243
Lx+
)

3(1/2)'36 .22(1-x) _35
37(x+1) -

3%~x.3x+1.32—2x=35 N 3%+x+1+2—2x=35
%+x+l+2—2x:5 — x=-4
Solucion: x =—4

€ 2.55*1 =10
2¥.5.5%=10 -5 5-(2-5%*=10 - 5.10°=10 — 10°=2 — x=[0g2
Solucion: x = log 2 = 0,69

d)3*.9%=2
3.3% =2
33x -2
2
3x=1log32 — x= 10ng
Solucion: x = log; 2 =0,21

€ 255-2-5+14+25=0
5%-2.5.5452=0 = (5-5%=0 > 5°-5=0 - 5=5 > x=1
Solucion: x =1
£) 320,341 .33
Hacemos el cambio de variable: 3* =y
y2+2:3y-27=0 — y=3,y=-9 novélida
=3 = x=1

Solucion: x =1
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58 Resuelve estas ecuaciones logaritmicas:

=log, %X -1
a) 2 log, x = log, 52

b) log (x + 1) + log (3x + 2)° = 5
o) log (8 + x3) = 3 log (x + 2)
D6+ (P-5x+7)In2=mh12
€) 242 + x— 3) log5=210g%

£) log (31 =%1+* + log 2700 = 2

a) 2log, x =log, - 2log2x:log2x—%—% — 2logy x=logy x -1 —

x _ 1
22

— logyx=-1 — x=2"1 > x:%

Solucién: x =L
olucion: x 2

b) log (x + 1)° + log Bx + 2)° =5
log (x+ 1)° - 3x + 2)° = log 100000 — (x+1)°- (3x+2)° =10 —
— (x+1DBx+2)=10 - x=1, x=—% no valida
Solucion: x =1
c) /og(8+x3)=310g(x+2) — log (8 +x3)=/0g(x+2)3 - B+xd)=kx+2)>3 >
- B+x7) - (x+20°=0 > —6x?-12x=0 -
— x=-2 (novilida), x=0
Solucién: x =0
D6+ x2=5x+7)In2=In12
625547 _[y12 — 6.2 "5%+7-.6.2 — 52 —5x+7=1 = x=3, x=2
Soluciones: x=3, x=2

e) (2x2+x—3)10g5=210g% - logSzxz*x’3=Zag5’2 — 2x%+x—-3=-2 — x=%, x=-1

Soluciones: x = %, x=-1

£) log 31" 1** 4 log 2700 =2
log BU=9049) 4 lpg 27 + log 100=2 — log 31149 e 330 —
S5 log (BU=DUeD43)_ e 1 5 30-00049+3 1
- 1-x1+x)+3=0 > x=-2, x=2
Soluciones: x=-2, x=2
59 Resuelve por tanteo las siguientes ecuaciones, sabiendo que tienen una solucién en el intervalo
indicado:
aA)x>—x—-2=0 en [1,2]
b) 3x> +x2-3=0 en [0, 1]
a) x=1,5
b) x= 0,9

Matematicas |
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60 Resuelve las siguientes ecuaciones mediante un cambio de variable:

2 2
a) (2+l> +3=—2<2+l> b) €3 ~3 327243 -1_1-0 <) 4/(logl> +3=—1+3log;
x x x x

a) <2+%>2+3:—2(2+%>

Hacemos 2+l=y - ~/y2+ =2y — y2+3=4y2 - 3y2—3=0 — y=1, y=-1
x

y=1> 2+L=1 5 x=-1

x

1 1
=1 > 2+2=-1—> x=—=
J " X==3
Soluciones: x = -1, x:—%

b) 33,272, 3,21 _1_(
Hacemos el cambio de variable: x> -1 =y
¢ =367 13 —1=0
Hacemos el cambio de variable: ¢/ = ¢
£ —3243t-1=0 - ¢-1
Deshacemos los cambios de variable:
/=1 — y=0
x2-1=0 - x=1, x=-1

Soluciones: x=1, x=-1

2
) 4/(Zog%) +3=—1+310g%

Hacemos /log % =y

Jp +3==1+3y = p?+3=(-1+3p)2=92 -6y +1 —

= 243=92-6y+1 —> y=1, y=—i no vélida.

4
log 2 -1=lpg10 — 2 -10 -1
0g ~ log10 — < — x=g
Solucidn: %=L
5
61 Resuelve:
x+ y=5 2x— y=7 ~ _
a) 12x—5y=17 b)15x +2y=1 c){zx y+2z:? d){zx Zy+zz:g
5x —2y=32 3x+3y=0 rry+oz= Y-y hEs
- 2 =
! 2x+5y 1; izz 2.1 x+7y ; - *ry=51x=6
*=2r= o = QH-2-(13 ~7y=7 | y=-1
Sx—2y=32| (3-5-013 -7y=7
b)2x— y=7| @ 2—y= 7
Sx+2y=1 23 +2-(1.9 9x =15
3x+3y=0] B3+3- 19 9x =21

Hay dos ecuaciones que se contradicen. No hay solucidn.
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c) x—y+ z=8 (@19 2x—y+2=8| x=3-2
2x+ y+2z=1| @3y-2-(19 3y=-15 y==5

d) x-2y+3z=0| @ x—2y+32=0
2x—4y+6z=2| @3H-2.01.9 0=2
Hay una ecuacién imposible. No hay solucién.

62 Resuelve:

2 x+y—Jx—y=y2y b) Jhy+2x=3y+x-1
x+y=8 y+x=-5

C)<(x+3)(y—5)=0 d) (3 -3x2+4)(y+1)=0
(*x-2)(y-1)=0 V24-x>=y+6
%*iﬂ ¥y +xy*=6

€) | £ 11 3
L_L_S = 4 ===
2 yz‘ x y 2

2 x—y—Jx+ry=y2y > 8-2y-8=y2y — 8-2y=/8+2y > 8-2y=(/8+,29)% >
xX+9=8 = x=8-y

- 8—2}/:2y+8\/}+8 - 8\/7:—4)/ - 64)/:16)/2 — y=4, y=0

y=4 - x=4
=0 — x=8

Soluciones: x; =4, y;=4; x,=8, y,=0

b {J4x+2y=«/3}/+x—l—) J20—4y+2y=3y—-5—y—1 — [20-24y=42y-5-1 >

Jyrx=—5—> x=-5-y

— 20-24y=({2y-5-1)2 —> —20-24y=2y-2/2y-5-4 —

~16-22y
2

— 12192 + 176y + 64 -2y +5=0 — 121y? + 174y + 69 = 0 no tiene solucién.

=2y-5 > (8-11y)?=2y-5 > 121y? + 176y + 64 =2y -5 —

(x+3)(y-5)=0 (x+3)(y-5)=0 > x=-3 0 y=5
) x-=2)(y-1)=0 x=2)(y-1)=0 = x=2 0 y=1

Por tanto, las soluciones son: x; =2, y; =5; x,=-3, y,=1.

D (x3—3x2+4)(y+1)=0 - (P -3x2+4)(¥24-x>—6+1)=0 - (x®—3x2+4) (24— x>-5)=0
«/24—x3=y+6 - y=«/24—x3—6

Cada factor se iguala a cero.

(3 -3x2+4)=0 — x=2,x=—-1
V24— x3-5=0 = x=-1

x=2 — y=-2

x=—1 — y=-1

Soluciones: x; =2, y;=-2; x,=-1, y,=-1
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1,1_5 x;;ly=5 X+ y=5xy x+y=5xy
x )
N1 1 7 o T ErDEm) o2 s mg)
2y 2 =5 X)Xy xy
4y
x+)/=5xj/—>x+y=—5(x—y)%6x—4y=0—>x=?
” by 1 Mo 1A ]
_ _ = __ = = y=_— S y=—- = 2 = = = 11i
(x—p=xy > ctI=37 ¢ —)3)/ c - y=2y" >y > 0 no vélida
-1 -1
y=g T x=3
Solucién: xzé, y=%

x2y+xy2=6 xy(x+y)=06
Di1,1.3 = qrx_3

x Yy 2 xy 2
Multiplicamos las ecuaciones y nos queda: (x + )% = 9

De la segunda ecuacién:

_3 3 e _3 ) =o I __=2x
y+x-2xy—>y 5% x—>y<1 zx) X —> Y 3 -y 3 3x

1—=x
2
Nos queda el siguiente sistema:
(x+7) 2_9
. —2x
T
Obtenemos los dos sistemas siguientes:
x+y=3
_ —2x %[X=1, _)/:2]; [X=2, _)/=1]
V=2 3
=3
e 317 317 [ a7 32017
_ —236' — |x= b) )/ = 5 | X = 5 _)’ =
y=5 5 2 2 2 2

Soluciones: [x=1, y=2], [x=2, y=1], )= —3—2‘/ﬁ

>

_-3-417 _—3+«/ﬁ].[_—3+«/ﬁ
A i )

63 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

1 log (x + y)+ log (x — y)=log 5
. logj,«/;—2 b) L or
log, y* =2 P

s, y=x, y20, x20

a) {lo@,f:% - {),1/2=J;
=)

log,. y* =2

b) | e*

log (x + y) + log (x — y) = log 5 R {log(x+)/)(x—y)=1085 N {(X+y)(x_)’)=5 -

e* = ee) x:y+1

o)

= (G+1)?-p2=2y+1=5 = 2y+1=5 = y=2
y=2 = x=3

Solucion: x=3, y=2

[e2]
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64 Representa grificamente el conjunto de soluciones de estos sistemas de inecuaciones:

2x+y<6 wr3val
2 3x+5y21 b) x>7y_

x=0 -
y20 x—y20

a) El recinto interseccién es:

Y

N~

2x+y<6

‘\ 3x+Py A1

b) .

—

AN o O

I

[
N

-4 2 2 4
,+:y2‘1 ‘

N

65 Resuelve: 2x+4 >0
x-1

Después, deduce la solucién de estas otras inecuaciones:

a) Md)
x-1
b) 2x+4 <0
x-1
(=00, 2] [-2, 1) (1, +0)
2x+ 4 - + +
x—1 - - +
2x+4
x-1 + - *

2x+4 50 en (—oo, —2] U (1, +o0)
x—1

a) Solucién: (-2, 1)

b) Solucion: [-2, 1)
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66 Resuelve las siguientes inecuaciones:

a)xi—4x2 <0 b)x?—x2—-6x<0 9] (j:’;§2>0 d) (x_—21)3<0
A x2(x2-4)<0 = x2-4<0 b) x(x2—x—-6) <0

x=20 x(x=3)(x+2)<0

(_2> 0) U (O, 2) (_°°> _2) U (0’ 3)
o xz3 d)x=1; (1, +o0)

4—x2>0} (-2,2)

Pagina 99

Cuestiones tedricas

67 :Qué valores ha de tomar el parimetro £ para que x> — 6x + k2= 0 no tenga soluciones reales?
36—4k<0; 36 <4k; 9> k; k>9

68 Halla m para que al dividir el polinomio 2x* + 9x3 + 2x? — 6x + m entre x + 4, el resto sea
igual a 12.

29 2 -6 m
4 8 4 8 -8
2 1 2 2 |m-8

m—8=12 = m=20

69 Escribe un polinomio de grado 4 que solo tenga por raices 0 y 1.

Por ejemplo: P(x) = x3(x— 1); Q(x) = x%(x—1)

70 Justifica por qué este sistema de ecuaciones no puede tener solucién:

x+y—2=3
2x—y+z=5
xX+y—z=2

La primera y la tercera ecuacién se contradicen.

71 Inventa ecuaciones que tengan por soluciones los valores siguientes:
a)3, -3, 7 y -7
b)5; 0,3 y -2

00, % y 0,7

d)0,1,-1y %

Q) (x=3)(x+3)(x=47) (x+47) =(x2 =9 (x2 = 7) = x* —16x? + 63
b) (x=5)(x—0,3)(x+2)=x>—3,3x*> -9, 1x + 3

) x<x—é)(x—0,7)=x(x—O,S)(x—O,7)=x3—1,2x2+0,35x

d) x(x—l)(x+1)(x—%>=x4—;x3—x2+%x
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Para profundizar

72 Resuelve estas ecuaciones de segundo grado en las que la incégnita es x:

a) abx* - (a+b)x+1=0
b) (x—a)? - 2x(x + a) —4a® =0
Qax*+bx+b-a=0

D@+bx?+bx—a=0

a+bii(a+h)®—4ab _a+b+a®+b*+2ab—4ab _

2 x= 2ab - 2ab
, , a+b+ra—b _ 2a _1
_a+bt(a-0b) 2ab 2ab b
- 2ab _< a+b—a+b _2b _1
2ab 2ab  a

b) x2+a? — 2ax — 2x* — 2ax —4a* =0

x2+4dax+3a%=0

_ —4a+ 164> — 124> —4a+4a* _—4a+t2a _

2 N 2 2
—4+2a _2a __
_< 2 2  “
- —4a—2a _ —6a _
7 T,

x| =—a; X =-3a

—byb*—4a(b-a) _ —b £ b* — 4ab + 4a* _

2a 2a

c) x=

—b+Za b_2a-2b_a-b

—b + «/(24 b)? < 2a a

—b 24+& -1
2a
x1=-1; xzzﬂ;
d)x_—b:rx/b2+4a(a+b)_—bi«/b2+4az+4ab_—bi(2a+b)_
N 2(a+b) N 2(a+b)  2(a+b)
—b+2a+b _ a

_< 2(a+b)  a+b
N —/7—2a—b=—(2/l+25)=_1
2(a+b) 2(a+b)

a
a+b

x1=—1; xp=
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73 Resuelve:
a) |x| +1=|3x-5|
b) [x* - 1] = |x| -1

2 5 5
x<0 05x<g ng

%] —x x x
|x|+1 —x+ 1 x+ 1 x+ 1
[3¥-5] | -3x+5 | 3x+5 | 3x-5

x<0 O<x< = xz%

—x+1=-3x+5 x+1=-3x+5 x+1=3x-5

x=2¢& (—oo, 0) x=1¢€ 0,%) x=3€ §,+oo>
Soluciones: x=1, x=3
b) x<-1 | -1<x<0 | 0sx<1 l<x
[« —1] x2-1 1-x2 1-x2 x2 -1
|| —x —x x x
|| -1 —x—1 —x—1 x—1 x—1
x<-1 -1<sx<0 0<sx<1 1<x

x2-1l=-x-1 l-x?=-x-1| 1-x%2=x-1 x2-1l=x-1
x=—-1¢ (—oo,-1)[x=-1€ [-1,0)| x=1¢ [0,1) |x=1¢€ [1, +o0)

x=0¢& (—oo0,-1) [ x=2¢ [-1,0) | x=—2¢& [0,1) | x=0¢& [1, +o0)

Soluciones: x=-1, x=1

74 Resuelve las siguientes inecuaciones:

IA

2x +1 x-1 x+1  x-1 1
==—>1 b) 2= > x+1
2) x+1 g )x+3 o ) x—1<x+1 d) x+2 x+2

) 2rlog o 2l 10 5 Xs0

X+ x+1 X+
(_°°, -1) (-1, 0] [0, +0)
x - - +
x+1 - + +
x
x+1 + - +

Solucion: (—eo, —1) U (0, +o0)

by X=ls, 5 x=1_,50 _EaD? g D2
x+3 x+3 x+3 x+3
(=00, -3) (-3, -1] [-1, +0)
(x+1)2 + + +
x+3 - + +
(x+1)2
x+3 B " '

Solucion: (—oo, —3)
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x+1 x-1 x+1 x-1 x
° x—1  x+1 x—1 x+1 <O_>4x2_1 <0
(=00, -1) (-1, 0] [0, 1) (=1, +o0)
x - - + +
x2-1 + - - +
X
x2-1 - * - *

Solucion: (—e0,—1) U (0, 1)

1 x 1 x 1-x
d x+2sx+2 - x+2_x+2so_> x+2SO
(=00, -2) (=2,1] [1, +0)
1-x + + -
x+2 - + +
1-x
x+2 N + -

Solucion: (—eo, =2) U [1, +o0)

75 Una vasija contiene una mezcla de alcohol y agua en una proporcién de 3 a 7. En otra vasija la
proporcién es de 2 a 3. ;Cudntos cazos hemos de sacar de cada vasija para obtener 12 cazos de

una mezcla en la que la proporcién alcohol-agua sea de 3 a 5¢

X cazos (12 —x) cazos 12 cazos
Vi v,
3 alcohol 2 alcohol 3 alcohol
7 agua 3 agua 5 agua
3 2 3
0 alcohol 5 alcohol 2 alcohol
La proporcién de alcohol es:
3 _0.2_3.
0 x+(12—x) i 12
3x . 24-2x 9. Cde 4
10+ 5 —2,3x+48 4x=45; x=3

Solucidn: 3 cazos de la primera y 9 de la segunda.
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1 Resuelve factorizando previamente.
3x% + x4 - 9x3 - 9x2 - 2x=0
355+ x* —9x3 — 9x% —2x =0

xBxt+x® —9x2 - 9x-2)=0

31 -9 -9 =2
-1 -3 2 7 2
3 =2 -7 2 0
2 6 8 2
3 4 1 0

-1
—4+J16-12 _4+2
3l +4x+1=0 > x= c = 6+ =<_%

La ecuacién factorizada queda asi:
x(x+l)2-<x+%)(x—2):0

Las soluciones son: x1 =05 xy=-1; x5 = —l; X4=2

3

2 Operay simplifica el resultado.
X x|, 3x
x2-1 x+1/ x-1

( x2 x ) 3 xr-x(x-1) . 3x

21 x+1/ x-1" x2—1 Tx—1

=(x2—x2+x)(x—l)_ x(x—1) 1
3x(x2_1) ' (x+1)(x—1)3x 3(X+1)

3 Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)x*-3x2+2=0 b) y8+2x —x=x+6
3x _ x4 x-1_ 1

2 2_4 x+2 3 d3 V3

2% _(6.2°+8=0 DDlnx+n4=2n(x+1)

g 3%+ 1] = |x- 3|

a) x*—3x2+2=0

Hacemos el cambio y = x2.

-8 2
P-3pr2=0 o p=220=8 32 70

2
y=2 - x=i\/}<_‘/§

1
y=1— x=16<_1
Las soluciones son: x; = y2; x, = —y2; x3 = 15 x4 = -1
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b) V8+2x—x=x+6 — y8+2x=2x+6

Elevamos al cuadrado ambos miembros.
(V8+2x)2=02x+6)%2 = 8+2x=4x2+36+24x —
— 4x2+22x+28=0 = 2x*+11x+14=0

C11+/121-112  11+3 _ -2
= 4 =TT

7

Comprobada la ecuacién inicial, el resultado —-5 resulta no ser valido.

Por tanto, la solucién de la ecuacién es x = —2.

0 3x x 4 N 9x _3x(x—2)—4(x2—4) N

x4 x+2 3 3(x2—4) 3(x% - 4)

= 9x=3x2 —6x—4x*+16 —> x*+15x-16=0 —

_—15£4225+64 _ _15£17 _ 1
— X = 4 - 2 _<_16

Soluciones: x| =1; x, =16

x—1 1 x—1 -1/2 1 1
3 _3 - _1__7% = —
e) 22JC 6.2X 8_06(2’5)2_6.2961.8_—0

Hacemos el cambio y = 2%, con lo que obtenemos:

6+36-32 G+2 4
y2—6y+8=0—>y= > = ; =<2

y=4 > 2%=4 — 2¥=22 — x=2
y=2 = 2¥=2 = 2=21 —» x-1
Soluciones: x;=1; x, =2
) lix+nd=2ln(x+1) > hdx=ln(x+1)* = 4x=(x+1)? —
= x?—2x+1=0 = (x-1)2=0 - x=1
Solucién: x=1

3x+l=x—-3 = 2x=—4 — x=-2
g [3x+ 1] = |x—3|< B3x+l=—(x—-3) > 4x=2 > x=1/2

Soluciones: x;=-2, x, = %

4 Resuelve estos sistemas no lineales:

2 _ 2 =
a) 1% =6 b) xz;y ;xy 1
x+y=7 2x° -y —xy=2
2) x)—x2=6 = x(7T—x)-x2=6 > x(7-x)-x?-6=0 = -2x2+7x-6=0 = x=2, x=%
x+y=7 —> y=7-x
x=2 — y=5
=3 11
x=3 = y==5
Soluciones: x; =2, y;=5; x, = %, y = %
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b) x?+yr+xy=1 3 =
) x2+y2+xy a a x2+}; + Xy R
27+ ym—xy =2 1Y+ 3x =3

x=1 = 92+y=0 - y=0, y=1 — Soluciones: x; =1, y;=1; x,=1, 3,=0

x=0 —>)/2:1 —>y=1y=-1 — Soluciones: x3=0, y3=1; x4=0, y4=-1

5 Resuelve estos sistemas de ecuaciones:

— = 2 _ x+2y+2z=3 xX+y— z=3
a) {J’y 2x (1 b){/x +5=y+2 91 x+ yr+32=0 D)oy oo
3Y-6-3*=-9 log 5x —log y =1 dxedyedan1 o
a) }/—2X=0 }}/=2X }
3Y-6-3*=-9| 3% _6-3*=-9

Hacemos el cambio 3* = z:

_6+436-36

22—62+49=0 > z > =3
3¥=3 = x=1
x=1—y=2
Solucion: x=1, y=2
b){x2+5=y+2 . xz+55x:()/+2)2 . x*+5= P +4y+4 = 4yt + 5=y 1 4y+4 — y=1, y:%
log 5x — log y=1 /0g7=log10 %=10—>x=2y
y=1 —> x=2
1 2
= = — = =
773773
Soluciones: x; =2, y;=1; x, = 2, y2=l
3 3
) x42y+22=3) a9 x+2y+2z= 3] a9 Xx+2+ 2= 3
x+ y+32=0; = @9-(19 - y+ z="3;—> 29 - y+ z= 3
2x+3y+3z=1 BH+2- (19 Ty+7z= 7 BH+7- 29 14z =-14

l4z=-14 — z=-1
—y+z2=-3 > —y—-1=-3 — y=2
x+2y+22=3 > x+4-2=3 = x=1

Solucion: x=1, y=2, z=-1

d)

x+y— z=3[ @19 X+ y—2=3
2x—y— z=8; 29-2-01.9 -3y+z=2
3x— —-2z=0| 33H-3.013 -3y+2=9

Las dos altimas filas se contradicen, luego no hay solucién.



Unidad 3. Algebra NNNSAC HILLERATO

Matematicas |

6 Resuelve estos sistemas de inecuaciones:

(2x+y<5
a) 1 <4 b)1 x+1
y< 2 -3x<x-3
lx2-2
a)
y<4 <5
X
-6 -4 — 14
J 2x+y<H
X
\
La solucidn es el cuadrildtero senalado.
(
x2—x-6<0 —x—-6< x2—x—6<0 — Solucién[-2, 3]
b)<x+1_<_—>77 _>77
L—z 3x<x—3 5 x<0 2 2x<()%$oluuon[1 o)
Solucién: xe [1, 3]
7 Resuelve:
2
a)x(x—1)-2(x+2)<x(x+1) b)wzo
x+3

A x(x—1)=2(x+2) <x(x+1) > x2—-x-2x—4d<x?+x >
— —4x—-4<0 = 4x>-4 = x>-1
Solucion: x € (=1, +o0)

2
b) X +2x+1 >0
) x+3

Para que un cociente sea positivo, el numerador y el denominador han de tener el mismo signo.
x2+2x+1=(x+1)? = (x+1)220 para cualquier valor de x.

Para x =-3, la ecuacién no tiene solucidn, ya que el denominador se hace cero.

Veamos dénde es x + 3 positivo.

x+3>0 > x>-3

Solucién: x € (=3, +o0)
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8 Un circo estd compuesto por tres pistas circulares tangentes dos a dos. Las distancias entre sus
centros son 80, 100 y 120 metros, respectivamente. Calcula el didmetro de cada una de las pistas.

Llamamos x al radio de la pista A.
Llamamos y al radio de la pista B.
Llamamos z al radio de la pista C.
x+y=80
x+2=100
y+2=120
Solucién: x =30, y=50, z=70

La pista A tiene 60 m de didmetro; la pista B tiene 100 m de didmetro y la pista C tiene 140 m de
didmetro.
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Unidad 4. Resolucién de tridngulos

Resuelve
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Localizacién de una emisora clandestina
Vamos a aplicar la técnica de la triangulacién para resolver el siguiente problema:

Una emisora de radio clandestina E se sintoniza desde dos con-
troles policiales, A y B. En cada uno de ellos se detecta la
direccién en la que se encuentra, no la distancia. Por tanto, se
conocen los dngulos o = 58° y 3 = 46°, asi como la distancia
AB = 120 m. Para localizar sobre el terreno la emisora E hay
que calcular la distancia AE o la distancia BE.

Resuelve el problema planteado realizando un dibujo en tu cuader-
no a escala 1:1000 (1 m = 1 mm). Sobre el papel, mide los lados AE
y BE e interpreta el resultado en la realidad.

g B

4 120 mm

La emisora se encuentra a 90 m del control A y a 105 m del control B.
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E Razones trigonométricas de un angulo agudo (0° a 90°)
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Hazlo tu. Sabiendo que sen 3 = 0,39 calcula cos 3 y tg .

cos B=y1-sen? p=y1-(0,39)2=0,92

senB 0,39

= = =0,42
(L cosp 0,92

Hazlo tu. Conociendo #g[3 = 1,28 calcula sen 3 y cos 3.

s=sen; c=cos
src?=1 > (1,2802+c*=1 — 2,6384c*=1 — ¢=0,62

$-1,28 = 5=1,28¢
c

cos B = 0,62
sen 3 =1,28-0,62 = 0,79
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1 Sabiendo que el 4ngulo 0. estd en el segundo cuadrante (90° < 0. < 180°) y sen o = 0,62, calcula
cosO y tgOl.

cos 0L=—+1-0,622=-0,78
0,62 _
t a_—0,78 0,79

2 Sabiendo que el 4ngulo o estd en el tercer cuadrante (180° < o < 270°) y cos 0. = —0,83, calcula
sen O,y tgd.

sen 0 =—y1—(0,83)2=-0,56
0,56 _
g OL= 0.83 =0,67

3 Sabiendo que el dngulo o estd en el cuarto cuadrante (270° < o < 360°) y zg o =—0,92, calcula
sen 0.y cosO.

s=—0,68; c=0,74
s=0,68; c=-0,74

=-0,92

El sistema tiene dos soluciones: <
+c2=1

s
c
52

4 Completa en tu cuaderno la siguiente tabla y ampliala para los 4ngulos 210°, 225°, 240°, 270°,

300°, 315°, 330° y 360°.
0° | 30° | 45° | 60° | 90° [120°|135° 150°|180°
sen| 0 |1/2|/2/2/3/2] 1
cos | 1 |/3/2
tg | 0 |/3/3
0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180°
sen| 0 12 | y212| 312 V312 | V212 172 0
cos 1 32| 22| 1/2 =172 | —2/2| =y3/2| -1
tg | 0 | 33| 1 B - | =B -1 =33 0
210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 315° | 330° | 360°
sen | —1/2 | —y2/2|=3/2| -1 |=y3/2|=y2/2| -1/2| ©
cos | —y3/2| —y2/2| -1/2| 0 12| 272 32| 1
tg | 3/3| 1 3 - | -3 -1 |-y3/3] ©
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E Angulos fuera del intervalo 0° a 360°
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1 Pasa cada uno de los siguientes dngulos al intervalo [0°, 360°) y al intervalo (-180°, 180°]:
a) 396° b) 492° c) 645°
d) 3895° e) 7612° f) 1980°
Se trata de expresar el dngulo de la siguiente forma:

k o —k, donde £<180°
a) 396° = 396° — 360° = 36°
b) 492° = 492° — 360° = 132°
c) 645° = 645° — 360° = 285° = 285° — 360° = —75°
d) 3895° =3895°— 10 - 360° = 295° = 295° — 360° = —65°
e) 7612°=7612°-21 . 360° = 52°
) 1980° = 1980° -5 - 360° = 180°

Cuando hacemos, por ejemplo, 7612° = 7612° - 21 - 360°, ;por qué tomamos 21? Porque, previamen-
te, hemos realizado la divisién 7612 = 360 = (21.54...]. Es el cociente entero.

2 Determina el valor de estas razones trigonométricas:
a) 13290° b) (-1680°) c) 3825° d) 4995°
e) (-1710°) f) 3630° g) (-36000°) h) (-330°)

a) 13290° = 360° - 36 + 330°

sen 13290° = sen 330° = —sen 30° = ——
b) -1680° = —360° - 4 — 240°

cos (=1 680°) = cos (—240°) = cos 120° = —cos 60° = —%
c) 3825°=360°- 10 + 225°

tg 3825° = 1g225° = 1g45° =1
d) 4995° =360° - 13 + 315°

cos 4995° = cos 315° = cos 45° = g
e) —1710°=-360°- 4 —270°

sen (=1710°) = sen (270°) = sen (90°) = 1
f) 3630°=360°- 10 + 30°

tg 3630° = 1g 30° = g
g) —36000° = -360° - 100

cos (=36000°) = cos 0° = 1

h) sen (=330°) = sen 30° = %
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Hazlo tu. Sabiendo que sen 3 = 0,87 y 90° < 3 < 180°, calcula cos 3 y zg .
cos 3 = —0,493

g =-1,765

1 A partir de los datos que se ofrecen en cada apartado relativos al 4ngulo «, halla, con
ayuda de la calculadora, las razones trigonométricas de o..

a) sen o, = 0,573; o > 90°

b) cos o = 0,309; sen o <0

o tgo =1,327; 180° < o < 270°
d) cos . =-0,819; rg0 <0

a) cos o =—0,82
tg o = —0,699
b) sen ot = 0,951
tg o =-3,078
c) sen o =—0,799
cos oL = —0,602
d) sen o = 0,574

tgo=-0,7



Unidad 4. Resolucién de triangulos

E Relaciones entre las razones trigonométricas de a

Pagina 111

NNNSAC HILLERATO

Matematicas |

Igunos angulos

1 Calcula las razones trigonométricas de 55°, 125°, 145°, 215°, 235°, 305° y 325° a partir de las

razones trigonométricas de 35°:

sen 35° = 0,575 cos 35° = 0,82; tg35° =0,70

* 55°=90°-35° = 55°y 35° son complementarios.

} tg 55° =
125°=90° + 35°
sen 125° = cos 35° = 0,82

sen55° =cos 35°=0,82
cos 55°=s5en55°=0,57

sen55° _ 0,82
cos55° 0,57

1 =
tg 35°

1

= 1,43 (También 1g55°=

cos 125° = —sen 35° = -0,57
o__—=1 _ -1 __
g 125° = %35 0,70 1,43

145° = 180° — 35° — 145°y 35° son suplementarios.
sen 145° = sen 35° = 0,57
cos 145° = —cos 35° = —0,82

145

0,70

Nz
\/

1,43

|

paal

35°

tg 145° = —1g 35° = —0,70 \
* 215°=180° + 35°
sen 215° = —sen 35° = —0,57

215°
cos 215° = —cos 35° = —0,82

tg215° = 1g35° = 0,70

N

e\

235° = 270° - 35°
sen 235° = —cos 35° = 0,82

cos 235° = —sen 35° = —0,57 i
o_ 5en235° _—cos35° _ 1 _ 1 _
g 235" = cos235°  —sen35° 1g35° 0,70 1,43
* 305°=270° + 35°
sen 305° = —cos 35° = —0,82
cos 305° = sen 35° = 0,57
305° 35° 1 ”
o _ Sen _ —cos __ -
%3057 = cos 305°  sen35° tg 35° 143
* 325° = 360° - 35° (= -35°)
sen 325° = —sen 35° = —0,57
cos 325° = cos 35° = 0,82
tg 3250 _ sern 3250 _ —sen 350 — _tg 350 _ _0’70 325°

cos 325°  cos 35°

4\&‘

B

4
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& Averigua las razones trigonométricas de 358°, 156° y 342°, utilizando la calculadora solo para
hallar razones trigonométricas de 4ngulos comprendidos entre 0° y 90°.
* 358°=360° - 2°
sen 358° = —sen 2° = —0,0349
cos 358° = cos 2° = 0,9994
10358° g 2° = _0,03492

R
* 156° = 180° — 24°

sen 156° = sen 24° = 0,4067

cos 156° = —cos 24° = —0,9135

g 24° = ~0,4452

OTRA FORMA DE RESOLVERLO:

156° = 90° + 66°

sen 156° = cos 66° = 0,4067

cos 156° = —sen 66° = —0,9135

0156°= —L - =L ___ 04452

g 66°  2,2460
* 342° =360°-18°
sen 342° = —sen 18° = —0,3090
cos 342° = cos 18° = 0,9511
10342° = —1g 18° = ~0,3249

3 Dibuja, sobre la circunferencia goniométrica, dngulos que cumplan las siguientes condiciones y
estima, en cada caso, el valor de las restantes razones trigonométricas:

a)senoc=—%, tgo>0 b)cosoc=%,(x>90° ctga=-1, cosat<0
d)zgo=2, cosa<0 e) sen 0, = —1 f)coso=0, senc. >0

a) sen0=—1/2<0
— cos0.<0 — o€ 3.% cuadrante
tg 00>0
2101~

cos 210° = —0,86
J 1 210° = 0,58
b) cos O, =3/4
R — o € 4.° cuadrante
o>90
C\ sen 318,59° = —0,66
318,59°
tg318,590 = _0)88
teB=-1<0
) 7 B < } — sen3>0 — P e 2.° cuadrante
cos B<0
\135°
sen135°=0,7
\/ cos135°=-0,7
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go=2>0

— sen <0 = o e 3.° cuadrante
cos 0L<0

243,43°

sen 243,43°~—-0,9
cos 243,43° = 0,45

S

cos 270° = cos 90° = 0

tg 270° no existe

ﬁ\?«z
|/

-
N~—"

sen 90° = 1

tg 90° no existe

)
S

/
\ o
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Hazlo td. Los catetos de un tridngulo rectingulo son 2 =47 cm y b =62 cm. Halla la hipotenusa
y los dngulos.

Por el teorema de Pitdgoras, ¢ = V47%+62%2=77,8 cm

q_a_47 7 _37°9 59"
mnA_b 62%/1 37°9'52
B=900—A4-90°-37°14'5"=52°50"8§"

Hazlo td. En un tridngulo rectdngulo conocemos B = 62° y b =152 m. Halla los demés elementos.

b b _ 152

smé:——)c: = =
c sen B sen62°

=172,15cm

tg§=£%d: bAz 1520=80,82Cm
a B %802

A =90°—62° = 28°

Hazlo ti. Conocemos la hipotenusa, ¢ =72 m, y el 4ngulo A = 23° de un tridngulo rectangulo.
Calcula b.

cos A = b — b=c-cos A =72 cos23° = 66,28 cm
c
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1 Las siguientes propuestas estin referidas a tridngulos rectingulos que, en todos los casos, se desig-
nan por ABC, siendo C el 4ngulo recto.

a) Datos: ¢ =32 cm, B =57°. Calcula a. b) Datos: ¢ =32 cm, B =57°. Calcula b.
¢) Datos: 2=250m, b =308 m. Calcula ¢ y A. d) Datos: 2 = 35 cm, A =32°. Calcula b.
e) Datos: 2 =35 cm, A =32°. Calcula c.

a) coslli\:% — a=ccos B =17,43 cm b)senE\:% — b=csen B = 26,84 cm

Q) c=Va?+b* =396,69 m; 1g A = =081 — A=39°3"57"

d)tgﬁ:i—)b= 2 _ -56,01 cm e)smzzl\=£—)c= 2__ - 66,05 cm
b tg A ¢ sen A

2 Para determinar la altura de un poste nos hemos alejado 7 m de su base y hemos medido el 4ngulo
que forma la visual al punto m4s alto con la horizontal, obteniendo un valor de 40°. ;Cudnto mide

el poste?
B
¢ a tg40°:% — a=71g40° =587 m
40°
A C

b=7cm



Unidad 4. Resolucién de tridangulos VANENENSACHILLERATO)

Matematicas |

3 Halla el drea del siguiente cuadrildtero. Sugerencia: partelo en dos tridngulos.

146 m

83 m 187 m
98 m
83 m 4,
A, = 19883 5n102° = 3978,13 m? -
1= 2 - ’ 98 m
A, = %187 - 146 sen 48° = 10 144,67 m> om —7.
2
El drea eslasumade A, y A,: 14122,80 m? 187 m



Unidad 4. Resolucién de tridangulos VANENENSACHILLERATO)

Matematicas |

ﬂ Estrategia de la altura para resolver tridngulos oblicuangulos

Pagina 115

1 En un tridngulo ABC conocemos A =68° b=172m y a =183 m. Calculalalongitud del lado c.
AH =172 cos 68° = 64,43 m
CH =172 sen 68° = 159,48 m
HB=+a* - CH*=89,75m

C=AH + HB = 64,43 m + 89,75 m = 154,18 m

2 En un tridngulo MNP conocemos M= 32°, N = 43° y NP =47 m. Calcula MP.

_ P
sen43° = LH. 5 PH _ 47 sen 43° = 32,05 m :
47 E 47 m
o_ PH _, 75_ PH _ 32,05 _ 5 L 43
sen 32 +IP — MP 32 " en3 60,49 m M - N

3 En un tridngulo ABC conocemos a=20cm, c=33cm y B =53°. Calculala longitud del lado &.

BH = acos 53° = 12,04 cm
CH = asen 53° = 15,97 cm

HA = ¢~ BH =20,96 cm

b= CH?+HA? = 26,35 cm

4 Observa el grifico de la derecha. Estamos en A4, _C
medimos el dngulo bajo el que se ve el edificio oo
(42°), nos alejamos 40 m y volvemos a medir el 0o
angulo (35°). ;Cudl es la altura del edificio y a oo
qué distancia nos encontramos de él? -
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo o o
t042°= B 5 hod s d2e VAN 2T AN
d N 40 m
1035°= D ho(d+40) s 35°

d + 40

40 ¢ 35°

ﬁdtg42 =(d+40)tg35 %d=W

=139,90 m

h=dg42° =12597 m

La altura es 125,97 m. La primera distancia es 139,90 m, y ahora, después de alejarnos 40 m, estamos
a 179,90 m.
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1 ;Verdadero o falso?
a) El teorema de los senos confirma que en un tridngulo, “a mayor lado se opone mayor dngulo”.
b) Este tridngulo rectingulo es la mitad de un tridngulo equildtero.

Dividimos el seno de cada dngulo entre el lado opuesto:

o 5en 60° _ 312 _1

B B2

o 5en90° _ 1
2 2
. 5en30° 1/2 1 Con estas igualdades se comprueba que se cample

1 1 2 el teorema de los senos.
a) Verdadero.

Como la razén entre el lado y el seno del dngulo opuesto es constante, cuanto mayor es el lado, mayor
es el seno del dngulo opuesto y, por tanto, mayor es el dngulo opuesto (al tratarse de dngulos de un
tridngulo).

b) Verdadero.

Con estas igualdades se comprueba el teorema de los senos en el caso particular de un tridngulo
equildtero. Sin embargo, el teorema es mucho mds general porque se pueda aplicar a tridngulos cua-
lesquiera.

2 Demuestra detalladamente, basindote en la demostracién del teorema de los senos, la siguiente
relacién:

a c

sen A sen C

Lo demostramos para C dngulo agudo. (Si fuese un dngulo obtuso razonariamos como en el ¢jercicio
anterior).

Trazamos la altura h desde el vértice B. Asi, los tridngulos obtenidos AHB y CHB son rectidngulos.

C

Por tanto, tenemos sen A = h — h=csenA
c
.cenC=h — h=asenC
a
csen A = asen C
a c
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A
3 Repite la demostracién anterior en el caso de que B sea obtuso. Ten en cuenta que C
sen (180° — B) = sen B. '

senA  sen B

4 B H
C
senﬁ:% — h=bsend :
5@71§:5@;1(180—@):L — h=asenB E
a '
bsenA=asenB — —4_- b,\ :

=
T
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Hazlo ti. Halla 4 y ¢ conociendo 2=56m, B =52° y C =112°.

~

A =180°-52°-112° = 26°

Ahora usamos el teorema de los senos.

56 __ b _ 56-sen52° _
sen26°  sen52° = b= en 26° 100,66 m
6 -« _56:sen112°
sen26°  sen112° e wen 26° 118,44 m

Hazlo td. Calcula A conociendo « =6 cm, b=4cm y B =30°.

Por el teorema de los senos:

6 _ 4 oy d-0en30" 75 5 4 -48°3525" A,=131°24 35"
sen A sen 30 4

En este caso ambas soluciones son posibles porque A + B < 180°.

Por tanto, tenemos dos posibles tridngulos, uno acutdngulo y otro obtusingulo.

4 ;Verdadero o falso?

a) Si nos dan dos ladls)s de un tridngulo, 2 y b, y el dngulo opuesto a uno de ellos, A , y deseamos
hallar el 4ngulo B, con el teorema de los senos seguro que llegaremos a una solucién.

b) Si nos dan dos lados y un dngulo de un tridngulo y deseamos hallar otro lado, el teorema de los
senos seguro que nos permite llegar a una solucién.

a) Falso.

Siellado 2 no es suficientemente grande, el problema no
tendrd solucién como muestra el siguiente dibujo:

.
NN
AN
AN
NN
AT
[N
RN
N
N
M N
A N
\ .
.
.
N
a N
.
N
.
.

b

b) Falso.

Si nos dan el dngulo comprendido entre los dos lados, no podemos plantear el problema usando el
teorema de los senos.
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5 En un tridngulo ABC, conocemos a=4cm y B =30° Halla A en los siguientes casos:

a)b=1,5cm b)b=2cm c)b=3cm d)b=4cm
a) b=1,5cm
a b 4 1,5 ~  4.0,5 2
— = = = ~=—"— = senA = =1,3
sen A  sen B sen A sen 30 1,5

{Imposible, pues sen A € [1, 1] siempre!

No tiene solucién. Con esta medida, & = 1,5 cm, el lado
b nunca podria tocar al lado c.

a=4cm

b)b=2cm
a b

sen A  sen B

Se obtiene una dnica solucién.

4 2

sen A " sen30°

- — send = =1 > A=90°

4-0,5
2

c)b=3cm

4 2 7
== - A=
sen A sen30° o 3

) - A, = 41°48'37,1".
4.0,5 0.6 A1
A,=13811'22,9"

Las dos soluciones son vilidas, pues en ningtn caso ocurre
que A + B >180°.

a=4cm

d)b=4cm
4 __ 4 R 4.0,5 0.5 - {{11:1=30° - Unasoluciénvélida/t./,/” _____ Tl
A1=1500

sen A sen30°

I:a solucién A 5 =150° no es vélida, pues, en tal caso, seria
A + B =180°. jImposible!

6 Calculaloslados & y ¢ del tridngulo de la derecha.

110°

a=50cm
Hallamos el 4ngulo C=180° - (121\ + E) =180° - 160° = 20°

Aplicamos el teorema de los senos:

50 _ b _50-s5e1250° _

sen110° sen50° — b= enll0° = 40,76 cm
0 __ ¢ _50-5en20° _

sen110°  sen 20° — b= enll0° 18,2 cm
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7 ;Verdadero o falso?

a) Si de un tridngulo conocemos dos lados y el 4ngulo que forman, el teorema del coseno nos per-
mite obtener el otro lado.

b) Si aplicamos el teorema del coseno a la hipotenusa de un tridngulo rectingulo, entonces obte-
nemos el teorema de Pitdgoras.

a) Verdadero. Esta es la situacion en la que se usa el teroema del coseno para calcular el tercer lado de
un tridngulo.

b) Verdadero. El dngulo opuesto a la hipotenusa es el dngulo recto y, por tanto, su coseno vale cero.

Si @ esla hipotenusa, el dngulo opuesto es 4 = 90° y se obtiene el teorema de Pitdgoras a partir del
teorema del coseno:

2% =b2+ %= 2bccos90° > a?=b?+ 2
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Hazlo td. Calcula ¢ conociendo 2=7m, b=22m y C = 40°.

Por el teorema del coseno:

2=a?+b2-2abcosC — c= «/72+222—2-7-22-ms40°:17,24m

8 Resuelve los siguientes tridngulos:
a)a=12cm; b=16cm; c=10cm
b)b=22cm; a=7 cm; C = 40°
c) b=4cm; c=3cm;/i=105°
d)a=4m; B =45% C=60°
e)b=5m; A=C=35
f)a=b=10cm; C = 40°
g)a=5cm;/i=75°;]§=45°
h)a=16 cm; 4 =90°% C = 30°

a) e a2=b2+c2—2bccos A B
122-162+102-2.16-10 cos A 10 cm
144 = 256 + 100 — 320 cos A 12 cm p

& 256+100—144
cos A = =30 =0,6625 -
A = 48° 30" 33" ¢

o b2+ 2accos B
256 = 144 + 100 —2 - 12 - 10 cos B

5 _ 144+100-256 _
cos B = — a0 - 0,05

B=92°51'57,5"
A+B+C=180° — C=180°-A-B
C=3837295"
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b)e 2=+ b%—2abcosC 4

¢2=724222-2.7 .22 cos 40° = 49 + 484 — 235,94 = 297,06
c=17,24 cm

e« a4 ___ ¢ _y 7 _17,24
sen A sen C sen A sen40° 22 em

5 7sen40° _
sen A = 17.24 =0,26
. [A,=15°7" 44,3"
| 4, =164°52"15,7" — No vdlida. /5 B
o " Yo c/ 7em

(La solucién A, no es vélida, pues A, + C > 180°).

« B=180°— (4 + () =124°52"15,7"

Q) a?=b2+c2—2bccosA=16+9—-2-4.3cos105° = 31,21

a=5,59m

e _a___b 559 _ 4 B
sen A sen B sen105°  cop B C

n_ 4-sen105° _ 3 cm
sen B = 5.59 =0,6912 N L em
5 B, =43°43' 253" A
| B,=136°16' 34,7" — No vilida.

(La solucién B, no es valida, pues A + B, > 180°).
« C=180°— (4 + B) =31° 16 34,7"
d)e A=180"-(B+C)=75

e _a __b 4 __ b
sen A senB sen75°  sen45°
_ 4.send5°
b= = T =2.93m
° a _ c 4 _ c
send  senC ” sen75°  sen 60°

co Asen60° 359,

sen75°
e)e B=180°—(A+C)=110°
. b R a 5 _ a
Sm/é sz sen110°  sen 35°

_ 5-s5en35° _
4= T en110° 3,05m

e Como A=C — a=c — c=3,05m

£)

Como los lados 2 y & son iguales, el tridngulo es isdsceles:

A+B=180°—40° — 24 =140° — A =B =70°

. 10 ¢ s o= 10'5€n40°:6,84cm

sen70°  sen 40° sen70°
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g)e C=180°-75"—-45°=060°

- Dt _5sends”
sen75°  sen45° — b= en75° 3,66 cm
sen 750 N sen 600 - é sen ’750 4) 48 cm

~

h)e B =180°-90°-30°=60°

o sen 30° = I_CG — ¢=16-s5en30°=8cm

. 60530":1—176 — 5=16-c0s30°=13,86 cm

9 Un barco B pide socorro y se reciben sus sefiales en dos estaciones de radio, A y C, que distan
entre si 50 km. Desde las estaciones se miden los siguientes dngulos:
BAC - 46° y BCA =53°

:A qué distancia de cada estacién se encuentra el barco?

~

B =180°—-46°-53°=81°
bsen A _50-sen46° -36,4km

en B sen 81°

e_a___b_ _ ,_
sen A  sen B

e € L_)C=bsen6=50-5€ﬂ53°=40’4km

—~ = —~ —~ o
sen C  sen B sen B sen 81
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Ejercicios y problemas resueltos
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1. Relaciones entre las razones trigonométricas

Hazlo tu. Si cos o0 =-3/4 y 180° < o < 270°, calcula: sen 05 tg 05 cos (90° — 0); sen (180° + 0);
tg (180° — 0)); sen (360° — 0), sin hallar el 4ngulo o

sen’ 0L+ cosou=1 — senzoc+<—%>2:1 — senOl=t 1—%:1%
Como o pertenece al tercer cuadrante, su seno es negativo — sen O = — g
47
tga:%:é:@ cos(90°—0t)=:en0c=—g
4
sen (180° + o) = —sen OL = g 17 (180° — o) =—tga=—g sen (360° — 1) = —sen OL = g

2. Calculo del area de una parcela descomponiéndola en triangulos

Hazlo ta. Halla el 4rea del fuadrilétero irregular ABCD sabiendo que AB =62 m; BC =19 m;
CD =21 m; AD =45 m; B =60°.

B ' 62 y

Trazando la diagonal AC descomponemos el cuadrilitero en dos tridngulos.

e Area del tridgngulo ABC:

sen 60° = % — h=19-5160°=16,45m

SABC: %:509,95 m2

e Area del tridgngulo ACD:
Para poder usar la férmula de Herén necesitamos el lado AC. Por el teorema del coseno:
AC? =192+ 62221962 c0s60° = 3027 — AC = 43027 =55,02m
Ahora, aplicamos la férmula de Herén:

P= 21+452+55;02 =60,51

S4cp = ¥60,51(60,51—21) (60,51 - 45) (60,51 —55,02) = 451,19 m?
¢ El 4rea del cuadrildtero es:

SABCD = 509,95 + 451,19 = 961,14 m2
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3. Calculo de una distancia mediante la estrategia de la altura

Hazlo ti. De un tridngulo ABC conocemos AC =15 m, A =52 y C = 70°. Calcula la altura
sobre AC.

C

A B
Llamamos h ala altura trazada sobre el lado AC. Dividimos este lado en dos partes, que medirdn x y
15 —x.

152 - h o ho(15-x)-52°
>5-x — (15-%) - 1g52°=x - 1g70° = x=477 m

tg70°=% — h=x-1g70°

Finalmente, h=x-1#70°=4,77 - 1g70° = 13,11 m.

4, Resolucién de un triangulo conocidos dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos

Hazlo ti. Resuelve el tridngulo ABC en el que conocemos z=12cm, b=8,3cm y A = 110°.

Aplicamos el teorema de los senos:

12__ 83 opp-83nl10 465 o B puede ser 40° 32' 30" o bien 139° 27' 30"
senl110°  u B 12

Este segundo valor no es posible porque la suma de los 4ngulos A4 y B seria superior a 180°.

Por tanto, B = 40°32' 30",

C =180°—-(110° + 40° 32' 30") = 29° 27" 30"
Hallamos el lado ¢ usando, de nuevo, el teorema de los senos:

12 N 12-5en(29°27'30™)

= ¢ =6,28
sen110°  5en(29°27'30") sen110° cm
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8. Calculo de los angulos de un tridngulo cuando se conocen los tres lados
Hazlo tu. Halla los 4ngulos del tridngulo ABC enelque a=15cm, 6=27 cm y ¢=38 cm.

Usando el teorema del coseno, tenemos:

3822152 4+272-2.15.27c0s C — cos@=% — ¢=127°13' 28"

27223824 152_-2.38 . 15c0s B —> cos B = —1914400 > B=34°27'21"

~

A =180°—(127°13"28" +34°27'21") = 18°19' 11"
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6. Calculo de la distancia entre dos puntos inaccesibles

Hazlo tu. Calcula la distancia MN .

s Usando el tridngulo PQM podemos calcular el lado QM :
El dngulo QMP =180° —50° — 85° = 45°

QM 100 An7 . 100 sen50° _
sen50°  sen 45° - QM- sen 45° =108,34m

¢ Usando el tridngulo PQN podemos calcular la diagonal QN':

El éngulo QNP =180°— 62°—82°=36°

QN __ 100 _, 7557 -100-5n82° 68 47,

5en82°  sen36° sen 36°

* Ahora usamos el teorema del coseno para hallar MN :
MN?=108,34> + 168,47> — 2 - 108,34 - 168,47 cos 23° = 6517,5
MN =6517,5 = 80,73 m

Matematicas |
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Célculo de los lados y los angulos de un triangulo

Desde un punto P observamos los puntos A y B, situados en las orillas opuestas de una laguna, bajo
un dngulo de 68°. Sabemos que PA =70m y PB = 115m.

Calcular la distancia AB y los dngulos @ y ITB?‘I
A B

0
7 115

68°
P
AB =702 41152 -2.70-115¢c0s 68° =12 093,8

AB=yY12093,8=110m

].]./5_\ _ 110 N ff}’lm: 115'56%680 :0,9693 - m:75046|22n
sen PAB  sen 68° 110

ABP =180°—68°—75°46'22" = 36°13'38"

Angulos en un cubo
Hallar el dngulo que forma la diagonal de la cara de un cubo con la diagonal del cubo.

B

Por el teorema de Pitdgoras:
_ _ _ . /
AC?*=12+[2 - AC*=21*> > AC=\2/2=12

oo =C

l 1 o 1 " (x

tgO=—==— — 0.=35°15"52 A
TR TR

Resolucidn de tridngulos: altura de una torre

Para medir la altura de la torre AB, nos situamos en los puntos C y D y tomamos estas medidas:
CD = 15m; ACB = 40°

BCD = 58% BDC = 70°

;Qué altura tiene la torre?

~

B =180°—-58°—-70°=52°

BC __ 15 _ pc_15-4n70°
sen70°  sen52° — BC= 5e152° =17,89m

o _ E AR _ . o _
sen 40° = 17.89 — AB=17,89-5¢n40°=11,5m
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4. Area y perimetro de un trapecio

Hallar el perimetro y el drea de este trapecio isdsceles:

BH =12-5en65°=10,88

HC =12 05 65°=5,07

Por el teorema de Pitdgoras:

DH?*-182-10,882=205,63 — DH =4205,63 =14,34
DC =14,34+5,07 =19,41

AB=19,41-2.5,07=9,27 ya que el trapecio es isdsceles.

Finalmente, Spcp = 19’“#-10,88:156,02 cm?

5. Tangentes a una circunferencia: distancias

Las tangentes trazadas desde el punto P a una circunferencia de centro O y de 14 cm de radio for-
man un dngulo de 32°. Calcular:

a) La distancia de P al centro de la circunferencia.

b) La longitud de la cuerda que une los puntos de tangencia.

2) sm16°:(1):§)—>ﬁ: 14 _5079cm

sen16°
b) TOT" =360° - 32° ~2.90° = 148°
Aplicamos el teorema del coseno al tridngulo O77":

TT'? =142 4142 -2 14 . 14cos 148°=724,43 — TT'=724,43=26,9 cm
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Para practicar

M Razones trigonométricas. Relaciones entre ellas

1 Utiliza las relaciones fundamentales para hallar las demds razones trigonométricas de los 4ngu-

los agudos o, B y 7.
a) cos oL = 5/3 b) sen 3 = 3/5 ogy=3

a) sen’ O+ cos>oL=1 — senzoc+i:1 - smzoc:i - sena:i%

2 _2
e Si smO(:% - tgd:%z‘/zg:—zf e Si smO(:—% —>tgoc=f53=_§=—_25‘6
3 3
b) sen’ B+ cos? =1 — %+0052[3=1 - 50‘2B=% - co&B:i%
3 3
o i _i =i=i o i :_é =L=_i
Si cosB—S — P 1% Si cos B 5 — 1P 1%
5 5
seny ~
19) cos'y_3 — seny=3cosy

sen’ Y+ cos?y=1 — (BeosY)? + cos>y=1 — 10cos? y=1 — cosy=+ [1_, 1 =i‘/E

10 "~ J10 10
o 0 3410 e IO 3400
Si cosy= 0 — senvy= 0 Si cosy= 0 — senvy= 0

2 Copia en tu cuaderno la siguiente tabla y complétala calculando las razones trigonométricas que
faltan en cada caso:

sen O cos O 1g O

0° <ot < 90° 0,3
90° < 0. < 180° -0,6
180° < a. < 270° 2
270° < a. < 360° -5

o 1.7 fila:
Como el dngulo estd en el primer cuadrante, su coseno es positivo.
sent o+ cos>ot=1 — 0,09+ cos>0t=1 — cos?0=0,91 — cos L= 0,954

0,3

0,954 - 314

g o =

e 2. fila:
Como el dngulo estd en el segundo cuadrante, su seno es positivo.
sen o +coslou=1 - sen?0+0,36=1 = sen’0=0,64 = sena=0,8

08 4
ZO="6""3
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e 32 fla:

Como el dngulo estd en el tercer cuadrante, su seno y su coseno son negativos.

SenQ _ 9 s sen ot =2cos O

cos Ol
sen? o+ cost0=1 — 4cos> 0L+ cos? =1 — 5cos2 =1 — cosz()c:l - cosoc:—g
sen()c:—ﬁ
b)
e 4.2 fila:

Como el dngulo estd en el cuarto cuadrante, su seno es negativo y su coseno es positivo.

M=—v@ — sen 0L =—45 cos O
cos Ol
sent oL+ cos>0=1 — Scos> 0+ cos?o=1 — 6cos?n=1 — coszoc=% - cosoc=%
sen 0= —546 o430
6 6
sen O cos 0, tg ol
0° <0 <90° 0,3 0,95 0,31
90° < o < 180° 0,8 -0,6 —4/3
180° < 0. < 270°| —245/5 | —\5/5 2
270° < 0. < 360°| —30/6 | 6/6 5
3 Halla, en cada caso, las razones trigonométricas de o
a) sen 0L = —2/3;5 cos 0L < 0
b) cos 0. =5/6; tg 0. < 0
c)tga=225sen <0
d) cos ot = —/5/4; sen 0. < 0
a) Como cos o < 0, sen o+ costou=1 — %+cosz(x=1 — 60520(=% - cosOL:—g
_2 ;s
3 2 245
o= —2 =% - =¥2
g _ﬁ B 5
3
b) Como tg 0, <0, senf o+ costo=1 — sen2a+§—2:1 - senza:;—é — sena:—g
_J11 e
6 11
o= —2 -
6
c) SenQ _ 9 25 5 senoL=2,25 cos O,
cos O

sen O+ coslo=1 — (2,25c0s )% + cos> 0 =1 — 6,0625c0s2 0t =1 —

— cos Ol = =—0,4061 (tiene el mismo signo que sen O por ser zg 0. > 0)

Y
V 6,0625
sen O = 2,25¢c0s oL = 2,25 - (—0,4061) = -0,9137

d) Como sen o < 0, sen o+ costou=1 — sen? ol + %:1 — sen2a=1—61 - sena:—g
NI
4 11 55
ool = = =
85T B s
4
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4 Sabiendo que cos 0= 0,8 y sen 0. = 0,6 calcula:

a) cos (180° + o) b) sen (180° — o) o) tg(-0)

d) ser (90° — o) e) cos (90° + ) f) g (90° - o)

a) cos (180° + o) = —cos oL = —0,8 b) sen (180° — @) = sen oL = 0,6

<) tg(—oc):—tgoc:—%=—% d) sen (90° — o) = cos o0 = 0,8
N e o 1 _08_4

e) cos (90° + o) = —sen oL = —0,6 £) 12 (90° — o) 20 0.6 3

5 Sisabemos que sen 42° = 0,67, cos42°=0,74 y tg42°=0,9, diel valor de las siguientes razones
trigonométricas sin utilizar la calculadora:

a) cos 48° b) sen (—48°) c) sen 138°

d) zg 318° e) cos 222° f) 1g 858°

a) cos 48° = cos (90° — 42°) = sen 42° = 0,67

b) sen (—48°) = —sen 48° = —sen (90° — 42°) = —cos 42° = 0,74

c) sen 138° = sen (180° — 42°) = sen 42° = 0,67

d) t7318° = tg (360° — 42°) = tg (—42°) = —tg 42° = -0,9

e) cos 222° = cos (180° + 42°) = —cos 42° = 0,74

f) 1¢858° =1 (360° - 2 + 138°) = 1g 138° = 1g (180° — 42°) = —1g 42° = 0,9
6 Expresa con un dngulo del primer cuadrante las siguientes razones trigonométricas y di su valor

exacto sin usar la calculadora:

a) sen 135° b) cos 240° c) 1g120°

d) cos 1845° e) 1g1125° f) sen (=120°)

=1

a) sen 135° = sen (90° + 45°) = cos 45° = -

b) cos 240° = cos (180° + 60°) = —cos 60° = —%
c) 17 120° = £ (180° — 60°) = —£g 60° = —3

d) cos 1845° = cos (360° - 5 + 45°) = cos 45° = g

e) 1g1125° =1g (360° - 3 + 45°) = 1g45° =1
£) sen (=120°) = —sen 120° = —sen (180° — 60°) = —sen 60° = — g

7 Halla con la calculadora el valor del 4ngulo o:
a) sen 0. = —0,75; o < 270°
b) cos o0 = —0,37; o > 180°
c)tga=1,38; sen0 <0

d) cos oL = 0,233 sen oL < 0

a) Con la calculadora — o =—-48°35' 25" € 4.° cuadrante

sen 0L <0
Como debe ser of = O € 3. cuadrante
o <270

Luego o= 180° + 48° 35" 25" = 228° 35" 25"
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b) Con la calculadora: 111°42' 56,3"

cos 0.<0 .
of — O € 3. cuadrante
o >180

Luego o =360°—111°42'56,3' = 248°17' 3,7".

o tgo=1,38>0
sen oL<0
Con la calculadora: 77! 1,38 = 54° 4' 17,39"
o =180°+54°4'17,39" = 234° 4" 17,4"

d) cos0=0,23>0
— o € 4.° cuadrante

sen 0L <0
Con la calculadora: cos™! 0,23 = 76° 42' 10,5"
o =-76°42"10,5" = 283° 17" 49,6"

8 a) Representa un dngulo o tal que cos o = —%
b) Di el valor de las razones siguientes:

g (180° — )3 cos (90° — 0); sen (180° + o)

a) sen o+ cos’ou=1 — sen o+ 2 =1

o4~
2g. 55 __BS
— sen 0(—64 — sen Ol = 3
_55 55
__ 8 _455 ;
th(— _i 3 I:’l
8 ;
b) tg(lSO“—(X)z—thLz—@ cos(90°—0€)=5ena=—%
sen(180°+a)=—xena=% sen (—a):—:ena:% \
17 (90° + o) = t‘gl(x=—‘/§_5=—3;/§_5 cos(360°—0c)=cos0c=—%

M Resolucién de tridangulos rectéangulos

} cos<0 — o € 3. cuadrante

NNNSAC HILLERATO
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y sen 0. < 0. Halla sen o y #go.

sen (—0); £g (90° + )3 cos (360° — 00)

9 Para llegar a una altura de 3 m, apoyamos una escalera formando un dngulo de 60° con el suelo.
Halla la longitud de la escalera y la distancia desde su base hasta la pared.

B
El suelo, la escalera y la pared forman un tridngulo rectingulo.
0.3 i s 3 3 _6_
sen 60° = i Longitud de la escalera = ¢ 60 " B2 3 3,46 m 3
o 3 ) . .3 _3 _p_
1g 60° = y = Distancia desde la base a la pared = 4 60" 73 $3=173m
60°
A 'C
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10 Una persona que mide 1,78 m proyecta una sombra de 85 cm. ;Qué dngulo forman los rayos del
sol con la horizontal?

El cociente entre la altura y la sombra es la tangente del dngulo o que forma el sol con la horizontal.

tg o = 1,78

_0’—85=2,094 — o=064"28'27

11 Un mistil estd sujeto a tierra con dos cables de 12 m que forman dngulos de 50° con el suelo.
Calcula la altura del mistil y la distancia de la base a los puntos de sujeccién.

Altura del poste =h =12 - 572 50° = 9,19 m
La distancia de la base al punto de sujeccién es: h

HQ =12-¢05s50°=7,71 m

50°
P H Q

12 En un tridngulo isdsceles, el lado desigual mide 10 m y el dngulo opuesto es de 40°. Halla el
perimetro y el drea del tridngulo.

° o C
La medida de los dngulos iguales es % =70°.
h 40°
g70°= 8 > h-5.470°-1374m
10-13,74
STRIANGULO = f = 68’ 7 m2
o_ 5  Tol I h
cos 70° = o — BC 05 70° 14,62 m
El perimetro del tridngulo ABC es:
P=2.14,62+10=3924m
70° 705
A H B

13 Calcula la altura trazada desde C en cada uno de los tridngulos siguientes:

a) . 18 ey b) C
| &
A A ) §
a) h=18-5en42°=12,04 cm b) h =25 - sen 20° = 8,55 cm

14 Halla, en cada caso, la proyeccién de un segmento de 20 cm de longitud sobre una recta » con
la que forma un 4dngulo o

a) o = 20° b) o = 45° c) o = 80°

20

A proyeccién C

Podemos obtener la proyeccién usando el coseno del dngulo o

a) AC=20-c0s20°=18,79 cm b) AC =20-cos 45°=14,14 cm c) AC =20-cos 80°=3,47 cm
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15 Calcula el drea de un paralelogramo cuyos lados, de 9 cm y 16 cm, forman un 4ngulo de 65°.

h=9-sen65°=8,16cm
La superficie es S= 16 - 8,16 = 130,56 cm?

16

16 El tejado de una casa tiene la forma y las medidas que se indican en la figura. Calcula la distancia AB.

Trazamos perpendiculares del segmento AB que pasen por los tres vértices superiores. Esas rectas
dividen al segmento AB en 4 partes. Las longitudes de estos segmentos, de izquierda a derecha son:

AC=4-¢0s60°=2m
CD=1,7-c0s30°=1,47 m
DE =3,5-c0s20°=3,29 m
EB=4,2.c0s50°=2,7 m

La longitud total es: AB =2 + 1,47 + 3,29 + 2,7 = 9,46 m

17 Desde un punto P exterior a una circunferencia se trazan las tangentes que forman entre si un
dngulo de 40°. Si la distancia de P al centro de la circunferencia es de 15 cm, ;cudl es su radio?

Elradio OT es el cateto opuesto al dngulo de 20° = %, luego OT =15 - sen 20° = 5,13 cm.

18 En un tridngulo ABC, rectingulo en A, se conocen un cateto y la altura sobre la hipotenusa:

AC =15m AD =12m
Halla los lados y los dngulos del tridngulo.

xen6=}—§=0,8 — (C=53°7'48"

B =90°-53°7" 48" = 36°52' 12"

senB =12 — B=1—2,\=20m
AB sen B

Por el teorema de Pitdgoras, BC =4152+202=25m.
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19 Las bases de un trapecio is6sceles miden 18 cm y 26 cm, y los lados iguales, 14 cm. Calcula sus
dngulos y su drea.
D 18 C

26 B

AH - 26 5 18 _4cm por ser isdsceles.

cos A = % ~02857 — A =B =73°23 54"

Como los dngulos interiores de un cuadrildtero suman 360°:

C\v - D\ - 3600_2'(’;‘30 23‘54”) - 1800_730 23! 54” - 1060 361 6”

Para calcular la superficie necesitamos la altura: h = 14 - sen A = 13,42 cm

Sapcp = 26+18 . 13,42 = 295,24 cm?
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M Resolucién de triangulos cualesquiera

20 Aplica el teorema de los senos para resolver el tridngulo ABC en los siguientes casos:
a) A =55, B=40° c=15m
b)/,l\ =50° a=23m, c=18m
)A=35, C=42°, b=17m
d)B =105, b=30m, a=18m

~ o o o _ o, a = b = 15
a) C =180 55 40 85% senS55°  sen40°  sen 85°

_15-s5em55° _ . _ 15-5en40° _
a T =12,33cm; b= en85 9,68 cm

~

b)—22 - 18 5 &= 18:nd0" g5 5 C-36°52 12"
5en50°  sen C 23

~

B =180°-50°-36°52"12" = 93° 7" 48"

23 _ b b= 23-sen B - 30
sen 500 sen /E - sen 500 30 cm
O B=180- (350 1 429 = 1037 Loty g T3S gy
sen B sen A sen103
b/\=%_)c:%n402o%€=11)67m
sen B sen C sen103
d) b __4a N 56‘72121\ — M RN 121\ =35°25'9"; 6 =39°34'51"

sen E sen Z 30

_30-5e1n39°34'51" - ¢=19,79m

sen105°

L/\:;A -
sen B sen C
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Unidad 4. Resolucién de triangulos

21 Aplica el teorema del coseno para hallar el lado « del tridngulo ABC, en el que A = 48°,
b=272my c=153m.

B a2 = b2+ c*—2bccos A

15,3 m a
s a*=27,2>+153%-2.27,2-153 cos 48° — a=20,42 m
A 72m  C
22 Halla los dngulos del tridngulo ABC enelque 2=11m, 6=28m y c=35m.
c 1122824352 -2.28-35cos A —

11 m 281’11 ~ 2 2 2 ~
. N cosA:% — A=15"34'41"
B 35 m 128-3

~ ~ 2 2 2 ~
282-112+352-2.11-35cos B — c053=% — B=43728"

C=180°-(A+B) —» C=121°17'51"

23

Resuelve los siguientes tridngulos:
a)b=32cm, a=17cm, C =40°
b)a=85cm, c=57 cm, B =65°
ca=23cm, b=14cm, c=34cm

a) 2=3224172-2.32.17 cos 40° — ¢=21,9 cm
172=322+21,92-2-32-219cos A — A =29°56'8"
B=180°—(A+C) — B=110°3"52"

b) 6% =85>+ 572 —~2-85-57 cos 65° — b =79,87 cm
57% =85 +79,872-2.85-79,87 cos C — C =40°18'5"
A=180°—(B+C) > A=74°41'55"

©)232=142+342-2.14-34 cos A — A =30°10"29"
142=232+342-2.23 .34 cos B — B =17°48' 56"

C=180°-(A+C) » C=133°0 35"
24 Resuelve los siguientes tridngulos:

a)a=100m, B=47°, C=63° b)b=17m, A =70°, C =35°

A~ ~

c)a=70m, b=55m, C=73°
ea=25m, b=30m, c=40m
ga=15m, b=9m, A=130°

a) ¢ A=180°— (B + C) =70°

. a__ b 00 __ b,
senA  senB sen70°  send7°
% b= 100'55”470 =77,83m
sen70°
100 _ ¢ c=100-56n63° _ g4 g5 1

sen70°  sen 63° sen’70°

d)a=122m, ¢=200m, B =120°
f)a=100m, 56=185m, c=150m
hb6=6m, c=8m, C=57°
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b)s B=180°— (4 + B) =75°

17 ___a _17-5en70° _
sen75°  sen70° = a= sen75° 16,54 m
e 7 < _17-sen35° _
sen75°  sen 35° - == 750 = 10,09 m

Q) *c?=70%+55-2-70-55c0s73°=5673,74 — c=753m

© 702255247532 -2.55.753 - cos A —

~

_55%2+75,32-70% _ B e 420 A AN
— cos A = 3.55.75.3 =0,4582 — A =062°43'494

e B-180°—(A + C) =44°16'10,6"

d)* 52 =1222+200%2-2-122-200c0s 120° = 79284 — b=281,6m

~ ~ 2 2 2
e 2 =b2+cr - 2bccos A — msA:m -
2bc
~  281,6%+200%-122 _ -V 4D "
— cos A = 2.281.6.200 =0,92698 — A =22°1'54,45
o C=180°— (4 + B) =37°58'55,5"
&) o2 =b2+c2_2bccos A —
1 52+C2—612_302+402—252 _ . o ' "
— cos A = e =5 30,40 =0,7812 — A =38°37"'29,4

° n_ ﬂ2+C2—bz_252+402—302 _ n_ o ' "
cos B = P =5 540 =0,6625 — B =48°30'33

e C=180°—=(A + B)=92°51'57,6"

2 2 2 2 2 2 ~
b~ +c*—a” _185°+150°-100 =0,84189 — A =32°39' 34,4"

£ o cos A== 2185150

~ 2.2 2 2 2 2 ~
. Boa“+ct—b" _100°+150° 185 _ _ A _o30 17 .
“ 2ac 2.100-150 0,0575 — 93°17' 46,7

e C=180°—(A + B) =54°2'38,9"

e 15 9 B_9-5en130° _
g) e 130° " o % — sen B = 5 0,4596 —

B, =27°21"46,8"
B, =152°38"13,2" — No vélida
La solucién B, no es valida, pues 4 + B, > 180°.

e C=180°—(A + B) =22°38'13,2"

R 15 ¢ _ 15-5en C _
5en130° 0 C = sen130° 754 m
h) e 8 —= 6,\ 5 sen B = GosenS7° _ 0,6290 —
sen57°  sen B 8

B, =38°58'35,7"
{éz = 141°1' 24,3" — No vilida
La solucién B, no es valida, pues C + B, > 180°.
« A=180°—(B+C)=84°1"24,3"

e 8 __a _ 8-sen//I:
5enS7°  on A - sen57° 95 m
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Para resolver

25 Elradar de un barco detecta un objeto no identificado a 40 m de profundidad y en una direccién
que forma 15° con la horizontal. ;Qué distancia tiene que recorrer un buzo para llegar desde el
barco hasta el objeto?

C 150 A

40

El buzo tiene que recorrer la distancia BC'.

o 40 o 40 _
sen 15 _E_)BC 15 145,55 m

26 Dos senderos rectos se cruzan formando un dngulo de 60°. En uno de ellos, a un kilémetro del
cruce, hay una fuente. ;Cudl es la distancia mds corta que hay desde la fuente al otro sendero si
vamos campo a través?

60° fuente
1

La distancia mds corta se da en la perpendicular desde la fuente al otro camino.

Podemos calcularla usando el seno del dngulo opuesto a la perpendicular.

Distancia = 1 - sen 60° = g = 0,866 km

27 Una antena de radio estd sujeta al suelo con dos cables que forman con el suelo dngulos de 36° y
48°. Los puntos de sujeccién de los cables estin alineados con el pie de la antena y distan entre
si 90 m. Calcula la altura de la antena.

C

A A\48° 36°\B
x H 90 — x

Llamemos x al segmento AH . Entonces, el segmento HB serd 90 — x.
1g 48° = h
xh — x-1¢48°=(90-x) - ¢36° = 1,11x=0,73(90 —x) —

tg 36 = 90—

B _ 65,7 _
— 1,84x=65,7 — x= 184 = 35,71

h=3571-1¢48°=35,71- 1,11 = 39,64 m
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28 Un faro de 20 m de altura estd colocado sobre un promontorio. Un barco ve el pedestal bajo un
dngulo de 15°y el faro, bajo un dngulo de 40°. Calcula la altura del promontorio.

20

. h
s

X

Llamamos h ala altura del promontorio y x ala distancia del barco a la base del pedestal.

1g15°= b h 20+h 20g15°
X - = h.#45°=(20+h) - #15° h=—"2"_
tg45°=—202+h ~ tg15°  1g45° = hgd5T= Q0+ g 157 = 1g 45° —1g15°

=7,32 m

29 Dos barcos salen simultdneamente de un punto P con rumbos de 62°y 25° res-
pecto a la linea de costa. El primero lleva una velocidad de 7,5 nudos, y el otro,

de 9 nudos. ;Cudl serd la distancia entre ellos al cabo de una hora de navegacién?

Después de una hora, los barcos han recorrido, respectivamente, 7,5 y 9 millas ndu- 62°

ticas. La distancia que los separa es la longitud del tercer lado del tridngulo cuyos P 25°

vértices son los barcos y el punto P. Esta distancia, 4, se puede hallar con el teorema LINEA DR Cogrs
del coseno.

d*>=7,5%+92-2.75-9c0s37° = 29,43 — d= 29,43 = 5,423 millas nduticas

30 Para hallar el 4rea de una parcela irregular, hemos tomado las medidas indicadas

2 4 m
en la figura. ;Cudl es su drea? gl

La diagonal opuesta al dngulo de 70° divide al cuadrildtero en dos tridngulos.

* Area del tridngulo izquierdo:

28

= 4696,6 m?

Sualturaes h =98 - 572 70°=92,09 m — Area, = %ﬂ

e Area del tridngulo derecho:
La calcularemos usando la férmula de Herén y, para ello, necesitamos la longitud, /, del tercer lado.
[2=98%+1022-2-98-102c0s 70° = 13170 — /= {13170 = 114,76 m

5o 87+119+114,76
2

Areap = {160,3-(160,3—87)-(160,3—119)-(160,3—114,76) = 4701 m>
* El 4rea del cuadrildtero es 4696,6 + 4701 = 9397,6 m2.

=160,3

31 Dos fuerzas de 18 N y 30 N actdan sobre un punto formando un 4dngulo de 45°. Calcula la in-
tensidad de la resultante y el 4ngulo que forma con cada una de las fuerzas.

~

Q = 180° - 45° = 135°

Utilizando el teorema del coseno podemos hallar la longitud, / dela

resultante:
[2=18%2+30%2-2-18-30c0s 135°=1987,7 — [=y1987,7 = 44,58 N
Ahora usamos el teorema de los senos: 18
o ° B
18 _ 4458 . -18-sen135° 0,2855 — o =16°35'19" BANG
sen O, senl35° 44,58 P 30 Q

B =45 —16°35' 19" = 28° 24' 41"
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32 Desde un punto P observamos un avién que se acerca bajo un dngulo de 30°. Quince segundos
después, el dngulo es de 55°. Si el avién vuela a 3000 m de altura, ;cuél es su velocidad?

Para hallar la velocidad del avidén necesitamos calcular la longitud del segmento N :

03000 _ pa7_ 3000 _ £n00
sen 30 Vi - 30 N/ M

sen 30°

Por otro lado:

N =360° = (55° + 2 - 90°) = 125°

Ahora usamos el teorema de los senos: 3000
6000 NM 7 6000 -sen25° 0
= M = 222722 ,
sen125°  sen 25° - N sen125° 309555 m 2 30°
La velocidad del avién es % = 206,37 m/s. P Q
33 [ma[<fz0° ) Desde la terraza de un edificio de 150 m de altura medimos los 4ngulos
s NS que se indican en la figura. Calcula la altura del edificio més bajo y la
oo|E N e anchura de la calle.
=]=]1= oo
oo|— .. |mm| Representamos la anchura de la calle con la letra 2. Usando el dngulo com-
oo v |mm . °
oo * mm plementario de 50° tenemos que:

17 40° = ﬁ — a=150-tg40° = 125,86 m

La diferencia, 4, entre las alturas de las torres podemos obtenerla mediante el éngulo de 30°:

o _ d _ . o _
tg 30° = 125.86 — d=125,86-1¢30°=72,67 m

La altura del edificio mds bajo es 150 — 72,67 = 77,33 m.

34 Dos circunferencias secantes tienen radios de 6 cm y 10 cm. Sus tangentes comunes forman un
angulo de 40°. Calcula la distancia entre sus centros.

Los tridgngulos PCT y PC'T" son tridngulos rectangulos con hipotenusas PC y PC’, respectiva-

mente.
o 6 . 6 _

sen 20° = Yool - P = 50F 17,54 cm
o_ 10 __10 _

sen 20° = 2 e 29,24 cm

CC'=29,24-17,54=11,7 cm

35 En una circunferencia de 12 cm de radio trazamos una cuerda de 20 cm de longitud. ;Cudl es el
dngulo correspondiente a esa cuerda?

Los radios trazados desde los extremos de la cuerda y esta, forman un tridngulo isésceles. El dngulo
pedido es el opuesto a la cuerda (lado desigual) y podemos hallarlo usando el teorema del coseno.

202=122+122-2.12 - 12cos 0t — 400 = 144 + 144 — 288cos 0. —

— 112 =-288 - cos 0L —> cos 0L =12 = 03889 —

288
— o=112°53"10"
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36

37

38

39

Calcula el 4rea de un octégono regular inscrito en una circunferencia de 10 cm de radio.
El octégono estd formado por 8 tridngulos isésceles como el del dibujo.

El dngulo desigual de cada uno de ellos es de % = 45°.
h=10"-c0s22,5°=9,24 cm

Por otro lado, la longitud de la mitad de la base del tridngulo es:
10 - sen 22,5° = 3,83 cm

Luego el drea del tridngulo es:

R 2-3,8;-9,24

= 35,39 cm?
El 4rea del octégono es 8 veces el drea del tridngulo, es decir, 8 - 35,39 = 283,12 cm?.

Calcula el 4rea de un hexdgono regular circunscrito a una circunferencia de 15 cm de radio.

Este problema se resuelve de forma andloga al anterior. En este caso, el tridngulo formado por los
radios de la circunferencia y el lado del hexdgono es equildtero, porque el dngulo central mide 60°. El
lado del hexdgono es igual al radio de la circunferencia circunscrita.

La altura, h, (que coincide con la apotema del hexdgono) se obtiene asi:
h=15"¢c0s30°=13 cm

6-15-1
Suexicono = % = 585 cm?
De un trapecio rectingulo conocemos el lado oblicuo, que mide

16 cm, la diagonal menor, 12 cm, y el 4ngulo que esta forma con
la base mayor, 50°. Calcula el drea y el perimetro del trapecio.

Utilizando el 4ngulo complementario de 50° tenemos:
BC

o~ BC =12 - 5en40° =771 cm

sen 40° =

cos 40° = % — CD =12 - cos 40° = 9,19 cm

Por otro lado, por el teorema de los senos:

12___ 16, o, 4-12:5n50" _ 5745 s 43503 53"
sen A senS50° 16

ABD =180°— (50° + 35° 3' 53"") = 94° 56" 7"

AD__ 16, 4p_16-sendBD _p) g1y
sen ABD  sen50° sen 50°
Para terminar:
Sapcp = W 9,19 = 131,05 cm?

Perimetro = 20,81 + 9,19 + 7,71 + 16 = 43,71 cm

En un rectingulo ABCD de lados 8 cm y 12 cm, se traza desde B una perpendicular a la dia-
gonal AC, y desde D, otra perpendicular a la misma diagonal. Sean M y N los puntos donde
esas perpendiculares cortan a la diagonal. Halla la longitud del segmento MN.

Los tridngulos AND y BMC son iguales, luego AN = MC.
Como MN = AC — AN — MC, entonces MN = AC —2MC.
Por tanto, basta con calcular AC en el tridngulo ABC y MC en el tridngulo BMC.
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* En ABC:
AC? =82+ 122 =208 (por el teorema de Pitigoras) — AC = 14,4 cm
Calculamos € (en ABC):

1 C = 1_82 -1,5 > C=56°18" 358"

e En BMC:

~

cos C = TC — MC =8-cos(56° 18' 35,8'") = 4,4 cm

Por dltimo: MN = AC —2MC = 14,4 -2 - 4,4 = 5,6 cm

Pagina 126

40 Eltridngulo ABC es rectingulo en C. Sabemos que el radio de la cir-
cunferencia mide 2 cmy CD = {3 cm. Calcula AD y DB.

El tridgngulo CDB es rectingulo en D. Por tanto:
DB*-4>- /3> - DB=y13 cm = 3,61 cm

cos C = g — C=64°20" 28"

ACD =90°— C = 25°39' 32"

El tridngulo ADC es también rectangulo en D, y conocemos el angulo C y el cateto CD:

tg ACD = % — AD =13 1£25°39' 32" = 0,83 cm

41 Para construir un tinel entre A y C necesitamos saber su longitud y direccién.
Para ello, fijamos un punto B y tomamos las medidas indicadas en la figura.
Calcula AC ylosdngulos B y C.

A \\/720 /‘\/,,» C

2 e
03 L ,,)fLQ

>
B

Usamos el teorema de los senos:

320 280 A~ 280-sen72° A 010! 211
—_—— = = = 5 22 B 1 1
wn 72 o — sen C 320 0,83 — C=56°19'3

~

B =180°—(72°+56°19'31") = 51° 40' 29"
Aplicando de nuevo el teorema de los senos:

320 _ AC  _, 4£-320-5enB _ 563 96

5en72°  on B sen’72°
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42 Desde una torre de vigilancia de 25 m, observamos dos drboles situados
en orillas opuestas de un rio bajo un dngulo de 15°. Los dos drboles estin
alineados con el pie de la torre y la distancia de esta al rio es de 50 m.
Calcula la anchura del rio.

Llamamos C al dngulo complementario de A.

tgé:%:Z — C=63°26'6"

Por tanto, respecto de la torre de vigilancia, se ve el drbol cuya base estdin en B con un dngulo de

15°+63°26' 6" =78°26'6".

17 (78° 26' 6") = % — AB=7217m

43 En un entrenamiento de fiitbol se coloca el balén en un punto situado a 5 m y 8 m de cada uno
de los postes de la porteria, cuyo ancho es de 7 m. ;Bajo qué dngulo se ve la porteria desde ese
punto?

Sillamamos o al dngulo pedido, por el teorema de coseno tenemos que:

72=524+82-2.5.8c0s0 — 49 =25+ 64— 80cos 0. —>

— 80cos 0L =40 — COSO(.z% - o =060°

44 Calcula, en este paralelogramo ABCD, el drea, las longitudes de 3

los lados y la longitud de la otra diagonal: o -
D =180°-70° = 110° /59;\,;—'

18 AD =75 _ 18- s5en50°
= — AD==-"22 = 14,6
senD sen50° sen110° 7 em

La altura, h, del paralelogramo es:

h=18":57n20°=6,16cm

Spcp = 14,67 - 6,16 = 90,37 cm?

Para hallar la longitud de la otra diagonal calculamos primero AB = CD:

CD___ 18  _, ¢p.18-5en20° _
sen20°  sen110° — (D= enll0° = 6,55 cm

Aplicamos el teorema del coseno al tridngulo BAD:

BD? = 6,55% + 14,67%> -2 - 6,55 - 14,67cos 70° = 192,38 — BD = 13,87 cm

45 En un cuadrilitero ABCD conocemos las medidas de los lados y de la diagonal BD. Calcula
las medidas del 4ngulo B y de la diagonal AC.
B 4m c

g
~
A

= GE

55
m D

Aplicamos el teorema del coseno a los tridngulos ABD y CBD.
5,52=2%24+6%-2.2 . 6cos ABD —s 24cos ABD = 9,75 —> ABD =66°1' 50"
3,57 =42+ 6> ~2 -4 6eos CBD — 48cos CBD =39,75 — CBD = 34°5' 36"
B =66°1'50"+34°5' 36" = 100° 7' 26"

Ahora aplicamos de nuevo el teorema del coseno al tridngulo ABC:

AC?2=2%2+42-2.2.4c0s (100°7' 26") = 22,81 —» AC =4,78 cm
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46 Las diagonales de un paralelogramo miden 6 cm y 14 cm y forman un dngulo de 75°. Halla los
lados y los dngulos del paralelogramo.

B

D

Como las diagonales de un paralelogramo se cortan en el punto medio, los segmentos OB y oC
miden, respectivamente, la mitad de la medida de las correspondientes diagonales.

Aplicamos el teorema del coseno:

BC?>=3%+7>-2-37cos75°= 47,13 — BC=AD = 6,87 cm

AOB =180° - 75° = 105°

AB*=3%+7%-2.3-7c0s105° = 68,87 — AB=DC =8,3 cm

Para calcular un 4ngulo, por ejemplo el 4ngulo B, aplicamos el teorema de los senos:

7 __ 687, ., OBC-7:5175 _09842 — OBC =79°48'S"
sen OBC sen75 6,87

7__ . 8,3 %senm=w=0,8146 — ABO = 54°33' 5"
sen ABO  sen105° 8,3

B=D=79485"+54°33'5" = 134°21' 10"

A=C=180°—134°21'10" = 45° 38' 50"

47 Dos 4rboles C y D se encuentran en la orilla opuesta de un rio. Desde dos puntos 4 y B,
situados en la orilla donde nos encontramos, tomamos las siguientes medidas:

4B =100 m CAB - 82° DAB = 40°
DBA = 32° CBA = 25°

Calcula la distancia que separa a los dos drboles.

Cc

A 100 B

Para calcular la distancia CD hallaremos primero AC y AD. De esta manera obtendremos el
resultado aplicdndole el teorema del coseno al tridngulo CAD.

ACB =180°— (82°+25°) = 73°

100 __AC  _, 77 _100-5en25° _
sen73°  sen25° — AC sen 73° 44,19 m

ADB =180° — (40° + 32°) =108°

100 __ AD  _, 7p5_100-sen32° _
sen108°  sen32° — AD- en108° 55,72 m

CD? = 44,19% + 55,722 -2 . 44,19 - 55,72c05s 42° = 1397,7 — CD =37,39 m
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48 Resuelve estos tridngulos, teniendo en cuenta que puede que no exista solucién, que la solucién
sea Gnica o que existan dos soluciones:

a)a=3m; b=8m; A =25 b)a=12,6 m; b=26,4m; B =124°34'
Q) a=826m; b=115m; A =28°4'
3 —= 8 senB=85125" _ 1127 5 Notienesolucién porqueelsenode un dngulo
5en25°  sen B 3 . ) .
siempre estd comprendido entre —1 y 1.
12,6 26,4 ~ 12,6 sen (124°34)) A =238 29"
b = 2 — — senA = =0,393 —> < .
) sen A sen(124° 34") 26,4 {A =156° 51" 31"

El segundo resultado no es valido porque A + B serfa mayor que 180° y esto es imposible. En este
caso, la solucién es tnica.

C =180°—(23°8'29" + 124° 34') = 32° 17' 31"

Ahora, con el teorema del coseno:

2 =12,6%+ 264> -2 -12,6 - 26,4c0s (32°17' 31'") = 293,33 — ¢=17,13m

. _ o4 B =40°55'"11"
82,? _ 15 . ubB- 115-5en(28° 4') 20,655 — 1.
sen(28°4")  en B 82,6 B =139°4"49"

En este caso, tenemos dos soluciones posibles:
« Si B=40°55"11":
C =180° - (28°4" +40°55' 11") = 111°0' 49"
¢2=82,6%+1152-2-82,6- 115c0s (111°0' 49'") = 26860 — ¢ = 163,89 m
Si B =139°4'49"
C =180°— (28°4' + 139°4' 49")=12°51" 11"
2_82,6%+1152-2-82,6- 115¢0s (12°51' 11"") = 1525,8 — ¢= 39,06 m

Cuestiones tedricas

49 Si seno.=m y 0. es un dngulo obtuso, expresa en funcién de m:
a) cos O, b) zg 0 c) cos (180° — o) d)zg (-o)

2 2

a) sen” 0L+ cos? =1 — m?+cos? =1 — cos> t=1-m? — cos0 =—y1—m? yaque el coseno

de un dngulo obtuso es negativo.

senQ. ____m
cos O J1—m?

c) cos (180° — @) = —cos OL = ¥ 1 —m?>

b) rg o=

d) tg (o) = —tg o0 = 2

50 Demuestra que en un tridngulo ABC, rectingulo en A, se verifica:

bz_cz_ 2 A 2 A ~ A ~ A
a) = cos” C —sen” C b) sen B — cos C =0 otgB.1gC=1
b?+ c?
2

a) Como 4 es la hipotenusa del rectdngulo, a’ = b+ 2

2 02 52 2 g2 2 2 2 ~ A
b-—c” _b"—c =b__c=<b> —(i) =cos® C +sen® C

b*+c? a* a*> a* \¢ ¢
b) sen B — cos € = ﬁ—é:O
a a
QB -1gC = by
c b
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51

53

83

:Existe algtin valor de o = 0 que verifique 2 sen 0t = zg 02 Justificalo.
Si o0=180° se cumple la igualdad, ya que el seno y la tangente de 180° valen 0.
Si ou=0 ytambién o = 180°, entonces:

sen O

sen =0y 2sen O =tg 0 —> 2sen O =
cos Ol

%

60°
300°

1
cos O

— 2= %cos()(:%—)(x:{

Prueba que en cualquier paralelogramo de lados 2 y & y diagonales ¢ y d, se verifica:
2+ d?=2(a?+b?

* Aplica el teorema del coseno en dos tridngulos que tengan un vértice en el centro del paralelogramo.

Utilizamos el hecho de que las diagonales de un paralelo-
gramo se cortan en el punto medio y el teorema del coseno.

2 2
[72_(§> +<%) -2 % %cosoc P b
2 (g 2 4 - o
2_[C a)l _H.LC . a o_ d
a —(2) +<2 2 7 2005(180 o) :
2 2
bz=%+%—%msa
- 2 2
42=%+%—%(—ms o)
2 2
Sumando miembro a miembro ambas ecuaciones, obtenemos que b2+ a? = % + dT’ de donde se

obtiene la relacién 2 + d? = 2(a? + b?).

Demuestra que el 4rea de cualquier cuadrildtero es igual a la mitad del pro-
ducto de sus diagonales por el seno del 4ngulo que forman. C
A

* Ten en cuenta que.' SABCD = SAOB + SBOC + SCOD + SAOD

D

Descomponemos el drea del cuadrildtero como la suma de las dreas de los tridngulos ABC y CDA.
Ambos tienen en comtn la base AC.

h= OB sena.
h'= OD - sen o,

AC-h , AC-HK C-m-senochEo@-sena: 1
2 2 2 2 2

Sascp = Sapc+ Sacp = AC (OB + OD)-seno.= %
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Demuestra que en un tridngulo cualquiera ABC se verifica la siguiente

igualdad:

ll/\= b/\= L'A=2R
sen A senB sen C

R es el radio de la circunferencia circunscrita al tridngulo.

* Traza el didmetro de la circunferencia desde uno de los vértices. Aplica el teorema de los senos en los
tridngulos ABC y BB'C.

Las dos primeras igualdades forman el enunciado del teorema de los senos.

Por otra parte, los 4ngulos A y B’ son iguales porque abarcan el mismo arco BC. Por tanto, apli-

cando el teorema de los senos al tridngulo BB'C (ya que C =90° porque abarca un arco de 180°):
4 ___a _ BB _2R_ IR

senA  senB' senC 1
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Para profundizar

88

56

87

Para medir la altura de una antena, cuyo pie es inaccesible, nos situamos en
un punto P al oeste de la antena y la observamos bajo un dngulo de 60°. )
Caminamos unos 25 metros hacia el sur y desde Q el dngulo de observa- L
cién es de 30°. Halla la altura de la antena. i

60°"
*Expresa PAy QA en ﬁmcz'o’n de h. Pr’-d\ Semne WA
‘== =h 25mi 300
€30 - Gr = U 3 -h3 I
o h _,pg._h _h
t060°= == — PA-= -0 Q
R 260° 3

Aplicamos ahora el teorema de Pitdgoras al tridngulo APQ:

2
‘h 2 _ (h43)2 h? _ a2 812 _25 /3 _
(B) #252=(03)% > B-v625-3h2 > Sn2-625 - h- 2\/;~15,31m

Uno de los lados de un tridngulo mide el doble que otro, y el dngulo comprendido entre ellos
mide 60°. Halla los otros dngulos. B
E2=x2+(2x)2—2-x-2x60560°=x2+4x —4x2. 1 =3x?

BC =x3 x

xf/Z 1

X\/g _ X -~ 1 o
G0 oy T — sen C = B — C=30 c0°
B =180° — (60° + 30°) = 90° A 2x C
En un tridngulo ABC delados 2=10cm, b=14cm y ¢=7 cm, halla B

la longitud de la mediana que parte de B.

Usamos el teorema del coseno para hallar el coseno del 4ngulo A. — %m ¢

02=72+14>-2.7 . l4cos A — 196cos A = 145 — cos A = 132

Aplicamos ahora el teorema del coseno al tridngulo ABM teniendo en cuenta que AM =7 por la
definicién de mediana.

BM2=7*+7%-2.7 -Tcos A =98 98 - }gg 2L =255 —» BM - /25,5 - 5,05 em
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58 De un tridngulo ABC conocemos llf)s tres lados, 2=14cm, 6=16cm y ¢=9 cm. Hallala
longitud de la bisectriz del 4ngulo A.

Calculamos primero el dngulo o
142-162+92-2.16-9cos A — 288cos A = 141 — A = 60° 41' 12"

0= 4 -30°20'36"

Calculamos el dngulo C: 9
922162+ 142 -2 .16 - 14cos C — 448¢cos C =371 — C =34°5' 36"
Ahora, APC = 180° — (30° 20’ 36" + 34°5' 36") = 115° 33' 48"

ap — - C 14 P B
16 _ AP, Zp_16:5enC _ g 94y
sen APC  sen C sen APC

59 En el cuadrilitero ABCD sabemos que AB =a, AD =2a, BC = 3a, 1§4\D =90° y
cos D/B\C = % Calcula DC en funcién de a.

Por el teorema de Pitdgoras: 34
BD =4a*+2a)?*=ay5

Ahora aplicamos el teorema del coseno: B

DC”=(30)” +(a{3)>~2-3a- a5 cos DBC = ‘

1 2 DC y
F8 DC =2ay2 A 2a D
60 Halla el d4ngulo que forma la tangente a estas circunferencias con

la recta que une sus centros. Los radios miden 4 cmy 9 cm, y la
distancia entre sus centros es de 16 cm.

=94%+54% — 42645

Los tridngulos OT'P y O'TP son tridngulos rectdngulos.

eno = —2— — 0P=—2

or sen oL

senol= -9 — Op=—0
or sen O

16=00=0P+ PO 92 . 6 — 16seno. =15 = sena:% — o=69°389"

sen O sen O

61 Halla el angulo o que forman dos caras contiguas de un tetraedro regular de arista a.

A

Como cada cara es un tridngulo equildtero de lado 4, la longitud de los segmentos dibuja-

3

dos es 473 (altura del tridngulo equildtero de lado «).

Aplicamos el teorema del coseno:

2 2
2 (,BY (B _,, B B 2.3 2.3 2 32
ﬂ—<ﬂ2)+(ﬂ2> Zazazms(x—>/z_4a+4ﬂ 24cos0€—>

l
|
=)
S
R
I

3 %—)cosa:%—)oﬁ:70°31'44”
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62 P Queremos calcular la distancia desde A y B a un punto inaccesible P.

Para ello, fijamos un punto C de modo que PBC = 90° y tomamos las
medidas indicadas en la figura. Calcula PA y PB.

Calculamos los dngulos ABC y CAB.
3402 = 2502 + 5002 — 2 - 250 - 500c0s ABC —> 250000c0s ABC = 196900 —>
— ABC =38°2'18"

5002 = 2502 + 340% — 2 - 250 - 340c0s CAB — 170000cos CAB = 71900 — CAB =115°1' 14"
PAB = 180°— 115° 1' 14" = 64° 58' 46"

PBA =90°—38°2' 18" =51° 57" 42"

P =180° — (64° 58' 46" + 51° 57' 42"") = 63° 3' 32"

Ahora aplicamos el teorema de los senos para calcular las distancias:

_PA___ 250, P4-220,87m
sen PBA  sen P

_PB___ 250 _, PB_254,12m
sen PAB  sen P

63 Demuestra que la bisectriz de un dngulo de un tridngulo divide al lado opuesto al B

dngulo en segmentos proporcionales a los otros lados. p
A
C

* Debes probar que % = % Aplica el teorema de los senos en los tridngulos ABP y ACP
A—]l=B—]i s AP -sen A _BP.sen B
sen B wen A 2
— _2 —~ A>—>ﬁ-sen§:ﬁ-sen6
A]i\ =P—CA — AP senA:P_ sen C
sen C A 2
sen -

Por otro lado:

A—BA: AC,L - senE\:A:g-smC’

sen C  sen B

Sustituyendo sen B en la primera relacién, se obtiene:

B—£ ~sen6= PC -smé — BP-AC=PC-AB — A—_C=E_B
AB PC  BP
Autoevaluacion
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1 En un tridngulo isésceles los lados iguales miden 7 cm y los dngulos iguales 52°. Halla la altura y
el lado desigual.

Si representamos con la letra h a la altura sobre el lado desigual, &:

5@n52°=% — h=7-sn52°=5,52 cm

cos 52° = %2 — b=14-cos52° = 8,62 cm
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2 En un tridngulo ABC, rectingulo en A, conocemos el cateto ¢ =10 cm y la altura relativa a la
hipotenusa, h = 6 cm. Halla los lados y los 4ngulos desconocidos.

4 sengz% — B=36°52'12"

C =90°-36°52' 12" = 53° 7' 48"

sen@:% — b=7,5cm

a=47,52+102 =12,5cm

C D B

3 Expresa a través de las razones trigonométricas de un dngulo del primer cuadrante, las razones
trigonométricas de los siguientes dngulos: 154°, 207°, 318°, 2456°.

sen 154° = sen (180° — 154°) = sen 26°
cos 154° = —cos 26°

tg 154° = —1g 26°

sen 207° = sen (180° + 27°) = —sen 27°
cos 207° = —cos 27°

tg 207° = 1g 27°

sen 318° = sen (360° — 42°) = —sen 42°
cos 318° = cos 42°

g 318° = —1g 42°

sen 2456° = sen (360° - 6 + 296°) = sen 296° = sen (360° — 64°) = —sen 64°
cos 2456° = cos 64°

tg 2456° = —1g 64°

4 Si seno = % y o > 90°, calcula sin hallar el dngulo o

a) cos O b) g0 c) sen (180° + )

D cos (90° + ) o) 15 (180°~0) £) en 90° + )

a) cos? oL =1—-sen’ o — cosa=1-10 005206=% - cosa=i% - cosa:_%
_ 45 __4

P S5

c) sen (180°+O()=—smoc=—%

d) COS(90°+OL):—5€n0L:—%

e) 7g (180° — o) = —tg 0t = %

f) 567’2(90°+O()=(,‘050(=—%

5 Si tgo =-3,5, halla 0. con ayuda de la calculadora, exprésalo como un dngulo del intervalo [0,
180°) y obtén su seno y su coseno.

o =105°56' 43"
sen oL = 0,9615
cos oL = —0,2747
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6 Desde un punto del suelo medimos el 4ngulo bajo el que se ve un edificio y obtenemos 40°. Nos
alejamos 30 m y el 4ngulo es ahora de 28°. Calcula la altura del edificio y la distancia desde la que
se hizo la primera observacién.

7
h=x-1g 40° ] 0
h=(x+30)-tg28°}_>x'fg40 =(x+30)-2228° — h
- x_tg40°_tg280_51;89m
28° 40°
h=51,8 -1 40° = 43,54 m . A x |

7 Resuelve el tridngulo ABC y halla su drea en estos casos:
a)c=19cm, a=33cm, B = 48°
b)a=15cm, b=11cm, B =30°

¢ Con el teorema del coseno, hallamos 4:

a) B
> b2=19%2+332-2.19 .33 c0s48° = 6109 —
19 cm 33 cm — b=2472 cm
A 7 c

¢ Del mismo modo, hallamos A:
3322192 424,722 -2.19.24,72 cos A — cos A =—0,1245 — A =97°9'
¢« C=180°— (A + B) = 34° 51"

b) B e Hallamos A con el teorema de los senos:
¢ a__ b, 15 _ 11, 106818
) DOm sen A sen B sen A sen30°
11m

* Hay dos soluciones:

A =42°59'9" 11 _ ‘1 — ¢;=21,04cm
Cy=107°0"51"

sen30°  sen107°0'51"
A2=137°0'51”}_> 11 )

62 =12°59'9" sen30°  sen12°59'9" — ¢=4,94cm

8 Los lados de un paralelogramo miden 18 cm y 32 cm y forman un dngulo de 52°. Halla la longitud
de la diagonal mayor.

o =180°—52°=128°

d Calculamos 4 aplicando el teorema del coseno:
d*=18%+322-2.18-32c0s128°=2057,24
d=45,36 cm es la medida de la diagonal.

32 cm

9 De esta figura, sabemos que BD = DC, A= 60°, A/D\B =45y AD =5m. Calcula BC. B

ABD = 180° - (60° + 45°) = 75° /\
s ___BD AR —=c

- — BD=2:5en60° _4 4g —m—
sen75°  sen 60° sen’75° o

BDC =180° — 45° = 135°
BC?2=4,48%+ 4,482 -2 . 4,48 - 4,48c05s 135° = 68,525 — BC =828 m
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1 Demuestra la férmula I1.2 a partir de la f6rmula:

cos (0L + B) = cos 0. cos 3 — sen 0. sen 3

cos (0L — B) = cos (o + (=) = cos o cos (—B) — sen o sen (-B) =

= cos O cos 3 — sen O (=sen PB) = cos O cos B + sen o sen B

2 Demuestra II.3 a partir de zg (0. + P) = %

_ o+ (P) O go+(P)  go-gP
g (=) =g 0+ () = l-rgotg(—B)  1-sga(—2gP) l+gargP

sen (—Qt) = —sen 0L

(+) Como cos (—OL) = cos O

} — g (—0) = —tg O

3 Demuestra la férmula I1.3 a partir de las siguientes:
sen (0 — [3) = sen 0L cos B — cos oL sen B
cos (0. — PB) = cos 0. cos B + sen 0. sen 3

senOLcos B cos Ol sen B
sen(0L—B) senOcosP—cosOsenP ) cosocos P cosocos P tgo—1tg B
cos(0.—B)  cosLcosP+senOsenP  cosOcos P senclsen  l+tgozg B
co:(lcos[3+ cos O cos B

g (a—P) =

(*) Dividimos numerador y denominador por cos o cos B.

4 Si sen 12°=0,2 y sen 37° = 0,6, halla cos 12°, tg12°, cos37° y tg37°. Calcula, a partir de ellas,
las razones trigonométricas de 49° y de 25°, usando las férmulas (I) y (II).

e sen 12°=0,2
cos 12° = 1= sen*12°=J1-0,04=0,98
0,2
120= 2% _0,2
g 0,98
e sen 37°=0,6

cos 37° = {1—sen?37°=41-0,36=0,8

137" = 82 0,75

* 49°=12° + 37°, luego:
sen 49° = sen (12° + 37°) = sen 12° cos 37° + cos 12° sen 37°= 0,2 - 0,8 + 0,98 - 0,6 = 0,748
cos 49° = cos (12° + 37°) = cos 12° cos 37° — sen 12° sen 37° = 0,98 - 0,8 — 0,2 - 0,6 = 0,664

o o o tg 12°+tg 370 0 2+0 75
49° = 1g (12 = =—s =112
g4 =g (124 37 = 3 5037 1-0,2.0,75

, o_ sen49°
(Podrla calcularse g 49° = 05 40° )
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* 25°=37°—12° luego:
sen 25° = sen (37° — 12°) = sen 37° cos 12° — cos 37° sen 12° = 0,6 - 0,98 — 0,8 - 0,2 = 0,428
cos 25° = cos (37° — 12°) = cos 37° cos 12° + sen 37° sen 12° = 0,8 - 0,98 + 0,6 - 0,2 = 0,904

1g37°-1g12°  0,75-0,2

1+2¢37°1¢12° 1+0,75-0,2 =0,478

1025 = 1g (37°— 12°) =

5 Demuestra esta igualdad:

cos(@a+b)+cos(a-b) 1
sen(a+b)+sen(a—-b) tga

cos(a+b)+cos(@a—b) _cosacosb—senasenb+cosacosbh+senasenb _
sen(a+b)+sen(a—b)  senacos b+ cos asenb + sen a cos b— cos a sen b

_2cosacosb _cosa _ 1
2senacosb sena tga

6 Demuestra las formulas (III.1) y (II1.3) haciendo o = 3 en las férmulas (I).

sen 200 = sen (0L + O) = sen OL cos O, + cos O, sen O = 2 sen O, cos O
tg O+ 1g O 21 al

200 = o+ )= =
g 1g (0L + o) I—gogo 1-glo

7 Halla las razones trigonométricas de 60° usando las de 30°.

3 _3

A
2 2 2

_(L>2:i_L:£:L
2 4 4 4 2

tg60°=tg(2'300)= 2tg30 _ 2‘/3/3 _2\/3/3_2‘/3/3_6

sen 60° = sen (2 - 30°) = 2 sen 30° cos 30° = 2

5V
cos 60° = cos (2 - 30°) = cos® 30° — sen® 30° = (%)

1-#4230° 1-(/3/3)2 1-3/9  2/3

8 Halla las razones trigonométricas de 90° usando las de 45°.

sen 90° = sen (2 - 45°) = 2 sen 45° cos 45° = 2-£-£=1

2 2
2\ (Y
05 90° = cos (2 - 45°) = cos* 45° — sen® 45° = (7) —(7> =0
R . 21g 45° 2.1 .
tg 90° = 1g (2 - 45°) = 1—tg245° =317 — No existe.

2 sen 0. —sen 20, _ 1—cos O

9 Demuestra que: =
91 2sen O +sen200 1+cos

2 sen O — sen 200 _ 2 sen OL— 2 sen OL cos OL _ 2 sen o (1 — cos ©1) _1l—cos
2s5en O+ sen20  2sen O+ 2sen Obcos O 2sen O (1+cos ) 1+ cos O
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Hazlo tu. Halla cos 15° y zg 15°.

o_ . 30° _ /1+m:30°_\/1+/§/2_\/2+«/§
cos 15° = cos > = > = 3 = Z

- ° -312  [2-43
150 = [1=cos30 =\/1 3 =\/ -2_3
8 1+ cos 30° 1+43/2 2+43
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10 Siguiendo las indicaciones que se dan, demuestra detalladamente las f6rmulas IV.1, IV.2 y IV.3.

[0 2 0 2 O
'cos(X:cos(Z-—):cos - — sen” =~
2 2 2

Por la igualdad fundamental:

cos2 % sen? @1 — 1:00:2l+5en2%

De aqui:

a) Sumando ambas igualdades:

T+coso=2cos2 & — (o2 & _l+coso — cos X4 /M
2 2 2 2 2

b) Restando las igualdades (2.* — 1.%):
2 0 20 _l—cosa o

1—cos 0.=2 sen o sent =R o sen =t /1—62050(
* Por tltimo:

— cos o
sen ol/2 V 1— cos O

cos a2 \/1+cosoc 1+ cos O

gz

11 Sabiendo que cos78° = 0,2, calcula sen78° y zg78°. Averigua las razones trigonométricas de
39° aplicando las fé6rmulas del dngulo mitad.

® cos78°=0,2

sen 78° = y1—cos? 78°=41-10,22-0,98

178 = 8% 49

bl

'5en39°—,~gn_ \/1—60578" \/1 0.2 _ 43

cos 39° = cos%=\/l+a§780 =\/1+20’2 =0,77

° 78° 1—cos78° 1-0,2
= = = =0, 2
83 = = Trces 78 V1502 28

12 Halla las razones trigonométricas de 30° a partir de cos 60° = 0,5.

* c0s 60° = 0,5

* sen 30° = sen%=\/%=0,5

6‘0530(’:6‘03%: /%=0,866
o, 60° _ 0,5
tg30° = 1g > " /1 0.5 =0,577

13 Halla las razones trigonométricas de 45° a partir de cos 90° = 0.

* 05 90° =

® sen 45° = sen Z— / \/7 ‘/7

05 45° = cos 20 1+0_£

= (05 ==

2 2 2

o, 90°_ [1-0 _f7
= — 2 _-J1=1
245" =18 5=
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2

14 Demuestra esta igualdad: 2 zg 0. - sen % + sen O = tg O,

1—cos O

Ztga-sen2%+sena=2tga- +5en O = M(l—cos0()+5«m0c=5m0c<1_67“0(+1>=

cos O cos O

=smoc<1_”‘0‘””50°>:smoc- 1 =“’”O‘=tgoc
cos O, cos O cos O
15 Demuestra la siguiente igualdad:

2 sen O, — sen 20,
2 sen O + sen 20,

2sen(x—sen2a=253n0€—2sen066050c=foﬂa(l—COS(X):l—co.vOC:t2&
2sen O+ sen 20 2sen O+ 2sen Olcos O 2sen O (1+cos @) 1+ cos O 2
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16 Para demostrar las f6rmulas (V.3) y (V.4), da los siguientes pasos:
* Expresa en funcién de o y P:
cos (0L +B) = ... cos (0. —P) = ...

* Suma y resta como hemos hecho arriba y obtendris dos expresiones.
* Sustituye en las expresiones anteriores:

a+B=A}

o-PB=8B
. cos (0t + B) = cos O cos B — sen o sen B

cos (0L — ) = cos O cos B + sen oL sen B

Sumando — cos (00 + B) + cos (00— PB) =2 cos L cos B (1)
Restando — cos (0L + B) — cos (00— PB) = =2 sen 0L sen B (2)

(al resolver el sistema)

o+B=A A+B p_A-B
Llamando (X—B=B}_>OC= 5 , P= :

* Luego, sustituyendo en (1) y (2), se obtiene:

(1) — cos A+ cos B= 2C05#[05u

SN

3 (2) = cos A—cos B= -2 sen ;B AEB

17 Transforma en producto y calcula.

a) sen 75° — sen 15° b) sen 75° + sen 15° ¢) cos 75° — cos 15°

|—

a) sen 75° — sen 15° = 2 cos 750;150 sen 7505150 =2 cos 45° sen 30°=2.-

5 Ve

N‘ﬁ N‘ﬁ

b) sen 75° + sen 15° = 2 sen 750;150 cos 7505150 =2 5en45° cos 30°=2 -

[ cfgn =
NI‘I

N‘m

c) cos 75° — cos 15° = =2 sen 750; 15° sen 7505150 =2 sen 45° cos 30°=-2-

ﬁ
2

>|

18 Expresa en forma de producto el numerador y el denominador de esta fraccién y simplifica el
resultado:

sen 4a + sen2a
cos 4a + cos 2a

o 4a+2a cos 4a—2a

sen4a+sm2¢=2S 2 2 =25€”3“=tg3a
cos 4a + cos 2a 2 cos 4a+2a cos 4a—2a 2cos3a

2 a
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B Ecuaciones trigonomeétricas
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Hazlo tu. Resuelve sen (00 + 30°) = 2 cos 0.

sen (0L + 30°) = 2 cos o

sen O cos 30° + cos O sen 30° = 2 cos O

1 3

— sen 0L+~ cos 0L = 2 cos O
2 2

Dividimos los dos miembros entre cos Ot:
%tgou%:Z - go+y3=4 > ga=4-3

o, =66°12'22"

Soluciones: {052 246°12' 22"

Hazlo tu. Resuelve cos o = sen 201,

cos O, = sen 20

cosOL=2senOlcos —> cosO—2sencost=0 — cos (1 —2sen ) =0
cos =0 — 0ol;=90°, o, =270°

Posibles soluciones: {1 D een 00 — sen Ol % S 05=30°, 0 =150°

Al comprobarlas sobre la ecuacién inicial, vemos que las cuatro soluciones son vélidas.
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Hazlo tu. Resuelve sen 30— sen o = 0.
sen 30— sen O, = 0

30(2+0L sen 30(2—(1 =0 > 2cos200sen0.=0 — cos 200 sen 0L =0

200=90° = o4 =45°

200=270° — o, =135°
200=90°+360°=450° — 013=225°
200=270°+360°=630° — 0o,=315°

2 cos

Si cos200=0 —

Si senot=0 — o5=0° og=180°

1 Resuelve.

a)tgoc:—\/g b) sen o = cos . o) seno =1 d)sen o =1ga

a) x=120°+ £- 360° o bien x=300°+ k- 360°

Las dos soluciones quedan recogidas en:

x=120°+k~180°=23—n+/enrad=x con kel

b)x=2 + knrad con keZ

4
¢ Sisenx=1—> x:%+2/e7trad
3 —> x=2L +kxrad con keZ
Si senx=—l—>x:7n+2/e7trad 2
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d) En ese caso debe ocurrir que:

Obien senx=0 — x=kmnrad

Obien cosx=1 — x:anrad} ™ x=knrad con keZ

2 Resuelve estas ecuaciones:
a)2cos?0 +cosa—1=0
b)2sen’*0.-1=0
Otga—1go=0
d)2sen’ 0 +3coso =3

1/2 = o4 =60° o,=300°

) cos 0= -1 — 03=180°

_1:/T+8 143
i e

Las tres soluciones son vélidas (se comprueba en la ecuacién inicial).

1 1 J2

b) 2sen? o -1=0 — senzazi — senll=t¢ —=+—"—"

2 2
2

* Si sen OL=-2% = oy =45°% 0,=135°
* Si sena:—g — 03=—45"=315° 04=225°

Todas las soluciones son validas.

go=0 — o;=0° o, =180°
2 _ _ _ 1
gra—ga=0 = go(go-1)=0 <tgoc=1 5 0y =45°, 0= 225°
Todas las soluciones son vilidas.
d)2sen’*o+3coso=3 @)2(1—6‘052(1)+3(,‘0506=3
(*) Como sen’ o+ cos> =1 — sen® 0 =1 — cos*> o

2-2cos*0t+3cos0=3 = 2cos>0t—3coso+1=0

cos Ol =

3:+49-8  3+1 _ 1
e S
Entonces:
*Si coso=1 = o;=0°
*Si coso= o = 04 = 60° 03 =~60" = 300°

Las tres soluciones son validas.

3 Transforma en producto sen 500 — sen 30, y resuelve después la ecuacién sen 500 — sen 30 = 0.

S0 + 30 sen 20— 30 =0 - 26058_0(

sen S0 —sen 300=0 — 2 cos senz—a=0—>

2 2 2
— 2cos40sen =0 — {60540(:0

sen 0L=0
400=90° — 0,=22°30'
40=270° — 0, =67°30'

*Sicosd0=0 = 40 9004360 05 =112°30'
400=270°+360° — o4=157°30'

*Si sen =0 — 05 =0% o =180°

Comprobamos que las seis soluciones son vélidas.
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4 Resuelve.
a)4cos20.+3coso=1
b)tg20.+ 2 cos0. =0
) V2 cos (0/2) — cos 0. = 1

d) 2 sen 0. cos®* 0. — 6 sen® 0. = 0

a) 4cos200+3cos0=1 — 4 (cos>0—sen’0) +3cos0=1 —
= 4 (cos>ot—(1-cos>0) +3cosot=1 > 4Q2cos?a—1)+3cos0t=1 —

— 8costo—4+3cos0t=1 — 8cos?o+3cos0—5=0 —

— cos 0L = _3im=—3113= 10/16=5/8=0,625

16 16 -1
*Si coso=0,625 = a; =51°19"4,13", o, =-51°19' 4,13"

*Si cosot=-1 = o3 =180°

Al comprobar las soluciones, las tres son vélidas.

2tg O
b)g200+2cos=0 — %+2€050€=0 —
1-g-a
sen O
tg O
- g—2+cosoc:0 - 5% so=0 —
I-#g-a l_senzoc
coszoc
— SenOeos O 4 hs00=0 —> sen O cos O+ cos O (cos® oL — sen® o) =0 —>

6‘052 OC—SL’}’IZ o

— cos O, (sen Ol + cos> 0L —sen’ 0) =0 — cos O (sen O + 1 — sen® oL — sen’ o) —
— cosO (1 +seno—2sen’0) =0 —

cos 0.=0

2 —1+41+8 ~1/2
l+seno—2sen” =0 — sen()L:T: <

1
*Si coso=0 — oy =90° o, =270°

* Si sen(x:—% — 03 =210° oy =330°=-30°

*Si sent=1 — 05 =90°=04

Al comprobar las soluciones, vemos que todas ellas son validas.
c) «/icos%—cos(l:l — 42 M%—ms(l:l -

— Jl+cosO —coso=1 — m=l+msa -

—1+cosO=1+cos>0+2cos0 —> cos>0+costt=0 — cos (cosot+1) =0

*Si coso=0 = oy =90° o, =270°

*Si cosot=-1 = oy =180°

Al comprobar las soluciones, podemos ver que las tnicas vélidas son: o; = 90° y o3 = 180°
d)2senocos?a—6sen> =0 — 2sen o (cos> 0 —3sen?a)=0 —

— 2send (cos> oL+ sen> ot —4sen* ) =0 — 2seno (1 —4 sen’a) =0

*Sisenot=0 — o;=0° o, =180°

*Si sen? o = % - senoc:i% — 03 =30°% oy =150° o5 =210° o4 =330°

Comprobamos las soluciones y observamos que son vélidas todas ellas.
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5 Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) sen (180° — ) = cos (270° — o) + cos 180°

b) sen (45° - 0) + 2 sen . =0

a) sen (180° — o) = cos (270° — o) + cos 180°
sen 180° cos oL — cos 180° sen o = cos 270° cos O + sen 270° sen oL — 1
sen=—sen—1 — 2seno=-1 — :enoc:—% — o =210°% o, =330°

b) sen (45° = o) + Y2 sen o= 0
sen 45° cos oL — cos 45° sen OL + 42 sen oL =0 — gmsoc—gsmou«/zsm(x:O

cosO—sen O+ 2sen =0 — cosO +sen oL =0

Dividimos entre cos O

l+ga=0 — ga=-1 - a; =135, o, =315°
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B Funciones trigonométricas
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1 ;Verdadero o falso?
a) El radidn es una medida de longitud equivalente al radio.
b) Un radidn es un dngulo algo menor que 60°.
¢) Puesto que la longitud de la circunferencia es 277, un dngulo completo (360°) tiene 27 radianes.
d) 180° es algo menos de 3 radianes.
e) Un dngulo recto mide n/2 radianes.
a) Falso. El radidn es una medida angular, no es una medida de longitud.
b) Verdadero, porque un radidn tiene 57° 17' 45"
¢) Verdadero, porque cada radidn abarca un arco de longitud 7.

d) Falso. 180° es la mitad de un dngulo completo y equivale, por tanto, a 7 radianes, algo mds de 3
radianes.

e) Verdadero. Un dngulo recto es la cuarta parte de un dngulo completo y tiene 2 _ % radianes.

& Pasa a radianes los siguientes 4ngulos:
a) 30° b) 72° ©) 90°
d) 127° e) 200° f) 300°
Expresa el resultado en funcién de 7 y luego en forma decimal. Por ejemplo:

30°=30. - rad = * rad = 0,52 rad

180 6
a) =2Z_.30° = Z rad = 0,52 rad b) —Z%_ . 72° = 2% rad = 1,26 rad
360° 6 ’ 360° 5 '

27'C . o_ T ~ 27'[ . °
) 360° 90° = 2 rad = 1,57 rad d) 360° 127° = 2,22 rad

2n o_ 10m 3 2n o_ O -
e) 360° 200° = 9 rad ~ 3,49 rad f) 360° 300 3 rad = 5,24 rad

3 Pasa a grados los siguientes dngulos:

a) 2rad b) 0,83 rad 9] % rad
d) STR rad e) 3,5 rad f) nrad

a) 290° 5 _114°35'29,6"
2n

b) 390° . 0,83 = 47° 33' 19,8"
2t

360° m _ g
c) o 36

5
360° 5 _qs0p0
d) e 150

¢) 360 135 _200°32' 6,8"
2n

£ 360 - _180°
2t
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4 Copia y completa la siguiente tabla en tu cuaderno y afiade las razones trigonométricas (seno,
coseno y tangente) de cada uno de los 4ngulos:

GRADOS 30° 60° | 90° 135°|150°

RADIANES % %ﬂ n

(cli7\plol ] 210° | 225° 270° 330°|360°
%n %7‘: %7‘:

La tabla completa estd en el siguiente apartado (pdgina siguiente) del libro de texto.
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5 ;Verdadero o falso?
a) Las funciones trigonométricas son periédicas.
b) Las funciones sen y cos tienen un periodo de 2x.

¢) La funcién tgx tiene periodo =.
d) La funcién cosx es como sen x desplazada n/2 a la izquierda.

a) Verdadero. La forma de sus gréficas se repite a lo largo del eje horizontal, cada 27 radianes.
b) Verdadero.

sen (x +2m) = sen x

porque 2m radianes equivalen a una vuelta completa.
cos (x + 2m) = cos x

c) Verdadero.
tg(x+m)=tex
Podemos observarlo en la gréfica de la funcién zgx dibujada mds arriba en esta pdgina.

d) Verdadero. Se puede observar en las graficas correspondientes de esta pagina.
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Ejercicios y problemas resueltos
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1. Razones trigonométricas a partir de otras

Hazlo tu. Sabiendo que sen 54° = 0,81 halla cos 108°, 7g27°, sen 24°, cos 99°.
sen® 54° + cos?> 54° =1 — 0,812+ cos>54°=1 — cos 54° = y1-0,812=0,59

cos 108° = cos (2 - 54°) = cos? 54° — sen? 54° = 0,592 — 0,812 = —0,31

o 54° ) _ 1—00554°=\/1—0,59=
%827 'tg< 2) Trcos54° V12059 21

sen 24° = sen (54° — 30°) = sen 54° cos 30° — cos 54° sen 30° = 0,81 - g -0,59. % =0,41

cos 99° = cos (54° + 45°) = cos 54° cos 45° — sen 54° sen 45° = 0,59 g -0,81- % =-0,16

2. Identidades trigonométricas

Hazlo ti. Demuestra que sen 20, — tg O. cos 20. = tg O..
Aplicamos las férmulas del dngulo doble y las relaciones fundamentales:
sen 200 — tg O cos 200 = 2 sen 0O, cos O — g O (cos? oL — sen® 1) =
= 2 sen O cos OL — SO (0052 o — sen? o) =
cosoL

_ 2 sen O 6'052 oL —sen O 5052 o+ 56723

cos O

a:

= S0 () 052 O — cos? oL+ sen? o) =
cos oL

=S (152 04 sen® o) = SO -
¢

tg O
0s O cos O g

3. Simplificaciéon de expresiones trigonométricas

2 cos (45° + O) cos (45° — o)
cos 201 )

Hazlo tu. Simplifica la expresién

2 cos (45° + 01) cos (45° — @) _ 2 (cos 45° cos OL— sen 45° sen O) (cos 45° cos 0L + sen 45° sen 1) _

cos 20 cos 20
i 2(% cos OL — g sen OC)(% cos O + % sen 0() )
B cos 20, -

ZQQ (cos OL— sen Q) (cos 0L+ sen O)
2 2 cos 200 N

_ cos® 0.—sen* 0L _ cos 20, -1
cos 20 cos 200
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4, Resolucion de ecuaciones trigonométricas
Hazlo tu. Resuelve estas ecuaciones:

3

a) sen> x — sen x cos®> x = 0

b) /3 senx + cosx =2
9] tg2%=l—cosx

cos 4x +cos 2x _ 1
sen 4x — sen 2x

a) Extraemos factor comun: sen x (sen? x — cos® x) = 0

Igualamos a cero cada factor:

senx=0 — x=0°+360°-k; x=180°+360°- k

sen®x—cos?x=0 — sen’*x— (1 —sen?x) =0 — 2sen’x=1 = sen’x = % — senx:ig
Si sen x = 72, entonces x = 45° + 360° - k; x=135°+ 360° - k

, entonces x = 225° + 360° - k; x=315°+360°- £k

Si sen x = —

N‘ﬁ

b) Pasamos cos x al segundo miembro y elevamos al cuadrado después:
(W3 sen x)2=(2 —cos )2 — 3sen® x =4 —4cos x + cos* x —

— 3(1 = cos® x) = 4 — 4cos x + cos® x — 4cos® x—4cosx+1=0 —

— cosx = 4§0 =% — x=60°+360°-£; x=300°+360°-4

Comprobamos las soluciones porque pueden aparecer falsas soluciones al elevar al cuadrado.

x=60°+360° b —> B-§+%=2 = Vale.

x=300°+360°- b —> B-‘f+%=2 — No vale.

¢) Utilizamos la férmula de la tangente del dngulo mitad:

2
<,1—cosx> =l—cosx — w:l—cosx — l-cosx=1—-cos*x —
1+ cos x 1+ cos x

2

— cos“x—cosx=0 — cosx (1 —cosx) =0 —

cosx=0 — x=90°+360°-k; x=270°+360°- %
cosx=1— x=0°+360°- %

d) Transformamos las sumas en productos:

4x + 2x cos 4x — 2x

2 cos

2 LA N A R R =
9 cos 4x;2x sen 4x52x sen x g x

— x=45°+360°- k; x=225°+360°- £
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Ejercicios y problemas guiados
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Razones trigonométricas de (o + B); (o -B); 200 y o/2

Si sen oL = %, 90°< 0. < 180° y cosP = —é, 180° < B < 270°, hallar: cos (0. + B); sen (0.—B); tg 205 1g %

9

sen? o+ costor=1 — g+msz(x:1 - 6‘052()(:1—6

25

— cos Ol = —% porque el dngulo estd en el segundo cuadrante.

sen® B+ cos® B =1 _>sm25+ﬁ_l S senP = % N

— senf = —@ porque el dngulo estd en el tercer cuadrante.
P = _64/4 J15
cos(oc+B)=cosO€cos|3—smocsm|3=<_§>.<_%)_g( «/?)_3«/2;4
fﬂ’ﬂ(O(—B)=sen0cms[5—cosocsen[3=%.<_i>_< g)( «/F) —4\,?—3

tg 200 =
i B Lingulo B cstd en el segundo cuad
g5 = 5 vaquecldngulo = estd en el segundo cuadrante.

Identidades trigonométricas
Demostrar que: cos 3x = 4 cos? x— 3 cos x
cos 3x = cos(2x + x) = cos 2x cos x — sen 2x sen x = (cos® x — sen> x) cos x — 2 sen x cos x sen x =

=6‘033.96—567[2)6'(,'0536—2S€n2X605X= C‘DSSX—S.S??ZZXCOSX

Expresiones algebraicas equivalentes
Escribir la expresién cos (0. + B) cos (0. — PB) en funcién de cos oL y sen .
cos (0L + PB) cos (oL — PB) = (cos o cos B — sen oL sen B) (cos o cos P + sen o sen B) =
= cos” o cos® B — sen® oL sen” B = cos® o (1 — sen” B) — (1 — cos” o) sen” B =

= cos® oL — cos® oL sen? B— sen? B + cos” o sen” B = cos? oL — sen” B

Simplificacion de expresiones trigonométricas

Simplificar esta expresion: 2 tg o cos? % — sen O

2
2te0cos> X _seno=21 0((1 ,1+cos(x> —5m(x=2m-w—sm0(=
4 2 g 2 cos O 2

_ sen O (1 + cos ) — sen O cos O _ Sen OL+ sen O cos O — sen OL cos OL _ sen O
cos O cos Q. cos O

=g o
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Ecuaciones trigonométricas

Resolver estas ecuaciones:

a) cos® (2x + 30°) = 1 b) 4sen x + 4coszxtgx+ tgx=0,con tgx=0

4
a) cos (2x + 30°) = i%

2x+30°=60° — x=15°+360°-k
2x+30°=300° — x=135°+360°-k

2x +30°=60°+360° = x=195°+360°- £
2x +30°=300°+360° — x=315°+360°- £

Si cos 2x + 30°) = -

L
2

2x+30°=120° = x=45°+360°-k
2x +30°=240° — x=105°+360°- £
2x +30°=120°+360° — x=225°+360°. %
2x +30°=240°+360° — x=285°+360°-£%

Si cos 2x + 30°) = —% —

b) Si zgx =0 entonces x=0°+360°- 4; x=180°+360° - £ son soluciones de la ecuacidn, ya que el seno
de estos dngulos también es 0.

Si #g =0, dividimos entre esta funcién en los dos términos de la ecuacién:

M+4mszx+1:0 - M+46052x+1:0 = 4cos’ x+4cosx+1=0 >
g x sen x
cosx
N co;xz—%o:—% S5 x=120°+360° - k; x=240°+360°- &

Resolucidn de sistemas de ecuaciones trigonométricas

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones en el intervalo [0°, 360°/:

{cosy—senx:l

4senxcosy+1=0

cosy=1+sen x

bsenx(1+senx)+1=0 — dsen’x+4senx+1=0 — senx= _48i0 =—%
«Sisenx= L+ o cosy= 1+1-3, que es imposible.
2 2 2

¢ Si 567196:—% — cosy= 1—% %

Las diferentes posibilidades son:

x=210°+360°-k' x=210°+360°-/€_ x=350°+360°-/e' x=330°+360° £k
y=60°+360"-k ’ |y=300°+360°-k" |y=60"+360°-k ’ |y=300"+360° £
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Ejercicios y problemas propuestos
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Para practicar

M Férmulas trigonométricas

1 Sabiendo que cos o = _3 y 90° < o < 180°, calcula sin hallar el valor de o

4
a) sen 20 b) zg % c) sen (0. + 30°)
d) cos (60° — @) e) cos % f) tg (45° + )
sen 0+ cos’ =1 — sen? 0+ 2 =1 = sen® 0= L — senol= 47 ya que el dngulo estd en el 2.° cuadrante.

16 16 4
_ senoc_ﬁ/4_ {7

g o= coso. -3/4 3

a) sen 20,=2 sen Ol cos Ol =2 - E -(—3 =Y
4 4
3

1-(-2
o _ [1—cos _ < 4)
b)th_ l+cosa 1+(_i)

4

=7 yaque % estd comprendido entre 45° y 90° (estd en el 1. cuadrante).

N : A7 B (i)i_m—3
c) sen (0L +30°) = sen O cos 30° + cos OLsen 30° = 4 2 "\"4) 27 3

o cenoe L (L3)_B 7 _—21-3
d) cos (60° — a1) = cos 60° cos O + sen 60 sen 0= < 4> 2 4 g

—CE
e) cos % At 6205 LA 3 4)_ % porque % estd comprendido entre 45°y 90° (estd en el 1. cuadrante).

w’@

tg 45° +tg O ¢ 1+<_ ) —J7
1—tg45°tg0(,_1 1( ‘/7) 1+«/7

F) 1g (45°+00) =

3

& Calcula las razones trigonométricas de 22° 30" a partir de las de 45°.

[/2 )
2

605(22030.)260:4250 \/1+J—/2 «/2+J—

1g (22°30") = tg /1 IZ 4l§+‘/7

3 Si cos78°=0,2 y sen37° = 0,6 halla las razones trigonométricas de 41° y de 115°.
41°=78°-37°

sen (22°30") = sen

o 5en78° =41—cos278°=41-0,22-0,98

. cos37°:«,/1—sen237":«/1—0,62:0,8
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Ahora ya podemos calcular:
® sen41°=s5en (78°—37°) = sen 78° cos 37° — cos 78° sen 37°=0,98-0,8—-0,2-0,6=0,664
® cos 41° =cos (78° —37°) = cos 78° cos 37° + sen 78° sen37°=0,2-0,8+0,98-0,6=0,748

R o_sen41° _ 0,664 _
g 4l°= cos41° 0,748 =0.8877

® 5en115°=s5en(78°+37°) =sen78° cos 37° + cos 78° 5en 37°=0,98-0,8+0,2.0,6=0,904
® c05s115°=cos (78°+37°) = cos 78° cos 37° — sen 78° sen 37°=0,2-0,8—-0,98.0,6=—0,428

o 1p115°2 Sen115° 0,904=_2,112
5 = 115 = 0.428

4 a) Halla el valor exacto de las razones trigonométricas de 75° a partir de las de 30° y 45°.
b) Utilizando los resultados del apartado anterior, calcula las razones trigonométricas de:

105° 165°% 15° 195° y 135°.

a) sen 75° = sen (30° + 45°) = sen 30° cos 45° + cos 30° sen 45° = ‘/E 3 42 _42+46

2 2 2 2 4
cos 75° = cos (30° + 45°) = cos 30° cos 45° — sen 30° sen 45° = g %—%72:‘/62&

1
. R . 1g 30° + 1g 45° 3 + J§+3
= 45°) = = 2
1g75° = tg (30° + 45°) T— 12 30° g 45° : 5 1 “3°5 =3+

3
b) sen 105° = sen (30° + 75°) = sen 30° cos 75° + cos 30° sen 75° =

1.
2 4 2 4 4
cos 105° = cos (30° + 75°) = cos 30° cos 75° — sen 30° sen 75° = g Ezﬁ‘%f ‘/—=ﬁ2f
J6.+42
1057 f4f B P

sen 165 ° = sen (90° + 75°) = sen 90° cos 75° + cos 90° sen 75° = cos 75° = 62

4
cos 165° = cos (90° + 75°) = cos 90° cos 75° — sen 90° sen 75° = —sen 75° = 7_ﬁ4_ /6

o 2-16
246
g165°- —A4 - ={3-2
S i A
4
sen 15° = sen (90° = 75°) = sen 90° cos 75° — cos 90° sen 75° = cos 75° = %;ﬁ
cos 15° = cos (90° = 75°) = cos 90° cos 75° + sen 90° sen 75° = sen 75° = ﬁzﬁ

b2 e
o _ 4 _V6—42 _
Y R PO
4

sen 195° = sen (270° — 75°) = sen 270° cos 75° — cos 270° sen 75° = —cos 75° = 12 Z 16

cos 195° = (cos 270° — 75°) = cos 270° cos 75° + sen 270° sen 75° = —sen 75° = 4_‘&4— /6
26
tg 195° = i _2-16 _«/8—«/5_2_@

Tde 246 62
4
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sen 135° = sen (180° — 45°) = sen 180° cos 45° — cos 180° sen 45° = sen 45° = Q

2
cos 135° = cos (180° — 45°) = cos 180° cos 45° + sen 180° sen 45° = —cos 45° = _2—ﬁ
2
° 2
tg135° = —==—=-1
£
2
5 Desarrolla, en funcién de las razones trigonométricas de o, y simplifica las siguientes expre-
siones:
a) sen (45° + ) — cos (0L — 45°) b) __cos20.
cos O, + sen Ol
©) (sen o + cos 00)% — 2 sen O + cos 20 d) cos? % . sen® % + % cos? o,

a) sen (45° + o) — cos (O — 45°) = sen 45° cos O + cos 45° sen oL — (cos OL cos 45° + sen O sen 45°) =

2 2 2 2

= ——cosOl+——sen———cos 0L ———sen 0. =0
2 2 2 2

cos200 cos® oL — sen® o _ (cos 0L+ sen Q) (cos O — sen O
cos O+ sen O cos Ol + sen O cos O + sen O

=c0s OL — sen Ol

c) (sem OL + cos 0% — 2 sen OL + cos 200 = sen’ OL + 2 sen O. cos OL + cos> O — 2 sen O, + cos> 0. — sen’ oL =

= 2(cos? OL + sen OL cos OL — sen L)

2 2
d) Coszg‘sen2g+LcoszOc:<i\/1+62050() ~<i\/1_;050(> +%6‘0520(=

2 2 4
. 2 el
_ 1+62050c . 1—c2050( +%cos206= I—CZS o, c054 o =%
. -7 4 o+p
6 Sabiendo que cos 0. = 25 (180° <. <270°) y 2gf = 3 (180° < B < 270°), calcula zg >
Usamos la relacién sen? o + cos? 00 = 1 para calcular sen o
sen® 0L+ cos* =1 —> sen”® oL+ 64295 =1 — sen’ 0= 2772 — sen OL= —%—g porque el dngulo estd en el 3. cuadrante.
senfB 4 4
B3 — sen = 3 cos B
sen® B+cos” B=1 — 176 cos* B+cos? B=1 — % cos? B=1 — cos® P= % — cos P = —% porque también perte-

nece al tercer cuadrante.

Como 360° < o + B < 540°, dividiendo las desigualdades entre 2 tenemos que 180° < OC%B <270°.

+B +p

o
Por tanto, ——— pertenece al tercer cuadrante y la tangente de 7

2
-7 .3 _-24 -4__3

Calculamos cos (o + B) = cos O cos B — sen 0L sen B = =2 =2 ===

255 25 5 5
0“'[3_ l—cos(OHB)_ 1-(3/5) _
Por tanto, #g 2 —m_ 1+(—3/5)_2

es positiva.
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7 Si tg% =-3 y 0. <270°% halla sen o, coso y zgo.

o] 1—cos O 1—cos O
tg =3 —> [~ —PX*r__3 5 OB _g
g2 3 1+ cos o 3 1+ cos o ?

— 1—cos=9+9¢cos 0 = 10cos t=—8 — cos Ol =—

o35 _3

—4/5 4

4
5

8 Si 1g20 = J6 y 00<90° halla sen o, coso y tgo.

2go =J6 = 21 0=V6-V6tZ o — J6rgP 0u+28g0—6=0 — tga=_2im=_liﬁ

-2 o 2.6 J6
, . —1+«/7
Como o estd en el primer cuadrante, solo puede darse que zg ol = K
sen O = ﬁng cos O
2
E cos* O +cost =1 — 8_72‘/76‘052(X+C0520C=1 -
J6 6
7-47 2 2 3 3
- — s 0=1 > o5s* Ol=—"= —> 0s O = [——
3 7-47 747

7-1 371
TS AT N 20—

9 Expresa en funcién de o y simplifica esta expresion:

sen? % — cos? % + 2 sen (90 — o)

senzg—msz%+2xm(90°—a): I_CZOSOL - 1+620S0( + 2 (sen 90° cos 0L — cos 90° sen OL) = — cos OL + 2 cos O = cos O

10 Transforma las siguientes sumas en productos:

a) sen 65° + sen 35° b) sen 65° — sen 35° c) cos 48° + cos 32°
d) cos 48° — cos 32° e) % + sen 50° f) g + cos 75°

a) sen65°+5en35°=2 sen 650;350 cos 6505350 =2 5en50° cos 15°

b) sen G5° — sen 35° = 2 cos 650;350 sen 6505350 =2 cos 50° sen 15°

c) cos 48° + cos 32° =2 cos 48° E 32° 48° E 32° _ ) ¢os 40° cos 8°

d) cos 48° — cos 32° = -2 sen 48° E 32° (o 48° 5 32° _ 2 sen 40° sen 8°

e) %+sen 50° = s5en 30° + sen 50° =2 sen 3005500 cos 3005500 =2 sen 40° cos (=10°) = 2 sen 40° cos 10°

f) g+ms 75°=cos 45° + cos 75° = 2 cos 450;750 cos 4505750 =2 cos 60° cos (—15°) = 2 cos 60° cos 15°
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W Identidades trigonométricas

11 Demuestra las siguientes identidades teniendo en cuenta las relaciones fundamentales:

a) (sen oL + cos 0))% — (sen O — cos 1) = 4 sen 0. cos O b) sen 0. - cos? 0. + sen> 0. = sen O,

senO ___sen O _ 2 d) cos O, + sen O

= ccos200=1 + sen 20,
l+cos0 1—cosO sen cos O — sen O,

a) (sen oL+ cos 00) 2 — (sen 0L — cos O) 2 = sen? OL+ 2 sen O cos OL+ cos” O — (sen® OL— 2 sen OL cos OL + cos* O) =
= sen” OL+ 2 sen OL cos OL+ cos” O — sen” OL+ 2 sen OL cos OL— cos” Ol = 4 sen OL cos O
b) sen O cas® O + sen oL = sen 0L (cos® OL + sen® o) = sen O+ 1= sen O,

sen Q. _sen O _ sen OL—sen O cos O.+ sen O+ sen OL cos O _ 25en Q. _ 2sen __ 2

l+cosot l—cosor (1+ cos o) (1— cos o) 1—cos2 o senlo  send.

d) cosO+senQ o0 = COSQ+sen O (12 o sen? or)= CB A+ (140 0 1 sem O) (cos OL — sen OF) =
cos O — sen O cos OL— sen O, cos O, — sen O

= (cos OL + sen O) (cos OL + sen O) = cos® O+ 2 cos O sen O + sen’ oL =

=1+2sen Ol cosO =1+ sen 200

12 Prueba que son verdaderas las identidades siguientes:
2+2t8%x

l—tgzx

a) cos (x + 60°) — cos (x + 120°) = cos x cos 60° — sen x sen 60° — (cos x cos 120° — sen x sen 120°) =

a) cos (x + 60°) — cos (x + 120°) = cos x b) tg (x + 45°) — tg (x — 45°) =

= cos x cos 60° — sen x sen 60° — cos x cos 120° + sen x sen 120° =

= cos x cos 60° — sen x sen 60° — cos x - (— cos 60°) + sen x sen 60° =
1

=2cosx60560°:2-§msx:cosx

o o g x+1g45° tgx—1g45° tgx+l tgx-1
b 45°) — —45%) = . - _ _
) g (6 +457) — 1 (v = 457) l—rgxtg45° l+rgxegdS l-rgx l+igx

_ 1+2tgx+tg2x—(—l+2tgx—tg2x) ~ 2+2tg2x
(1-rgx)(1+2g x) l—tgzx

13 Comprueba que se verifican las dos identidades siguientes:

sen(0+f) tgo+tgf

a) sen 0. sen (0. + f3) + cos ot cos (0t + B) = cos B b) sen(0.—PB)  tgo—1g

* En b), divide numerador y denominador entre cos o. cos p.
a) sen O, sen (0L + [3) + cos O cos (O + [3) = sen O (sen O cos [3 + cos O sen B) + cos 0L (cos OL cos B — sen O sen 3) =
= sen® O cos B + sen OL cos O sen B + cos® O cos B — cos O sen O sen B =

= (sen® oL + cos* o) cos B = cos B

sen OLcos B +cos OLsen 3 sen OLcos B , Cos OLsen B

sen(00+B)  sen Ocos B+cosousen cos O cos B _ cosOlcosP costlcosP rgo+sg B
sen(0.—B) ~ sen OLcos P —cosOLsen B senlcos P—cosousen B~ senolcos B cososen g oi—1g B
cos oL cos 3 cos OLcos B cos OLcos B

14 Demuestra.

1 2 2 O
e+ —=—"— b)2 te _— = o =tg0
a) g ol + 2o sen 0 ) 2 tg O. cos > sen g
a) tg 0L+ 1 :smO(JrcosO(:sszHcosZO(: 1 2 2

fg o cos O sen Ol sen QL cos Ol sen QL cos O - 2 sen OL cos O - sen 20,

b) Ztgotcosz%—:eno(:Z senO  l+cos O _ (. o _ 2 senO.+sen Ol cos O — sen OLcos OL _

- g
cos O 2 2 cos O 4
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15 Demuestra.
a) cos (0L + B) cos (0. — B) = cos® B — sen® o
b) sen (0. + B) sen (0 — B) = sen? oL — sen® B
a) cos (0L + B) cos (0L — B) = (cos 0L cos B — sen o sen B) (cos O cos B + sen O sen B) =
= cos® O cos® B + cos OL cos B sen O sen B — sen O sen B cos O cos P — sen® oL sen” B =
= cos” O cos® B — sen® oL sen’ B = (1= sen” o) cos® B — sen’ oL (1= cos® B) =
= cos® B — sen” o cos® B — sen® L+ sen’ oL cos® B = cos® B — sen” o
b) sen (oL + ) sen (ot — B) = (serz o cos B + cos o sen B) (sen o cos B — cos O sen ) =
= sen’ O cos> B — sen O cos B cos O sen B + cos OLsen B sen O cos B — cos® o sen® B =
= sen” QL cos® B — cos® o sen® B = sen” o (1= sen? B) — (1 sen® o) sen? P =

= sen” O — sen’® oL sen® B — sen® B + sen” oL sen’ P = sen® oL — sen’ P

16 Demuestra las siguientes igualdades:

2
a) 2 sen Q. Lsen” o _ oo b) 12—00520€ =2tg206
tg 20 cos 0 sen” O + cos 200

c) sen 20 cos O, — sen O, cos 20, = sen O, 2 sen O.— sen 20 =tgz%

2 sen O+ sen 20

sen 20
—— =120
1+ cos 20, g
cos? Ol — sen?* o
2 2 1— 2 2 sen ol 2 2
2) 2sen oL , sen” O _ sen OL(1—tg 0‘)+sen o _ cos” O, L sen” oL _
tg 200 cos O 20 cos O sen O cos O
cos O
2 2 ) 2
_ Cos” OL—sen” QL  sen” OL _ cos” Ol _ ..o
cos O, cos O, cos O,
b) 1—cos20.  _ 1—(cos” 0L — sen® Q) _1—cos* oL+ sen* o _ 2 sen’a 21 a
sen2 o+ cos 200 smz o+ c1152 o — sen2 o cosz o 6‘052 o

C) sen 20L cos OL— sen O, cos 201 =2 sen O cos 0. cos O. — sen O, (cos? O, — sen® O1) =

%

=2 sen (XCOSZ(X—Sei’lOCCO.szC+S€7’l* a=5€ﬂa€052 3

O+ sen” Ol =

= sen OL(cos® OL + sen* OU) = sen O

2 sen OL—sen20. _ 2senO—2 sen Olcos O, _ 2sen O.(1—cos &) _ 1— cos o 0 )

2sen O+ sen20  2senO+senOicos o 2senO(l+cos )  1+cos 2
sen20,  __ 2senOeos O () _2sen OLcos O :2senoccos(xzsen(x:tga
L+cos 200 1+ cos® oL — sen* o cos® oL+ cos? O 2 cos® o cos O

(*) 1=cos® 0L+ sen® oL —> —sen” oL =cos> 0L — 1

17 Comprueba, sin utilizar la calculadora, las siguientes igualdades.

)

a) sen 130° + sen 50° = 2 cos 40° b) cos 75° — cos 15° = -5
a) sen130°+sen50°=2 sen 13002+ 50 1ps 13002_ 50° 5 sen 90° cos 40° = 2 cos 40°
b) cos 75° — cos 15° = =2 sen 750;150 sen 7505150 =—2Sen45°sen30°=—2.g.%=_g
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M Ecuaciones trigonométricas

18 Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)2sen’x=1 b)312x-1=0 ) l-4cos?x=0 d)3gx+4=0

a) 2sen’x=1 — sen’® =+

N’ﬁ

1
X=-"- —> senx=+=
2

-

e Si senx=g — x=45°+360°-k; x=135°+360°-£

e Si 5€ﬂx=—% — x=225°+360°-k; x=315°+360°. £

Es decir, las soluciones son todos los dngulos del tipo x = 45° + 90° - £

1 1 Y3

b)3tg2x—1=0—)tg2x=g—>tgx=+ =+

e Si tgng — x=30°+360°-k; x=210°+360°- %
e Si tgx:—g — x=150°+360°-£; x=330°+360°- £k

Q) 1-4cos?x=0 > ox=L cosx=i%

4
e Si cosx:% — x=60°+360°.£; x=300°+360°. £
e Si Cosx=—% — x=120°+360°-kb; x=240°+360"-k
d)3rgx+4=0 — tgx:—% — x=126°52"12"+360°. k; x=306°52"12"+360°. k
19 Resuelve estas ecuaciones:
a)2cos’x—sen’x+1=0

b) sen’ x—senx =0

©)2cosx— 3 cosx=0

a) 2cos?x—sen’x+1=0

2

= 2cos? x —cos? x=0
cos” x

2 0 %1 =90°
cos” = —> (C0s X = = x2=270°

Al comprobarlas en la ecuacién inicial, las dos soluciones son vélidas. Luego:

x1=90°+k~360°=£+2/en
23 con kel
x2=270°+k~360°=7n+2/e7r

Lo que podemos expresar como:

x=90°+/e-180°=%+/en con ke”Z

senx=0 — x;=0°% x,=180°

b)senx (senx—1)=0 — {senx=1 — x3=90°

Comprobando las posibles soluciones, vemos que las tres son vélidas. Luego:

x=k-360°=2kn
x,=180°+%-360°=m+2km

x3:90°+k-360°=%+2kn

con ke”Z
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O, de otra forma:

xy=km=k-180°
kel
x3:%+2kn=90°+k-360° con ke

(x asf incluye las soluciones x; y x, anteriores)

cos x=0 — x;=90° x,=270°

cosx (2 cos x—43)=0 — V3

¢ cosx:T — x3=30° x4=330°

~

Las cuatro soluciones son vilidas. Luego:
%1 =90°+ k-360°=Z + 2k

xy=270°+ k-360°= 3% 4 2k n

2 - con kel
x3=3()°+/e-360°=%+2/e1t
x4=330°+k-360°=%+2/€n

NOTA: Obsérvese que las dos primeras soluciones podrian escribirse como una sola de la siguiente forma:

x=90°+F- 180°=%+k7‘c

20 Resuelve.

a) sen’* x—cos? x=1 b) cos? x — sen® x = 0 ©)2cos?x+senx=1 d)3tg2x—«/§tgx=0

2N 2 a2 .. S xp=90°
a) (1—cos*x)—cos“x=1 > 1-2cos"x=1 - cos“x=0 —> cosx=0 — R
x2=270

Las dos soluciones son validas. Luego:
51 =907+ k360 =% 4 2k

3 con ke”Z
x2=270°+k-360°=7n+2k7t

O, lo que es lo mismo:

x=90°+k-180°=%+/€n con ke”Z

b) (1—sen® x)—sen* x=0 — 1-2sen*>x=0 — sen’®

1
X=——- —> senx=t%
2

M‘ﬁ

e Si senx:% — x;=45°, x,=135°
e Si 5mx=—g — x3=225° x4=315°

Comprobamos que todas las soluciones son validas. Luego:

x1:45°+/e-360°:%+2kn
x2=135°+k-360°=%+2kn

5 - con ke”Z
x3:225°+k-360°=7n+2kn
x4=515°+/e-360°=%+2/e7t

O, lo que es lo mismo:

x=45°+£k-90°="+/ con ke”Z

LT
2

UNES
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Q) 2(1—sen* x)+senx=1 — 2—2sen® x+senx=1 — 2sen* x —senx—1=0 —
1+41+8 143
= O = — =
— senx 7 <

1 — x;=90°
“1/2 = x,=210° x3=330°

Las tres soluciones son vélidas, es decir:
X :90°+k-360°:%+2kn
x2=210°+k-360°=ﬁ+2/en con keZ

6
x3=330°+£-360°= lén +2k1

tgx=0 — x;=0° x,=180°

d) rgx(Bgx—43)=0 — tgx=§ — x3=30° x4=210°

Comprobamos las posibles soluciones en la ecuacién inicial y vemos que las cuatro son validas.
Entonces:

x1=k-360°=2kn
xy=180°+£-360°=m+2kn

x3=30°+/e-360°=%+2/en - con ke”Z

=210°+ £-360° = 76“ +2k1r

Lo que podria expresarse con solo dos soluciones que englobaran las cuatro anteriores:

x;=k-180°=kn y x,=30°+£-180°=L +kn con keZ

6
21 Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)sen(%—x)+cos(%—x)=% b) sen 2x—2 cos®? x=0
c)cos2x—3 senx+1=0 d)sen(%+x)—«/§senx=0
a) sen%co:x—cos%senx+co:%cosx+sm%smx=%
%cosx—@senx+%cosx+§smx=% - %cosx+%cosx=% - cosx=%<ilz;/j3

Comprobamos y vemos que:

x| — .nen(———)+C(Js<——£>:m¢<—%>+cosO=_—1+1=l

6 3 3 2 2
Xy —> .ren(g—s:;t>+mx<g ?):sm( 33n>+cos<—4;>:l—%:%

Son vilidas las dos soluciones. Luego:

X1 =4 2km=60°+k-360°
g con ke”Z
Xy = 3n+2/e7t 300° + £ - 360°
b) 2 sen x cos x — 2 cos* x=0 — 2 cos x(sen x — cos x)=0 —
{ cos x=0 — x;=90° x,=270°

sen x=cos x —> x3=45° x4=225°

Comprobamos las soluciones. Todas son vilidas.
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x1=90°+ £-360°= 2+ 2k m

x2=270°+k-360°=32—“+2/en

tcon ke”Z
x3=45°+%-360°=" +2kn
4
x4=225"+ k-360°= 2 + 2k

También podriamos expresarlas como:

x;=90°+k-180°=" + k1
2 con keZ

x2:45°+/e-180°=%+kn

Q) cos?x—sen*x—3senx+1=0 — 1—sen’? x —sen* x —3senx+1=0 —

S 1-2sen’x—3senx+1=0 = 2sen’x+3senx—2=0 —

3+49+16 _ ~3+5 _— 12 = xy=30° x,=150°

— senx =
4 4 —2 — iImposible!, pues | sen x|<1

Comprobamos que la dos soluciones son vélidas. Luego:

x1:30°+/e-360°:%+2/e7t

5 con keZ
x2=150°+k-360°=%+2kn
d) sen%cosx+cos%senx—ﬁsenx:O - gcosx+%senx—\/§senx=0

V2 2

—co:x—Tsmx:O — cosx—senx=0 — cosx=senx — x1=£, x2=5—n

2 4 4
Al comprobar, podemos ver que ambas soluciones son vélidas. Luego:

x1=%+2kn=45°+k-360°

xZ:STMz/m:zzsu/e-sGO"

Podemos agrupar las dos soluciones en: x = % +kn=45°+k-180° con ke”Z

con ke”Z

22 Resuelve.

a)0052%+cosx—%=() b)tg2%+1=cosx
c)2$en2%+co.s‘2x=0 d) 4 sen’* xcos* x + 2 cos* x—2=0
a) %+msx—%=0 = l+cosx+2cosx—1=0 —

x1=90°
= 35 x=0 > co:x:0<x1 270°
, =

Las dos soluciones son validas. Luego:

x1:90°+k-360°=%+2kn

x2=270+/e-360°=377t+2/e7t

con ke”Z

Agrupando las soluciones: x=90°+£-180°= % +kn con keZ



Unidad 5. Férmulas y funciones trigonométricas VANENENSACHILLERATO)

Matematicas |

1—cos x
1+ cos x

2

+1l=cosx = 1—cosx+14+cos x=cos x+cos™ x —

— 2=cosx+cos>x — costx+cosx—2=0 —

1 > x=0°
— (05 x =

—1i«/1+8=—1i3 <
2 2 -2 — ;Imposible, pues|cosx’$l
Luego: x=k-360°=2kn con keZ

c) 2. =cosx |2 e k=0 1—cos x +cos®> x —(1—cos* x)=0 —

S l-cosx+costx—1+cos?x=0 = 2cos> x—cos x=0 —

cos x=0 — x;=90° x,=270°

= cosxQeosx—1)=0 > {cosx:l/Z — x3=060° x4=300°

Se comprueba que son vélidas todas. Por tanto:
x1=90°+k-360°=%+2/e7r
x2=270°+k.360°=32—n+2kn

- con ke”Z
x3=60°+/e-360°=%+2/e1t

x4=300°+/e-360°=5?n+2/e7t
Agrupando las soluciones quedaria:
X1 :90°+k-180°=%+kn

x2=60°+k-360°=%+2/en + con kel

x3=300°+k-360°=57n+2k7t

d) 4(1-cos? ) cos? x+2costx—2=0 — 4cos* x—4costx+2cos2x-2=0 —
— 4dcos*x—6cos?x+2=0 = 2cos* x—3c0s> x +1=0
Sea cos’x=z — cos* x =2°
Ast:
x1=0°
z1=1 —>cosx=irl<x2=1800

=45°% x4=315°
zzz%%cosx=tg<x3 4

x5=135° x4=225°
Comprobando las posibles soluciones, vemos que todas son vilidas. Por tanto:
xy = k-360°=2kn
x,=180°+4-360°=m+2kn

3£49-8 _3+1

2722 - 3z41=0 > z= 4 %

x3=45°+/e-360°=£+2/e7t

4
x4=315°+/e-360°=57”4,2/M con ke”Z
x5=135°+k-360°=%+2/€n
x6:225°+k-360°:%+2kn
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O, agrupando las soluciones:

x1=k-180°=km
con ke”Z

+kE

x2=45°+k'900= ?

s
4
23 Transforma estas ecuaciones en otras equivalentes cuya incégnita sea 7gx y resuélvelas:

a) senx+cosx=0

b)senzx—Z«/g senxcosx+3 cos?x=0

2

c) sen” x + sen x cos x = 0

a) Dividimos toda la ecuacién entre cos x:

senx  €OSX _( — tgx+1=0 = tgx=—1 > x=135°+360°- k;x=315"+360°- &
COs X Cosx

b) Dividimos toda la ecuacién entre cos? x:

2 2
sen X_2BS€ﬂXZL‘OSX+36052X=O%thx_zﬂ/gth_'_szo_)

2
243

cos” x cos” x cos” x
2

> Igx= iO:«/g%x:60°+360°-k;x=240°+360°-/e

¢) Dividimos toda la ecuacién entre cos? x:

tgx=0

6052 X COSZX

2
sen x+5mxmsx:0—>tg2x+tgx:0—)tgx(tgx+1):0%{t 1
gX==

*Sitgx=0 = x=0°+360°- A x=180°+360°- k
*Sifgx=-1 — x=135"+360°- k; x=315°+360°- k

24 Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) V3 cos<32—n+x> +cos(x—m) =2
b) cos (%—x) +senx— 3 cosx=0

) sen (%+x) +cos<%+x> =1

d)cos(%—x)—\/gsen (%—x) =1

a) \/3(6'05%605.X‘—Seﬂ3%5671)6)+COSXCOSTC+S€71XS€71TC=2 4

— Bsenx—cosx=2 — 3senx—2=cos x

Elevamos al cuadrado los dos miembros de la igualdad:

2 2

3sen*x—43senx+4=costx — 3sen*x—4{3senx+4=1—sen*x —

— bdsentx—4Bsenx+3=0 — senx= 4Ei0 :g N

N x=%+2nok; x=23f7t+271'/€

Ahora debemos comprobar las soluciones porque pueden aparecer falsas soluciones al elevar al

cuadrado.
x=% — 3-605(32n+§>+cos<§—n)=1=2 No vale.

x=2n 3-ms<ﬁ+ﬁ>+ms<27n—n>=2 Vale.

3 2 3
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+senx—y3cosx=0 >

b)c056cosx+sen%senx+senx 3cosx=0 — «/gczo:x+5g§x

3 33
Sen xX = 2

2

cos X

Dividimos los dos miembros entre cos x:

3tgx_i—>¢gx «f%x:%+2n~k;x—43n+2nk

) sen - cos x + cos = sen x + cos T cos x —sen = senx =1 —

4 4 4 4

ﬁ (cosx+senx+cosx—senx)=1 — Deosx=-2
2 7

S ocosx=— 5 x=T ok x= LT on b

2 4 PYEY
d) cos%cosxhcm%smx—B(;enﬂmsx—cos%smx>=1 —

3

%

Co;er B;nx_B<B;05X_segx)=l N

- cosx+v§senx—3€osx+«/§senx:2 -

- —2cosx+2\/§senx:2 - \/gsenx:1+cosx

Elevamos al cuadrado los dos miembros de la igualdad:

Zsen x=1+2cos x +cos* x = 3—3cos® x=1+2cos x +cos*> x —
— 4decostx+2c0sx—-2=0 = 2cos>x+cosx—1=0 — cos x = _14i3
e Si cosx:% — x= %+2n k- x—%+2n-/€

e Si cosx=-1— x=n+2n-k

Ahora debemos comprobar las soluciones porque pueden aparecer falsas soluciones al elevar al
cuadrado.

e Si x= % - ms<£—%)—«/§-sen(%—%):l Vale.
e Si x= 53—7I — co:(ﬂ—ﬁ>—«/§-sen(£—5?n>=—2¢l No vale.
eSix=n—> cos(%—n)—v@-sm(%—n)=l Vale.

25 Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) cos2x+ 3 senx=2 b)tg2x-tgx=1
©) cosxcos2x+2cos*x=0 d) 2 sen x = tg2x
e)\/gsen%+cosx—l=0 f) sen 2x cos x = 6 sen> x

g)tg(%—x) +1gx=1

a) cos? x—sen*x+3senx=2 — l—sen® x—sen” x +3senx=2 — 2sen”* x—3senx+1=0 —

1 — X1=90°
1/2 — x,=30° x3=150°

—> sen x =

3+y9-8 3z1
i —
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Las tres soluciones son validas:
X1 =90°+ £:360°= % + 2k

x2=30°+k-360°=%+2/e7t t con keZ

x3=150°+k-360°=5—6n+2/e7r‘

2tg x
l—tgzx

Las cuatro soluciones son validas:

1

b) 3

3 X1 2300, X2=2100
‘tgx=1— 2tg2x=1—tg2x - tg2x=

T XTI T 0, 21507, xy=330°

x1=30°+/e-360°=%+2k7t

x2:210°+/e-360°=7—6“+2/en

x3:150°+k-360°=5—6n+2/e7t

x4=330°+£-360°= lén +2k d

t con ke”Z

Agrupando:

x1=3()°+/e-180°=%+/en
con keZ
x2=150°+k.180°=%”+/m

2 2 2 2 2
cos x (cos? x —sen® x) + 2 cos? x=0 — cos x(cos®> x —1+cos? x)+ 2 cos®> x=0 —

~

c
— 2cos3 x—cosx+2cos? x=0 — cosx(2costx+2cosx—1)=0 —
cosx=0 — x;=90°% x,=270°

N e 22448 2223 —1%43 < ~—1,366 — jImposible!, pues | cos x |< -1
S 4 4 2 ~0,366 — x3=68°31'51,1", x,=291°28'8,9"

Las soluciones son todas validas:

x1=90°+k-360°=%+2/en

5= 270°+k-360°= 2L 4 2k \ con peZ

x3=68°31'51,5"+k-360°~0,38n+ 2k n
X4=291°28'8,9”+/€-360°:1,627E+2/@7‘61

Agrupadas, serfan:
x1=90"+k-180°= T 4k

x,=68°31'51,1"+4-360°~ 0,38+ 2k n[ 0 keZ
x3=291°28'8,9"+k-360°~1,62m + 2k n

2tg x

l—tgzx

d) 2 sen x = —>2senx—2senxtg2x:2tgx—>

56712 X _Ssenx

5 — senxmszx—smxsmzx=senxcosx —>
cos” X cos X

—> Sen x —sen x

— sen x(cos® x —sen® x —cos x)=0 — senx (cos> x — 1+ cos?x —cos x)=0 —

senx=0 — x,=0° x,=180°

ﬁ
2cost x —cos x —1=0° — cosx=#= <

1 = x3=0°=x
—-1/2 = x4=240°, x5=120°
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Las cuatro soluciones son vélidas. Luego:

xy = k-360°=2kn
x,=180°+4-360°=m+2kn

4
x4=240°+k.360°=%+2kn> con keZ

x5=120°+k-360°=%+2/€n
Que, agrupando soluciones, quedaria:

x1=k-180°=Fkm

x2:120°+k-360°=2—;+2kn con ke”Z

x3=240°+k-360°=%+2/en

e) V3 %+cosx—l:0 - %:(l—cosx)2 -

> 3-3cosx=21+cos’x—2cosx) = 2cos*x—cosx—1=0 —

1 > x;=0°
(12148 143 :
—> cos x = 4 =73 —<_1/2%x2=1200, x3=240°

Al comprobar, vemos que las tres soluciones son vélidas:
x1=k-360°=2kn

x2=120°+k-360°=%+2k7ﬁ con ke”Z
x3=240°+k-360°=%+2/€7r

£) 2 sen x cos x cos x =6 sen> x — 2 sen x cos> x =6 sen’ x —
— 2senx(1—sen? x)=6sen x — 2senx—2sen’ x=6sen’ x —
— senx=0 — x;=0° x,=180°
x3=30° x,=150°
2.1 1 3 4
sencx=— —> senx=+— —>
4 7 x5 =210°, xg =330°
Comprobamos que todas las soluciones son vélidas.

Damos las soluciones agrupando las dos primeras por un lado y el resto por otro:

x =k-180°=Fkm
con keZ
%y=30"+£-90°= T 4 . T
tg (n/4) +1g x l+1g x .
JETTVAEX ol = - kol o 1 R
g) 1—tg(n/4)tgx+tgx - l_tgxﬂ‘gx 1> letgx+tgx—1gx gx —

= g’ x-3tgx=0 > tgx(tgx—3)=0 >

tgx=0 — x,=0° x,=180°
tgx=3 — x3=71°33'54,2", x4,=251°33"54,2"
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Las cuatro soluciones son validas:

x1=k-360°=2kn
xy=180°+4-360°=m+2kn

xs=71°33'54,2"+k-360°z2?“+2/en ( con keZ

:251033'54,2”+/e-360°:%+2k7t

O, lo que es lo mismo:

X =k-180°=kn

keZ
%,=7133'54,2" 4 4180~ ZE 1 con k€

M Angulos en radianes

26 Expresa en grados los siguientes 4ngulos dados en radianes:

6) 3’ 9’ 5’195’32

%“md:%:lsm 73—“7441:%:42& %mf:%:fw
%md:%ﬂw 1,5 rad = 1:2°180° _gsos61 37 3.2 rad = 222:180° _ 183090 47"
7T T

2'7 Pasa a radianes los siguientes dngulos. Exprésalos en funcién de n:
135° 210° 108°% 72° 126°; 480°

l35°=1357'n=3—nmd

180 4
210°= 212(’)“ - 76“ rad
108° = 1‘1)26” =35—“md
72°=%=25—“md

o _ 126'7'(_7_7‘5
126° = 180 _lonm’

480°-480-m _8m
180 3 “

28 Prueba que:

a)dsen = + 2 cos = +cosm=2

6 4
o mo_
b)2«/§sen 3 +4sen6 25en2 =3
c)senzTn—cos%+tg4Tn+tg lén=53_‘/§

o ki 41,52 a1
a) 4sen6+«/§cos4+cosn-4 2+«/§ 2 +(-1)=2+1-1=2

£TC T _ T _9f 7“3 s, - i I

b) 2«/35671 3 +Ltsen6 2 sen 2—2 3 > +4 > 2.1=3+2-2=3
2r 7n 4 11z _ 43 «/3) ¥3 ) (1 1 1)_5«/3
c) sm—3 —603—6 +1g—— 3 tg—6 =5 —( > + 3+(—3 =43 —2+—2+1——3 =3~
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29 Halla el valor exacto de cada una de estas expresiones sin utilizar la calculadora:

30

31

a)Scos%—cosO+2c‘os7':—cos32—7I + cos 27

b) sen +sen%+sen7z

4

4

cos— +1g— 3 /n

9] g6

ko T _ T _ kL
d)Bcos6 +sfm6 «/50054 2«/§sen3

Comprueba los resultados con calculadora.
a)5-0-1+2-(-1)-0+1=-2

c) %+B—?= +2f

L
2

b)g+l+0=‘/§2+2
B 1 2 3. 3.1 _
R I R A A G Sl Rt

Halla las razones trigonométricas de los siguientes dngulos e indica, sin pasar a grados, en qué

cuadrante estd cada uno:
a) 0,8 rad
e) n/8 rad

b) 3,2 rad
f) 7n/4 rad
3=

* Ten en cuenta que: % = 1,57; n=314

=47 2n=

c) 2rad d) 4,5 rad
g) 3n/5 rad h) 1,27 rad
6,28.

Para saber en qué cuadrante estd cada uno, podemos usar también los signos de las razones trigono-

métricas.

a) sen 0,8 = 0,72 cos 0,8 = 0,50
b) sen 3,2 = -0,06 cos 3,2 = -1

c) sen2 =091 cos 2 =—0,42

d) sen 4,5 = -0,98 cos 4,5 = 0,21
e) 5m%=0,38 cos%=0,92

f) sen £~ 4 -0,71 cos% 0,71
g) sen -~ 5 =0,95 ms%:—o 31
h) sen 1,2n = —0,59 cos 1,2n = —0,81

1¢0,8 =1,03 — Cuadrante I
tg 3,2 = 0,06 — Cuadrante III
tg2=-2,19 — Cuadrante II
g 4,5 = 4,64 — Cuadrante III

g % =0,41 — Cuadrantel
1g % =—1 — Cuadrante IV
tg 3T7t =-3,08 — Cuadrante I

tg 1,21 = 0,73 — Cuadrante III

En cada caso halla, en radianes, dos valores para el dngulo o tales que:

a) sen oL = 0,32

b) cos o = 0,58

o tgo=-1,5

d) sen 0. = —0,63

a) oy = 0,33; o, = 2,82
b) oy =0,95; o, =5,33
o) o; =-0,98; o, =2,16

d) a; =-0,68; a, = 3,82
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Para resolver

32 Representa las siguientes funciones trigonométricas:

a) y=—senx

b)y=1+senx

) y=—cosx

d)y=1+cosx

Todas estas funciones son periddicas, de periodo 27. Estdn representadas en el intervalo [0, 2x]. A

partir de aqui, se repite.

a) y=—senx b)y=1+senx
2 Y 2 Y
I
1 /\ 1 7 "—F
O 56X 0 S 456X
\
-1 -1 -
T
N 2T
C) y=—cosx d)y=1+cosx
Y YT T
2 21
) ) \/
0 / 2/3\4‘5\6 X 0 Y5415 ¢ x
-1 -1
) -2
33 Asocia a cada una de las siguientes funciones la grifica que le corresponde:
a)y=2senx 1 ]I
b)y = cos 2¢ /AN DN
i m | 3 | /2n T T 3m 2n
c)y=2cosx » 2\/ FQ ( O \2/ v
d) y = sen 2x Fr QW v
NI iSRRI, LIV
1 ‘T 1
TITIN\C \ /
1 l= T 3n om A T Br | 2m
Sl 2 - 2 2
) -2
a) Grafica II1. b) Grifica II. ¢) GrificaIV. d) GrificaI.
34 Halla los puntos de corte de las funciones y=senx e y=tgx.
Los puntos de corte serdn aquellos cuyas abscisas cumplan sen x = 7g x.
Resolvemos la ecuacién:
senx=0
senx—tgx:O—)senx—m:0—>senx<l— 1 >=0% 1
cos x cos x 1_cosx=0

eSi senx=0 = x=0+2n-kb; x=nn+2n -k

oS 1-_1
cos X

En resumen, x=m- £

=0 = cosx=1 — x=0+2n-k

En todos ellos tanto el seno como la tangente valen 0. Por tanto, los puntos de corte de las funciones

son de la forma (n - 4, 0).
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35 En una circunferencia de 16 cm de radio, un arco mide 20 cm. Halla el 4ngulo central que co-
rresponde a ese arco en grados y en radianes.

Como la circunferencia completa (100,53 cm) son 2r 7ad, entonces:

100,53  2x 20- 2%
009 _ LT = =1,2
0 o - o 100,53 =0 S rad

o =390" 1 25_71°37'11"
2t

36 En una determinada circunferencia, a un arco de 12 cm de longitud le corresponde un dngulo de
2,5 radianes. ;Cudl es el radio de esa circunferencia?
12
L

< 2,5rad _ 12cm 12
2 = R= =4,
1rad Rcm - 2,5 8em

37 Halla, en radianes, el 4ngulo comprendido entre 0 y 27 tal que sus razones trigonométricas

coincidan con las de lgn .
Como 15—9 =3,8, el dngulo o dado verifica 27 < 0 < 47, luego tiene mds de una vuelta completa y

menos de dos vueltas.
Si le restamos una vuelta (27) obtendremos el 4ngulo que nos piden.

In

Tiene las mismas razones trigonométricas que el dngulo lgn —2n= 95—n y 0< S rad < 27.
38 /\ Si en este tridngulo isésceles sabemos que cos 0. = g, calcula, sin hallar el 4n-

gulo o, el valor de cos f3.
/N 7\

Para calcular cos B necesitamos averiguar primero el valor de sen ou:

1 7

sen® O+ cos> =1 — 5€n206+§:1 — senzazg — sen O = /% ya que es un éngulo agudo.

cos B = cos (180° — 201) = cos 180° cos 20 + sen 180° sen 200 = — cos 200 = — (cos* O, — sen” 01) = —(é - ;) = %

39 En un tridngulo ABC conocemos B = 45° y cos A = ——. Calcula, sin hallar los dngulos 4 y

1
5

C, las razones trigonométricas del 4ngulo C.

Calculamos primero las razones trigonométricas de A y de B.

S€ﬂ2121\+£‘052121\=1 - 5€n2121\+%:1 - senzﬁ:§—4 - senzﬁ:% yaquezzl\< 180°.

sen B = sen 45° = g, cos B = cos 45° = g
sen C = sen (180° — (121\ + E)) = sen 180° cos (I‘Al + E) — cos 180° sen (121\ + E) = sen (121\ + E) =

Zh (1)L 458
502 °\5/ 2 10

=sen A cos B + cos A sen B =
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cos C = cos (180° — (A + B)) = cos 180° cos (A + B) + sen 180° sen (A + B) = —cos (A + B) =
=—(Cosﬁ cos B —sen A seng) = —(— 1.2 - {24 Q): 43 +42

57275 2 10

. 4B-2
wOosenC 10 _4d3-42_25-4J6
T wC T aB 2 A2 23
10

40 Si cos20 =

3

w|§|

y 3771 < 0. < 2m, calcula sen ol y cos 0, sin hallar el 4ngulo o

3 V3

2 —>1—5€}120(—S€7120(=?—)256’7220(:1—?—)

w‘ﬁ

o —sen® o=

2. 3-43 3-43

— sen” O=="—"= — sen OL.=—,/——= ya que el dngulo estd en el cuarto cuadrante.

6 6

cos 20, = — cos

= ya que el dngulo estd en el cuarto cuadrante.

41 Demuestra estas igualdades:

tg Ol
a) _ BT o520 b) sen 400 = 2 sen 20. (1 — 2 sen? o) ¢) cos 40, + 2 sen* 20 = 1

tg20.—tg O

o tg o B g o (1—1g7 o) o(l-ta)
go—go 2go 2igo—tgo(l-1g> )  rgOL+1g O

1-2a <
1_sm20c cos> 0L — sen’ o
=tg(x(1—tg2(x)= cos® o _ cos®> o _
tg oL (1+1g° O0) 1+sen206 cos® 0L+ sen”
cos” o cos® o

20 2
= L05" O —sen” O _ 532 of — sen’ oL = cos 201

cos2 Oc+se712 o
b) sen 40 = sen (2 - 200) = 2 sen 20. cos 20 = 2sen 20, (cos? OL — sen? O) =
=2 sen 200 (1 — sen? o — sen® o) = 2 sen 20, (1 — 2 sen? o)

C) cos 40 + 2 sen® 201 = cos (2 - 200) + 2 sen? 20, = cos® 200 — sen® 200 + 2 sen? 200 = cos® 20L + sen® 201 = 1

42 Simplifica:

2 cos (45° + O) cos (45° — 0)

b) sen oL - cos 20 — cos O - sen 20.
cos 20

a)

2) 2 cos (45° + 0) cos (45° — ) _ 2 (cos 45° cos OL— sen 45° sen 01) (cos 45° cos O + sen 45° sen @) _
cos 20 cos® oL — sen” O
_2 (cos” 45° cos® O — sen® 45° sen” )
6‘052 o — 5m2 o
_2 [(J2/2)2 cos® oL — (2/2) 2 sen? 0l _
cos® 0L — sen® o

_ 2.1/2cos® ot —2-1/2 sen* o _ cos® oL — sen® o, -1
cos® oL — sen’* o cos oL — sen?

b) sen o - cos (20) — cos ot - sen (201) = sen o (cos® O — sen® OL) — cos OL 2 sen O cos OL =

3 3

=$€7la€032(x—$€7l (X—25€7’I(XL‘052(X=—5€71 OL—senOLcoszOL=

= —sen O (sen’ oL + cos® O) = —sen o
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43 Resuelve estas ecuaciones:

a) Sen S5x + sen3x _
cos x + cos 3x

+
b) Sen 3xt+senx _

cos 3x — cos x

c) sen 3x — sen x = cos 2x

d) sen 3x — cos 3x = sen x — cos x

5x +3x 5x —3x
a) 2 sen 2 "3 1 — 2semdxcosx _q _y sendx _i _ sen (2 - 2x) 15
2 pps DXHX o0 3x—x 2 cos 2x cos x cos 2x cos 2x
2 2
—y 28en2xcos2x ) 5 9 ppn-] - en2x=1 —
cos 2x 2
:
2x=30° > x1:15°+k-360°:%+2kn
2x=150° — x2:75°+k.36002%+2kn
— t con keZ
2x=390° — x3=195°+k~360°=%+2kn
2x=510° > x4=255°+k-56()°=71172“ +2km
Al comprobar, vemos que todas las soluciones son validas.
3x +x 3x —x ene
b) 2 sen 2 " -3 - 2sen2xcosx _ _cosx _ 1 =«/§—>t~x=_£—> x1=150
o) 3x+x 3x —x —2senlxsenx —senx g x S 3 xy=330°
2 sen S5 sen =55

Ambas soluciones son viélidas, luego:

%, =150°+ £-360°= 2% + 2k 1

6 con ke”Z
x2=530°+/e-360°=%+2/e7t
c) 2 cos 3x2+x sen 3x2—x =cos 2x

2cos2x senx=cos2x — 2senx=1 — senx=% — x;=30° x,=150°

Comprobando, vemos que las dos soluciones son validas. Luego:

%1 =307+ £-360°= T 4 2k
con ke”Z

x2=150°+k.360°=5—6“+2kn

d) sen 3x — sen x = cos 3x — cos x —> 2 cos 2x sen x = —2 sen 2x sen x — (Dividimos entre 2 sen x)

—> cos 2x=—sen2x — M:—l — g 2x=-1—>

cos 2x
2x=315° — x;=157,5°+k-360°
2x=135° = x,=67,5"+k-360°
= 1202675 = x3-337,5°+ k-360° | " k€2

2x=495° — x4=247,5°+k-360°
Podemos comprobar que las cuatro soluciones son vilidas. Agrupdndolas:

x=67,5°+k£-90° con ke”Z
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44 a) Demuestra que sen 3x = 3 sen x cos”> x — sen® x. b) Resuelve la ecuacién sen 3x—2 sen x = 0.

a) sen 3x = sen (2x + x) = sen 2x cos x + cos 2x sen x = 2 sen x cos x cos x + (cos® x — sen” x) sen x =
=2 sen x cos® x + sen x cos® x — sen> x = 3 sen x cos® x — sen> x
b) sen3x—2senx=0 — por el resultado del apartado anterior:
3 senx cos* x —sen® x —2senx=0 — 3senx(1—sen® x)—sen® x —2senx=0 —
— 3senx—3send x—sen® x —2senx=0 —
> bdsend x—senx=0 — senx(bsen*x—1)=0 >
senx=0 = x,=0° x,=150°
- 1 o o o o
smx=t3 — x3=30°% x4=150°% x5=210° x¢=330
Todas las soluciones son vdlidas y se pueden expresar como:

x,=k-180°=kn

=3()°+/e-180°=%+/en con beZ

x5=150°+ £ 180° = 56”+/en

45 Demuestra las siguientes igualdades:
a) sen® (aTJr[3> — sen? (OCT_B) = sen O. - sen [3 b) cos? (%‘B) — cos? (OLTJrB) = sen O. - sen 3

a) El primer miembro de la igualdad es una diferencia de cuadrados, luego podemos factorizarlo
como una suma por una diferencia:

;m<°°%[3>+sm<°°;ﬁ> : sen(a;B>—sen(a—‘ [2:671%605%} [2c0575m b

_4 [1=coso /1+005[5. I 1+ cos O, | 1—cos B _
2 2 2 2

=J(1=cos B) (1 + cos B) (1 + cos &) (1 — cos B) =

= \/(l—cos2 o) (1—cos® B) = «/sen o - sen® B = sen o sen B

(*) Transformamos la suma y la diferencia en productos, teniendo en cuenta que:

o+p o-P o+p o-P
3 vty %y 5 5 =B

b) Procedemos de manera andloga al apartado anterior, pero ahora:

a;B ) 06;5 oy OCEB B 06;13 _B
.[m(“gﬁ)_m(“;ﬁ)
§

585 ool
12 sen & sen | =

3 B B ]
2 2

[—256;17:6717
=4 ,1+52030L_4,1+;05B' ,1—;050(_ l_gosB=\/(1—605206)(1—6052B):«/senzaosen2ﬁ=senasenﬁ

NOTA: También podriamos haberlo resuelto aplicando el apartado anterior como sigue:
B e

=sen2<(x;[3)—se <oc B>=sen0csm[3

(*) Por el apartado anterior.

[2 cos 7 cos —— [2 cos 7 cos —
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46 Resuelve los sistemas siguientes dando las soluciones correspondientes al primer cuadrante:

x+y=120° b senx+cos y=1 0 sen’ x + cos y=1 d) senx+cos y=1
senx—sen_y:% x+y=90° cos? x —sen® y=1 4 sen x cos y=1
a) De la segunda ecuacién: 2 cos x;y sen x;y =%
Como:
x+y=120° = 2c0560°senx;y=% — 2 %Senx;y=% -
%senx_y:%%xz 30° = x— y=060°

Asi: x+y=120°
x—y= 060°
2x  =180° = x=90° — y=30°
Luego la solucién es (90°, 30°)
b) x + y=90° — complementarios — sen x = cos y

Sustituyendo en la primera ecuacién del sistema:
cos y+cos y=1 = 2cos y=1 — cosy:% — y=60° = x=90°- y=90°-60°=30°
Luego la solucién es: (30°, 60°)

cos® y:l—xmz ¥

c) Como {

cos? x =1—sen’x
El sistema queda:
sen® x +1—sen” y=1 sen* x —sen* y=0
2 2 - 2 2
1—sen” x —sen” y=1 —sen” x — sen” y =

—253712)/:0 — seny=0 — y=0°
Sustituyendo en la segunda ecuacién (por ejemplo) del sistema inicial, se obtiene:

cosx=1—> x=0°

cos?x—0=1 > cos?x=1=
cos x=—1 = x=180°€ 2.°cuadrante

Luego la solucién es: (0°, 0°)

d) senx +cos y=

-1_
4567136605)/:1} oy enx

b4senx(1—senx)=1 — 4dsen*x—4dsenx+1=0 — senx= 440 —; — cos y=1-

8

l\)|>—‘
I\J|>—‘

Las diferentes posibilidades son:
=30°+360°- &
=60°+360°- £
=30°+360°- 4
y=300°+360°
x=150°+360°-4
y=60°+360° £

x=150°+360° £
y=300°+360° &
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4'7 Sin desarrollar las razones trigonométricas de la suma o de la diferencia de dngulos, averigua
para qué valores de x se verifica cada una de estas igualdades:

a) sen (x — 60°) = sen 2x b) cos (x — 45°) = cos (2x + 60°)
c) sen (x + 60°) = cos (x + 45°) d) cos (2x — 30°) = cos (x + 45°)

a) sen (x —60°) =sen2x — sen2x —sen(x —60°)=0 —

2x+x2—60° on 2x—(x2—60°) _0 =5 cos 3x—260° en x+260° 0

— 2 cos

3x=60" _gp° _5 x=80°+360°- 4

.396'——6()(7:0_) 2

2 360 270" — x=200°+360° 4

Si sumamos 360° encontramos otra solucion:

¢ Si cos

3X_TGOO=90°+360° — x=320"+360°-4

x+260 =0° — x=300°+360° 4

X+T60°:180° — x=300°+360° &

. x+60° _
Si sen = 0
b) cos (x —45°) = cos 2x +60°) — cos (2x + 60°) — cos (x — 45°)= 0 —

2x+60°2+x—45° sen 2x+60°—2(x—45°) 0 — sen 3x315° Smx+§05° -0

r o
@:0" 5 x=355°4360°- 4

— =2 sen

=0 —

o < 3x+15°
Si sen 5

L3’C+T15°=180° — x=115°+360° -k
Si sumamos 360° encontramos otra solucion: 3x+T150 =0°+360° = x=235°+360°-£

24105% _ oy v _255°4360°- 4
x4105° o ) 2

2 %:180" 5 x=255°+360°- &

¢ Si sen

c) sen (x + 60°) = cos (x + 45°)

Como cos x = sen (x + 90°), podemos sustituir en el segundo miembro obteniendo:

sen (x + 60°) = sen (x + 45° + 90°) — sen (x + 60°) = sen (x + 135°) —> sen (x + 135°) —sen (x + 60°) = 0
2x +195° 75°

B x+135°+ x + 60° x+135°—(x+60°) _ ) 75°

2 cos 2 sen > =0 — cos B sen 5 =0 -
”*Tl”lw 5 x=352°30'+360°-
2’C+T195°=270° s x=172°30"+360° &

d) cos (2x —30°) = cos (x + 45°) — cos (2x —30°)—cos (x +45°)=0 —

2x—30°2+x+45° sen 2x—30°;(x+45°) =0 — sen 3x-515° sen x—275° =0

3x415° 0o 5 x2355°+360°-4
3X+15°:0_) 2

2 ¥=180°—)x:1150+3600-k

Si sumamos 360° encontramos otra solucién: % =0+360° — x=235°+360°-%

— 2 sen

¢ Si sen

X=75" _0° =5 x=75°+360° &
x—75° 2

«Si sen*=75"_0 >
1 sen >

X—T75°:180° — x=75°+360° b
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48 En una circunferencia goniométrica dibujamos los 4ngulos o y B. Llamamos y= o - f3.
Pa, b)
Qle, d)

a) ;Cudl de estas expresiones es igual a sen V?

Lac+bd W.bc—ad 1.ad—bc 1V.ab+cd
b) ;Alguna de ellas es igual a cos y?
a) seny = sen (0L — ) = sen O cos B — cos O sen B = ad — be (I11)
b) cos ¥ = cos (0. — B) = cos ot cos B + sen O sen B = bd + ac (1)

Pagina 145

Cuestiones tedricas

49 ;Cudl de las siguientes condiciones deben cumplir x e y para que se verifique cos (x + y) = 2 cos x cos y?
Mx=y WMWx-y=n Mx+y=11 MWx-y-= %
cos (x + y) = cos x cos y — sen x sen y

Si cos(x+7y)=2cosxcosy —> cosxcosy—senxseny=2cosxcosy — —senxseny= cosx cosy

—sen x sen .
enxseny _ 1, es decir,

Dividiendo entre cosx cos y se obtiene que
cos x cos y

—tgxtgy=1 y esto ocurre solo

cuando se cumple (IV) porque despejando y tenemos: y= x+ %, luego:

(.. =

;my:sm\x+— =C0S X
2)

—>tgy=5my= cosx ___ 1 __ 1

( n) cosy —semx sen x tg x
cos y=cos\x +—|=—sen x ==
2 cos X

50 Expresa sen 40. y cos 40, en funcién de sen o y cos 0.
sen 4ot =sen (2-200) =2 sen 20, cos 0L =2 - 2 sen 0L cos O (cos® O, — sen® &) = 4 cos> O, sen OL — 4 cos O sen> O,
cos 4 o= cos (2 - 200) = cos® oL — sen® 20, = (cos? 0. — sen® 0) % — (2 sen O cos O) % =

4 4 4

=cos* oL — 2 cos® O sen® oL + sen 4

(1—45€n2a6'052a=€05 a—66052a56n2a+56’7l o

51 Al duplicarse un dngulo, ;se duplica su seno? Prueba si se cumple sen 2x = 2 sen x para cualquier
valor de x.
La afirmacién es falsa porque, por ejemplo, sen 60° =3 sen 30° = 2 sen 30°.
Veamos ahora si existe algtin dngulo que cumpla la relacién sen 2x = 2 sen x.
2senxcosx=2senx = senxcosx—senx=0 —> senx(cosx—1)=0
¢Si senx=0 — x=0°+360°- 4, x=180°+360°- &
*Si cosx=1 — x=0°+360°- £ (solucién botenida anteriormente)

Por tanto, los tinicos dngulos que cumplen la relacién dada son de la forma 180° - 4.

52 Justifica que en un tridngulo ABC, rectingulo en A, se verifica la siguiente igualdad:
sen 2B = sen2C
Como el tridngulo es rectingulo en A, se tiene que B =90°— C y, por tanto,
sen B = sen (90° — 6’) = cos C y cos B = cos (90° — 6’) —senC
Luego, sen 2B =2 sen B cos B = 2 cos C\' sen 6' = sen 26'

53 ;Para qué valoresde 0. y [ se verifica la igualdad sen (0. + ) = 2 sen 0. cos 32
Como sen (0L + B) = sen o cos B + cos O sen B, sen (0L + B) = 2sen o cos B —
— senOLcosB+msOUenB:ZsmO(cosB — msOCsenB:senoccosB

Esta relacién es cierta, obviamente si o = [3.
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sen O, _ me

Por otro lado, dividiendo entre cos ot cos B se tiene que
cos oL cos Ol

deben tener la misma tangente.

, luego los dngulos o y B

Esto ocurre cuando B = o + 180° - £ por la periodicidad de la funcién y = #g x.
Si cos 0t =0 entonces 0 =sen cosP — cosP=0 yaque sen o= zl.

Por tanto, la relacién también es ciertasi o y B son simultdneamente de la forma 90° + 360° - £ o
270° + 360° - 4.

En resumen, se verifica la igualdad cuando 3 = o0 + 180° - &.

54 ;Qué relacién existe entre las grificas de y = sen x e y = cos x yla de cada una de las funciones
siguientes?:

a)y=sen<x+%> b)y=cos<x+%> c)y=cos<%—x> d)y=sen<%—x>
La relacidn que existe es que la grafica de la funcién y = cos x estd desplazada horizontalmente hacia

la izquierda % unidades respecto de sen x.

a) Coincide con la gréfica de la funcién y = cos x. b) Es la grafica de la funcién y = —sen x.
¢) Coincide con la grifica de la funcién y = sen x. d) Coincide con la grifica de la funcién y = cos x.

(Ademds de comprobarse mediante la representacién gréfica, puede probarse fécilmente usando las
férmulas de las razones trigonométricas de la suma o diferencia de 4ngulos).

55 ;En qué puntos del intervalo [0, 4n] corta al eje X cada una de las siguientes funciones?:

a)y=cos% b) y = sen (x — n) c) y=cos (x+m)

Los puntos de corte con el eje X son aquellos para los que y = 0.

[x—m=—n = x=0
X_T 5 v_q x—n=0 = x==n
2 2
a) cosX=0 - b) sen(x—n)=0 = {x—n=n - x=2n
2 x _3n — x=3%
277 ) - x—m=2n = x=3n
lx—m=3n = x=4n
rx+7t=3—7r - x==
2 2
xrm=2l 5 x= 3T
2
c) y=cos(x+m)=0 = 1
xem=Ll 5 x_-5T
2 2
x+7t—9—7-E - x:7—n
L 2

Para profundizar

56 Demuestra quesi 0 + 3 +y=180° se verifica: zgo. + g + zgy=1tgo - tgP - 2gy

1g360° —zg (0 + )
1+1g360°-tg (0L + )

tgo+tgBregy=tg O+tg B+2g (360°—(0+P))=tg a+2g B+

rwotgP  morgP-roagP-wogP-go—p

=tgo+igB—tg(0+PB)=tga+1g - I

—tgoLtg -tz otz B
2
o P-rgargP —tgo—1gP : )
= - g0 B —tgafgﬁ4l_tgatgﬁ—tg0€fgl3[fg(oc+B)]—

=tgoig Brg (360°— (o +PB))=tgotg Prgy
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5'7 Prueba si existe algin tridngulo isésceles en el que el coseno del dngulo distinto sea igual a la
suma de los cosenos de los dngulos iguales.

Sillamamos x a cada uno de los dngulos iguales, entonces el dngulo desigual es 180° — 2x.
Se trata de ver si la siguiente ecuacién tiene solucién: cos (180° — 2x) = 2 cos x
Vedmoslo:

c0s 180° cos 2x + sen 180° sen 2x =2 cos x —> —cos 2x =2 cos x —> —cos> x +sen® x =2 cos x —>

2
2x+l—cos?x=2cosx = 2cos’x+2cosx—1=0 —

2+y12 —1£43
4 )
J3-1

Si cosx= Ty T xs 68°31'45" tiene cada uno de los dngulos iguales y el dngulo desigual tiene

180°—2-68°31'45" = 42° 56' 30"

—> —0S$

—> 0S X =

cos X =

\/§+1
2

>1 que no es posible porque el coseno de un dngulo no puede ser mayor que 1.
Luego no existe ningun tridngulo con esas condiciones.

58 Resuelve los sistemas siguientes dando las soluciones en el intervalo [0, 27):

2) {cosx+cosy=—l/2 b {x+y=n/2 c {senx+seny=«/§/2 d {senx-cosy=l/4

cos x cos y=-1/2 J3 cos x —cos y=1 sen® x + sen® y =314 cos x - sen y=1/4

a) cosx+cosy=—% cos)/:—l—cosx

Cosx.msyz_% msx(—%—cosx)=—é - —%COSX—CGSZX=—% — cosx+2cos* x=1
“1-3 _
26052x+cosx—1=0—>cosx=ﬂ= 4
4 —1+3 _ 1
4 2

*Sicosx=—-1 > x=n

ey <
-
e Si cosx—— < g L1
T cos)/:—j—?:—l — y=7
Sn

Soluciones: (n, ),(

58, (2.n) (3]

Bcosx—cos(%—x):l - Bcoxx—cos%c’osx—sen%smx:l - Bcosx:senx+1

b) y=%—x

Elevamos al cuadrado:

3cos>x=sen’x+2senx+1 = 3(1—sen’ x)=sen’ x+2senx+1 — 4dsen®x+2senx—2=0 —

—>25@712x+5€nx—1:0—>senx=_1413
* Si senx=% - x:%,x=5?n
m oy, & _T_X <£,£> e,
e TV 276 37 6 3) e
x=5—67t - y:%_%‘:_% no puede ser porque no estd en el intervalo dado.
*Si senx=-1 — x:% - y:%—%{:—n tampoco es posible por el mismo motivo.
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¢) Elevamos al cuadrado la primera ecuacidn:

3
4

sen2x+2senxseny+sen2y:

3_3

— 2senxsen y+-=== — senxsen y=0

4 4

Si senx=0 — x=0, x==n

Ademis, seny:% - y:%, y:23_n

Sustituimos en el sistema para comprobarlas porque pueden aparecer soluciones falsas al elevar al
cuadrado.

(0, %), (0, 23_71)’ (n, %), (n, 23—7I> Valen.

Siseny=0 = y=0, y==n

Ademds, senx=£ - x==, xo2m
2 3 3
Sustituimos en el sistema para comprobarlas porque pueden aparecer soluciones falsas al elevar al

cuadrado.
(%) 0)) (%; TE); <27TC) 0), (2711, TC) Valen.

d) Elevamos al cuadrado la primera ecuacién y sustituimos en la segunda:

sentxcos? y= L 5 o2y L
J 16 7 16 sen’x
coszxsenz)/=i — coszx(l—cos2)/)=L — 6‘05296(1—1 N SN
16 16 16sen’ x) 16
1 1 1 2 1 1
- (1—5en2x)(1—7)=— >l —sen“ x+—=— >
16sen? x/ 16 16 sen? x 16 16
Sl 20 5 16t x—1-16senx=0 —
16 sen® x
— 16sen* x—16sen’* x+1=0 — sen® x = 16+32192=24_-4«/§
*Si senx= 2+B= 2+43 —> cos y= 1 =«/E—«/§
4 2 2+43 4
4. 2

x=75% x=105% y=75° y=285°
Ahora comprobamos las soluciones porque al elevar al cuadrado pueden aparecer resultados falsos:
(75°,75°) — Vale.
(75°,285°) — No vale ya que no cumple la segunda ecuacién.
(105°,75°) — No vale ya que no cumple la segunda ecuacién.
(105°, 285°) — Vale.
2+3 _ 42+3 1 612

e Si senx:—/ = — cos y= —_

x=285°% x=255° y=105° y=255°

Ahora comprobamos las soluciones porque al elevar al cuadrado pueden aparecer resultados falsos:
(285°,105°) — Vale.

(285°,255°) — No vale ya que no cumple la segunda ecuacién.

(255°,105°) — No vale ya que no cumple la segunda ecuacién.

(255°, 255°) — Vale.



Unidad 5. Férmulas y funciones trigonométricas VANENENSACHILLERATO)

Matematicas |

59 Demuestra que:

21g (x/2) _1-1%(x/2)
2w D g w2)

21g (x/2)

= )

a) sen x =

a) Desarrollamos y operamos en el segundo miembro de la igualdad:

210 X | 1—cos x [1—cos x
th =2 l+cosx _ ? 1+ cos x

— l+cosx+1—cosx
1+tgzi 14 dzcosx
2 1+ cos x 1+ cos x

2 [1—cos x
_ 1+cosx _ . 1—cos x _
=1 2FCOX _(14¢ps5x),|—222 =

2 1+ cos x

1+ cos x

=\/(1+cosx)2II_CA=«/(1+cosx)(l—cosx)=«/1—co;2x:«‘/:m2x:5mx
+C05 X

l—tgzi 1-1=cosx l+cosx—1+cosx

b)izz l+cosx _ 1+cos x _2cosx
14202 X l—cosx l+cosx+1—cosx 2
+g22 T+ 1+ cos x 1+ cos x

210 X [1—cos x [1—cos x
) g2 _2 l+cosx _ 2 1+ cos x

=(0s X

_ " l+cosx—l+cosx
1— 2 %X 1_1 cos X
g22 1+ cos x 1+ cos x

1—cos x

2 —_ e

_ l+cosx _l+cosx [l—cosx _
2 cos x cos X 1+ cos x
1+ cos x

-1 -\/(l+cosx)2M=L-\/(l+cosx)(l—cosx):
cos x l+cosx  cosx

= 1 vl—L‘OSZX:L-VIKﬂzX: 1 -.rmx:tgx
cos X cos xX cos X

60 Demuestra que, en la siguiente figura, o0 =3 + 7:

/

¥ B o

Supongamos que los cuadrados tienen lado /.

Por una parte,

tga:%:l
Por otro lado,
/] 5
By 273§
e AR
20 3/ 6

Asi, oo y B +7v son dos dngulos comprendidos entre 0° y 90° cuyas tangentes coinciden. Por tanto,
los dngulos tienen que ser iguales, es decir, o= + 7.
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1Si coso =—1L y o <m, halla:

4
KL o o _
a) sen O, b)cos<3+0c) c)tg2 d)sen(6 0()
a) sen’ oL+ cos® o =1 ﬁsen2a+%=l — sen’ oL = }2 ﬁsena—‘/?yaqueelénguloestéenel2.°cuadrante.
Ed T o sen X senor L. [-1)_ B 15 351
b)cos<3+oc> cossmsoc senssenoc 3 < I 3

d) sen(g—(x\-rfn%cos(x—cos%sen(x—% (—i

2 Demuestra cada una de estas igualdades:
2tz o
1-tg% o

b) sen (0t + B) - sen (0. — B) = sen? oL — sen? B

a) 1g20. =

2sen OLcos O
2) tg 201 = sen 200 _ _ 2sen OLeos O _ cos® o N 21 O
cos 200 cos? 0L — sen’ o 1- seno 1-1gta
cos® o

b) sen (oL + ) - sen (o0 — ) = (sen OL cos B + cos O sen B) (sen O cos B — cos O sen B) =
= sen’ ol cos” B — cos O sen® B = sen® o (1= sen” B) — (1= sen® o) sen® B =

= sen’” OL— sen’” OLsen” B — sen® B + sen® o sen’® B = sen® o — sen® B

3 Resuelve:

2

a)cost—cos<%+x)=1 b) 2 zg x cos %—senx:l

a) cost—cos<%+x)=l

cos* x —sen® x —(—senx)=1 > l—sen’ x —sen’ x +senx—1=0 —

) senx=0 — x=0° x=180°
— -2 sem x+senx:0—>senx(—25€nx+l)=0< 1

sen x = - x=30° x=150°

Soluciones:

x1=360°-k; x, =180°+360°- k; x3=30°+360°k; x4=150°+360°-k, con ke Z

X 1+ cos x

b) Ztgxco.rz?—senle — 2g x —senx=1 — tgx+tgxcosx—senx=1 —
x1=45°+360°-k

sen x B 7
— wx+ sy L0 X T sen X = 1 = mgx= 1< 22504 360°- 4| <0 ke 2



Unidad 5. Férmulas y funciones trigonométricas VANENENSACHILLERATO)

Matematicas |

4 Simplifica:

sen 60° + sen 30° sen? o,
a) cos 60° + cos 30° b) - cos ot 1- <1 * tgz )

60° +30° 60°—30°
a) 3en60°+sen30° 2 sem ) _sen45° _ 1 45°=1
cos 60° + cos 30° 2 cos 60° + 30° cos 60°—30°  cos45°
2 2

b) sen’ o <1—tg2g)= sen’ oL <1+ 1—cos0(>= sen’ o ( 2 )= 2sen* o 25€n o _~y
1—cos @ 2 1—cos 1+cos o 1—coso \ 1+ cos o 1— cos2or  sen? o

5 Expresa en grados: 4 7 rad, 5 % rad, 2 rad.

I rad - 135° 57“ rad = 450° 2rad = 114°35' 30"

6 Expresa en radianes dando el resultado en funcién de 7 y como nimero decimal.
a) 60° b) 225° ©) 330°
a) 60°=% rad = 1,05 rad

b) 225° = 5“ rad = 3,93 rad

c) 330° = l_én rad = 5,76 rad

7 En una circunferencia de 16 cm de didmetro dibujamos un dngulo de 3 rad. ;Qué longitud tendrd
el arco correspondiente?

[=8-3=24cm

8 Asocia a esta grifica una de las siguientes expresiones y di cudl es su periodo:

a)y= se;zx

b) y = sen 2x c)y:sen%

La funcién representada es de periodo 47 y se corresponde con la del apartado c).
Podemos comprobarlo estudiando algunos puntos. Por ejemplo:

=1 — y=sen T =1
X=m = y=sens

2n

x=2n — y=sen =senm=0

x=31 > y—sen%——l

x=4n — y=sen%=sen2n= 0
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¢ Cémo operar con -1?

Vamos a proceder como los antiguos algebristas: cuando nos encontremos con -1 seguiremos ade-
lante operando con ella con naturalidad y teniendo en cuenta que (Y-1)* = —1.

1. Para comprobar que a4 y b son las raices de un polinomio, podemos poner (x—a)(x— b) y operar
para obtener dicho polinomio. Por ejemplo, vamos a aplicar esta técnica para comprobar que 2 +
3/-1 y 2- 3/-1 son las raices del polinomio x* —4x + 13:

[x-@+3{-D]lx-2-3/-1)] =
=x?—(2+43/-1)x-(2-3/-1)x+ (2+3/-1)(2-3/-1) =
=a?-2x-3/-1x-2x+3/-1x+22-(3/-1)2 =22 —4x+4-9.(-1) =x* —4x + 13

m Halla las raices de la ecuacién x? — 4x + 5 y; aplicando la técnica que acabamos de ver, comprueba que efecti-
vamente lo son.

‘e 41«/126—20 _ 4¢2JT4= 4izzﬁ=2w_—l

[x- @+ D]x- = D]=2? - 2= D) =22+ =D + @+ D 2= 4-D) =
=x?—dx+4-2J-1+2{-1-(=1)=x%—4x+5

2. Comprobemos ahora que —8 tiene tres raices ctibicas: -2, 1+ y3/-1 y 1-3/-1.
La primera es clara:
(-2)° = (-2)(-2)(-2) =-8
Veamos la segunda:
T+ 3{-1)°=1%+3.12. (y34-1) +3- 1 - (3/-1)2 + (J3/-1)% =
=1+343/-1 + 3(3)*(y-1)% + (3)*(4-1) =
=1+3y3y-1 +9(-1) +3/3(-1- J-1) =
=1+3/3/-1-9-3/3/-1=--8
m Comprueba tii la tercera viendo que (1 — y3/-1) es igual a —8.
(1-434-1)3=1°-3-12.y3y-1+3-1-(3J-1)2 - (34-1)° =
=1-3y3{-1+3-3-(-1)=33-(-1)y-1=1-3y3/-1-9+3y3/-1=-8
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1 ;Verdadero o falso?
a) El ndmero 7 es un nimero real. Por tanto, no es un nimero complejo.
b)Si & + bi es un nimero complejo, entonces no puede ser niimero real.
¢) Para que el ndmero complejo a2 + bi sea imaginario hace falta que & sea cero.
d) Para que el ndmero complejo 2 + bi sea imaginario es necesario que & sea distinto de cero.
e) El niimero 0 + 07 ni es complejo ni es real.
f) El niimero 5 no tiene conjugado.
g) Si un nimero complejo coincide con su conjugado, entonces es un niimero real.
h) Si un nimero complejo coincide con su opuesto, entonces es el cero.
i) Si el opuesto de un niimero complejo coincide con su conjugado, entonces es imaginario puro.
a) Falso. Los niimeros reales son niimeros complejos cuya parte imaginaria es cero.
b) Falso. Si 4 =0 el nimero complejo también es un ntimero real.
c) Falso. La parte real no influye. Es imaginario si su parte imaginaria no es nula.
d) Verdadero.
e) Falso. El nimero 0 + 07 es real pero no es imaginario porque su parte imaginaria es cero.
f) Falso. El conjugadode 5=5+ 07 es 5=5-0i
g) Verdadero. Si a+ bi=a—bi > b=—b — 2b=0 = b=0
Por tanto, su parte imaginaria es cero y es un nimero real.

{2a =0 = 2=0

h) Verdadero. Si a + bi=—a—bi — 2a+2bi=0 —
26=0 = 6=0
i) Verdadero (siempre que el niimero no sea cero).

Si—a—-bi=a—bi > —a=a = 2a=0 = a=0

2 De los siguientes nimeros complejos:
3+24, —y3+54, 24,7, 0

a) ;Cudles son nimeros reales? Ponlos en forma binémica.

b) ;Cuiles son imaginarios?

¢) ;Cudles son imaginarios puros? Ponlos en forma binémica.

d) Escribe el opuesto de cada uno de ellos.

e) Escribe el conjugado de cada uno de ellos.

a)7=7+0i y 2=2+ 07 son numeros reales.

b) Los niimeros imaginarios son 3 + 2, —J3 +5i y 2i.

¢) 2i =0 + 2i es imaginario puro.

d) El opuesto de z=3 +2i es —z=-3 - 2i. El opuesto de z=—y3+5i es —z =43 -5i.
El opuesto de z=2i es —z=-2i. El opuestode z2=7 es —z=—7.
El opuesto de 2=0 es —z=0.

e) El conjugadode z=3 +2i es z2=3-2i. El conjugado de z=—y3+5i es z=—y3-5i.
El conjugado de z=2i es z=-2i. El conjugadode z2=7 es z=7.
El conjugado de 2=0 es z=0.
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3 Representa graficamente los siguientes niimeros complejos y di cudles son reales, cuéles imagina-
rios y, de estos, cudles son imaginarios puros:

5 3i; % + %i; 54 75 34 05 —1—d5 —75 4i
Si llamamos:
2, =5-3i z2=% %z‘ z3=-5i
z5=7 Z5= J3i z5=0
Z7=—1—i Zg=—7 29=4i
%9
A
25‘ o2
2g Zg 24
47
ozl
%3 1 |

Son reales z4, 25 y zg. El resto son imaginarios. Son imaginarios puros z3, 25 y 9.

4 Resuelve las ecuaciones y representa las soluciones.

a)z2+4=0
b)z2+6z+10=0
©)322+27=0
d)3z2-27=0
a) 22+4=0 > z2=—4 — z=t{-4 —> z=12i fl
Las soluciones son z; =27 y z, = —2i.
y
(5]
b) 22 +6z+10=0 — z:_6zm=_62izi:—3i2i o
Las soluciones son: z; = -3 +2i y 2, =—3 — 2i.
.22
Q) 3z22+27= 0 > z2=-9 - z=2/-9 > z=+3i =1
Las soluciones son z; =37 y 2, = —3i.
'Z
2
d)3z2-27=0 = 22=9 - z=+/9 —> z=%3 ’
Las soluciones son: z; =3 y 2, =-3. % ol
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5 Representa grificamente cada niimero complejo, su opuesto y su conjugado:

a)3-5i b)5 +2i
d)-2+3i €5
g 2i h) -5:
) 5-3-5i —z=-3+5i
VEZITN T2 545
—2z Z
\ /
Nt/
\ | /
\
\
\
zZ
—z=1+2i
c) z=—1-2i — {_ )
z=—14+2;
z —2z
z
) 5401 —-z=-5+0:
e) 2=5+0i — 250
_2 Z
B z
042 —2z=0-2;
g) z2=0+2i — =02

c) -1-2;
o
i) -2
—z=-5-2i
b) 2=5+2i — _ .
z2=5-2i
Z
Pl
/,
_Z[/ \\E
Oz243i > 2
=— -
BETETN T g3
Z
N
\
/ 1\
N\
z —Z
—z=0+07
f) 2=0+0; — y_ .
z=0-0;
—zZ|zZ
z
h) 0_s; —z=0+5;
=0-5; —
N T z=045i
—Zkg
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—z=2-0;
i) z2=—2+0i > _ )
z=-2-0;

N

6 Calcula 3, 7%, 2, %, 20, 21, 22, {23, Da un criterio para simplificar potencias de i de expo-
nente natural.

ll=l i5=l l'9=l' l~13=Z i17=i i21=i l~4n+l=l-

1-2:_1 l-6:_1 l-10:_1 l-l4:_1 l-18:_1 l-22:_1 l~4n+2:_1
11 1 1 2 - 4

P=—i il =—i iMl=—i =i iYY=—i =i A3

=1 8=1 i12=1 i10=1 20=1 %=1 =1

Criterio valido desde 7 = 0.
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1 ;Verdadero o falso?
a) La suma de un niimero complejo y su opuesto es 0.
b) La suma de un nimero complejo y su conjugado es un niimero imaginario puro.
¢) La suma de un nimero complejo y su conjugado es un niimero real.
d) El cuadrado de un nimero complejo cualquiera es un niimero real.
e) El cuadrado de un nimero imaginario puro es un niimero real.
f) El cociente de dos niimeros imaginarios puros es un nimero real pues Zf;, =2,

a) Verdadero. En efecto, (a + 6i) + (—a — bi) = 0.
b) Falso. Por ejemplo, (5 + 37) + (5 —3i) = 8.

¢) Verdadero. Porque (a + 6i) + (@ — bi) = 2a es un nimero real.
d) Falso. Por ejemplo, (2 + )% =4 +4i+i*=3+4i noes un nimero real.
e) Verdadero. En efecto, (6i)? = 6%i% = —b? es un ntimero real.

f) Verdadero. Podemos simplificar la fraccién dividiendo numerador y denominador entre i.

Pagina 151
Hazlo ti. Obtén un polinomio de segundo grado cuyas raices sean 27 y —y2i.

P(x)=(x =20 [x = (V2] =(x =29 (x +20) = x* = (20)* = &* = (-2)=x?+2

Hazlo ti. ;Cudnto ha de valer x para que (4 + 37)(3 —xi) sea real?
(4 +3))(3—xi) = 12 — 4xi + 9 — 3xi2 = 12 + 3x + (9 — 4x)i

Para que sea un niimero real su parte imaginaria debe ser cero. Por tanto: 9 —4x=0 — x = %

2 Efectiia las siguientes operaciones y simplifica el resultado:

a) (6 —57) + (2 — i) — 2(=5 + 67) b)(2—3i)—(5+4z’)+%(6—4i)
O B +24) (4-2i) d) 2 +34) (5-6i) e) (i+1) B=2i) (1 +37)
2+ 4i 1-4i 4+4i N 54i
f) 42 ® 3+s b 3ss U o
~ 1457 4-2i 2, (-39*(1-2i)
) 3.4 by =5 D 6_3(5+§’> m 2

) (6-5)+(2-1)—2(-5+6)=6-5i+2—i+10—12i=18—18;
b)(z_ai)-(5+4z')+%(6_41'):2_31'-5—4“3-2;':-9;'

) B3+2i) (4-2)=12—6i+8i—4i*=12+2i+4=16+2i

d) (2+3i) (5-64) =10—12i+ 15i— 18i> =10 + 3i + 18 = 28 + 3;

e (—i+1)(3-2i) (1+3)=(3i+2i2+3-2i) (1+3)=(3-2-55) (1 +3i)
=(1-5) (1+3)=1+3i—5i—152=1+15-2i=16-2i

(2+44) (4+2i) _8+4i+16i+8:* | 20i _20i _;

{:) 2+4i: - = = =
4-2i (4-2i)(4+2i) 16 — 44> 16+4 20
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y1-4i (1-49G-9) _3-i-12i+4* 3-13i-4 -1-13i -1 13,
¥ 35 T B+)B-)) 9_;2 941 0 10 10
by 4+di _ (4+4)(3-5) _ —12-20i-12i-20: | -12-32i+20 _

3+5i (=3+5i)(=3-5i) 9_25:2 9425
8-32i 8 32. 4 16

- o 22, 4 16,

34 T34 3417 17
) S+l _ G+)(2+41) _—10+5i—2i+i® _-10+3i—1 _—11+3i _—11 3

27 (2-)(2+d) 4+l 5 s 5 st
y Lesi_ (1450 (3—4) _3-4i+15i-20 _3+11i+20 _23+11i _23 11,
V' 334 3+ 4i) 3 4i) 91672 9+16 25 2525
k) 4—'2Z'= (4_21)(_1) =—4i+2i2 =—4i—2=—2—4i

i i(—i) 1
_ 2, _6- 6,_ 9,6,
D)6 3<5+51> 6 15+51 9+5l
my 302029 92(1-2i) _-9(1-2i) _-9+18i _ (9+18)(2-2i) _
(2+2i) (2+2i) (2+2i) (2+2i) (2+24)(2-2i)
_ —18+18i+36i—36i2 _ —18+54i+36 _ 18+54i _ 4

18 ,54;_9 27,
8 "8 "4 4"

4 — 442 4+4 8
3 Obtén polinomios cuyas raices sean:
a)2+43i y 2-43i b) -3i y 3i )l+2iy3-4i
(Observa que solo cuando las dos raices son conjugadas, el polinomio tiene coeficientes reales).
3 b= @+ {30) = @ = 3] = (66— 2) = 3] [(x=2) + {31 = (v 2> — (Y3 =
=x?—bx+4-32=x?—dx+4+3=x>—4x+7
b) [x— (=39)] [x—3i] =[x+ 37] [x— 3] =x2 = 9i* =x>+ 9
o) [x—(1+2)] [x—(3-49)] = [(x—1) = 2i] [(x—3) +4i] =
=(x—1) (x—3) +4(x—1)i—2(x—3)i — 8i* =
=x?—4x+3+ (4x—4—2x+06)i+8=x—4dx+ 11+ (2x+2)i=
=x2—dx+ 11 + 20+ 2i =x% + (=4 + 2d)x + (11 + 24)

4 ;Cuinto debe valer x para que (25— x7)? sea imaginario puro?
(25 — xi)? = 625 + x%i* — 50xi = (625 — x*) — 50xi
Para que sea imaginario puro:
625-x*=0 — x*=625 — x=+/625 = +25
Hay dos soluciones: x; = =25, x, =25
5 Representa grificamente 2, = 3 + 24, z, =2 + 54, 3; + 2,. Comprueba que z; + 3, es una diagonal
del paralelogramo de lados z; y z,.

Z1+2=5+7i

Z1 + 2y

21

\\\\ ~
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1 ;Verdadero o falso?
a) Los médulos de dos niimeros complejos opuestos son iguales pero con signos distintos.
b) Los médulos de dos complejos opuestos son iguales.
¢) Los médulos de dos complejos conjugados son iguales.
d) Los argumentos de dos niimeros complejos opuestos difieren en 180°.
e) Los argumentos de dos nimeros complejos conjugados son opuestos (0 y —00).
f) El argumento de cualquier niimero real es 0.
g) El argumento de los niimeros reales negativos es 180°.
h) El argumento de un imaginario puro es 90° o 270°.
a) Falso. El médulo de un niimero complejo no nulo siempre es un ndmero positivo.

b) Verdadero.

Si z=a+bi = —z=—a—bi = |—z|=V(-a)2+(=b)2={a® + b*=| 5|

¢) Verdadero.

Si z=a+bi = z=a—bi — |z|=\a2+(b)2=\a2+b*=| z|

d) Verdadero. Podemos verlo en el gréifico siguiente:

‘T
Z S
[N ‘4, :
—Z
. _|180
LT
| 13
L BT g0
7‘!4‘
rf =

e) Verdadero. Podemos verlo en el gréfico siguiente:

2|
N

f) Falso. Solo los niimeros reales positivos tienen argumento 0°.

g) Verdadero, porque sus afijos estdn en el eje horizontal negativo que forma 180° con el eje horizontal
positivo.

h) Verdadero. Porque su afijo estd en el eje vertical que forma 90° con el eje horizontal positivo en caso
de que la parte imaginaria sea positiva y 270° en caso de que la parte imaginaria sea negativa.
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& Escribe en forma polar los siguientes nameros complejos:

a)l+3i b) V3 +i o-1+i
d)5-12: e) 3i f)-5
a) 1+y3i=24 b) V3 +i=250 Q) —l+i=y235
d) 5—12i=13292037v C) 3i=390° f) —5 = 5180"
3 Escribe en forma binémica los siguientes niimeros complejos:
2) 5(2/6) rad b) 235 9 24950
d) 35400 €) 5180° £) 499
_ T e ®)os(¥3 ;153 .5,
a) 5(,[/6)-5<6056+zsen 6>_5<2 +12)_ oty

b) 21350 =2(cos 135° +i sen 135°)=2<—%+i%>=—«/§+ﬁi

©) 24950 =2135=—V2 +42i

_ o . o_af 1 .4B)_ 3 343.
d) 3,40 =3 (cos 240 +zsen240)_3( 5 12>_ S S

C) 5180° =-5
f) 4900 = 4i

4 Expresa en forma polar el opuesto y el conjugado del nimero complejo z = 7,.
Opuesto: —z = 71500, o

Conjugado: z =r3450:_¢

5 Escribe en forma binémica y en forma polar el complejo:

2z = 8(cos 30° + i sen 30°)

z=83ou=8(cos30°+isen30"):8(@+i%>=82—‘6+%i=4«/§+4i

6 Sean los niimeros complejos z; = 4690 y 2, = 35100
a) Expresa z; y 2, enforma binémica.
b) Halla z; -z, y 2,/2, y pasa los resultados a forma polar.
¢) Compara los médulos y los argumentos de z; - 2, y de 2,/z; conlosde z; y 2, eintenta

encontrar relaciones entre ellos.

a) z; =4600=4(60360°+isen60°)=4(%+i§)=2+2«/§i

2y=3510°=3(cos 210° + i sen 210°)=3(—§—i%>=—¥—%i

b) z, .zz=(2+2Bi)<_¥—%i>=—36—3i—9i—3@1’2=—3J§—12i+3f=_12i=122700

z_ \ 2 2/ _—3Y3-3i+9i+3{3i* _
z, (2+2439) (2+2437)(2-2434) 41242
=—3«B+6i—3«5=—6«6+6i=(i>

4412 16 4 )1500

) z1-23=460°-3210°=(4-3) 6004 210° = 1257

Q=3210°=<i) =<i)
zy 4ge \4)2100—600 \4/150°
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1 ;Verdadero o falso?

a) Al multiplicar un nimero complejo z por la unidad imaginaria i, se gira 90° alrededor del
origen.

b) Al dividir z por i, se gira 90° alrededor del origen en el sentido de las agujas del reloj.

c) El médulo del producto 7, - 73 puede ser menor que .
d (r450)4 es un nimero real negativo.
€) 1300 Y 73300 son conjugados.

f) 7300 y 72100 son opuestos.

a) Verdadero, porque 7 = lgg.. Al multiplicar por i mantenemos el médulo del nimero complejo y
sumamos un dngulo de 90° a su argumento, es decir, lo giramos 90° en el sentido contrario al de las
agujas del reloj.

b) Verdadero, porque 7= 19p.. Al dividir por 7 mantenemos el médulo del nimero complejo y resta-
mos un dngulo de 90° a su argumento, es decir, lo giramos 90° en el sentido de las agujas del reloj.

) Verdadero. Si 7'< 1 el médulo del producto, que es 7- 7', es menor que 7.
d) Verdadero. (74s.) A2 (% 4.45° = %) 180 que estd en la parte negativa del eje real.
e) Verdadero. 330° = —30°. Por tanto, son niimeros complejos conjugados.

f) Verdadero. Los dngulos 210° y 30° se diferencian en 180°. Por tanto, son niimeros complejos opues-
tos.

Pagina 155

Hazlo tu. Halla z,/z,; 205 23.

TR
25 35100 \3Jeoc—2100 \3 /1500 \3/210°

29 = (40r) ¢ = (49) 6. 600 = 4 096 3502 = 4 096

z5=(32100° =3 3.2100= 27 630- = 27 2700

2 Efectiia estas operaciones y da el resultado en forma polar y en forma binémica:
a) L1500+ 5300 b) 6450 : 3150 ©) 2100+ L0 * 3700
D) 5 2ns3) rad : 160° e) (1-43i)° £) (3 +2i) + (-3 + 24)

a) 1150°-530°=5180°= =5

b) 6450:3150=2300=2(cos30“+i5en30°)=2<§+i%)=«/§+i

©) 2100+ 1400 3700 = 6190 = 6 (cos 120° + i sen 120°)=6<—%+i73>=—3+3«/§i

d) 5 20/3) rad * L60° = 1200 : 100 = S 600 = 5 (cos 60° + 7 sen 60°)=5(%+i§>:%+ SBi

e) (1=434)°=(2300)> =321 5000 = 320 = 32 (cos 60° + 7 sen 60°)=32(%+i§)=16+16@i

£) 4i = 4oy
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3 Compara los resultados en cada caso.
a) (230)% (21509 (2270°)°
b) 260)% (215090% (22709)% (233090
a) (230007 =23 350 = 80
(2150°)% =23 1500 = 84500 = 890r
(227007 =83.2700 = 8310 = 890
b) 2gor) ¥ =2% c00 =16240-
(21509) * = 166000 =16 540
(2970 * =161 g = 16

(23309 =16 30- = 16400

4 Dados los complejos z = 5450, w =250, t= 4%, obtén en forma polar:

z 23 z w3
a)z-t b) " <) - d)—t
Z = 5450 w = 2150 t= 4Z= 4900

Se (5
a) z- w= 104 by £ -2 _°4% =<_>
60 w2 4300 4300 4 15°
2 12535 (125) (125) Q) 2w’ _ D45 84se
- - - - ~104,=10

9 w-r 21516780 \ 32 Jg0° \ 32 /300° : 4 4900 ‘

5 Expresa cos 30 y sen 30. en funcién de sen 0. y cos 0. utilizando la férmula de Moivre. Ten en
cuenta que:

(@a+b)3=a3+3a%b +3ab? + b3
(la)3=1(co.coc+z'sen(x)3=cossOc+z'36052Ocsenoc+3z'2msocsen20L+i3sen30L=
= 05> OL+ 3 cos” O sen OL 7 — 3 cos OL sen® OL— i sen> O =
= (cos3 oL — 3 cos o sen? ) + (3 cos? o sen O — sen® OU) i
Por otra parte: (1)3 =134, = cos 30+ sen 30
Por tanto:  cos 30 = cos> O — 3 cos OL sen’ O

sen 3 0L =3 cos® oL sen OL— sen’ o,



Unidad 6. Niimeros complejos VENENENSACHILLERATO)

Matematicas |

B Radicacion de nimeros complejos

Pagina 157
1 ;Verdadero o falso?

a) Los niimeros reales negativos no tienen raices cuadradas en el campo complejo.

b) El real -9 tiene dos raices imaginarias puras: 37 y —3i.

¢) El niimero 16 tiene dos raices cuartas reales, 2 y —2, y otras dos imaginarias puras, 2i y —24.
d) Ninguna de las cuatro raices cuartas de —16 es un nimero real.

e) El namero —8 tiene una raiz cubica real, el —2. Las otras dos raices cabicas son niimeros imagi-
narios conjugados.

f) 254 es una raiz quinta de 32¢..

a) Falso. Las raices cuadradas de los ntimeros reales negativos son niimeros complejos imaginarios puros.
b) Verdadero. Porque (37)2=3%2i2=-9 y (-3i)?=(-3)2?i*=-9.

¢) Verdadero. Porque 24216, (-2)4=16, (2)*=2%/*=16 y (=21) 4_(-2)4i%=16.

d) Verdadero. La potencia cuarta de un nimero real no nulo siempre es un ndimero positivo y no puede
dar nunca -16.

e) Verdadero. Las raices estdn en los vértices de un tridngulo equildtero y son 25, =2 = 21590 y 230¢°-

Como los dngulos 300° y 60° son opuestos porque 300° = 360° — 60°, los correspondientes niimeros
son conjugados.

£) Verdadero: (2g4)° =(2°) 5. g40 = 32420 = 320

2 Halla las seis raices sextas de 1. Represéntalas y exprésalas en forma binémica.

§1=10=1G60 16 =160 45 £=0,1,2,3,4,5

Las seis raices son:

1,43, 1,43,
].00=1 1600=?+71 11200=—?+71
1_43. 1_43.
lygpe=—1 1240“‘3‘7’ 1300“7—7’
Representacion
K7
il
3 Resuelve 23 + 27 = 0. Representa sus soluciones.
2242720 = 2=3-27=327 150-=3 180"+ 360" m)/3 = 360° + 12075 7=0,1,2
21 =350°=3 (cos 60° + 7 sen 60°) =3 l+z’£ =i+ﬁi 2°
2 2 2 2 /’
23=31800=—3 2
3
~ 300 = 3 (cos 240° 4 sen 240%) =3~ L ;3 ) 3 _ 343, /
23=340-=3 (cos +1sen ) 3( I Sy Z/
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4 Resuelve estas ecuaciones:

a)zt+1=0 b)2®+64=0
a) z441=0 — z=4ﬁ=4V1180°=1(180°+360°/e)/2=145°+90°/e; k=0,1,2,3
Las cuatro raices son:
2 2. 2 V2. 2 2. 2 2.
=ty b ligse=— T Iygg == n = g0 = =

1 <o
) 2
b) ZG+64=0 —> z:6"_64:6”64180°:2(180°+360°/e)/6:230"+60"k; k=0,1,2,3,4,5

Las seis raices son:

2300:2<£+il):«/§+1 200 =2i
2 2
3 . . 3 . .
21500=2(—§+1%>=—«/§+z 2210(,:2(—7—1%):—«/3—1
V31
2330_2(2 12>—«/§ i

25700 = —2i

S Calcula.
a) =i b) 4-8+8/3i o 25 d) /f*é’ﬁ
+43z2

3
a) «/jl=3«/1270°=1(270°+360°/e)/3; k=0,1,2

Las tres raices son:

3

1.
1210“‘7‘31 13300 =

Loge=7

4o afzi_4
b) ¥-8+8y37=Y16120-=2120°4 360° 14 = 230°s00° 45 £=0,1,2,3

Las cuatro I‘al/CCS son:
3. . NE .
2300=2<§+z%>=«/§+z 21200=2<—%+1g)=—1+«/31
1-1'@):—1—@1' 23000=2(§-z%)=6—i

25100=2|—=
210 ( B b

€) V=25 =425 130°=5(180°+360° #)/2 = D907+ 180° 45 # =0, 1

Las dos raices son: 59qe = 54 5570 = —5i

_ ; 3/48135°
d) 3/1%:62; _ /f2135 3 /2750=6ﬁ(75°+360°/e)/3=6ﬁ25°+1zo°k; k=0,1,2
60°

Las tres raices son: 6‘/5250; 6‘/5145"; 6«/5265"

6 Comprueba que si z y w son dos raices sextas de 1, entonces también lo son los resultados de las

siguientes operaciones:
2w, 2, 2% 2
w
zy w rafces sextasde 1 — 2°=1, w®=1

(z-w)0=2°w=1.1=1 = z-w es raiz sexta de 1.

6 6 z
(£> -2 1. v s raiz sexta de 1.

w wG 1
2_(z2)0=2122(z%3=13=1 — 22 esraizsextade 1.

3.(23)0=2182210.222(2H4.22214.1221.1=1 > 23 esrafzsextade 1.
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7 El nimero 4 + 37 es la raiz cuarta de un cierto ndmero complejo, z. Halla las otras tres raices
cuartas de z.

4+ 3i=5355
Las otras tres raices cuartas de z serdn:
536052 +90° =D 126050 =3+ 4
536752 +180° = V216752 = — 4 — 31
536°52'+270° = 306052’ =3 — 4i
8 Calcula las siguientes raices y representa graficamente sus soluciones:

a) V-9 b) ¥-27 o ¥2-2i

a3i=i o 372 £) /8i
1+4 Z
2) V=9 =49180° =3 (180°+360° 12 = 3907+ 180° 4 £=0,1

Las dos raices son:

[N
<0

3900 = 31, 32700 =-3;

b) 327 = 3«/271800 =3 (180°+360° #)/3 = 360°+ 12005 #=0,1,2

21

Las tres raices son: £
/
_ _ o o_a[1 . :4¥3)_ 3 343. -
21 =340 =3 (cos 60 +z:en60)—3<2+z 2)_2+ R )
3
2,=3150-=-3 \
N
o . o 1 . 3 3 3 . 23
23 =3300° =3 (cos 300 +zsen300)=3<5—z§)=%_ [z

Q) N2 -2i=V8315 =215+ 360° &y/3 = V2 105° s 120° 45 % =0, 1,2

Las tres raices son: z A

21 = 2105°=—0,37 +1,37i \
Z = ﬁzzs°=ﬁ<—£—£i>=—l—i L \*

2 2

23 = V2345 =1,37 - 0,37i

3(1=i 332315
d) V1 =4 o = Vo700 =1 7003600 /3 = Loo 120045 £ =0, 1,2

Las tres raices son:
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5 5 —;
e) \/_3—1.2:4,_31.2(751.)1):532i:5\/3290°:290°+360°k)/5:218°+72"/e; £=0,1,2,3,4

Las cinco raices son:

21 = 21g0 = 1,9 + 0,6 2
2 = 2000 = 2i a1 L
23= 2162 = —1,9 + 0,6i 7< S
24 =234 =—1,2— 1,6i R
25 = 2306 = 1,2 = 1,6

f) 3@:3m:2(90°+360°k)/3:230°+120°k§ k=0,1,2 B B
Las tres raices son: 3\ /”1
Z1 = 2300 ;
2z = 21500 ';,3
z3 = 25700
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1 Describe con palabras cada una de las familias (“son los nimeros complejos cuya parte real
vale ...”), escribe su ecuacién o inecuacién (usando Re, Im, | |, arg) y da un representan-
te de cada una de ellas.

a) b) c)/\ d) e)

a) Rez=3 b)-1<mz<3 oz =3 d) |#] > 2 e) Argz=90°
2 Representa.

a) Re (2) =-3 b) Im (2) =0 c)3<Re(z)<5 d)|z]| <4 e) Arg z = 180°

a) b)

) d)

e)
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1. Operaciones con nimeros complejos en forma binémica

1+bi
5-3i°

Hazlo ti. Calcula el valor de 2 y & para que se verifique 2 —3i =

Calculamos el segundo miembro de la igualdad.

L+bi _ (1+6i)(5+31) _ 5+3i+5bi+3bi* _5-36+(3+5b)i
5-3; (5-34i)(5+3%) 25+9 34

Igualamos las partes real e imaginaria.

_5-3b
77734
323456y _102-345h — b=—21
34
_5-3b _5-3(=21) _
a-—34 —)a-—34 — a=2

. Numeros complejos conjugados

Hazlo tu. El producto de dos niimeros complejos conjugados es 48, y el argumento de su cociente

es 60°. Hallalos.

Llamemos 7, y 7 alos dos nimeros complejos conjugados que buscamos.

>_4ge
ra-r_(x=4800 e d {;_a=0° —> r=m=4‘/§

Tol 7 = 1o, — 200=60° = o = 30°

Por tanto, los ndmeros son:
2= (603) 5
2 = (443) 300 =(443) 330

3. Relaciones entre las razones trigonométricas de un angulo y los nimeros complejos
Hazlo tu. Halla sen 15° y cos 15° a partir del cociente 1450 : 1500.

L4s0: 1300 =1150=1(cos 15°+7 sen15°) = cos 15° + i sen15°

1450 =1(cos 45° + i sen 45°)=£+£i

2 2
l3oo=l(ms30°+z’sen30°)=g+%i
2 42,
2 72 2420 (24420 (B—i) _ V6 -N2i+f6i+2 _ V6 +2+(/6-42)i
Boa, B (BB 3+1 4
2 2
Por tanto:

cos15° +isen15° =

642 {642 . i
4 + 7 17—
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4. Operaciones con niimeros complejos en forma polar
Hazlo tu. Calcula y representa las soluciones de m.
Pasamos z = -2 + 2437 a forma polar teniendo en cuenta que se encuentra en el segundo cuadrante.
|2]=1(2)2+(2/3) =4

tga:%:—@ — 0=120°

Ahora calculamos 27 = (4,;0:)? = (4%)5 . 120¢ = 64360° = G4y

Las raices cuartas buscadas son:

464002%_4%60/«; k=0,1,2,3

Si k=0 — 2, = 24200 =242 (cos 0° + 7 5en 0°) = 242

Si k=1 — 2, =24290° =242 (cos 90° + i 5en 90°) = 242 i

Si k=2 — z3=2y2180° =212 (cos 180°+7 5en180°) =242

Si k=3 — z4= 2422700 =22 (cos 270° +7 5en 270°) = =242 i

La representacién grafica de las raices es:

5. Resolucién de ecuaciones en C
Hazlo tu. Resuelve estas ecuaciones:
a)z¥+1=0

b)iz+3i-2=1+¢
D410 > =21 > z=9-1
-1 = ].1800. Por tanto, z = 4"1180°=1(180+360k)/4; k=0, 1, 2,3

Si k=0 — 2, = 1450=1(60545°+isen45°)=g+gi

Si k=1 > 2= 11350=1(cos135°+isenl35°)=—g+gi

Si k=2 = z3= 12250=1(cos225°+isen225°)=—g—gi

Si k=3 — 2= 13150=1(cos315°+isen315°)=g—gi

3-2i _(3-20i__,

b) iz+3i—2=1+i — iz=1+i-3i+2 — iz=3-2i —> z= i
i i-i
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1. NUimeros reales y nimeros imaginarios

1+ 3xi

Hallar el valor que debe tener x para que el cociente 34

sea:

a) Un nitmero real.
b) Un niimero imaginario puro.

1+3xi  (1+3xi)(3+4i) 3+ 4i+9xi +12 xi* _ 3-12x+(4+9x) i

3-4i (3-4)(+4i) 9+16 25
a) Para que sea real, la parte imaginaria debe ser 0.
4+9%=0 > x= —%

b) Para que sea imaginario puro, la parte real debe ser 0.

3-12x=0 — x=%

2. Numeros complejos que cumplen ciertas condiciones

Matematicas |

Hallar un nimero complejo que tenga el mismo médulo que 42 +3/2i y cuyo afijo esté en la bisec-

triz del primer o tercer cuadrante.

El nimero buscado debe ser de la forma & + 47 para que esté en la bisectriz del primer o tercer cuadrante.

|+ ai|=Aa® + i = 24%
4424312 [=4(442)2+(342)2 =542

Luego:
a;=5
V2a2=5y2 = 24%=50 - 4*=25 > {ﬂl 5
25—

Por tanto, los nimeros complejos buscados son z; =5 + 57 y 2z, =-5—5i

3. Suma de nimeros complejos expresados en forma polar

Calcular:
2z - ‘/3 =zt 33n
6 2

- T eon )= ;
2%—2<cos6+zsm 6) «/§+z
V3.=43 (cos mw+isenm)=—43

Por tanto:

27 —y3,+33n =y3+i—(=y3)+(-31) =243 - 2i (que estd en el cuarto cuadrante)
6 2

1243 =2i|=y(243)2+(-2)% =4

tg(x=i__i=_£ - OC:330°= 117‘5 rad

23 |3 3 6
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Potencia y raices de nimeros complejos

Una de las raices sextas de un niimero complejo z es — 3 +i. Calcular z y el drea del hexdgono cuyos
vértices son los afijos de las raices sextas de z. Hallar esos afijos.

Como z = (—y3+1)°, pasamos a forma polar el nimero —y3+7 que estd en el segundo cuadrante.

|—«/§+i|=«/(—«/§)2+12=2
1 3

go=—==—"2> — 0=150°

~5 3

z= (2150°) 6= (26) 6-150° = 64900° =64 g0

G‘/m:G‘/@(ISOGGOIe)/G; k=0,1,2,3,4,5

Las raices y los afijos son:

Si k=0 — z; = 250.=2(cos30°+isen30°)=y3+i = A(3,1)

Si k=1 — 25=290:=2(cos90° +i 5en90°)=2i —> B(0,2)

Si k=2 — 23=2500=2(cos150° +i 5en150°)=—{3 +i — C(~y3,1)
Si k=3 — 24=25,0=2(cos 210°+7 sen 210°) = —y3 —i — D(—y3,-1)
Si k=4 —> 25=2,70:=2(cos 270° +i sen 270°) = —2i — E(0,-2)

Si k=5 = 2z5=23300=2(cos 330° +7 5en330°) =3 —i — F(y3,-1)

La longitud del lado del hexdgono es igual al radio de la circunferencia circunscrita, que es igual al médulo
de cualquiera de las raices, es decir, 2. El apotema del hexdgono regular es 2 - cos 30° = V3.

Por tanto, el drea del hexdgono es:

- perlmetroz- apotema _ 6-22 3 =643 u?

Interpretacion grafica de igualdades con nimeros complejos
Representar, en cada caso, los niimeros complejos que cumplen la condicién dada.
a)z+z=2 b)z—z=—4i o|z|=3
a)Si z=a+bi > a+bi+a—bi=2 — 2a=2 — a=1 — Re(z)=1y se obtiene la figura a).

b)Si z=a+bi —> a+bi—(a—bi)=—4i — 2bi=—4i —> 2b=—4 — b=-2 — Im(z) =2 yse obtie-
ne la figura b).

c) Como |z|=3 y el argumento puede ser cualquiera, se obtiene la circunferencia de radio 3.

1
\

Re(z) =1 Im (2) =2 |z| =3

a) b) c)

3
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Para practicar

B Numeros complejos en forma binédmica. Operaciones

1 Calcula.

a) 3+2) 2-4)-(1-4) (2-34)

b) 3 + 2i (-1 + ) — (5 — 4i)

c) —2i —(4-14)5i

d) (4-37) (4 + 3i) — (4-3i)?

Q) 3+2i)2-i)—(1-i)(2-34)=6-3i+4i—2i* -2 +3i+2i-3i*=

=6-3i+4i+2-2+3i+2{+3=9+06;

b)3+2i(-1+i)~(5-4i)=3-2i+2i>-5+4i=3-2i-2-5+4i=-4+2i

) —2i— (4 —1)5i=-2i—20i + 5i* = -22i — 5 = -5 — 22i

d) (4-31) (4+30) - (4-30)% = 16— (3)> — 16 — 9i> + 24i = 16 + 9~ 16 + 9 + 24i = 18 + 24i
2 Los puntos A, B, C, D corresponden a los afijos de los niimeros complejos z;, z,,

235 Z4e

Efecttia y representa.

a) 21+ 24— 2+ 23 A

b) (Zz - 21)2

5 (Zl - 24)
Zz+Z3 c

©)

o F1m5
23+ 24

z=5+3i 2y =-2+2i 23 =—3i z5=2

) g=2] 84— 2 23 = (5+31)2—(=2+24) (=37) =10+ 67 — 6i + 6i* = 4

b) 2'=(zy) — 21) 2 =[2+2i = (5+30)]% = (-7 =) > =49 + 147 + > = 48 + 14i

Q) 2= 5(z1—29)  5(5+3i=2) 50B+3i)  (15+15)(2+4) —30+15i—30i+15:>

Zy+zy  —242i+(=3i) 2-i  (2-i)(2+i) ) =-9-3i

&g Bi=%2 _5-3i=(2-2)  (7-)Q2+3) _14+21i-2i-3i> _18+19i
23+ 24 2-3; (2-3i)(2+3i0) 4+9 13

Representacién gréfica:

10 ¥
—10 | |*
< |Z 10720 130 40 | 50
~10
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3 Calcula en forma binémica.

B +3i) (4-24) —2+3i 2+5i 4 1+i —3-2i
2) 2-2i ) (G+24)(-1+7) 932,19 D it 130

2) (B+3)(4-2i) _12-6i+12i—6i> _ 18+6i _ (18+64)(2+24) _
2-2i 2-2i 2-2i  (2-2i)(2+2i)

36+36i+12i—12 _ 24+48i _a .
- 4+4 = 3 —3+6l

) 243 2+3i _—2+3i _ (2+3i)(-6-2i) _
4+2)(-1+4) —-4+4i-2i-2 —6+2i (-6+24)(-6-2i)

_12+4i—-18i+6 _18-14i _9-7i _ 9 7 ;

36+4 40 20 20 20
Q) 2450 (1 2-2i+5i+5 _7+3i  (7+3)(3+2) _21+14i+9i-6 _15+23i _15 23,
3-2i 3-2i 3-2i (3-2i)(3+2i) 9+4 13 1313
& 1+i =3-2i () Q+i) (3-20(1-3) _2+i+2i-1 -3+49i-2i-6_
2—i 143 (2-)@Q2+i) (1+3)(1-3i) 4+1 1+9
_1+3i  9+7i 2+6i-9+7i _—7+13i -7 13
5 10 10 10 10 10

4 Dados los niimeros complejos z=1-34, w=-3 + 24, t=-2i, calcula:

a) zwt b)zt—w(t+ 2) c) %t

d) 2z -3t e) 3z+itw
w 3

zz—wtz
bh=—=—

z=1-3i w=-3+2i t=-2i

a) zwt = (1-34) (=3+24) (-24) = (=3 + 2i + 9i — 6i%) (-24) = (B + 114) (-2i) = —6i — 22i* =22 — 6i

b) 2t —w(t +2) = (1= 34) (< 24) — (=3 + 24) (<21 + 1= 34) = (=24 + 6i%) — (=3 + 3i) (1= 54) =
=(=6-24) = (-3+2) (1-54) = (=6 —24) = (-3 +15 + 2i —=107?) =
=(-6-2i)— (7 +17)=-13-19i

) L4 =342 (o 6i—4i2  (4+6)(1+3) _4+12i+6i+18:%

1-3i 1-3i 12-(34)? 1+9
_—14+18i __7 . 9.
"7 10 55"
d) 22-3r _2(1-3)-3(2i) _2-6i+6i_ 2(3-2) _ 6-4i__ 6 4,
w —3+2: —3+2 (=3)% - (24)? 9+4 13 13

0 3Z;i’w= 3(1—31';”'(—21') (_3+21~):%(_3+21)2

=<%—3i>(—3+2i)=—5+13—0i+9i—6z’2=1+33—7i

) 22w _ (1-3)%—(-3+24) (2% _1-6i+9i*—(-3+24) (- 4) _
2 2 2

_—8-6i—12+8i _ =20 , 2.,_ 10,;

2 2 2
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5 Calcula.
a) 37 b) i126 ) 7 d) i64 e i_216
Q) =il =i b)i'6-2-—1 o i‘7=il7=_%_=i d) %4 =101 o) i—216=i2%=ii0=%=1
6 Dado el nimero complejo z=— % + gi, prueba que:
aA)l+z+22=0 b)§=z2
2
Dz ( uﬁ,) 1,32 ¥, 1.3 B, 2 B, 1 B,
2 4 4 2 4 4 2 4 2 2 2
(oL B B By 1 B3,
l+z+z l+< 2)(2+2z)—1 2+2z > 2
Lo 1 1 2 2(-1-43i)
2z 1 3. —1+y3i  —1+43i (-1+430)(-1-431)
2" 2 2
_2(1-434) _2(-1-43) _-1-{3i __1 43,
1+3 4 2 2 2
z%= —% — @z’ (lo habiamos calculado en a).

Por tanto; - = z2.

zZ

7 Calcula m y n para que se verifique la igualdad (2 + mi) + (n + 5i) =7 - 2.
Q+mi)+(n+5)=7-2i

2 5 . 9 2+7l=7 }'Z:S
Q+n)+(m+5)i=7-2i —> 52| m=—7
8 Determina % para que el cociente k +’: seaiguala 2 4.
\ kil o k=3
/e+i=(/€+i)(1—i)=/e—/ei+i+l=(/€+1)+(1—/€)i=</e+1) (1 /«) o102
1+ (1+4)(1-2) 1+1 2 2 2 1_k=—1—>k=3

Por tanto, k= 3. ?
9 Dados los complejos 2 —ai y 3 — bi, halla @ y b para que su producto sea igual a 8 + 44.
(2= ai)(3—bi)=8 +4i
6—2bi—3ai + abi* =8 + 4i
6—2bi—3ai—ab=8+4i
(6—ab)+(-2b—-3a)i=8+4i
6-ab=8
{—2/7 —3a=4

4+3a
b=="7

_ (4+3a)_ da+3a>
6 a(—_z )-8—>6+72 =8

2
4LZ+T3d=2 — 4a+3a%-4 > 342+4a 4=0

Pt J16+48 =_4+3< _>b__3
6 =12 5
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B Numeros complejos en forma polar

10 Representa estos nimeros complejos, sus opuestos y sus conjugados. Exprésalos en forma polar:
a)l-i b)-1+i o) V3 +i d)—y3 -i
) —4 £)2i g)—%i h)2+2/3i
a) 1-i=42315
Opuesto: —1+7=42135°
Conjugado: 1+i= «/5450

=1+ 1+7

b) —1+i=1y2135
Opuesto: 1—i=4y2315
Conjugado: —1—i=4225

c) «/3 +i= 2300
Opuesto: —y3—7i=2,0
Conjugado: 3—i= 2330 P

+1

o | \g

d) —/3-i=2 3
Opuesto: 3 +i =253 N
Conjugado: —y3+i=254 Ve

+ i

NG

e) —4=4g0
Opuesto: 4 = 4.

Conjugado: —4 = 4,

£) 27 = 2¢¢

Opuesto: —2i = 2y7.

Conjugado: —2i = 2,7

_3._(3
8 4! <4>270°

. i‘z i 3il4
Opuesto: 41 <4>900

-3i/4
: . 3. (3
Conjugado: 7 < 4)900

h) 2+2y3i= {1440
Opuesto: -2 — 2437 = 14240 A
Conjugado: 2—2y3i=41430¢°

2 4123}
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11 Escribe en forma binémica estos nimeros complejos:
a) 2450 b) 3(7‘[/6) C) \/51800 d) 1700
©) L) £) 52700 8 lisoe h) 41000

a) 2450 =2(cos 45° + 1 sen 45°) = 2(£ z£) V2 +42i

3(eos Ty isen ) o3(¥3 ;1) 343, 3,
b)3(n/6)—3<cos +1 sen )—3(2+12>— AL

6 6
©) ¥2180° =2 (cos 180° +7 5en180°) =2 (~1+7-0) = —2
d)174=17
e) 1(n/2)=cos%+z'sm%=i
£) 570- =51
©) 1ysgr=cos150°4 i sen150°=— 33 ;L3 1,

2 2 2 2
h) 4,ge =4 (cos100° + 7 5¢n100°) =4 (-0,17 +7-0,98) =-0,69 + 3,94i

12 Dados los ndmeros complejos: z; = 2550, 2, = 419905 23 = 33150 calcula:

a) 212 b) 2y 23 C) 2]+ %3
d =3 o 22 £ EL°%5
21 31 )
8 312 h) 223 i) z§
a) 21-2,=83p b) z,-23=12-5 ) 21-23=0))5
z z z1-2
d)—3=1,5450 C) —2=2_1500=22100 f) 1 3 =1,51050
21 2]
8 21 =450 h) 23 =64 ) 23=8150

13 Expresa en forma polar y calcula.

a) (-1 -4)>5 b) 41-43: ) 464
d) ¥8i e) (<243 +2i)° £) 3 - 4i)3

) (-1-9°=(2225)° = 4421 125 = 44245 =4J—(£+£1>—4+4i

b) ¥1-V3i=42500-= 42300+ 360° n) 14 = 44275 90705 =0, 1,2, 3
Las cuatro raices son: 4275+ 421650 42255 42345
o) 464 =464 = 425600 114 = 2420043 k=0,1,2,3
Las cuatro raices son: 242¢° =242 2«/5900 =242i  2421500=-242 2«/22700 =_22i
d) ¥8i =800 =200, 360° /3 = 230° s 120045 k=0, 1,2
Las tres raices son: 230 =43 +i 21500 =—V3+i 29500 =—2i
€) (<243 +21)° = (4150:) © =4 096> = 4 096450 = —4 096

f) 3417 =(5306°52)> =125920 36 =125200° 36
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14 Calcula y representa grificamente el resultado.
\3
a) ( 1-4 )
3+i
3 1+7
b 2i
3 3
B+i 230 2 Jagse)  \ 4 Jgsse
=g(msl35 +7sen135°) =
=£<_£+iﬁ> S

)135“

2 2

4 =—+—i

4 4

3[Tei _3[(ed@rd) 3143 31,3,
b) 57 = (2-1')(2”')‘\/ sl‘\/s 5'7

5 71034 \ 5 Jgresaazsoens DO 2351 +120%%

Las tres raices son:

12 _0,785+0,347i
523°51

6z .
VF sy =-0:693+0,56i

6 ;; _ B .
@263051, =-0,092 - 0,853

18

Calcula y representa las soluciones.

a) Y4-43i b) ¥-16 ) ¥-27i
a) V4 - 4431 =38300-= 2300+ 360" /3 = 2100° s 120° 43 # =0, 1,2

Las tres raices son:
21000 = —0,35 + 1,971
22200 = —1,53 - 1,261
25400 = 1,88 — 0,68
b) 4-16 = V16150 = 2(150°. 360" /4 = 2500045 %= 0,1, 2,3
Las cuatro raices son:
2450 = N2 +42i 21350 = =2 +42i
2p050= 2420 2315=42-2i

Q) N=27i=3027 370 =3 2700 3600 135 k=05 1,2

Las tres raices son:

390°=3i
__33 3,
32100= !
_3B 3,
33300 =5~

NNCNSAC HILLERATO

Matematicas |

NI
NI

k=0,1,2

N | w7
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16 Calcula pasando a forma polar.

a) (1 +43)

8
) (1-4)°

o Y-64

2-2i
d -3+3i

a) (1+i«B)5=(26Oo)5=323000:32(605300°+z'sen300°)=32(% L) 16-1643i

b) 8 _ 8° _ 8p° _ 8¢° =(8> (2)
(1-9°  (2315)° 44215750 4421350 \442 ) 135 [225

= 42225 =42 (cos 225° + i sen 225°) = «f(————z)-—l—i

C) 6v—64 = 6«/641300 = 6‘/?(180%360%)/6=230°+60°/€§ k= 0,1,2,3, 4, 5

Las seis raices son:
2300=«/§+i 2900=21 215()0:_ 3+l

25100=—3~i 2970°=~2 25300 =3~i

)\/2721 /2«f315 > <\/Z> ko0, 1
-3+3i V21350 180 3 /(180°+360° ) /12 3 )90° +180° &

Las dos raices son:
B (B
3 /900 V3 3 )270° 3

1'7 Expresa en forma polar z, su opuesto —z, y su conjugado z en cada uno de estos casos:

a)z=1-3{
b)z=-2-2i
o) z=-2y3 +2i
d)z=-5

e z=7i
f)z=-3-4i

a) z=1—«Bz’=2300o; —z=—1+y3i=2,0 2=1+43i=24p

b) 2=-2-2i=2{2005 —5=2+2i=22455 5=-2+2i=2{2135
0) 2=-2{3+2i=4 50 ~2=23-2i=43305 =-2{3-2i=4yp
d) z2=-5=5g05 —2=5=5¢5 2=-5=51g¢°

€) 2=7i=T9ps —z==7i=7 05 2=-Ti=7 y70°

£) 2=-3—-4i=5)33 135 —2=3+4i=553 133 2=-3+4i=55587
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18 Representa los poligonos regulares que tienen por vértices los afijos de las siguientes raices:

a) Vi b) §-1 o) 42/3+2i
a) 5‘/—'=5«/190"=1(90°+360°/e)/5=118°+72°/e§ k=0,1,2,3,4

Las cinco rafces son: 11ge; 1gges Ligoes 193405 13060

Representacién del poligono (pentdgono):

N
(4

6 6 A
b) %=1 =1 1500 =1 180°+ 360° by/6 = 130+ 6o 45 £=0,1,2,3,4,5
LaS SeiS raiCCS son: 1300; 1 900; 1 1500; 12100, 12700, 13300

Representacién del poligono (hexdgono):

o 423+2i=445p.= 223004 360° 014 = V2730 19043 k=0, 1,2,3 B
N
Las cuatro raices son: v270305 v297°305 v2187°305 ¥2277°30° A\

Representacién del poligono (cuadrado): il

1 .43

19 Calcula 2% y ¥z, siendo Z=-+ 71’.

Primero, pasamos z a forma polar:

4] -

3
tgd:%:—«/g — 0.=120° porque z estd en el segundo cuadrante.
2
Luego z= 1.
_ 1 43,
z5=(1—120°)5=(1240°)5=(15)5-240°=1120°=Z=—3+g
V2 =Vlase = (VD) apr 3607 914 £=0,1,2,3
Si £=0 — z; =145 =1(cos 60° +zsen60)—% g:
Si k=1 z2=11500=1(605150°+i5e'n150°)-—§+%i
Si k=2 — z3=12400=1(cos240°+isen240°)——%—ﬁi
Sl k:3 — Z4=133Oo=1(C053300+i5€n3300) g—

N N
B - .
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M Ecuaciones y sistemas en C

20 Resuelve las siguientes ecuaciones y expresa las soluciones en forma binémica:

a)z2+4=0
b)z2+2+4=0
0)z2+3z+7=0
d)z2-2+1=0
) 2 . Zl=—2i
a) z°+4=0 > z°=—4 > z=iJ—7=i21<z2:2i
Zl=_l—£i
b)zz+z+4:0%z:_lim:‘li‘/—wz—limz< 272
2 2 2 1415,
Zy=——+ i
2
Zl=—i—JT9i
c) zz+3z+7=0—>z=_3i'9_28=_3im=—3i«/ﬁl< 22
2 2 2 oo 3,419,
2727 2
Zl=l—ﬁl‘
2 _ C1xJ1-4  1£{-3 1+43i 2 2
d)zo—2+1=0 — z= 3 == <z_l+£i
27272
21 Resuelve estas ecuaciones:
a)z>+32=0 b)iz3-27=0 z3+8i=0 d)izt+4=0

a) 22+32=0 = 22=-32

2=3-32= 32150 = 215004 3605 = 23604 72045 k=0, 1,2,3, 4

Las cinco raices son:

2360 2108 21800 22500 2340

b) iz —27=0 — 22+27i=0 — 2°=-27i

2=3-27i =327 1300 =3 27004 3600 73 = 390 120045 # =0, 1,2

Las tres raices son:

3900 32100 3330

) 22 +8i=0 — z=%-8i=8,: =20270°+360° 413 = 290° 4120043 k=0, 1,2

Las tres raices son:

290=2i  2500=—43—i  2330:=43-i

dizd+d4=0 > 24— 4i=0 - 24=4i

z=44i = 4f4qq =2 (0001 360° k)14 = V22230000 k5 £ =0,1,2,3

Las cuatro raices son:

V222030 =1,3+0,5i

2112030 =—0,5+1,3i

V2202:30' = 1,3 -0,5i

V2292030 =0,5-1,3i
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22 Resuelve las siguientes ecuaciones en C:

23

a)z2+4i=0

b)22-22+5=0

0 2z2+10=0

d)z*+1322+36=0

Q) 22+4i=0 > z2=—4i > z=«/—74'=\/?700 = 2=2(270° 1+ 360° k) /25 £=0,1
Las dos raices son: z; =235, 2, =23;50

z1=1-2i

Zz=1+2i

b)z2_2z+5:0_)ZZZng—ZO:21V2—16:1i24i:1i2i<

ZIZ— 51
2 _ 2 _ 2_ _ .
) 222+410=0 — 22°=-10 = 22=-5 = z=%45i <z2=J§z‘
d) 2% +132%+36=0
Z2=t
2 +13:+36=0

t=—13’—“‘/1269—144=—13215 <t=—94
t=—

22=—4 — z=22i

22=-9 > z=13i

Las soluciones son: 27 = 29p; =27 = 25705 37 = 39ge; —37 = 357
Obtén las cuatro soluciones de las siguientes ecuaciones:
a)zt-1=0
b)z%+16=0
) zi-82=0
a) z%-1=0 - z*=1 > z=4ﬁ=4m=13600k/4 =lggps #=0,1,2,3

Las cuatro raices son:

1y =1
Loge =1
1ygpe=—1
1o7ge=—i

b) 2%+16=0 — 2*=-16 — 2*=¥=16=4/16150-= 2 (150" 360° /4 = 2450 s00°43 k=0, 1,2,3
Las cuatro raices son:
2yso=42 +42i
21350 =2 +42i
2= 21
S

z=0
4 3
—8 —0 —8 —O
c z 2z — z(z ) < 313

3J§=3«/8_0“2(360"/@/3 =215043 k=0,1,2

Las soluciones de la ecuacién son: 0; 2g0=2; 2500 =—1+y37; 2540 =—1—43i
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24 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

) 3z—w=1-4
2z-3w=8-8i

{z+3w 8- 31
{5z+4w 111
d {2 5w——5+2i.

32— w=1-i 3.2 |-9z+3w=-3+3i
2z-3w=8-8i 2z-3w=8-8i

5

Sumando obtenemos: —7z=5-5i — z= - + %z’

5. 51 15 15, 4., 22 22,
3(7+7z>wll%w 7+711+l 7+7z

){ z2+3w=8-3i .01 {—2z—6w=—16+6i

2z+ w=6-—1i 22+ w=6-—1i

Sumando obtenemos: —5w=-10+5; > w=2—1i
z+32—-4)=8-3i > z2=8-3i-6+3i=2
Sz+4w=11i .04 5z+4w=11i
3z-2w=11; 6z —4w=22i
Sumando obtenemos: 11z=33; — z=3;
5087 +dw=11i = 4dw=—-4i > w=—i

d 2z —S5w=-5+2i —2.(1.9) —4z+10w=10—4;

) 4z -3w=-3-10; 4z - 3w=-3-10;
Sumando obtenemos: 7w=7—-14i - w=1-2i
22—5(1-2i)==5+2i — 2z2=-5+2i+5-10i = z=-4i

Para resolver

25 Calcula a y b de modo que se verifique:
(@a+b6i)*=3+4i
(a+bi))?=3+4i — a*+bi®+2abi=3+4i —
a’—b*=

2 72 ;= /
— a“—b*+2abi=3+4i — 2ab=4 —> b=i=;
2a a

2
a* - %) =3 > az—iz=3 = at—4=322 > 44 -342-4=0

34+ ‘/71 3+5 2.4 — g=+2
* < a*=—1 (no vale)

“ 2
a=-2 —> b=—
a=2 — b=1
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26 Halla el valor de & para que el producto (3 —67) (4 + bi) sea un niimero:
a) imaginario puro. b) real.
(3—6i)(4+bi)=12+3bi —24i +6b=(12+6b) + (36— 24) i
2) 12+66=0 — b=-2
b)36-24=0 - 6=8

27 Determina a para que (2 —27)? sea un niimero imaginario puro.
(a—20)% = a? + 4i* — 4ai = (a* — 4) — 4ai

Para que sea imagiario puro, ha de ser:
ﬂl = —2
2_4=0 > a=+2
a 0 a=t < 4y=2

28 Calcula x para que el resultado de (x + 2 + éx) (x—7) sea un nimero real.

(c+2+ix) (x —8)=x% —xi+ 26 — 2i + x%i — xi% =

2 2

=x?—xi+2x—2i+ixt+x=(2+3x)+(x2—x—2)i

Para que sea real, ha de ser:

-1
s 1+/1+8 _1:3 1
x? —x 2—O—>x—72 == <x2=2
29 Calcula el valor que debe tener a4 para que el médulo del cociente “1"' 2¢ gea 3«25 .
—1i

_a+2i _(+2)(+4) _a+ai+2i+2i* _a— 2+(ﬂ+2)i
1—i  (1-2)(1+9) 1+1

|z|=\/<¢52)2 (a+2) \/ﬁ \/m 36

Elevamos al cuadrado los dos miembros de la igualdad:

a_
d+4 9—)&1 5<ﬂl
,=—

30 La suma de dos nimeros complejos es 3 + . La parte real del primero es 2 y el cociente entre
este y el segundo es un nimero real. Hillalos.

Sean z=2+ bi y w=c+di los nimeros complejos buscados.
2+¢=3 > c=1

z+w=3+i > 2+bivc+di=3+i > {b+d=1 (1)

Por otro lado:
2=F

Eok > z=kw > 2+ bi=k(1+di) > {bz’:/m’z’ S b-2d

Ahora sustituimos en (1):

bid=1— 2d+d=1— d= 3—>b 2%%
1

Los nimeros buscados son z=2+%i y w=1+—1.

3
31 Siz=(%+i'+2+3+...+i19(3 + ki), hallael valor de £ para que el médulo de z sea 5.

21020
O+il v 410 % porque es la suma de los términos de una progresién geométrica de razén i.
l_
ii10-40 M0 i1 _ -D)G+1l) 2 ii-1 _ -2i _
i—1 i—1 i—1 (i-1)(F+1) -1 -2
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Por tanto: z=i-(3+ki)=—Fk +3i
|z|=A(=k)2+32 =k +9
|z|=5 —> Vk2+9=5 — k1=2, k2=—2

32 ;Para qué valores de x es imaginario puro el cociente x—_4.z?
x+i

x—4i_(x—4i)(x—i)_x2—4+ —Sx_;

x+i (x+2) (x—1) x4l w241

Para que sea imaginario puro, ha de ser:

2_4 x=2
=0 o =0 < T

x2+1

33 Halla dos nimeros complejos tales que su cociente sea 3, la suma de sus argumentos /3, y la
suma de sus médulos 8.

* Lldmalos 1y y sy y escribe las condiciones que los relacionan.

L=3

s

r+s=38
=

o+f= 3

o-B=0°

Hallamos sus médulos:

L=3 |r=3s
s

35+5=8; 45=8; s=2; r=06
r+s5=8

Hallamos sus argumentos:

osBol
+P 3¢ a=p; 2B=£;B=%;Oc=%
oa-PB=0 3

Los niimeros serdn: 65 v 2.4

34 El producto de dos niimeros complejos es 29g. y el cubo del primero dividido por el otro es
(1/2) oo. Hallalos.

Llamamos a los nimeros: z=7, y w=sp

r-s=2

ra-5B=2900< a+B=90°

73/:=1

b’ (1) <2

B 2 Joe 300—-B=90°

res=21 L o29 , ) 1> 5=2.13=2
S 3727:2—>r:1—>r:

=g s=27 —1(no vale)

— 400=90°+360° %k — a:w; £=0,1,2,3

300-B=0° 4
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Hay cuatro soluciones:

z1=lype sy = w1 =227 =213 = 26750
Zy=1112:30 = Wy =2337:3¢

z3=1ly0p030 = W3=2607°30' = 2247°30’
z4=1392:30 = W4=2g77°30 =2 15730

35 El producto de dos nimeros complejos es —27 y uno de ellos es igual al cuadrado del otro. Cal-
culalos.

Llamemos z y w alos complejos buscados.

{zw=—27 = w3=27 = w=¥-27 = w=327 150 =3 (150 3603 k=0,1,2

z=w2

*Si k=0 — wl=360°=3(co:60°+z’xen60°)=%+3fi

&

zy=w} =(3402) 2 = 91200 = 9 (cos 120° + 7 5en120°) = — 9,243

0|

2
*Si k=1 — wy=3,500=3(cos180°+7 sen180°)=-3

2y =w5=(3150°) > =990 =9 (cos 0°+7 sen 0°) =9

eSi k=2 — ws=33000=3(ms300°+i&en300°)=%— 3fi
23 = w3} = (33000) 2 = 92400 = 9 (cos 240° + i sen 240°) = —% - 9f i
Hemos obtenido tres soluciones del problema.
36 Halla, en funcién de x, el médulo de z = i+—§;

Demuestra que |z| = 1 para cualquier valor de x.

| g|=| L [ A1
I—xil 1442

O bien:
_ d4xi _ (1+x7) (1 + xd) \ 1+x2+2xi= 1—x? s 2x

1—xi (11— i) (1+xi) 1+ x2 l+x%  1+x?
2= 1—x? 2+ 2x 2=\/1+x4—2x2+4x2= xt 22241 _ (1+x2)2=ﬁ=1

1+x2 1+x2 (1+x2)2 (1+x%)2 (1+x2)2
3'7 Halla dos niimeros complejos conjugados sabiendo que su suma es 8 y que la suma de sus mé-

dulos es 10.
z2+z=8

\z!+|§|=10} Como |z|=|z| = |z]=5

Si llamamos:
z=a+bi = z=a—bi
g+2=a+bi+a—bi=2a=8 — a=4

|z|=|Z|=Va? +b6*={16+b%=5 — 16+62=25 — b*=9 — b=+{9=13

Hay dos soluciones:
z1=4+3i > z;=4-3i

22=4—3i - 22=4+3Z'
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38 Representa grificamente los resultados que obtengas al hallar %-2-27 y calcula el lado del

tridngulo que se forma al unir esos tres puntos.

220 = 3825 = V22254 360° 13 = V2750 s 1207k
Las tres raices son:

%)= 275

Z2= ‘/5195"

z3=12315°

2
zZ <
2

N,
.53

Para hallar la longitud del lado, aplicamos el teorema del coseno:
[2=(ﬁ)2+(ﬁ)2—2ﬁ.ﬁ505120°:2+2—4<—%):4+2:6
/=16

39 Dibuja el hexdgono cuyos vértices son los afijos de §/~64.
:Obtienes el mismo hexdgono con los afijos de %/64i; 4/64; 4—6442
Compruébalo y representa los resultados obtenidos.
=64 = 64150 = 21502 36000165 #=0.1,2,3, 4,5
*Si k=0 — 21 =250=2(cos30°+i sen30°) =3 +i

*Si k=1 = 2y=290-=2(cos 90° +7 sen 90°) = 2i

e Si k=2 — z3=21500=2(c05150°+z'5m150°)=—«/§+i
*Si k=3 — z4=2510=2(cos 210°+7 5en 210°) = -3 —i
*Si k=4 = 25=25700=2(cos 270° +i 5en 270°) = —2i

e Si k=5 — 26=23300=2(005330°+z'sen330°)=«/3—i

Representacién gréfica:

2
z, .- lz
3q.4 L3
. 1
:
' 1
\
Z4‘\ 0%
%5

No se obtiene el mismo hexdgono porque las raices sextas de dos niimeros distintos son diferentes. Se
obtienen hexdgonos girados con respecto al primero. Veamos los siguientes casos:
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%JT:m:z@ouaGo%)/a; k=0,1,2,3,4,5

*Si k=0 = z=25

g2
*Si k=1 = 2,=25 SIS
*Si k=2 = 2z3=235 “~:z1
*Si k=3 = z4=295 e '
*Si k=4 = 2z5=255 | U I ;6
*Si k=5 = z5=235 Zs
%=GJ6TW=2(O°+3GO°k)/6; k=0,1,2,3,4,5
*Si k=0 — z =24
*Sik=1— z =2 et %
*Si k=2 = 2z3=2y
*Si k=3 = z4=28 zj :zl
©Sik=4 — z5= 25 . ’
*Si k=5 = z5=23 Zs' .......... "ZIG
=64 =64 370-= 2 2700 3607065 =0, 1,2,3,4,5
*Si k=0 = 2z =25 5 T
*Sik=1 > z,=205 j 7?? b
*Si k=2 = z3=25 % A :
*Si k=3 = z4=295 ‘ |
*Si k=4 = z5=2955 h‘tﬂ 4 26
*Si k=5 = z5=235 T .zs

40 Halla los niimeros complejos que corresponden a los vértices de estos tridngulos equildteros.

3

Como los afijos estdn en los vértices de un tridngulo equildtero, los nimeros complejos son:
a) 2 =39p-=3i

2y=3510°=3(cos 210° + i sen 210°)=—32—“/§_%l’

23 =33300 =3 (cos 330° + i sen 330°) :32_‘/3_%1-
b) Zq =300 =3

Z2=3120°=3(605120°+ism120°)=_%+ 3fl-
z3=3240°=3(€05240°+i:en240°)=_%_ 3«2/31.
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41 ;Pueden ser las raices de un complejo z los nimeros 2,50, 21990 217205 2244 ¥ 2316°¢ En caso
afirmativo, halla z.

* Comprueba si el dngulo que forman cada dos de ellas es el de un pentdgono regular.
28° +72°=100° 100° + 72° = 172°
172° + 72° = 244° 244° + 72° = 316°
Si son las raices quintas de un ndmero complejo. Lo hallamos elevando a la quinta cualquiera de ellas:
z= (2589)° = 321400
42 El nimero complejo 34y es vértice de un pentdgono regular. Halla los otros vértices y el nime-
ro complejo cuyas raices quintas son esos vértices.
Los otros vértices serdn:

3112" 31840 3256" 33280

El ntimero serd: z = (349:)° = 243

43 Una de las raices cibicas de un niimero complejo z es 1 +i. Halla z y las otras raices ciibicas.

l+i= «/5450
Las otras raices ctbicas son:
ﬁ45°+120° = ﬁlGS" 15165"+120° = ‘/5285"

Hallamos z:

z=(1+1)2=(245")> = /81350 =8 (cos 135° + i sen 135°) = «/7(—£+ %)-—2+21

44 Busca dos nimeros complejos cuya suma sea -3 + 37 y que una de las raices cuadradas de su
cociente sea 2i.
Sean z y w los nimeros complejos buscados. Entonces,
z+w=-3+3i zr+w=-3+3i > —4dw+w=-3+3i > w=1-i
z N2 g
— = 2l = —
w (2) z=—4w

z=—4(1-7)=—4 + 4i
3+bz

45 Calcula el valor que debe tener & para que el médulo de seaigual a 2.

—3+bi _ (B+b)(1+2i)  3-6i+bhi+2bi® _-3-2b,b-6;
1-2i  (1-29)(1+2i) 1+4 14 14

Como el médulo de este ntimero debe ser 42, obtenemos:

PR 55

14
5"1;645 22 5 562-347 — 191_4/34 by=— ,/34

46 Expresa cos40. y sen 40, en funcién de sen 0. y cos 0, utilizando la férmula de Moivre. Ten
en cuenta que (@ + b)% = a* + 4a5b + 6420* + 4ab’ + b
4

3 4

O + 47 cos OL sen OL — 6 cos? OL sen® oL — 4i cos OL sen® o, + sen oL =

4

cos 400 + 7 sen 40 = (cos O + i sen ) 4 = cos

4

= cos* 0L — 6 cos? oL sen® oL+ sen® oL+ 1 (4 cos® OLsen O — 4 cos OL sen> o)

De aqui obtenemos que:

4 4

cos 40L = cos* oL — 6 cos? O sen? oL + sen® o

sen 401 =4 cos® oL sen oL — 4 cos O sen> O,
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4'7 Un pentidgono regular con centro en el origen de coordenadas tiene uno de sus vértices en el
punto (2, 42). Halla los otros vértices y la longitud de su lado.
El punto (/2,42) corresponde al afijo del nimero complejo z = V2+42i=2 450+
Para hallar los otros vértices, multiplicamos z por 1-,.:
2 =217 =-0,91+1,78;  z3= 2,49 =—1,97 — 0,31
24 = 25600 =—0,31 = 1,97i 25 = 23330 = 1,78 = 0,91
Los otros tres vértices serdn:
(-0,91; 1,78)  (-1,97;-0,31)  (-0,31;-1,97)  (1,78;-0,91)

Hallamos la longitud del lado aplicando el teorema del coseno:

[2=22+22-2.2c0572°

P=4+4-4.031

[>=8-1,24 [
1?=6,76

/= 2,6 unidades

48 El afijo de 3 + 27 es uno de los vértices de un cuadrado con centro en el origen de coordenadas.
Halla los otros vértices y el drea del cuadrado.

Si tenemos un vértice de un cuadrado centrado en el origen, para calcular los otros vértices tenemos
que multiplicar por i = 1 y asi hacer giros de 90°.

z21=3+2i zy=(3+20)i=-2+3i z3=(-2+3i)i=-3-2i z4=(-3-20)i=2-3i
Los otros vértices serdn: (=2, 3), (-3, -2) y (2, -3).
La diagonal del cuadrado mide: 2|z;|=2v9+4 =213 porque estd centrado en el origen.

El 4rea del cuadrado es (usando la férmula del 4rea de un rombo):

A=72‘/ﬁéz‘/ﬁ - 26 u?

49 ;Puedenser z,=2+14 z,=-2+1i, 23=—1-2i y z4=1-24, las raices de un niimero complejo?
Justifica tu respuesta.
No, porque sus afijos no se encuentran en los vértices de un po-

ligono regular centrado en el origen. Podemos comprobarlo en el z,
siguiente grafico:

L 2
43

50 Sean A, B, C, D los afijos de los niimeros z, = 4; 2; = 1'2” Zps 2y = %zl; 23 =

a) ;Cudles son las coordenadas de 4, B, C, D?

b) Calcula dj = |2y — 2|5 d; = |21 —2,|; d, =]|2,— 25| e interpreta geométricamente estos niime-
ros.

¢) ;Cudnto mide la linea poligonal ABCD?

a) zg=4 z1=%«4=2+2i z2=%~(2+2i)=(1+i)2=2i z3=1+i~2z’=—1+i

Los afijos son: A(4, 0); B(2,2); C(0,2); D(-1,1).
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b) dy=|4—(2+2i)|=|2-2i]=48=242
dy=|2+2i-2i|=|2]=2
dy=|2i—(=1+3)|=|1+i|=42

2
=

Las distancias calculadas forman una progresién geométrica de razén

N

¢) Lalinea poligonal ABCD mide 2242+42=3/2+2

Escribe una ecuacién de segundo grado cuyas soluciones sean:
a)l+iyl-i b) 57 y —-5i ©)2-3iy 2+3i d)4-iy 1+2i
A x—0+)][x-0=)]=x*-Q=)x—1+Hx+(1—-i3)=
=x2—(1—i+l+)x+(1-D)=x*-2x+2=0
b) (x —57) (x +57) = x% + 5 — 5xi — 252 =x2 +25=0
o) [x—=2-3)][x—2+3)]=(x—-2-3:) (x—2+3i) =
=x? = 2x +3xi — 2x + 4 — 6i — 3xi + 6i — 912 = x> —4x +13=0

d) En este caso, la ecuacién de segundo grado no tendrd coeficientes reales porque las soluciones no
son nimeros complejos conjugados.

[x—(4—)][x—(1+2)]=(x—4+7) (x=1-2)=x2—(5+1)x+6+7i=0

2

Halla el valor que debe tener 7 para que 1—27 sea una solucién de la ecuacién z*—mz+5=0.

Calculamos las soluciones de la ecuacién:

mAm* =20 _m . [m?-20
2

= +

2 4

m*—20 _4-20 _ 4
4 4

Comprobamos ahora cudles son las soluciones si 7 = 2.
z= % +y—4=1+2;

Luego, en efecto, 1 —2i es una de ellas.

Z =

Si %:1 — m=2 —

Resuelve estas ecuaciones:
a)2z+3i-2=3+zi
b)(5+4)z=3z+4i-2

o (1-i)zt=1+i

d) (i23 _ z'37)z - 2i22 _ 3i19

=3 _3; _A_g_a: _5-3i_ (5-3)Q2+4i) _13—i
a) 2z—2i=3-3i+2 = z(2-i)=5-3i —> z= T G-h2+d 5

b) (5+1)z—3z=4i—2 — (+i)z=di—2 — z=4i=2 _21Q+) _,,
2+1 2+1

1+1¢ «/z «/z

z)= =+

2 1+i s (1+)(1+9) ) (1+4)? 2 22
O O ey O F T 2 < i 2 2

d) (ie)z=2(1)=3(i) = —2iz=-2+3i > z=‘2—£i3"=—%—
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54 Halla los nimeros complejos z y w que verifican cada uno de estos sistemas de ecuaciones:

a) z+w=-1+2i
z—w=-3+4i

z2+2w=2+1
iz+w=5+5i

z+w=—1+2i
a) ¢ Sumando miembro a miembro:
z—w=-3+4i

22=—4+6i —> z=-2+3i
w=(=1+2{)—(-2+3i)=1-i

Solucion: z=-2+3i; w=1—1i

Zz+2w=2+i
, . Multiplicamos por -2 la 2.2 ecuacién y sumamos:
iz+w=5+5i

(1-2i)z=-8-9i — z==8=91_9_5;

z+2w=2+1
1-2;

—2iz—2w=-10-101

we 2+i—(2-57) _6i _

> 231

Solucion: z=2—5i; w=3i

55 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

{z+w=—1+2i b){z—uI=5—3i

iz+(1-2)w=1+3i Q+i)z+iw=3-3i

a) Multiplicamos por —i la primera ecuacién:

—iz—iw=i+2 : )
) . ¢ Sumamos miembro a miembro:
iz+(1-)w=1+3;

—iw+(1-Dw=i+2+1+3i > (1-2)w=3+4i

_3+4i_ (3+4)(1+24)  —5+10i _ .
W 2T 2.7 T 5 T

z=—1+2i—w=-1+2i+1-2i=0
Solucion: z=0; w=-1+2i

b) Multiplicamos por i la primera ecuacién:
zi—wi=5i+3

} Sumamos miembro a miembro:

Q+d)z+wi=3-3i
zi+(2+40)z=5+3+3-3i > (2+2{)z=6+2i

oo 6+2i (6+2)(2-2) 16-8i ,

2+2i 4 4f2 8 -t

w=z-5+3i=2—-i—-5+3i=-3+2i

Solucion: z=2—i; w=-3+2i
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56 Resuelve las siguientes ecuaciones:
)z +22-2=0
b)23-322+2+5=0
0 zt-722-144=0
dz4+222+2=0
a) Usando el método de Ruffini, obtenemos:
P+z2-2=(2—-1)(z%+22+2) = z,=1

242242=0 — z= 2248 V24‘8:—1¢i S zy=—l4i, zy=—1—i

b) Usando el método de Ruffini, obtenemos:
22 =322 +2+5=(2+1) (2> —42+5) > z,=-1

_ 4+J16-20

22— 4z+5=0 > z 3

=2+ > Z2=2+i, Z3=2—i

o) z%-72"~144=0
Se trata de una ecuacién bicuadrada. Haciendo el correspondiente cambio de variable, obtenemos:
22=-9 = z=+/9=+3i > z,=3i, z,=-3i
72216 > z=+4/16=+4 — z3=4, z4=—4

d) 2% +22242=0

Se trata de una ecuacién bicuadrada. Haciendo el correspondiente cambio de variable, obtenemos:

ZZ=M=_111'

2
22 =—l+i=y2135 = z2=\2135 = ¥20135:3600/2; £#=0,1 = z;=4267,5 2, = 42247 5°

22=—1—i=y2205 —> z=yy2205 = 4@(225%360%)/2; k=0,1 — z,= 4«5112,5‘*; Zy= 4«5292,5"

57 Halla los nimeros complejos cuyo cuadrado sea igual a su conjugado.

2

Buscamos los nimeros tales que z°=7%.

En forma polar, (r,)? =7,

2=r {7’(7’—1)=0 {’"1=0’ rp=1

- -
300=0°+360% oy =0° o, =120° 05 =240°

("2)20L=7—0c - {

200=—-0

{71 =0 — z;=0 esuna solucién

ry=1 = zy=1g, 23=11505 24=1,4¢ son lasdemds soluciones

(Para calcular los valores de o hemos igualado 30t a 0°, 360° y 720°.)
Los nimeros son:

z21=0 z=1p zZ3=1l1 24=1y0
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M Interpretacién grafica de igualdades y desigualdades entre complejos

58 Representay describe con palabras cada una de estas familias de niimeros complejos:

a)Rez=2 byImz-=1
c)Rez<0 d-1<Imz<3
e)2<Rez<5 f)|z]<3
g) Arg z = 45° h) 0° < Arg z < 90°
a) b)
1
2
19) d)
3
0
-1
e) f) 3
V%%,
Y/
7 %
-2 5 /13
X ;
%Y.
g h)
4‘0

|

59 Representa los niameros complejos z tales que 2+ z =-3.
* Escribe z en forma bindmica, siimale su conjugado y representa la condicidn que obtienes.
Llamamos z = x + iy.
Entonces: z=x—1iy

3

Asi, z+z=x+iy+x—iy=2x=-3 — x=—%

Representacién:
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60 Representa los niimeros complejos que verifican:
a)z=-2 b)|z+2|=3 o|z-z|=4
a) Z=x+i) > Z=x—1)

z=—2 = x—iy=—x—-iy = 2x=0 — x=0 (es el ¢je imaginario)

b) z+z=x+iy+x—iy=2x
2x=3—)x=3/2
Z12l2x |
‘z+z’ ’ x‘ 3<2x=—3—>X=—3/2

C) zg—z=x+iy—z+iy=2yi

|2—z|=| 2pi|=| 29| =4 <

2y=4 — y=2
2y=—4 — y=-2

2

22

61 Escribe las condiciones que deben cumplir los nimeros complejos cuya representacion grifica
es la siguiente:

a) b) ) c)
1
T e P
d) , e) W ) ;// f)
W /éﬁ 3
1 -3 Z 4%2

*En a), b) y f) esunaigualdad. En c) y d), una desigualdad. En e), dos desigualdades.

a) Rez=-3 b) Imz=2 c)-1<Rez<1
Do< ) —3<Rez<2 ¢ 3

< =
)0<tmz< ¢ 2<Imz<3 I
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Cuestiones tedricas

62

63

64

65

66

:Se puede decir que un nimero complejo es real si su argumento es 0°2

No, también son reales los nimeros con argumento 180° (los negativos).

Si z =7, ;qué relacién tienen con z los ndmeros 7, 1g9° ¥ 73600 _ %
7o+ 180° = —2 (opuesto de 2)

7360°— o, = 2 (conjugado de 2)

Comprueba que:

a) z+w=3z+w

b)z.w=z-w

c) kz=kz,con kcR

z=a+bi=ry = zZ=a—bi=ry50_g,

w=c+di=r'y > w=c—di=r35_p

Q) z+w=(a+0)+b+d)i = z+w=(@+c)—(b+d)i
zrw=a—-bivc—di=(a+co)—(b+d)i=z+w

b) x-w:(r-r')OHB - z-—w=(r-r')36oo_(a+ﬁ)
z-w=(r-7"360 0+ 360° - p=r7") 360" (0 + ) =Z W

) kz=ka+kbi — kz=la—kbi

kz = ka — kbi = kz
Demuestra que ‘l‘=i.
zl |z|

L=i=<i> (L) N ‘_’=L=L
Z "o, 7/ —o 7 /360° - o Z r ’Z‘

El producto de dos niimeros complejos imaginarios, ;puede ser real? Acliralo con un ejemplo.

Si. Por ejemplo:
z2=1 w=1

z-w=i-i=i*=-1€lR

Pagina 165

67 Representa el niimero complejo z = 4 — 3Z. Multiplicalo por 7 y comprueba que el resultado

que obtienes es el mismo que si aplicas a z un giro de 90°.

iz=4i—3i%2=3+4i

3+ 4
/
/|
)4
oo
N
N
N
4-Bi
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68 ;Qué relacién existe entre el argumento de un complejo y el de su opuesto?

Se diferencian en 180°. Si el argumento del nimero es 0., el de su opuesto es:

180° + o

69 ;Qué condicién debe cumplir un nimero complejo z = a + bi para que z = 1,
z

* Halla é, e igualaa a-— bi.

1__1 _ a—bi _a=bi __ _ ;.
e ar b arba—b) ey Y
a_ _ a_ 2. 72 2,52 _ .
m_a =4 +b* = a“+b°=1 (mddulo1)
—b

_=b ___y .
2. Ha de tener médulo 1.

70 Sean z y w dos niimeros complejos tales que |z| = ¥2 y |w| = 2. Justifica si las siguientes
igualdades son verdaderas o falsas:

a) |z + w| =242 b) |3z| = 342 o|z-w|=2 d)‘%‘=g
Para resolver este problema debemos tener en cuenta que |z > =z z:
Zz=a+ bi — z';=(a+éi)(a—bi)=az+/72=|z|2

a) Falso, porque z+ w representa la diagonal del cuadrado cuyos lados son z y w. Por tanto, su
longitud no puede ser la suma de las longitudes de los lados.

b) Verdadero.
Si z=a+bi —> 3z=3a+3bi

132 |=|3a+36i|={(3a)2 +(36)% =3Va? + b2 =3| z|=342

¢) Verdadero. El mddulo del producto de dos niimeros complejos es el producto de los médulos, tal
como hemos visto en las operaciones en forma polar.
|z w|=|z|-]w|=42-y2=2

d) Verdadero. En forma polar %= % = (%)_a y, por tanto, el médulo del inverso de un ndmero
complejo es el inverso del médulo.

‘L’ 11 42
Z

NEEZ

71 Si z=71, y w=sp, ;qué relacién debe existir entre 0. y 3 para que ocurra cada una de las
siguientes afirmaciones?

a) z- w es imaginario puro.

b) z/w es un nimero real.

) - w estd en la bisectriz del primer o tercer cuadrante.
a) z-w:ra-55=(r-s)(x+[_>,

Por tanto oL+ 3 =90° o o + 3 =270° esdecir, f=90°-0, =450~ o B=270°-a, B=630°-o0.
b)£=’_0c=<i>

w s slo-B

Por tanto, ot —B=0° o o0 — P = 180° es decir, B=0c o B =0 —180°

19) Z'W=”(x‘5[i=("'5)oc+[i

Por tanto, o+ 3 =45° o o+ =225° esdecir, f=45°—0, B=405°-0 o B=225°-0, B=585~0.
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72 Sea z# 0 un nimero complejoy w = — 5t 71’. Justifica que los afijos de z, zw y zw? son

los vértices de un tridngulo equildtero.

Elafijode zw=2z- (115 esel punto que se obtiene girando z un dngulo de 120° respecto del origen
de coordenadas.

De la misma forma, el afijo de zw? = z- (1,4) es el punto que se obtiene girando z un dngulo de
240° respecto del origen de coordenadas.

Por tanto, los afijos de los tres nimeros complejos estdn en los vértices de un tridngulo equildtero.

Para profundizar

‘73 Halla los niimeros complejos cuyo cubo coincide con el cuadrado de su conjugado.

Si el nimero complejo es 7, tenemos que:

3_,2

%
300=—-20

()3 = () > () 30= () 2 = {’

P —r2=0
- -
500=0°+360°%

2 (r—1)=0

- -
500=0°+360°%

N 7’1 =0, 72=1 N
oy =0, 0, =72° 03=144°, 04 =216°, o15=288°

{7’1 =0 — 2;=0 esuna solucién

r=1 = zp=1¢0, 23=1750, 24=1 440 25=1516 25=128g son las demds soluciones.

LOS nﬁmeros son: O, 100, 1720, 11440, 12160 y 12880.

74 Si el producto de dos ntimeros complejos es —8 y dividiendo el cubo de uno de ellos entre el otro
obtenemos de resultado 2, ;cudnto valen el médulo y el argumento de cada uno?

z=71y
w=r'B , , o r-r'=8
—8=850° ro"rﬁz(r'r)(uB: 180° o+p3=180°
2=2¢
3 7.3 3 7’3=
(ra,) =#=<7'> =200 SN rr
VB 7'[3 r 3(X—B 3(X4_B=OD
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Asi:
=t ,
rer = r 8 3 4 r=
=— > 16=r* -
73—27'} o2 2 4 {r'=4
7y =—
2
o+pB=180° o =45°
o+300=180° = 40.=180° —
300=f B=135°

Por tanto, z =250, w=4%;350

75 Calcula el inverso de los nimeros complejos siguientes y representa graficamente el resultado
que obtengas:

a) 3,3
b) 2;
c-1+1¢

:Qué relacién existe entre el médulo y el argumento de un niimero complejo y de su inverso?

egee(3),- ()
Lo de (1) (1
33 3u3 \3)ws \3/su3

_‘7?3\/3

3 ;
L3 =TS

—1/2i

©) —1+i=y2135

AL Al
“lvi 2135 \V2) i35 \W2/p50 2 2

Si z =7, entonces 1 =<l> .
Z  \T/360°-o
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76 Representa grificamente las igualdades siguientes. ;Qué figura se determina en cada caso?
a)lz—(1+4)|=5
b)|z—-(5+2i)|=3

a) Circunferencia con centro en (1, 1) y radio 5.

(1)

-

b) Circunferencia con centro en (5, 2) y radio 3.

AN
/[ 3 \
ﬁ 6.2
A\ /
N ]

77 Escribe la condicién que verifican todos los niimeros complejos cuyos afijos estén en la circunfe-
rencia de centro (1, 1) y radio 3.

|z—(1+9)|=3

78 La suma de los nimeros complejos z2=a+ 3i y w=b - 5i dividida por su diferencia es un
nimero imaginario puro. Prueba que z y w han de tener el mismo médulo.

z+w=a+b-2i
g—w=a—b+8i

a+b—2i

" —ki con b nimeroreal —» a+b6—2i=(a—b+ 8i)ki —
a—b+8i

a—b=—2

— a+b—-2i=-8k+k(a-0b)i — {
k

avb=—8k  |+b=-8k
Dka-bt)

Multiplicando miembro a miembro obtenemos: % —4?=16

Por otro lado:

|z|=4a?+3%2=4a®+9
|w|=y6%+(=5)2 = 6%+ 25

Para que los médulos sean iguales, deberfa ser:

Va2 +9=4b?+25 = 4?+9=b6*+25 — 4?>—b?>=16 y esto es exactamente lo que hemos obtenido

a partir de los datos del problema.
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79 Sea z un nimero complejo cuyo afijo estd en la bisectriz del primer cuadrante. Comprueba que
z_il_f es un nimero real.
z+1+1

El nimero complejo que estd en la bisectriz del primer cuadrante es de la forma z =4 + 4i.

avai—1—i _ a-1+(@a-1)i [a-1+(a-1)i-la+1-(a+1)i] _

a+ai+l+i  a+l+(a+1)i  [a+l+(@+D)i-la+1-(a+1)i]

_ (@a-1)(a+)—(a-1)(a+1)i+(@a—1)(a+1)i—(a—1)(a+1):* _
(a+1)%+(a+1)?

_2@-1)(a+l) a-1
2(a+1)? a+l

, que es un numero real.

Autoevaluacién
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1 Efectiia y representa la solucién.
(3-2i)*—(1+i) (2-14)

-3+
(B-2)2-(1+)Q2—-4) _9+4*-12i—(2—i+2i—i") _5-12i-3—i _
-3+i -3+i -3+i
_Q2-13)(3-49) _—6+13/2-2i+39i _-19+37i __19 37
(-3+i)(-3-1) 9_;2 10 10 10
A
z ——
| |
]
N\ %
\7\ \
| [ 2

& Calcula z y expresa los resultados en forma binémica.

g _—V3+i
Vz = 7

4
7= —3+i
V2i
Pasamos numerador y denominador a forma polar:

r=vy(=y3)%+12=2
i < go=—L - 0=150°

3
2i = 29

4
. AR 1
z:<21l> =(V260) 4= dpg0r — 2 =4 (cos 240° + i sen 240°) :
290 :
-3
z=4<_%_i§)=—2—26i
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3 Halla a2 y b para que se verifique la igualdad:
5(a—2i)=(3+i)(b-1i)
5a—10i=3b—i*-3i+bi — 5a-10i=3b+1+(-3+b)i

Toualando | Sa=3b+1 b 4
gualando las componentes | |, 1 — =7, a=—

4 Resuelve la ecuacién: z2—10z+29 =0
Zl = 5 + 21
Zz = 5 — 2l

10£°16 _ 10+4i
S

Soluciones; z; =5+ 2i, z=5-2i

5 Calcula el valor que debe tomar x para que el médulo de X2 gon igual a 2.

x+2i _ (0420 (A48 w42+ xiv2i _ x—2+(x+2)i _ x-2 LX+2

1-i  (1-9)(1+4) 1- 42 1+1 2 2
Médul \/(x—2)2 <x+2>2 D) x*+4 D) x*+4 4
e L A W B A T S B
X1=2
2 2
— x’+4=8 > « =4<x2=—2

Soluciones: x; =2, x,=-2

6 Halla el lado del tridngulo cuyos vértices son los afijos de las raices ciibicas de 43 — 4.
2= Y443 4i

Expresamos 443 — 4i en forma polar:

r=y(44y3)%+(-4)2=8 A=z

go=—L - 0=330° 43— 4i=830

3
z1=2110° 0
3 3
2="/8330 = ¥8330° +360%%3 2y =25300 3es,
ZS = 23500
C=z,

En el tridgngulo AOB conocemos dos lados, OA = OB =2, y el 4ngulo comprendido, 120°. Aplicando
el teorema del coseno, obtenemos el lado del tridngulo, AB:

AB*=224+22-2.2.2¢005120°=12 — AB=y12=33 u

7 Representa grificamente.

a)l<Imz<5 b)|z|=3 ) z+z3=-4

a) 5 b) 3 Qa+bita—bi=—4 — 2a=—4 — a=-2

—




NNCNSAC HILLERATO

Matematicas |

Unidad 6. Nimeros complejos

8 Halla dos nameros complejos tales que su cociente sea 2,50 y su producto 18..
T8 91500 = L=25 00— P=150°

5[3 s

7oc'5[3=1890° — r.5s=18; OL+B=90°

Resolvemos los sistemas:

{L=2 {a—[}ﬂso*’

r-s=18 o+B=90°
Obtenemos:

r=6 o=120°

{s =3 {[3 =-30°=330°

Los ntimeros son 6;,ge y 333(. Otra posible solucién es: 6309: y 315

9 Demuestra que 2 -2 = |z[%
Supongamos que z =« + bi. Entonces:

2-Z=(a+bi)(a—bi)=a®—abi+bai—b*i=a* + b* =| 2 [*

10 Calcula el valor de cos 120° y de sen 120° a partir del producto 1ggo - 13..
Loge 1300 =1 (cos 90° + 7 sen 90°) - 1 (cos 30° + 7 sen 30°) =

(31 1 4B
-z-(2 vig ==
Loge 1300 =1190-=1(cos120° + 7 5en120°) = —% + gz’ — ¢0s120°= —%; sen120° = g
11 Halla el nimero complejo z que se obtiene al transformar el complejo 2 + 37 mediante un giro
de 30° con centro en el origen.
Multiplicamos por 130, =1 (cos 30° + 7 sen 30°).

z=(2+3z‘)-13002(2+3z‘)<§+%>

2+ 3i

_ i.z . 36
z= 3+2z +z+—2 i
2y3-3 2433 .
z= > + 5 i
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Resuelve
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Descomposicidn de una fuerza

I. Una cuerda de 10 m de larga cuelga de dos escarpias, A y B, situadas a la misma alturay a 8 m
de distancia entre si. De ella se cuelga una pesa de 50 kg de masa que permanece en equilibrio
en un punto situadoa3 mdeAya7 mdeB.

Observa que descomponemos el peso, P, que produce los 50 kg de masa, en dos componentes,
P, y P,, cadauna de las cuales tira de uno de los trozos de cuerda. Estima, midiendo y teniendo
en cuenta la escala, la magnitud de cada una de las dos componentes del peso.

II. Repite la construccién suponiendo que la masa se coloca simétricamente respecto a las dos escar-
pias (5 m de cuerda a cada lado). Estima, midiendo, la traccién que, en este caso, debe soportar
cada trozo de cuerda.

ITI. Vuelve a repetir la construccién para una cuerda de doble longitud y en la que se coloca la pesa
simétricamente.

Si la cuerda fuera débil y temieras que pudiera romperse con tracciones fuertes, ;cudl de las tres si-
tuaciones I, II o III te pareceria la mds adecuada para colgar la pesa?

I. P=50kg
Py=27 kg
II. A B

Cada componente del peso es de unos 42 kg.
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Cada componente del peso es de unos 27 kg.

Conclusiones: Si la cuerda es débil, tenemos que colgar el peso en el centro y cuanto mds larga sea la cuer-
da, mejor.
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B Coordenadas de un vector
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1Si u(-2,5) y v(1,—4) son las coordenadas de dos vectores respecto de una base, halla las coor-
denadas respecto de la misma base de:

a)2:1+; b)ﬁ—; c)3;+%; d)-%ﬁ-z?
a) 2u+v =2(=2,5) + (1, —4) = (4, 10) + (1, —4) = (=3, 6)
b) u—v =(-2,5-(1,-4) = (=2,5) + (-1, 4) = (-3, 9)

D VIS IR 14\ _(-17 41
930+ 1% =329+ L a,-9 (6,1s>+(3,3) (3,3)
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E Producto escalar de vectores
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1 ;Verdadero o falso?

>

Demostramos que a « b = 10:

b
i cosd:% = |_I;|£'0$(X=2
o
a
+—t

a+b=|a||blcosct=5.2=10

Verdadero. Partimos de la longitud de la proyeccién de b sobre a y de su expresion en relacién con
el producto escalar de dos vectores para calcular el producto escalar de dichos vectores.

1 Observando el razonamiento del ejercicio anterior, calcula a.b.
b(5, 3)

(x - -
a(3,0)

’;‘=3, |g’cosoc=5 - Q-E=GHB’6050€=3~5=15

3 Dos vectores u y v cumplen que: |u| =4, |v|= %, (u,v) = 30°. Calcula:

o (u)ev

<V
eV

A uev b)

£)ve(=v)

eV

e

d) Bu)  (-5v) e)
a)E-;=|E||;|cos(ﬁ)=4'%-60530°=6~§=3«/§
b)veu=uev=33

) (-u)ev=—-itev)=-33

d) Bu) + (-5v) = 3(=5)(0 » v) =—15 - 33 =—45,3

4Si|u|=3,|v|]=5y uev=-2, averigua el dngulo (4, v). (Usa la calculadora).

cos(§)= uv _ =2 __ 2 (3/,3)=97°39'44'
lallv| 35 15

S5 Halla u+(v+u)y ve(v—-u) sabiendo que |u|=3, |v|=5, (u,v) = 120°.

> > > > > -> > > > > >
ue(v+u)=uev+usus=|ul||v|cos120°+|u||u] cos0° =
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6 Las coordenadas de los vectores u y v respecto a una base ortonormal son u(3,-4) y

v(~1, 3). Halla:
du-vyvea b lal, [y (&)
¢) El valor de k& para que (4, %) sea perpendiculara v. d) Un vector unitario perpendicular a u.
A uev=03-4¢+01,3)=3-(-1)+(-4)-3=-15
veu=(-1,3)e(3,-4) =(-1)-3+3(-4) =15
b) Ju] = /32 +(-4)2 =5
V| = V(-1)2+32=y10

— -, s - o oo
cos(u,v) = 22V - =22 - 09486832981 — (u,v) = 161°33' 54
lullv| 5410
QWU LE1,3) = GAs(-1,3)=0 — —4+3k=0 — k=4

3

Para que (4, £) sea perpendicular a v, ha de ser /= %

d) Un vector perpendiculara 1 (3, —4) es, por cjemplo, (4, 3).

Un vector unitario paralelo a (4, 3) es —L— . (4, 3) = 1.(4,3) :(i i)
' @3] 5

Hay dos vectores unitarios perpendiculares a (3, —4), son (%, %) y (—% —%)
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Ejercicios y problemas resueltos
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1. Producto escalar en bases no ortonormales

Hazlo tu. Calcula el producto escalar a « b, siendo ;(0, 3) y E(—l, 1) sus coordenadas respecto
a la base B.

asb=3ve(u+v)=3ve(-u)+3vev=-—>Fuev+3|vf=-9+9=0
Pagina 180

4. Descomponer un vector

Hazlo tu. Resuelve este mismo problema si a-= -1,4) y b - 2,9).

u=~Fk u=+k(-1,4)=(—k, 4k)

> > > 2=—k+4h

vea=0 — Jv=h(4,1)=(4h,h) - — k=2, h=1
> > > 9:4k+h

b=u+v (2,9)=(—k, 4k) + (4h, 4)

Los vectores buscados son u = (-2,8) vy v = 4, 1).
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Ejercicios y problemas guiados
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1. Obtencidn de vectores paralelos y perpendiculares a uno dado
Dado el vector v (9, 12), calcular las coordenadas de los siguientes vectores:

a) u, unitario y de la misma direccién que el vector v.

b) w, ortogonal al vector v y del mismo médulo.

¢) z, demédulo 5y ortogonala v.

a) |v| = {81+144 = 15

- foun-( B4

3 _4
575

Ortra solucién: u, = (—

b) w, = (-12,9)

Otra solucién: ;2 =(12,-9)
o) |w|=144+81=15

7= 5-%(—12,9)4—4,3)

Zo= 5-%(12,-9)44,—3)

2. Calculo de los médulos de la suma y de la diferencia de dos vectores

De los vectores a y b conocemos sus médulos, 1y 2, respectivamente, y sabemos que forman un

dngulo de 45°.

Hallar |a + b| y |a - B),

@+Bf-G+b)G+b)=arasa-beb-asb b=
=[aP+2a B [BP =142 1.2 cosd5" 2=
=1+2ﬁ~g+2=5

|a+b|-=

ER TCE R I S P T T I P Y
SJaP 22 b+ [BP=1-2-1. 42 cos45° 4 2=
=1_2.1-J§-g+2=1

|]a—b|=1
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3. Determinacion de parametros para que un vector cumpla ciertas condiciones

Sean los vectores a (3, n) y b (=2, m). Calcular el valor de los pardmetros n 'y m en cada uno de los
siguientes casos, para que se cumpla:

a)|a|=5
b)albylal=|5]
¢ a Jforme un dngulo de 45° con el vector = (1, 1)

a) |a|=49+n2=5 = 9+n?=25 > n=—4, n=4

-> > }’}1:g
b) a*b=0 —6+nm=0 —6+nm=0 n
|;|=|E|_> «/9+712=«/4+mz_> 9+n2=4+m2_> 5 6\
9+n“=4+|>
n

Soluciones: n=-2,m=-3; n=2,m=3
Q3= [al [V cosds = [3y2- 22 < 3] - o2

B,m)(1,1)=3+n

> ->
a-e-v

Luego V9+7n2 =3+n > n=0

4. Coordenadas de un vector en una base no ortonormal
En una base ortonormal se consideran los vectores u (3, 0), v (2, 1) y w (-1, -2).

Comprobar que B(u, v) es también una base y calcular las coordenadas de w en esta base.

3.0

= ==, luego no tienen la misma direccién. Por tanto, forman una base.

271
we=mu+ny = (=1,-2)=m(3,0) +n(2, 1) = (=1,-2) = Bm + 21, 1)

—1=3m+2n
Igualando ambas coordenadas: 5
—2=n

Solucion: m=1, n==2
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Ejercicios y problemas propuestos
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Para practicar

M Los vectores y sus operaciones

1 Observa la siguiente figura:

a8 ¢ D F
o K o [
F G B 1 ]

a) Compara el médulo, la direccién y el sentido de las siguientes parejas de vectores:
AB e I; 4H y LC.
b) Calcula AC + CH y HC +2CL.

_—— — —> @ ——> ——> @ ———>

¢) Completa las siguientes igualdades: LC — CB=L...; HA+H...=HC
a) AB e IJ tienen el mismo médulo, direccién y sentido.
AH y LC tienen misma direccién, sentido contrario y |AH | = 2|LC]|.
b) AC+CH = AH
HC+2CL = HC+ (] =HJ
o LC-CB=LC+CD=1D
HA+HJ =HC
2 Sean u, v y w los siguientes vectores:

[ |
|

=l

v
I >
w
Calcula grificamente los vectores:
au+v bu-v Ou+w
d)2u -3w € u+3w—4v f)-u-v-w
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3 Observa el rombo de la figura y calcula:

a) AB + BC

b) OB + OC B

o Od + OB AN

d) 4B + CD e ze

e) AB + AD N

f) DB - C4 ]

Expresa los resultados utilizando los vértices del rombo.

a) AC b) 4B = DC ¢) BA - CD
d) A4 =0 e) AC f) 2DC

~
4 Considera el vector w:

> - —
Dibuja en cada uno de estos casos un vector v que sumado con u dé como resultado w:

a) b)
/ a
u
c) d)
u 1
\
) b) w C) w _
N Wl A u | —
/ AN u P — 3
S e
o ’
d) N R
P u w
|
v

> >

-> - —-> —->
5 Los vectores a, b y c los hemos obtenido operando con los vectores x, y, z. ;:Qué opera-
ciones hemos hecho en cada caso?

w l\\

77\
E‘) //V //',
/ / -
1/ /-
> -> -> > > —-> —-> —->
b=x+y-z C=X-y+z

—-
o
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W Bases y coordenadas

6 A la vista de la figura, dibuja los vectores:

> > > > > >
—u+v u-v u+v
> > > > > >
-u-—-v —u +2v u-2v
- —
11 VS

\ \
108 A'4 —1L A'4 Il L?_V_ %/ 10 é u+ __ﬁ)+ ‘7 /
_ v uw
== o
¥ s N
—u+v=(11) u—-v=(1,-1) w+v=(1,1)
—a—v=(-1,-1) —u+2v=(-1,2) u—2v=(1,-2)

> > -
7 Escribe el vector a como combinacién lineal de los vectores x e y. Escribelo también como
- >
combinacién lineal de u y v.

w1

=
<

:Cuiles son las coordenadas de a respecto de la base B (x, ;f)? :Y respecto de la base B "(u, v)?

Ml
» Y
1
)
R
+
<V

o]
<l

En la base B(x, ;), las coordenadas de a son a = (2, 1).

o
1
)
=3
|
)
<y

En la base B'(G, ;), las coordenadas de 2 son a = (2, -2).
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->

8 Escribe las coordenadas de los vectores Z, b, P y d respecto a la base B(;, ;').

o
ol %]
SIN
ol

a=(2,2); b=(0,-3) ¢=(-1,05 d=(-1,3)
9 ;Cudles de los siguientes pares de vectores forman una base?

a) u(3,-1), v(1,3) b) u(2, 6), 3(% z)

a) Si, tienen distinta direccién (u = v para cualquier 4). Basta con representarlos grificamente para
comprobarlo.

b) No, pues tienen la misma direccién (u = 3v).

10 Considera el vector u(-1,-3). Da un vector v tal que B(u, v) sea una base, y un vector w
tal que u y w no formen una base.

Para que formen una base sus coordenadas no pueden ser proporcionales. Hay muchas soluciones,
pero unadeellases v = (1, 4).

Para que no formen una base, sus coordenadas tienen que ser proporcionales. Hay muchas soluciones,
-
pero una de ellases w = (2, 6).

Pagina 183
11 Dados los vectores u 3,-5) y v (=2, 1), calcula:

P e 1 ad+N-2m-~
a)—2u+2v b)2(u+v) 3(u v)

9-20,-5) + 1212610+ <_1,%)=<_7,%)

b) %[(3, )+ (=2, 1)] - %[(3, 5)—(=2,1)] = %(1, _4)- %(5,—6) - (% _z)+ (-;0 , 4) :(% z)

12 Halla el vector b tal que ¢=3a- E, siendo ;(—1, 3) y 2(7, -2).

1
2

1 7=-3-(1/2)b, = b,=-20
7.=2) =363 =500 0) =35 9 (1/2)6, — b,-22

b (=20, 22)

o
Il
S
®y
-+
3
o

13 Dados los vectores a 3, -2), b -1,2) y pe (0,-5), calcula m y n de modo que:

o s s 0=3m—n
0= =mG, -2+ n1.2) > o,

Despejando en la primera ecuacién, 7 = 3m, y sustituyendo en la segunda:

S5==2m+6m — -5=4m — mz% - nz%
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—1=3m+4n
(-1, -8) = m(3,-2) + n<4, _%) N

—8=—2m—%n

Resolvemos el sistema por reduccién (por ejemplo). Para ello, multiplicamos la segunda ecuacién por
8 (en los dos miembros) y sumamos miembro a miembro las dos:

1= 3m+4n
—64 =-16m—4n
65 = —13m — m=%=5

Sustituyendo en una de las dos ecuaciones y despejando 7:
“1=3m+4n > -1=3.(5)+4n > -16=4n > n=-4

Asi, podemos decir: a =5b —4¢

l;:n una base ortonormal las coordenadas de un vector son v (2, -5). Halla las coordenadas de
v enlabase B=((1,-1), (0,-1)).

x(1,-1)
v(0,-1)t = v=ax+by — (2,-5)=a(1,-1)+b(0,-1)=(2,—a) +(0,~b) = (2,~a — b) —

v(2,-5)
2=a a=2
7 o5eca—t| =3

Las coordenadas de v en la nueva base son (2, 3).

M Producto escalar. Médulo y angulo

16

17

Dados los vectores x(5,-2), y(0,3), z(-1,4), calcula:
a)xey

b)x-z

Oyez

a) xey=(5-2)+(0,3)=-6
b)Xxez=(5-2)¢(1,4=-5-8=-13
Qyez=(0,3)(1,4) =12

De los vectores u, v y w sabemos que:
- -> = > — ->
u(-1,1); |v|=1; (u,v)=45% w Lv

->

Calcula u+v y vew.
|E|=\/1+ =«/§
E-;=|a||;|cos(;,;)=«/§~l'60545°=«/§~g=1

->

vew =0, porque cos 90° = 0.
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18 En una circunferencia de centro O y de radio 2 cm, se inscribe un hexdgono regular de vértices
A, B, C, D, E, F. Calculalos productos:

a) OA - OB b) O4 - OC c) 4B « ED d) BC - EF

a)m-ﬁé=|§‘1>|-|Ué|ms(m,ﬁé)=2-2-00560°=2-2-%:2
b)@l’-o—c’=2-2.c05120°:2-2.<-%>:—2

Q) ABEDZ2.2.cos0° V2.2, 124
(*) OAB es un tridngulo equildtero, luego:

|4B| = |04 -

Razonamos igual para |ED|.
d) BC =-EF (mismo médulo, misma direccidn y sentido opuesto)

Luego: R')'ﬁ=2~2-6‘05180°=2-2~(—1)=—4

19 Dados ?1(2, 3), ;(—3, 1)y ;;(5, 2), calcula:
a) Bu +2v) e w
buew-vew
o (u-v)w
du(vev)
)30 +2v =3(2,3) +2(=3, 1) = (6,9) + (=6, 2) = (0, 11)
BGu+2v)ew=(0,11)-(52)=0-5+11-2=0+22=22

b) 2,3)+(5,2)=10+6=16

3,1)+(5,2)=-15+2=-13

<+C+

cw=( « » - -
~ —> Uuev —vew=16-(-13)=16+13=29
ew=(—
Qusv =(2,3)+(3,1)=-6+3=-3

Uev)w =-3(5,2) = (=15, -6)
ev=(31+(31=9+1=10

(v +v)=(2,3)-10 = (20, 30)

—~

u

d)

>
Ve
u

20 Si A, B y C son los vértices de un tridngulo equildtero de lado 1, calcula:
a) AB - AC
b)24B « (-34C)
o) (4B + AC)- AB
d) (24B -34C) - AC
En un tridngulo equildtero, los lados miden 1 y forman un dngulo de 60°.

a)E-R=|E|-|R|-60560°=1-1-%=%

b)zﬁs’-(_3Tc’)=2.(-3)IB’-A_C’=-g=3

_ — —> —> —> ——>  —>

=1+

N | —

1
"2
2.

-3
2
d) QAB -3AC)+« AC =2AB + AC -3AC + AC = 3|AC2-1— 3.1=-2

1_
2
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Comprueba si las siguientes parejas de vectores son perpendiculares:
a) u(0,1), v(2,4)

b) u(0,7), v(-5,0)

9 u(2,5), v(5,2)

d) u(3,6), v(-2,1)

a) Uev = (0,1) «(2,4) =4 = 0 — No son perpendiculares.

b)us+v=(0,7) (5,0 =0 — Sison perpendiculares.
Duev=(25¢:(52=20=0 — Noson perpendiculares
d) Wev = (3,6) +(-2,1) =0 — Sison perpendiculares.

Obtén, en cada caso, un vector paralelo y otro perpendicular al vector dado.

a) u(0, 3) b) u(-5, 0) o) u(3,8)
PARALELO PERPENDICULAR

a) (0,9) (3,0)

b) (10, 0) 0, -5)

o) (30, 80) (-8, 3)

d) (2, 2) 1, -1)

Calcula £ para que el producto u + v sea igual a 0 en los siguientes casos:
a) u(6, k), v(-1,3)
b) E(% -2>, v (k, 3)
o u(=3,-2), v(5, %)
d) u(k, k), v(5,5)

A Uusv=-06+3k=0— k=2

<V
I

(=R

b) <l,—2)-(k, 3)=%k—6=0—>/e=30

5
Quev=(3-2)+Gk=2k-15=0 — k= _175
d)uev=>-k-+(575 =0 — Cualquier k€R esvalido.
Halla el médulo de cada uno de los siguientes vectores:
u(3,2) v(=2,3) w(5,0)

[a] =13, 2)| = 9+4=413

V] = (-2, 3)| = ¥4+9 =13

|w| = (5, 0)| = ¥25+0=5

Halla el valor de 7 para que el médulo del vector u <%, m) sea iguala 1.

PR (- R | B __4 4
|u|-’<5,m>’ 25+m 1 = m 5,m 5

Matematicas |

d) u(-1,-1)
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26 Dadalabase B= ({1), ;) donde 3(3, -4) y ;(0, —-8), determina, en cada caso, una base B’ de
vectores unitarios tales que:

a) Los vectores de B’ sean paralelos a los de B.
b) Los vectores de B’ sean perpendicularesa u y v.
a) B'= (u', v)

|u|=9+16 =5; |v|=0+64=8

E':%E:%(a,—@:(%,%) 3':%3:%(0,—8):(0,—1)
b)B'=(u', v')

Wlu > u'=(43)

viLlv = v'=(8,0)

27 Dado el vector u(-5, &) calcula % de modo que:
a) u sea ortogonal a ;(4, -2).
b) El médulo de u sea iguala«/ﬁ.
Adulvouev=0— (584 -2=0 - -20-2k=0 — k=-10
b) || = V(5) 2+ A2 =25+ k2 =34 — 25+ k2 =34 — k=9 — k=413

Hay, pues, dos soluciones.

28 Dado el vector u(5, 12), determina:
a) Los vectores unitarios paralelos a u.
b) Los vectores ortogonales a u que tengan el mismo médulo que u.

~
c) Los vectores unitarios y perpendiculares a u.

|u| = y25+144 = 13

a) v = %(112):(1,2)

1313
c__ 1 (.5 _12
b) v = (-12, 5)
v, = (12, -5)
o1 _(_12 5
C) Vl_ 13( 12’5) < 13) 13)
o1 (12 _ 5
w=-13 125 (13’ 13)

29 Halla un vector de médulo 50 que sea perpendicular al vector a (8, 6).
u'=(6,-8) es perpendiculara a.
|0'| = Y36+ 64 =10
Un vector con esta direccién y de médulo 1 es:
v=Ll@_g-(06 _8) (3 _4

El vector que buscamos es:

v =50(2._4)_ 30 _
vV = 50(5’ 5) (30: 40)

También es solucién v' = (=30, 40).
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30 Halla el 4ngulo que forman estos pares de vectores:

31

32

33

D uG,2, v(1,-5)  bm&6), nG,-2) 9 a(1,6), E(—%, —3)

_31-25 _ 7
v9+41+25 26

_ 4.3-6.2 — .
b ,N)=———= =0—> (m,n) =90
) cos (m, n) 16+3649+4 (m, n)

a) cos (0, V) = J2 ~~0,38 = (4,v) = 112°20' 12"

_ 1.<-%>—6-3 —
c) cos(a,b) = ——=——— =—1-—(a,b) =180°

«/1+364/%+9

Dados ?1(%, k) y ;<%, 0), calcula % paraque u y v formen un dngulo de 60°.

— 1.1.z.0 %
cos (0, v) = 22 = —cos60° =L —
el 1 2
4 4 2 V4
1
_ 4 1 1,2 _1pm 1
—>ll+k2_2e 4+/e 1>k 2B,/e 26
2 V4

Calcula x, de modo que el producto escalar de a (3,-5) y b (%, 2) seaigual a 7. ;Qué dngulo
forman los vectores a y b?

->

a.b=(3,-5+(x2=7 - 3x-10=7 — ng
cos (a,b) = 7 214442

_ 20,2 = (a,b)=79°31"17"
2 2210
VO+25,/[—=) +

137 4

Calcula la proyeccién de u sobre v, lade v sobre u y representa grificamente cada situacién.

a) uB3,0) y v(3,4) b)u(l,3) y v(-4,2) o u(=2,-5) y v(5,-2)
a) [ul=9+0=3; |v|=9+16 =5; cos(u, V) = %:%

proy; (D) =|v| cos (0, v) = 5 - % -3

Proy?(;:) = |Z| cos (0, v) = 3 - % - %
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b)|ﬁ|= J1+9=410; |;|= J16+4=25; cos(a,—\;)= ﬁ: T0

proy;(v) =|v| cos (u,v) = 26.%=@

Ly
8 u
NG
v -

proy;(;) = |Z| cos (1, V) = m%ﬁ:%ﬁ

/
-
aLs
- N
v /
,

o) |u] = V4+25=429; |v| = y25+4=429; cos(1,v) =0
proy;(2) = |v| cos (1, V) = 0

proy;(Z) = |Z| cos (G, ;) =0

T

el
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Para resolver

34 Seiala si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
a) Si u-+v =0, entonces B= (ﬁ, ;) es una base.
b) Dos vectores paralelos pueden tener sus coordenadas no proporcionales.
¢) Si dos vectores son perpendiculares, sus coordenadas no pueden ser proporcionales.
d) AB y BA tienen el mismo moédulo, pero distinta direccién.
e) El médulo de —3v es el triple que el médulo de v.
a) Verdadera, porque los vectores son perpendiculares, luego no tienen la misma direccién.
b) Falsa. Si son paralelos, sus coordenadas son proporcionales porque 1 = v.
) Verdadera. Si las coordenadas fueran proporcionales, serian paralelos.

d) Falsa. Tienen el mismo médulo y la misma direccién, pero sentidos contrarios.

e) Verdadera: |—3;| = |-3] |;| = 3|;|
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35 ;Cémo es el dngulo formado por los vectores u y v en los siguientes casos?:

a) proy;(;) >0 b) proy; (V) <0 9] proy;(;) =0
a) 0° < (#,2) < 90° b) 90° < (u, v) < 180° o) (#,v)=90°
36 D, Expresa los vectores a, b y ¢ como combinacién lineal de x e
WA y-
-y
s X Z:—%§+2§ E=%§+2§ E:%Q—}

37 Sean A, B y C los vértices de un tridngulo. Si E(—I, 4), E(?}, -1) y B—C)(4, -5), ;puede

tratarse de un tridngulo rectingulo?

AB = (-1,4); AC =(3,-1); BC = (4,-5)

AB « AC = (-1,4)+ (3,-1) =7

AB « BC = (-1,4) - (4,-5) = 24

AC « BC = (3,-1) - (4,-5) =17

Ninguno de los tres productos escalares es cero, luego ningtin par de vectores es perpendicular.

Los lados no son perpendiculares. Por tanto, el tridngulo no es rectdngulo.

38 Sean A, B, Cy D los vélLiEes dﬁe) un Egdriléﬁ)ro. Sefala, en cada caso, las condiciones que
deben cumplir los vectores AB, BC, CD y DA para que el cuadrilitero ABCD sea un:

a) Cuadrado. b) Paralelogramo. c) Trapecio isésceles. d) Trapecio escaleno.
a) Lados iguales y perpendiculares:
AB = -CD; BC =-DA;  AB-BC =0
b) Lados iguales dos a dos:
AB =-CD;  BC =-DA
¢) Dos lados paralelos y los otros dos no paralelos y con el mismo médulo:
AB || CD — AB = k- CD; BC J|DA;  |BC|=|DA|
d) Dos lados paralelos y los otros dos no paralelos y con distinto médulo:

AB|| CD — 4B = k- CD; BC §DA;  |BC|=|DA|
39 Sean ;(—6, 8y E(S, 4). Halla, en cada caso, un vector Z(x, y) perpendicular a b tal que:
a) |c| = |a] b)|c|=1 cea=4
a) |al=36+64 =10; |b|={9+16 =5
Un vector ¢ L b esdelaforma ¢ = k- (—4, 3).

= k(-4,3)=10- %(-4, 3) = (=8, 6)
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40 Dados los vectores _ﬁ(—l,a) y ;(b, 15), halla 2 y b, en cada caso, de modo que:

Aulvy|a|=
bu-v=7y|v|=17
) ulv (=1,2)-(6,15)=0 152—6=0

[Gl=yT0  |V1+a?=y10 1+42-10

Soluciones: a=-3,b=—-45; a=3, b=45
: u-v=7 [1,2-,15)=7 152 —-b=7

N -

lv]=17 Vb* +152=17 b +152 =172

Soluciones: ﬂ:—l—ls,bz—S; a=1,6=8

41 Dadoslosvectores a=2u-vyb=-3u+kv,siendo u=(2,3)yv=(-3,0), hallakdemodoque (a +b)
sea ortogonal a (a - b).

2=2(2,3)-(-3,0)=(7,6) I a+b=(1-3k-3)
b=-3(2,3)+£(=3,0)=(~6— 3k -9) a-b=(13+3k15)

Ahora, como el producto escalar de ambos vectores debe ser 0, por ser ortogonales:
(1-3k—-3)+(13+3k15)=0 — (1-3k) (13+3k) +(-3)-15=0 —
— 13+3k—39%—-9k2-45=0 — 9£2+36k+32=0 —

36 £y1296-1152 36+ 144 _ _36+12 <—24/18=—4/3=/€1
18 - 18 48/18=-8/3=+#,

= k=

42 Calcula la proyeccién de u + v sobre u sabiendo que la|=|v]=2y (u,v) = 45°.

Por ser |u|=|v| = cos(+v,0) = % cos (1, v) = 22° 30'

proy;(a+;) = |G + ;| cos (U +v,u) = «/|E+;]2 cos (W+v, 1) = Y(W+v)-(U+v) cos(U+v,u) =
al 207+ VP cos 22030 \/4+2-2-2-g+450522°30' -

= y8+442-0,92~34

43 Delos vectores a y b sabemos que |a|=3 y |b| =5 y que forman un 4ngulo de 120°. Calcula
|a - bl.

Como: v+ v = |;| |;| cos 0° = |;|2 1= |;|2

Entonces podemos decir que:

- > > >

|Z—E|2=(Z—E)-(Z—E)=a-a—2a-b+g-g=
=|al?=2|a||b]| cos (ab) +|BJ* =
=32-2.3.5.00s120°+5%=9-30- (7)+25=49

Luego: |a — b|=7
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44 Halla el valor que debe tener &_para que los vectores x=ka+b e y=ka—b seanperpen-
diculares, siendo a(3/2,4) y b(5,0).

>

§.§=(/eZ+E)-(/eZ_E)=/eZZ-Z_/eZ-E+/eZ-E_E-E=/e2|3|2_|b|2=/e27—43-25
Este producto erscalar tiene que ser cero, luego:

273 55 _ _10 3., __ 10
k ;2 0 — k 73J7_3,k 73J7_3

45 Si [u|=3y (u+v)e+(u-v)=-11, halla |v|.
W+v)e(u=v)=usu—vev=|uf-|vf=-11
Como |u| =3, sc tiene que:
32 |v[2=-11 = |v[*=20 — |v|=+20

46 Sabiendo que |u|=3, |[v|=5y uLlv, halla [u+v|y |a-v|
|—1:+;|2=(E+;)-(G+;)=G-E+ZE-;+;-;=

DGR+ |v[2=32+52=34 — |u+v|= 34

Mulv > u-v=0
li-vr=(0-v)e(0=V)=teu—-20ev+vevs=

A+ [vPP=32+52=34 = |u-v|= 34

47 Sea B(x,y) una base ortonormal. Calcula |x + y| y |x - y]|.

v

|§+;|2=(;+;)-(§+_};)=§-;+2;-y+_};-;=|;|+O+|;|=2 - |§+_}:|=«/§
TR GG PR F 25 47T =RI-04[71=2 > [F 31

48 Si |u|=4, |v|=3 y |u+ v|=5, ;quééngulo forman u y v?
Razonando como en el problema guiado nimero 2, llegamos a:
i TP = [P+ 2 ]3] cos @)+ [
Sustituyendo los valores conocidos:
52=42+2-4-3-cos(§,3)+32
25=16+24 cos(a/,s) +9

25-25

74 =0 = (u,v)=90

> >
cos (u,v) =
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49 Calcula x para que los vectores ;(7, 1y _E(l,x) formen un dngulo de 45°.
aeb=7+x=|al|b|cos45° = 7+x=450- «/1+x2-g -

> 14+ 2x=y100(1+x2) — %: 1+ —

2
7Jsrx= 122 o 49+9;5+14x
— 49 + x2 4 14x=25+25x% — 24x2 - 14x-24=0 —

- =1l+x? >

_ 724494576 49+57 — x =413

- 12x2-7x-12=0 > x xy =34

50 Halla un vector unitario que forme un dngulo de 30° con el vector a (1, y3).

Llamamos u = (x, y) al vector buscado:

= 3

(u,2)=30° C0530°=M £:x+y«/§ V3=x+yy3
S - 1-41+3 — 42 2 0L, .
lul=1 x2+y2=1 x2+}/2= =

Las soluciones de este sistema son: x =0, y=1; x=%«/§,y=%

Por tanto: 31 =(0, 1); ?12 = <%«/§, %)

51 Determina x para que los vectores u(x, 1) y v(x, 0) formen un dngulo de 30°.

B 2
cos30°=|_l,1|'|‘_’,|=‘/Zx1 =\/; l=g — 2x=3yx*+1 — 4x?=3(x*+1) > x=1+43
ullv x+1-x  Axt+

52 Halla un vector a que forme un dngulo de 60° con el vector b(2,2/3) y tenga como médulo
la mitad del médulo de b.

a=(xy)

_ ( 2x+243

(Z,E)=60° cos 60° = x+243y L=2x+2‘/§}/

TLp 2 T 2 ey
2 ‘a|=§ 4+12 x2+)/2:2

2:x+«/§y
x2+)/2=2

=1 42y >

{ x?+yr=2

(| x+ 3y
{ x=—1,y=«/§;x=2,y=0

Soluciones: ;1 = (-1, 43); z2 =(2,0)

53 Deunabase B= (u, v) se sabe e que la| =2, |v]| =1y u v =-1. En esa base las coordenadas
de dos vectores son x(1,2) e y(—l 1). Calcula x » y.
* Mira el problema resuelto niimero 1.
Xey=(U+2v)e(-u+v)=

=—UeU+U*V—2VeUu+2Vevs=

U va2vPed-(-1)+2=7
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54 Dados ;(1, 2)»y E(S, 5), expresa el vector b como suma de dos vectores: uno de la misma
direccién que a y otro ortogonala a.

b=x+y, donde:
e X tiene la misma direccién de a — x = ka = (1, 2) = (k, 24)

ey la = y=h-2,1)=(2hh

Entonces:

(5,5) = X +y = (k, 2k) + (=2h, h) = (k—2h, 2k + h)
5=k—-2h| k=3
5:2k+h} h=-1

Los vectores pedidos son x(3,6) e _);(2, -1).

55 Sesabeque ¢ =a +2b y»a) = ;Z —4b son perpendicularesy que a y b son unitarios. ;Cual
es el dngulo que forman a y b?
Sicld—><¢-d=0-> (a+2b)+(5a-4b)=0 > 5a-a-4a-b+10b-a-8b-H=0
Como a y b son unitarios — |a|=1=|b|

~8|b)2=5+6a+-b-8=0 —

b
— Z-E:%:% — Zog=|Z||B|cos(;,g)=cos(z,g)=% - (Z,E)=l20°

56 Demuestra que el vector (E . Z); - (; . Z)g es perpendicular al vector c.
Hay que probar que el producto escalar de ambos vectores es igual a 0.
* Veamos primero cudles son las coordenadas del primer vector:
(b+C)a—(a-3)b=(bye+byy (a), a) — (aye, + ayey) (by, by) =
= ((bye1 + byey) ay, (byey + byey) ay) — ((aycq + ayey) by, (ayc) + axey) by) =
= (a1b,c1 + a1bycy, ayh ey + arbycy) — (a1b1¢) + arbycy, a1byc) + arbyey) =
= (a1by¢1 + a1bycy — aybyc;) — aybi05, arbyc) + aybycy — abyey — aybycy) =
= (aybye) — ayby6y, 2yl 0y — a1 bcy)
* Calculamos ahora:
[(b+C)a—(asc)bleC =(a1byer— ayhycr, apbicy — ajbycy) « (cp, ) =
= (a1by0) — ayb\cy) ¢ + (aybic) — aybyc)) ¢y =
= a1bycrc — arbcycy + aybicicy — aybyeicy = 0

57 Una barca se desplaza por un rio en direccién sur a una velocidad de 20 km/h. Si empieza a so-
plar un viento en direccién este a 5 km/h, ;en qué direccién y a qué velocidad se moverd la barca?

5 La velocidad es |E + ;| = \/|G|2+23-;+|;|2=«/400+25 =5417
: v s 5 La direccién es (G +v, G). Calculemos este dngulo:
L5 : cos(m)= 20 =0,97 — (m)z 14°4" 11"
! 5/17
=10 ' Se mueve en direccién sureste con 14° 4' 11" respecto de la direc-
| cién sur.
15
u |
_20 _______ ' ﬁ) + 7
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58

Sean a y b los vectores que definen un cuadrado. Demuestra que los pun-
tos medios de sus lados definen otro cuadrado.

* Mira el problema resuelto niimero 5.

o]
o“l/\v‘l
o]

F b
2 2
E G
H b
ﬁ:%L%E
e 1+ 1+>+EF=HG
AHG=?b+33‘
ﬁ:%ﬁ_%z
s 1= 1*>—>EH=FG
FG-1p_1
207 2%
B [ - Lg_L;).(LE_LQ>ZLE.Lg_zig.ig+L;.L;:L|g|2+i|;2
) 222222222244_>|ﬁ|_|ﬁ|
=R (17 1=\ (17, 1>\ 17 17 ,1> 17. 1> 1> 172,179 -
EF|[ =(=b+=a]«(=b+=a]=—b+.=b+2=—a+.—~b+=a.=a=— =
271 -(16e 13 <2b+2a 5. 16213 15, 15 13 P 1)
EE.FG=(La+1ip).(Lp-La)=Ltz.lp_ Lo . 1l 1. L _1g. 17
G 2a+2b> <2b a) 2a 2b 23 2a+2b 2b 2b 2a

’ Py —\ b ’ =0 porque el poligono original era cuadrado y, por tanto, |a| = |b|.

Como los otros dos lados son paralelos a estos, también son perpendiculares entre si. Luego los lados
del poligono EFGH miden lo mismo, los opuestos son paralelos y son perpendiculares dos a dos. Por
tanto, el poligono EFGH es un cuadrado.
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Cuestiones tedricas

59

60

Indica si el resultado de las siguientes operaciones es un niimero o un vector:
a)2a-+b b)(a+b)c o) 3a-2b)-c d)(a +b)e(a-b)
a) Ntumero. b) Vector. ¢) Namero. d) Ndamero.

Si B (;, E) es una base de los vectores del plano, sefiala cudles de los siguientes pares de vectores
pueden ser otra base:
a) (3a,-2b) b)(~a - b, a + b) o)(a-b,a+b) d)(a-b,b-a)

a) Si, pues no tienen la mlsma direccién, ya que 32 tiene la direccién de a y —2b tiene la direccién
de b (que, por ser B (2, b) base, no es la misma).

b) No, pues —a-b=-1 (2 + b), luego los dos vectores tienen la misma direccién (y sentidos opuestos).

¢) Si, pues tienen distinta direccién.

d) No, pues tienen la misma direccién al ser a — b =—1(b — a).
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61 Sean a y b dos vectores no nulos. Indica qué dngulo forman en los siguientes casos:

62

63

64

65

>

a) a+b=|a||b] b)a+b=0
a) cos(a,b)=1 = (a,b)=0°

o) cos(a,b)==1 — (a,b)=180°

Busca algunos ejemplos con los que se vea que:

> > >

- > >
aeb=ae¢c noimplicaque b =c

Considera los vectores a, b y ¢ del dibujo de la derecha:

a«b=|al- proy; (b)
a-c=|a| proy; ()

. . . -> -> >
Como ambas proyecciones coinciden: a «b =a -+ c

> ->
Y, sin embargo: b = ¢

s . >
Prueba, quesia L b y a L c, entonces:

;J_(m_g+n2), m,n <R

Hay que probar que a « (mb + #¢) = 0. Veamos:

2+mb+nc)=ma+b)+na-c)

Como: alb — 2.
a

oV o

=0
alc > -0

o) a+b=-|a||b| d)a-b=05]|a||b]

d) cos (2,b)=0,5 = (a,b) =60°

®l

- ;-(mg+n2)=m~0+n'0

Pruebaquesi a L b y a L (b + c), entonces se verificaque a L c.

Sialb — a-b=0
Sial(b+c) > a+-(b+d)=a-b+a-c=0
Justifica por qué |; -E|s|;||_ﬁ|
joos (2,5)] = | -2-B | [a-b]

lallbl| [alb]

> ]—)a-c=0—>aJ_c

<1 porque el coseno de un dngulo, en valor absoluto, siempre es menor o igual que 1.

Luego, pasando el denominador (que siempre es positivo) al segundo miembro:

|2+ bl <[al[B]

Para profundizar

66 Sean a y b los vectores que definen los lados de un rombo, partiendo de uno de
sus vértices (cada vector determina un par de lados paralelos).

a) Expresa las diagonales del rombo en funcién de los vectores a y b.

>

b) Demuestra vectorialmente que las diagonales del rombo son perpendiculares. 4 =17
a)5<1’=Z+E; BD=2-b
b) CA+BD =(a+b)+a-b=|a)>~|b]*=0 porque los lados de un rombo tienen pdib
la misma longitud.
b a
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6'7 Halla los dngulos interiores del tridngulo ABC.

H
Observa que puedes expresar estos dngulos como dngulos entre vec- G, /
tores. Las coordenadas de estos vectores las obtendrds expresindo- F N\&__¢ 7
los como combinacién lineal de la base B = (x;, y).
. — A
DH =(8,06); EG =(-3,4) -
— D,
i-(pH, Ec) Gl
X
— 8,6)+(-3,4) a
cos A = cos <DH EG> ( =0 = A=90°
|8,6) [ (3,4 |

HD = (-8, -6); IF = (-8, 0)
¢ - (@B, 77)

T ol (-8,-6):(-80) 4 4
cosC-cos<HD IF) (8,6 [[(C8,0)] %-5 =0,8

C=35°52"11"
B —35°52' 11" = 54° 7' 49"

68 Dados dos vectores u y v, definimos el vector proyeccién de v sobre u como el vector
~

proy;(v) - 2. Calcula analitica y graficamente este vector si:
u

) uB3,4)y v3,-49 bHu@®6)y v2-1)
:Existe alguna relacién entre el sentido de este vector y el 4ngulo (u,v)?
a) proy;(;) = |;| cos (E, ;) =0

—->

Luego, proyz(v) - ﬁ =(0,0)
u

(8,6)-(2,-1) _
V) J5 e TG =

Luego, proy=(v) - |E| = (8 6)= (5 5)
u

Si el 4ngulo es agudo, proyz(v) tiene el mismo sentido que u, si el tridngulo es obtuso, tiene

b) proyu(v) = | | cos (u,

b
sentido contrario a u.

Autoevaluacién

1 Se consideran los vectores E(—Z, 6) y ;(1, -2).

Calcula grificamente y utilizando coordenadas, u +2v y % u-3v.

(L/2)0 -3y

=1

2

— -
u+2v

l

W42y =(=2,6)+2(1,-2) = (=2, 6) + (2, —4) = (0, 2)
u-3v - %(_2, 6)—3(1,-2) = (-1, 3) = (3, —6) = (=4, 9)

N —



Unidad 7. Vectores

NNCNSAC HILLERATO

Matematicas |

2 Sean u y v dos vectores unitarios que forman un 4ngulo de 60°. Calcula:
v b) Bu) + (-2v)

a) aev c) proy;(rl + ;)
a) E-;=|E||;|50560°=1-1-%=l
b)3u -« (-2v) =—6(u -+ v) =-3

N o E.(G-'-;) > > > > o
L] L
o) proy; (u+v) = H =u quru V- |u
u

3 Expresa el vector a (-1,-9) como combinacién lineal de los vectores de la base B = ((-2, 3), (-1, 5)).
(-1,-9) = (-2, 3) + 5(-=1,5) = (2, —5, 3k + 53)

—1=-2k—s| s=1-2k
—9=3k+5s

—9=3k+5(01-2k) - -9=—Tk+5 — k=2
s=1-4=-3
Por tanto: (-1, -9) = 2(-2, 3) — 3(-1, 5)
a=2u-3v
4 Consideramos los vectores u y v cuyas coordenadas respecto a una base ortonormal son u (0, 2)
y v(1, y3). Calcula:
a) Su producto escalar.

b) El médulo de ambos vectores.
¢ El éngulo que forman.

A uev=00,2-+(,y3)=0.-1+2-43=23
b) [u| = J0%+2% =2

V] = ¥12+43% =2

—_—

<) cos (0, v) = LV _ ﬁ:ﬁ
MR

—_—

(E, ;) = arc cos (@) = 30°

5 Considera el vector u (3, —4). Calcula:

a) Un vector paraleloa u de médulo 1. b) Un vector perpendiculara u de médulo 2.
a) |E| =5

vl _g-(3_4
Vo5t (5’ 5)
v=2.143-(86
b)V—2 5(4’3) (5) 5)
6 Sea E(—S, k). Calcula % de forma que:
a) u sea ortogonal a ;(4, -6). b) El médulo de u sea igual a 5.
a) El producto escalar de dos vectores ortogonales es igual a 0.
Ulveu-v=0
Wev=(3k+4—-6)=-12-6k=0 — k=-2
b)[u|=V9+k2 =5 = 9+4k2=25 — k=14
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7 Determina las coordenadas de un vector a(x,y) que forme con el vector v(~1, 0) un dngulo de

60° y cuyo médulo sea 2.
cos(;,;)=cos60°=i= acv X 5 x=-1
2 lallvl 21

> ;(_19 ‘/3)

Hay dos soluciones para el vector a: -
Y d 2 (1,-03)

8 Obtén un vector E(x, y) ortogonal a ;(8, 6) y cuyo médulo sea la mitad del de v.
Ulv & aev=0
[u| = x>+ 5% |v] = J64+36 =10
(x,7)+(8,6)=8x+6y=0
|E|=%|3| — xrryr=5 > x2+yr=25
Resolvemos el sistema:

8x+06y=0 x=—%y
25

P+ yr=25) 9 2225 - 2216 — y=14

9 2, 2 25
167 "7 25 = 167
y=4 = x=-3
y=—4 > x=3

Hay dos soluciones: E(—3, 4); 3(3, —4)

9 Sean a y b dos vectores unitarios que forman un 4ngulo de 120°. Calcula |a + b| y |a - b].

> > > >

|a+bP=(G@+b)+(a+b)=a-a+2a+b+b+b-=
:|§|2+2|§||B|cos(ﬁ)+|g|2:1+2-<—%>+1:
=1-1+1=1 - |a+b|=1

|]a-b]*=(a-b)+(a-b)=a-a-2a-b+b-b-=
3P 203 Bl s (RE) + B =12 (1) 41 -

=1+1+1=3 > |a-b|=43
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El embarcadero

Tenemos dos pueblos, A y B, cada uno a un lado de un canal.
Se desea construir un embarcadero situado exactamente a la
A misma distancia de los dos pueblos. ;Dénde habri que hacerlo?

*B

Para decidirlo, colocamos unos ejes coordenados y razonamos del siguiente
modo:

Los puntos de la mediatriz del segmento AB estin a la misma distancia de
los extremos de este. Por tanto, el punto buscado, P, es la interseccién de la
recta 7 (el canal) con la recta s (perpendiculara AB en su punto medio).

Halla las coordenadas de P.

Coordenadas de A4 = (1, 5)
Coordenadas de B= (13, 1)

Hallamos las coordenadas de M, punto medio entre A y B.

(1+13 5+1)
M-( 7 )-(7,3)

Hallamos el vector AB = (13, 1) —(1,5) = (12, -4)

La recta s pasa por M vy tiene vector de direccién d = (4, 12).

y Cx=7 _J)=3
La ecuacién de s es: i - 12
La ecuacién de 7 es y= %x +2.
Y= %x +2
P es la solucién del sistema: — x=8, y= 6
x-7 _)-3
4 12

Solucién: P= (8, 6)
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Hazlo tu. Averigua m para que P(1,4), Q(5,-2) y R(m, 0) estén alineados.

PQ = (4,-6)
QR = (m, 0) = (5,-2) = m—5, 2)

4 _ -6 _5_=3 _17
m——s_ 2 — m 5_ 4 — ms= 4 _4125

1 Halla las coordenadas de MN y NM , siendo M(7,-5) y N(-2,-11).
MN =(-2,-11) - (7,-5) = (<9, -6)
NM = (7,-5) - (=2, -11) = (9, 6)

2 Averigua si estdn alineados los puntos P(7,11), Q(4,-3) y R(10, 25).

PQ =(-3, -14
_Q> ( ) - =3 _-l4 — A, By C estdn alineados.
QR =(6, 28) 6 28

3 Calcula el valor de % para que los siguientes puntos de coordenadas
A(1,7) B(-3, 4) C(k, 5)

estén alineados.

AB=(-4,-3
( )}_> 4 -3 -5

il = S Y hel5 = poD
BC-Ghs3. )| " Fe3 -1 3k=9 = 3k=5 > k=
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4 Dados los puntos P(3,9) y Q(8,-1):
a) Halla el punto medio de PQ.
b) Halla el simétrico de P respecto de Q.
¢) Halla el simétrico de Q respecto de P.
d) Obtén un punto A de PQ tal que PA/AQ =2/3.
¢) Obtén un punto B de PQ tal que PB/PQ = 1/5.

w28, 220 (1)

P(3,9)
3+x Q@B 1
b)—_—8 — x=13 @, 1)

P'(13,-11) o)
9+y

2

=1 - y=-11

¢) Llamamos Q'(x} y") al simétrico de Q respecto de P.

Q'
ASl’Z X';8:3%xv:_2 P

_)’,+(_1) Q,(_z’ 19) Q

2

9= y'=19

Matematicas |
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d) Llamamos A(x, y) al punto que buscamos. Debe cumplirse que:

pA:%E - (x—3,)/—9)=%(8—x,—1—y)

x—3=%(8—x) — x=5
A5, 5)

-y — y=5

_9_-2(
y=9=5(

e) Llamamos B(x, y) al punto que buscamos.
P_)z%PQ — (x=3,y-9)=L L5.-10)=(1,-2)
x—3=1—> x=4

B(4,
y—9=—2—>y=7} ®.7)
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Hazlo tu. Obtén las ecuaciones paramétricas y la ecuacién continua de la recta que pasa por los

puntos P(7,-4) y Q(3,2).
Vector de posiciéon de P: E =(7,-4)
Vector de direccion de la recta: d = (3, 2) — (7, —4) = (-4, 6)

Ecuaciones paramétricas:

x=7 -4\
y=—4+6A
Ecuacién en forma continua:
x—-7 _y+4
-4 6
Hazlo ti. Obtén las ecuaciones paramétricas de la recta * 6 > %

Vector de posicién de P: p = (5, 0)
Vector de direccién de la recta: d = (0, -7)

Ecuaciones paramétricas:

x=5
y==7\
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Hazlo tu. Obtén todas las formas posibles de la ecuacién de la recta que pasa por A(-2,5) y B(3,-5).
Vector de posicién de A: OA = (-2,5)
Vector de direccién de la recta: d = (3,-5) — (-2, 5) = (5, -10) = 5(1, -2)
Vamos a tomar como vector de direccién de la recta un vector proporcional al anterior: d' = (1, -2).
Ecuaciones paramétricas:

x=—2+A\

y=5-2A
Ecuacién en forma continua:

x+2 _J=5
1 -2

Ecuaci6n implicita:
2x+2)=y-5 > 2x—-4=y-5 > 2x—y+1=0

Ecuacién explicita:

y=—2x+1
Ecuacién punto-pendiente:
-2
"
y==2x+2)+5
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Hazlo tu. Obtén la ecuacién implicita de 7: {x B Zt .
y=4-
—4
%:—y 1 — —x=5y-20 - —x-5y+20=0
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Hazlo tu. Da las ecuaciones paramétricas de la recta y = -2x + 7.

Encontramos un punto A de la recta dandoa x elvalor0: x=0 — A=(0,7)
m=-2 — d=(1,-2)

x=A
Ecuaciones paramétricas:
y=7-2\
. - 1
Hazlo tu. Halla las ecuaciones paramétricas e implicita de la recta * 5 _ y;

Punto de la recta: A = (5,-1)
d=00,2

x=5
Ecuaciones paramétricas:

y==1+2\
Ecuacién implicita: x =5

1 Halla las ecuaciones paramétricas, continua, implicita y explicita de la recta que pasa por 4 y B,
en cada caso:

a) A(-1,-1), B(3, 3) b) A(0, 4), B(6, 0) ¢ A(3,5), B(-1,5) d) A3, 5), B(3,2)
a) A(-1,-1), B(3,3) - AB = (4,4)

=344\ _
Paramétricas: reor Continua: *— 3 _ &
y=3+4\ 4 4
Implicita: x—y=0 Explicita: y=x
b) A(0, 4), B(6,0) — AB = (6,—4)
x =06\ _
Paramétricas: {)’ Ty Continua: % = %
Implicita: —4x—6y+24=0 Explicita: y = %x +4
) AB3,5), B(-1,5) — AB = (-4, 0)
=34 _
Paramétricas: * Continua: X= 3 _ u
y=5 - 0
Implicita: y—5=0 Explicita: y=5
d)AB,5), BB3,2) —> AB =(0,-3)
x=3 _
Paramétricas: {)/ s 30 Continua: = 6 3 _ )/__35
Implicita: x—3=0 Explicita: No existe, pues se trata de una

recta vertical de ecuacién x = 3.
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2 Obtén las ecuaciones implicita, paramétricas y continua de la recta y = 2x + 3.
y=2x+3
* Buscamos dos puntos de la recta y su vector direccidn:

Six=0 — y=2.0+3=3 — A(0,3)

AB = (1,2
Six=1—>y=2-l+3=5—>3(1’5)} ” )

* Implicita: 2x—y+3=0

¢ Paramétricas:

x=A
y=3+2A
¢ Continua:
x=0 =)’_3
1 2

3 a) Encuentra dos puntos, P y Q, pertenecientes alarecta 7: 2x—3y+ 6 =0.
b) Comprueba que PQ es perpendicular a (2, -3).
©) Escribe las ecuaciones paramétricas de 7.

d) Escribe su ecuacién explicita y comprueba que el vector (1, m) es paraleloa PQ (m esla
pendiente de 7).

a)r:2x—3y+6=0
Six=0 —2-0-3y+6=0 = y=2 — P(0,2)
Six=-3 > 2.-(-3)-3y+6=0 - y=0 - Q(-3,0)
b) PQ = (-3,-2)
PQ L(2,-3) & PQ -(2,-3)=0
(-3,-2)+(2,-3)=(=3) -2+ (-2) - (-3) =—6+6=0

x=-3\
o r: y=2-2h

d) Despejamos y en la ecuacién de 7:

2x=3y+6=0 = 2x+6=3y — %x+2=)/

Explicita: y = %x +2

El vector (1, %) es paralelo a P—Q> si sus coordenadas son proporcionales:

(-3,-2) =x<1,%> — A=-3

Los vectores son proporcionales y, por tanto, paralelos.
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1 Halla la recta del haz de centro P(-3,5) que pasa por (8, 4).
Hemos de hallar la recta que pasa por P(-3,5) y Q(8, 4).
PQ =(11,-1)

‘x+3_)’_5
T T4

2 Los haces de rectas cuyos centros son P(4,0) y Q(-6, 4) tienen una recta en comun. ;Cudl es?

Es la recta que pasa por P(4,0) y Q(-6, 4).

PQ = (-10, 4)
. x—4=J’_O
10 4

3 Las siguientes rectas:
r:3x-5y-7=0  s:x+y+4=0
forman parte de un mismo haz. ;Cudl de las rectas de ese haz tiene pendiente 42
* El centro del haz es el punto de corte de 7 y 5. Lo hallamos:
3x-5y-7=0

=—y—4
X+ y+4=0}_>x )

3(cy—4)—5y-7=0 > -8y-19=0 — y:—%

x=—y—4-= %—4:—%

El centro del haz es el punto P(—— ——=.
* Ecuacién de la recta que pasa por P y tiene pendiente igual a 4:

y= %+4<x+%) —5 32x—8y+7=0
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1 Representa.

) x=5 b){“i 0 {":; d)y=2 e){

]

|
>

2
——

]
Il
>

a) Y

b) Es la misma que la del apartado a).

¢) Es un punto, el punto (5, 2).

Y
2 0(5’2)
5 X
d) 1y
sE2 11
2 [ ] L
W lix
| ‘ T X
NN

e) Pasa por O = (0, 0). Tiene vector de direccién d- (1, 1).
Y

f) Tenemos cualquier punto del plano, pues no hay ninguna restriccién.
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B Paralelismo y perpendicularidad
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1 ;Verdadero o falso? Cada una de las siguientes rectas es paralela a x—2 =J'T—1.
a)2x+5y-4=0 b)5x+2y=0 ©2x-5y+1=0
-5 -3 =2,
d)y= 2x+4 ey 2x+1 f)y 5% 3

p— 2 —>
El vector de direccién de la recta % ; 2_J 7 d=,2).

a) Vector de direccién: (-5, 2) # (5, 2) = Falso.
b) Vector de direccién: (-2, 5) # (5, 2) = Falso.
¢) Vector de direccién: (5, 2) //(5,2) = Verdadero.

d)m= % — Vector de direccién: (2, 5) # (5, 2) = Falso.
e) m= —% — Vector de direccién: (2, -5) # (5,2) = Falso.

f) m= % — Vector de direccién: (5,2) //(5,2) = Verdadero.

& ;Verdadero o falso? Cada una de las siguientes rectas es perpendiculara x—2y + 4 = 0:

2) x=y+t b) x=1-2¢ 9 x=t
y=1-2z y=3+t y=2¢
d)y=2x+1 e)y=-2x+3 f)y:%

El vector perpendicular a la recta x—2y+4 =0 es (1,-2).

a) Vector de direccién: (1,-2) J/(1,-2) = Verdadero.

b) Vector de direccién: (-2, 1) # (1, -2) = Falso.

c) Vector de direccién: (1, 2) # (1,-2) = Falso.

d) m =2 — Vector de direccién: (1, 2) # (1, -2) = Falso

e) m=—-2 — Vector de direccién: (1, -2) //(1,-2) = Verdadero.
f) m =% — Vector de direccion: (2, 1) # (1,-2) = Falso.
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x+5 _ y-1
3 -2

Hazlo ti. Halla una paralela y una perpendicular a 7: que pasen por (7, -5).

1 N N
El vector de direccién de la recta x;S _7 es d = (3, -2). Vector normal: n = (2, 3).

-2
Recta paralela:
x= 7+3A
v { y==5-2A
Recta perpendicular:
x= 7+2A
T { y=-5+3\
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Hazlo tu. Halla la recta 7 [/ 7: 5x—y + 4 = 0 que pase por (3, —5); y larecta r, L r que pase por
(0, 0).

El vector de direccién de larecta 7: 5x—y+4=0 es d- (-1,-5) =—(1, 5). Vector normal: n-= (5, -1).

Recta paralela:
x= 3+ A
w { y=-5+5L
Recta perpendicular:
x= 3+5A
7y {}/ s

Hazlo tu. Dadala recta #: x;S =l5, halla:

a) Las ecuaciones paramétricas de r; L r que pase por (-2, 0).
b) La ecuacién implicita de 7, // r que pase por (0, —3).

¢) La ecuacién explicita de 73 //  que pase por (-3, 5).

El vector de direccién de la recta x; >_ ) es d = (2, =5). Vector normal: n = (5, 2).

-5
a) Recta perpendicular:
x==2+5\
: { y=2A
b) Recta paralela:

r

+3
Eh y—s

— Sx=2y+6 > Sx—-2y-6=0

¢) Recta paralela:

r3: x§3 =—'y__55 - Sx—-15=2y—-10 = Sx-2y-5=0 — y:—%x—%

3 Escribe las ecuaciones paramétricas de dos rectas que pasen por P(4,-3) y sean paralelay perpen-

= 2 -
dicular, respectivamente, a 7: x St.
y=4+2t

7 {x=2—5t — Vector direccién de r: ;,= (-5,2)
y=4+2t

* Recta paralelaa » que pasa por P:

P(4,-3); v,=v,=(5,2)

x= 4-5¢
g y=-3+2¢

* Recta perpendicular a » que pasa por P:

P(4,-3); v,=(2,5)

x= 4+2¢
Cly=-3+5¢
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4 Dadalarecta r: y=-2x+5, halla:
a) Las ecuaciones paramétricas de una recta r; paralelaa r que pase por (0, -2).

b) La ecuacién explicita de una recta r, paralelaa r y de otra 73, perpendiculara r y que ambas
pasen por (0, 1).

©) La ecuacién implicita de una recta 7, perpendiculara 7 y que pase por (-2, 5).

riy=-2x+5
Pendiente m = —2 — Vector de direccién de la rectaes d = (1, =2). Vector normal: n = 2,1).
) x=A
a) 7y: ‘y=_2_27\’
-1

b)rzz%=)’—2 - 2x=y-1 > y=-2x+1

e X a0 s xs2yr220 5y Laa

355 =2y x=2y+2= y=yxe
) 74:%=}’1;5 - x+2=2y-10 = x-2y+12=0

S5 Dada s: {x:S—t’ halla:
y=3t

a) La ecuacién continua de una recta r; perpendiculara s que pase por P;(5,-3).
b) La ecuacién implicita de », paralelaa s que pase por P,(0, 4).

¢) La ecuacién explicita de r; perpendiculara s que pase por P;(-3, 0).

x=5_t >
s:{ — P(5,0)es; v,=(-1,3)
y=3t

a) El vector direccién de 7 es ;,1 =(3,1). P,(5,-3) er.

7. x_S = }/+3
"3 1
b) El vector direccién de 7, es el mismo que el de s: ;,2 = (=1, 3). P5(0,4) €r,.
-4
7’25x_10=_3 — 3x=—y+4 > 3x+y—-4=0
c) El vector direccién de 73 es el mismo que el de 7y: v r,= 0 1). P3(=3,0) €rs
3_y-0 1
73: x; =1 - y:§x+1

6 Determina las ecuaciones implicitas de dos rectas que pasen por P(-3, 4) y sean paralela y per-
pendicular, respectivamente, a 7: 5x—2y + 3 = 0.

r:5x—2y+3=0 = 5x+3=2y = y= %x+%
La pendiente de » es m, = %
* Recta s paralelaa » que pasa por P(-3, 4):
=2
me=m, ==

s:y—4=%(x+3) — 5:5x-2y+23=0

* Recta / perpendiculara » que pasa por P (-3, 4):
/ 2

m1=_ = ——

m, 5

l:y—4=—%(x+ 3) > [:2x+5y-14=0
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Hazlo ti. Determina la posicién relativa y el punto de corte, si existe, de las rectas:

. x=1+2¢ s x=—4+t
Fly=-s5-5¢ 7 " |y-6-¢

Vector de direccién de 7: d = (2, -5)
Vector de direccién de 7,: d'= (1, 1)
No son proporcionales, luego las rectas se cortan.

Punto de corte:

{1+2t=—4+s

-1, r=-2
5_5p-6_s 707

Para esos valores de los pardmetros: x=-4+1=-3; y=6-1=5

Punto de corte: (=3, 5)

Hazlo tu. Halla la posicién relativa de las rectas:

. x=2t s x=8+4t
v y=1+5¢ y y=3+10z

Vector de direccién de 7 d=(25)

Vector de direccién de ry: d'= (4, 10)

Son proporcionales, (4, 10) = 2(2, 5), luego las rectas son paralelas o coincidentes.
Punto de 7;: (0, 1)

Sustituimos en 7;:

{0=8+4r 0=8+4r > t=-2

123410 - 123410f — £2 _% — No hay solucién, las rectas son paralelas.
Hazlo ti. Determina la posicién relativa de 7;: x=2t y 7y x=8+4r .
y=1+5¢ y=21+10z

Vector de direccién de 7 d=(,5)
Vector de direccién de 7y d'= (4, 10)
Son proporcionales, (4, 10) = 2(2, 5), luego las rectas son paralelas o coincidentes.
Punto de 7;: (0, 1)
Sustituimos en 7,:
0=8+4r 0=8+4r = r=-2

{1:21+10t ~ {1:21+10; S =2

Para #=-2 obtenemos el punto (0, 1) que estd en las dos rectas.

as rectas 7 7, tienen la misma direccié un punto en comun, luego son coincidentes.
Las rectas 7; y r, tienen la misma direccién y un punto en comin, | n coincident
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1 Averigua la posicién relativa de estos pares de rectas:

a)7:3x+5y-8=0, s:6x+10y+4=0
b)r:2x+y-6=0, s:x—y=0

{x=7+5t {x=2+t
c) r: , St
Jy

=2+5¢
d)7:3x-5y=0, . 1¥
) 7: 3x— 5y s {y=1+3t

a)r:3x+5-8=0 = E,=(3, 5)
s:0x+10y+4=0 — E:=(6,10)
3_5 _ -8

~=—=_2—2 — Las dos rectas son paralelas.

6 10 4
b)r:2x+y-6=0 - E,:(Z, 1)
six—y=0 = ;5=(1,—1)

l z L — Las dos rectas se cortan.

=7+5¢t >
{ -3 - v,=(5-3)

{ - v,=(1,-2)

—_— —2 — Las dos rectas se cortan.

d)7:3x—5y=0 = n,=(3,-5) = v,=(5,3)

s {":2*5‘ 5 .-65,3), P=(2 1)
y=1+3¢

Como v,=v,y P &r, las rectas son paralelas.
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1 Halla el 4ngulo que forman los siguientes pares de rectas:

a) s x=3-2¢t . x=1-4¢

v y=7+t z y=4+3t
b)ri:x+2y—-17=0, r:3x-5y+4=0
o riy=5x-1, rpy=4x+3

d)ry: {xii_h, r:3x-5y+4=0
y=/+t

a) Vi = (=2, 1); Vi, = (-4, 3)

_ |(_271)'(_4’3)| _ 11

= = =~ 0,9838699101 — o =10°18'17,45"

0s Ol

b) Vector normal de r;: Hl =(1,2)

Vector normal de 7, Ez =(3,-5)

|(1’2).(3)_5)| 7 1 "
0s Ol = = ~0,5368754922 — o.=57°31'43,71
[(1,2)]]13,-5)]  (f5)-(/34)

o) m, =5 m, =4
1 2

‘:L ~ 0,0476190 — o = 2°43' 34,72"

tga:’ 21

4-5
1+5-4
d) Vi = (-2, 1); Vi = (5, 3)

|(_2a1).(513)| 7 1 "
cos Ol = = = 0,5368754922 — o =57°31"'43,71
(2D [16,3)] (5)-(34)
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Hazlo tu. Halla el 4rea de este mismo tridngulo tomando como base BC y como altura la distancia
de A alarecta BC.

Base: c= BC=4(2-6)2+(5-5)2={16=4u
Larecta BC es: y=5

La altura es:

b, = dist[4, BC) = 121 _s

7

Por tanto:

P _C'hc_4.5_ 2
Area = 7 o =10u

1 P(-6,-3), Q(9,5)
r:3x—4y+9=0, s:5x+15=0
Halla la distancia entre los dos puntos.

Halla también las distancias de cada uno de los puntos a cada recta.
P(-6,-3), Q(9,5)

ri3x—4y+9=0

5:5x+15=0

dist (P, Q) = | PQ |=| (15, 8) |- {157 + 82 =289 =17
3-(-0)-4(3)+9|_3

dist (P, r) =
V32 +(—4)? 5
. [5:(=6)+15] 15
dist (P, s) = ——"="2=3
V52 +0? 5
dist (Q, 7) = w=1_56
dist (Q, s5) = %:%:12

2 a) Halla el 4rea del tridngulo de vértices A(-3, 8), B(-3,2), C(5,2) con la férmula de Herén.

b) Hillala, también, mediante la aplicacién de la férmula habitual §= b .zhb , siendo & la medida

del lado AC. ;Hay otra forma mds sencilla?
a) A(—3, 8)) B(_S’ 2)’ C(5> 2)
Férmula de Herén: S = Jp @-a)p-06)(p—o

a=|BC|=|(8,0)|=8
b=|AC|=|(8,-6)|=82+(6)2=10 p:%:lz
c=|AB|=](0,-6)|=6

S=412(12-8)(12-10)(12-6) =412-4-2-6 =576 =24 u?
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b-h,
2
e b= |R| =10 (del apartado anterior)

b)§=

* Hallamos la ecuacidn de la recta que pasa por A(-3,8) y C(5, 2):

Pendiente: m = ?:;—3 — y=2—%(x—5) — 7:3x+4y—23=0

_13:(:3)+4-)-23| 24
V32 +42 5

* h, =dist [B, 7]

_ 10-(24/5)

3 =24 y?

S

Habria sido mds sencillo si hubiéramos dibujado el tridngulo.

Observa:
4 8
\\ o o
N Es claro que AB =6y BC =8.
N y , AB-BC _6-8 2
N Como el tridngulo es rectdngulo, S = 5 =3 = 24 u”.

B 2 C
_3 <




Unidad 8. Geometria analitica VAWANTANSAC HILLERATO:

Matematicas |

Ejercicios y problemas resueltos
Pagina 204

1. Puntos y vectores en el plano
Hazlo ti. Haz los cdlculos para llegar a la solucién D'(8, 3) de este problema.
BC =(5,6)-(3,6) = (2,0)
AD = (x,y) - (0,3) = (x, y— 3)
AB = (3,3)
CD = (x,9) - (5,6) = (x=5,y-6)
Primera condicién:
BC [|[AD — y-3=0 — y=3

Segunda condicién:

|AB|=|CD| — {18={(x-5)2+(—6)2 — 18=(x=52+ (-6 = 18 =x2—10x+y>—12y+ 61

y=3 2 2
5 18=x2-10 C12.346] = x=8, x=2
{18:x2‘10x+}/2—12y+61 x% = 10x+ (3) 3+ x=8, x

Si x =2, obtenemos un paralelogramo, luego x =8, y=3.

D'=(8, 3)
&. Simétrico de un punto respecto de una recta

Hazlo ti. Halla el punto simétrico de A(2, 2) respecto de la recta 7:y =6 — x.

Pendiente de r: m = —1

Pendiente de la recta s perpendiculara r: m'= L

1
Vector de direccion de la recta s: d” = (1, 1)

-2
Ecuacién de s: %z% - x-2=y-2 > x—y=0

M es el punto de interseccién de las rectas 7 y s:

y=6-x
- x=3,9y=3 > M=(3,3)
x—y=0

M es el punto medio entre A y A'= (x, y)

2

2
3:% — y=4

= A'=(4,4)

) 3=M%X=4

| x+2 y+2
(333)_< 2 > 2
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3. Rectas paralelas y perpendiculares a una dada

Hazlo tu. Del cuadrado ABCD conocemos el vértice B(5,-1) y la ecuacién del lado AD,
y =—4x+ 2. Hallala ecuacién de los lados BC y AB.

Y| N

AD v

- ¥
,—”’—B‘*\
-’———‘ “‘

Ellado BC es paralelo a AD y pasa por B = (5,-1):
Pendiente de AD: m=—-4

Pendiente de BC: m = —4. Vector de direccién de BC: d = (1, —4)

Ecuacién de BC: x;S = )’+41

Ellado AB es perpendiculara AD y pasa por B=(5,-1):

Pendiente de AB: m = % Vector de direccién de BC: d = (4, 1)

_ 1
Ecuacién de AB: x45 = }’-4*

Pagina 205
4. Rectas notables en un triangulo

Hazlo tu. En el tridngulo de vértices A(4, 1), B(2,-2) y C(-2,2) calcula la mediatriz relativa al
lado BC, la altura que parte de C y la mediana relativa al lado AC.

Usamos la misma notacién que en el ejercicio resuelto.

a) La mediatriz relativa al lado BC, m,, es la perpendiculara BC que pasa por Mp.

BC = (=2,2) - (2,-2) = (4, 4)

My~ <—22+2’ 252) - (0. 0)

Vector perpendiculara BC: d’ = (4, 4)

Ecuacién de m,: %:% - x=y
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b) La altura que parte de C, h, es perpendiculara AB y pasa por C.
AB = (2,-2)-(4,1)=(-2,3)
Vector perpendiculara AB: d'= (3, 2)

x+2 =)’_2
3 2

Ecuacién de hq

¢) La mediana relativa al lado AC, n,, es perpendicular a AC y pasa por M. e

AC =(=2,2) = (4, 1) = (=6, 1)

MAC=(_22+4’2;1>=<1’%>

Vector perpendiculara AC: d’ = (1, 6)

_3
x-1_7"2

1 6

Ecuacién de 7y

8. Rectas paralelas a una dada a una distancia determinada

Hazlo tu. Halla las ecuaciones de las rectas que distan J10 unidades de 7: y=3x-2.
sp:3x—y+ k=0

Puntode »: P=(0,-2)

. 13.0—(=2)+ £| k+2=10 —> k=8
dist(P,s) =410 > == — ~ =" " _J10 > |[£+2]=10 >
i5t(P 51 0 J9+1 /10 [£+2]=10 k+2=-10 > k=-12

Las rectas buscadas son s;:3x—y+8=0 y s: 3x—y—12=0.

6. Distancias y area en un triangulo

Hazlo ti. Resuelve este mismo ejercicio para r:x—3y+3 =0, B(6,3) y C(4, 4).

a) Sustituimos las coordenadas de los vértices B y C en la ecuacién de ». Obtenemos que Bery Cér.

Por tanto, el lado desigual es AB: dist(A, C) = dist(B, C) = dist(A, B).
Como A er, sus coordenadas deben cumplir su ecuaciodn, es decir, A = (3y- 3, y).

dist(A, C) = dist(B, C) — «/(4—(3y—3))2+(4—y)2=«/4+1 - 10y2—50y+ 65=5 = y;=3, =2

Obtenemos dos soluciones, A(3,2) y A'(6, 3), pero A'= B no es vilida.
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b) Tomando como base AB, Area = % base - altura = % - dist (A, B) - dist(C, r)

dist (A, B) = {3-6)2+(2-3)2=J10 u
[4-12+3] 10 "

dist (C, 7) = Tio 3
Kreq - L 10 Y10 _5 _ 2
Area = 2@ > -2-2,5u
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8. Recta que pasa por un punto y forma un angulo determinado con otra recta dada

Hazlo tu. Halla la ecuacién de una recta que pase por el origen de coordenadas y forme un 4ngulo
de 60° con la recta 7:y=x+ 3.

Pendiente de 7: m, = 1

Pendiente de s: m;

lom, 5, 105
rr GO° = 1—m, - 1-m, 1+m, 1+43
Chadh l+m | 1+m 1—-m 1+y3
s s 1—5:_6—)m;:1 B

+m, _

Como pasa por O = (0, 0):

LB 1B
sty = 1+Bx, 5ty = -5

\ Y]
\ 7,
\
60y
~~— u :—\
_)&
~—_ i(
\ 1
\:
\
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9. Recta simétrica a otra respecto a una tercera recta dada

Hazlo ti. Halla la recta #, simétrica de larecta 7: —2x + 3y + 2 = 0 respecto de la recta
s:5x+y+18=0.

Calculamos A, el punto de interseccién de 7 y #:
—2x+3y+ 2=0
- A=(4,2)
—Sx+ y+18=0

Ahora, tomamos un punto P de r: P=(1,0)
Calculamos la recta 2 perpendicular a s que pasa por P = (1, 0):
ds=(-1,-5) = da=(5,-1)

ﬂ:.x;lzll%_x+1:5}/%—x—5}/+1=0

Determinamos Q, punto de cortede @ y s:

—-x-5y+ 1=0
) N Qz(z);)
—Sx+ y+18=0 27 2

Calculamos P'= (x, y), simétrico de P respectoa Q:

(Z _L>=<x+1 l) S P (6,-1)

272 272

La recta ¢ pasapor A= (4,2) ypor P
AP =(6,-1)~(4,2)=(2,3)

ﬂ=g

) 3

10. Caélculo del circuncentro de un tridangulo
Hazlo ti. Halla el circuncentro del tridngulo de vértices A(3, 1), B(4,2) y C(9,-3).

Calculamos la mediatriz 2, del lado AB, que pasa por el punto medio de AB:

AB =(1,1) - d,, =(1,-1)




Unidad 8. Geometria analitica

NNCNSAC HILLERATO

Matematicas |

Calculamos 2;, mediatriz del lado AC que pasa por el punto medio de AC:
AC =(6,-4) > d,, = (4,06)

MAC=<3+9 ﬁ)=(6,_1)

27 2

x—6 _J+l1

7 Z — 6x—36=4y+4 — 6x—4y—-40=0

my:

Hallamos el circuncentro calculando el punto de corte de m, y my:

El circuncentro es el punto (6, —1).

Y]

B ——

A

N

ANR e

\ \El)
C

Wl\—/ m
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1. Célculo del ortocentro de un triangulo
Hallar el ortocentro del tridngulo de vértices A(-1, 2), B2, 4) y C(1, 0).

a) BC = (-1, -4)

Altura hy: Pasa por A= (-1, 2) y tiene vector de direccion E =(-4,1).

hA:%=¥ - x+1l=-4y+8 > x+4y-7=0

b) AC = (2,-2)
Altura hp: Pasa por B=(2,4) y tiene vector de direccién E =(2,2).

—4
hp: xgzzyT — 2x—4=2y-8 — 2x-2y+4=0

El ortocentro es el punto de corte de h, y hp:

x+4y—-7=0 1 9
2x—2y+4=0 - YU )y

19
0 e
rtocentro < 5 5)

2. Determinacién de un punto que equidista de dos rectas

Determinar un punto P del eje de ordenadas que equidiste de estas rectas:

r:6x-8y+1=0
s:dx+3y-3=0
a) PeOY — P=(0,y)

b) P= (0, 7)
_szo+1 _ 3)/5—3 N y=%
_szo+1 :_3)/5—3 N )’=—%

Los puntos solucién son:

-3

Matematicas |
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Vértices de un rombo

Un rombo ABCD tiene el vértice A en el eje de abscisas. Otros dos vértices opuestos son B(6, 0) y
D2, -2). HallarA y C.

BD = (-4, -2)
MBD = <6%2; %) = (4, _1)

d = diagonal AC perpendiculara BD

d pasa por Mpp, y tiene vector director (-2, 4).

1
p x—24=y; — 4x—16=-2y-2 —> 4x+2y—14=0

A eslainterseccién de 4 y el eje OX:

4x+2y—-14=0
4 —>x=l,y=0—>A=(l,0>
=0 2 2

C=(x, ) eselsimétricode A respectoa Mpp:
7

wn-5ig) e

Vértices de un triangulo conocidas algunas rectas notables

En un tridngulo ABC conocemos el vértice A(3, 5), la ecuacion de la mediatriz relativa al lado AB,
m:x—2y+2=0 ylaaltura que pasa por B, hg: 3x — y — 14 = 0. Ademds, sabemos que BC estd
sobre la altura hg.

Calcular los vértices B y C.
a) Ellado AC pasa por A = (3, 5) y es perpendiculara hp.
Vector de direccién del lado AC: d = (3, -1)

Ecuacién del lado AC: x;S =¥ - x+3=3y-15 > —x-3y+18=0

x—=2y+ 2=0
- x=6,y=4 = C=(6,4)

—x—3y+18=0
c) Ellado AB pasa por A =(3,5) y es perpendiculara m.

Vector de direccién del lado AB: d = (1,-2)

Ecuacién de lado AB: x;'j =% — 2x+6=y-5 = 2x—y+11=0
3x—y—-14=0 5 : B-(5.1)
ﬁ = > = % = 5
2x—yell=0 7Y
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Para practicar

M Coordenadas de puntos

1 Halla las coordenadas de AB y BA, siendo:
a) A(0, 0), B(-1,2)
b) A(2, 3), B(-2,5)
a) AB = (-1,2)-(0,0) = (-1,2)
BA =(0,0) = (=1,2) = (1,-2)
b) 4B = (-2,5) - (2,3) = (-4, 2)
BA =(2,3)- (2,5 =(4,-2)
2 Determina si los puntos A(5,-2), B(3,-2) y C(-5,-2) estin alineados.
AB = (3,-2)- (5,-2) = (-2, 0)
BC = (-5,-2) - (3,-2) = (-8, 0)
Las coordenadas de AB y BC son proporcionales, por tanto, 4, B y C estén alineados.
3 Determina % para que los puntos A(-3,5), B(2,1) y C(6, k) estén alineados.
Debe ocurrir que AB y BC sean proporcionales.

AB-(5.—
AB=G,-9) | 5 _4
BC =(4,k-1)

4 Sean A(8,-2) y B(-4,2) dos puntos. Calcula:
a) M, punto mediode 4 y B.
b) S, simétrico de A respectoa B.

©) P, tal que A sea el punto medio del segmento BP.

2 M= (8;24 —22+2) - (2,0)

b) B es el punto medio entre A y S = (x, y)

2) —4=x;8 —>x=—16

(_4)2):(X+8,L d
~2
2 2 2=}/T_>)/=6

S=(-16, 6)
¢) P es el simétrico de B respecto de A — A es el punto medio entre B y P.

P=(x7)

, 8=x£4 > x=20
_4 y+
8, —2)=<x—,—> -

2 2

. y+2

— y=-06

P =(20,-6)
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5 Dalas coordenadﬁ) del punto P que divide al segmento de extremos A(3,4) y B(0,-2) en dos
partes tales que BP =2PA.

Sea P(x, ).

Sustituimos en la condicién que nos imponen:

BP =2PA — (x—0,y—(-2)) =2B3 -x4-y) —

x=23-x) x=6-2x 3x=6 x=2
- - - - - P(2,2)
y+2=2(4-y) y+2=8-2y 3y=6 y=2

6 Determina los puntos que dividen al segmento AB en tres partes iguales, siendo A(-2, 1) y
B(5, 4).

Buscamos las coordenadas de los puntos M;, M, de la figura.

Y

AB = (7,3)
M = (x, )

AB=3AM; — (7,3)=3(x+2,y-1) —

3=3y-3 — y=
M, = (x, )
- 1 x+2=ﬁ — x=§ 8
AM,=2AM, = (x+2,y-1)=2(=+2,2-1) — 3 3 > M,=(=3
3 y-1=2 - y=3 3
7 Halla las coordenadas del vértice D del paralelogramo ABCD, sabiendo que A(1, 2), B(5,-1)
y C(6, 3).
Sea D(x, y).
Debe cumplirse: AB = DC
G-1,-1-2=6-%3-9 > 1 512 pag
~1,-1-2)=(6-%3-3) — - - ,
BTV 3232 7 y=6
D (x, y)
A@,2) P
L /
AN/
BB, -1)




Unidad 8. Geometria analitica VAWANTANSAC HILLERATO:

Matematicas |

8 Conocemos tres vértices de un rombo ABCD, A(3,5), B(2,-2) y C(7,3). Determina el vértice
D.

* Las diagonales de un rombo se cortan en sus puntos medios y son perpendiculares.

En un rombo, AB = DC.

’
7

A’

e
17

AB = (-1,-7)
D= (x,)/)
—1=7—-x > x=8

1,-7)=(7-x3- D= (8,10
-1,-7)=(-x3 y)—){_7=3_y_>y=10—> (8, 10)

M Ecuaciones de rectas

9 Escribe las ecuaciones vectoriales y paramétricas de la recta que pasa por A y tiene direccién

paralela al vector d.

a) A(-3,7), d(4-1)

b) A(-1,0), d(0,2)

Obtén 2 puntos mds para cada recta.

a) Ecuacién vectorial: (x, y) = (=3, 7) + k(4, -1)

. ) x=-3+4k
Ecuaciones paramétricas:

y=7—k
Dando valores al pardmetro 4, obtenemos puntos: (1, 6), (5, 5)
b) Ecuacién vectorial: (x, y) = (-1, 0) + 4(0, 2)

x==1+0-£
Ecuaciones paramétricas:
y=2k

Puntos: (-1, 2), (-1, 4)
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10 Escribe la ecuacién de la recta que pasa por P y Q de todas las formas posibles.
a) P(6,-2) y Q0,5  b)PG3,2) y QB3,6)
9 P(0,0) y Q8,0 d) P(0,0) y Q(0,-2)
a) PQ = (-6,7)
Ecuacién vectorial: (x, y) = (6, -2) + £(-6, 7)
x= 6-06¢

Ecuaciones paramétricas:
y==2+7t

., . _ +2
Fcuacién continua: = 6_7

-6 7

Ecuaci6n implicita: 7x + 6y —30 =0

Ecuacién explicita: y=— %x +5

b) PQ = (0, 4)
Ecuacién vectorial: (x, y) = (3, 2) + (0, 4)
x=3
Ecuaciones paramétricas: {)’ 94y
-2
E ., . . x=3 _ }’—
cuacién continua 0 7

Ecuacién implicita: x—3 =0

c) PQ = (8,0)
Ecuacién vectorial: (x, ) = (0, 0) + (8, 0)

i . x=8¢
Ecuaciones paramétricas:
=0
. . _ -0
Fcuacién continua: = 3 0_ yT

Ecuacién implicita y explicita: y =0

d) PQ =(0,-2)
Ecuacién vectorial: (x, ) = (0, 0) + £(0, -2)
x=0
Ecuaciones paramétricas:
y=—2t
Ecuacién continua: = = J
0o 2

Ecuacién implicita: x =0

Ecuacién explicita no tiene.

11 Escribe las ecuaciones paramétricas e implicitas de los ejes de coordenadas.

* Fje OX
x=A
Ecuaciones paramétricas: 0 Ecuacién implicita: y =0
)/ =
* Eje OY
x=0
Ecuaciones paramétricas: A Ecuacién implicita: x =0
)/ =
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12 Determina un vector normal y la ecuacién implicita de cada una de las siguientes rectas:

x+1 x=—t+1

: =y-1 b) s:
Loy )3L=ﬁ—2
a)n=(1,2)

Ecuacién implicita: x+2y+ =0
Como pasa por P = (-1, 0), sustituimos sus coordenadas en la ecuacién de la recta para calcular £.
-1+0+4k=0 —> k=1
rix+2y+1=0
b)n=(5,1)
Ecuacién implicita: 5x+y+ =0
Como pasa por P= (-1, 2), sustituimos sus coordenadas en la ecuacién de la recta para calcular 4.

51)+2+k=0 — k=3

s:5x+y+3=0
13 Obtén, para cada una de las siguientes rectas, un vector direccién, un vector normal y su pen-
diente:
= —_ 1 -
a)rlz{:’:;i 1 b) r,: x;.’):TJ’ Oryx+3=0 d)r4:y=%x+%

d: vector de direccién; n: vector normal; 7 = pendiente.

9 d =255 n=652; m=>
b)yd=(2,4); n=(42); m=2
19) d-= (0, 1); o= (1, 0); m no se puede calcular porque es una recta vertical.

®3=6J%E=Qw&;m=%

14 Determina un punto y un vector direccién de cada recta. Utilizalos para dar sus ecuaciones con-
tinuas y paramétricas.

a)3x-2y+1=0 b)y=2(x-1)+7 0x-3=0 d)y=%x+1
d: vector de direccién
D d= 03 P=(0.]) by d=(1,2; P=(0,5)
x=2M\ v\
Ecuaciones paramétricas: y- % +30 Ecuaciones paramétricas: {}/ 5420
1
=5 _s
. X D) .y P
Ecuacién continua: T Ecuacién continua: 1 5
0 d=(0,1); P=(3,0) dd=(3,2; P=(0,1)
E . , . X = 3 E . L. X = 37\.
cuaciones paramétricas: = cuaciones paramétricas: yo1s2h
_ -1
Ecuacién continua: = 0 3 =% Ecuacién continua: % = yT
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15 Compruebasi el punto P(5,-7) pertenece a alguna de las siguientes rectas:

x=5 _1 y-3
: b)s: X2 -2_=
a)r{y=13-2t AT

a) Sustituimos las coordenadas de P en la ecuacién de la recta:

x=5 5=5
4 — =10
y=13-2t  |-7=13-2¢

Hay solucién, luego Per.

-10
5

b)xglzy_3 >-1_-7-3 luego P ¢s.

_ 4
5 72 5 T3°

16 Halla el valor de % para quelarecta x + ky—7 = 0 contenga al punto A(5, -2).
(5,-2) =5 S+k(-2)-7=0 = 2k=2 — k=-1

MW Haz de rectas

17 Consideramos el haz de rectas de centro (3, -2).
a) Escribe la ecuacién de este haz de rectas.
b) ;:Qué recta de este haz pasa por el punto (-1, 5)?
©) ;Cuadl de las rectas del haz es paralelaa 2x + y = 02
d) Halla la recta del haz cuya distancia al origen es igual a 3.

a) a(x—3) + b(y + 2) = 0; obien y=-2+ m(x—3)
b) Si pasa por (-1, 5), entonces, sustituyendo en y =—-2 + m(x — 3), obtenemos:

5=2+m-1-3) > 7=—4m — mz—%; es decir:

y:—Z—%(x—S) — 4y=-8-7x+21 — 7x+4-13=0

c) Sies paralelaa 2x+y=0 tendrd pendiente 2.
Por tanto, sera:
y=-2-2(x-3) = y=-2-2x+6 — 2x+y—4=0

d) Una recta del haz tiene por ecuacién:
y==2+mx-3) = y==2+mx—-3m — mx—-y-3m—-2=0
Su distancia al origen ha de ser igual a 3:
|-3m 2|

m?+1

|-3m — 2| = 3ym? +1. Elevamos al cuadrado y operamos:
Im* + 12m + 4 =9(m* + 1)

= 3; es decir:

I9m%+ 12m+4=9m>+9

2m=5 — m:i

12
Por tanto, sera:

IRV B W —12y-39 =
53XV 13 2=0 = 5x-12y-39=0
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18 Determina el centro del haz de rectas de ecuacién 3kx + 2y —3k+4=0.
Llamamos (x, yp) al centro del haz. Vamos a escribir la ecuacién que nos dan de la forma:
alx—xg) + b(y—yy) =0
Bkx+2y—3k+4=0 — 3k(x—xp) +2(y—y) =0
Bkx —3kxy + 2y —2y,=0
Bkx + 2y — 3kxy— 2y, =0
Han de ser iguales las dos ecuaciones. Por tanto:
—3kxy=-3k — x5=1
=4 = yo=-2
El centro del haz es el punto (1, -2).
19 Lasrectas r:y=3 y s:y=2x—1 forman parte del mismo haz de rectas. ;Qué recta de dicho
haz tiene pendiente —22

Si r1y=3 1y s:y=2x—1 estdn en el mismo haz de rectas, el centro de dicho haz es el punto de corte
de estas rectas: P(2, 3).

Buscamos la recta que pasa por P(2, 3) y tiene pendiente 7 = —2:

y="20—-2)+3 > y=-"2x+7

M Paralelismo y perpendicularidad

20 El vector direccién de 7 es d (2,-5). Halla, en cada caso, el vector direccién y la pendiente de:

a) Una recta paralelaa r. b) Una recta perpendicular a 7.
a) Tiene el mismo vector de direccién d - 2,-5) > m-= ?
b) Tiene vector de direccién d - (5,2) > m= %
x=1-5¢ , , . ..
21 Dadala recta 7: 2p’ obtén en forma explicita las siguientes rectas:
y=4+
a) Paralelaa » que pasa por A(-1, -3). b) Perpendicular a » que pasa por B(-2, 5).
x=1-5¢ >
r:{ - v,=(-5,1)
y=2+t
a) ;5= (-5, 1), A(-1,-3) — 5:y=—%(x+ -3 > ::yz—% x— %

b) v,=(1,5), B(-2,5) = s:y=5(x+2)+5 — s:y=5x+15

22 De una cierta recta 7 conocemos su pendiente m = % Halla la recta s en cada caso:
a) s es paralelaa » y pasa por (0, 0).
b) s es perpendicular a r y pasa por (1, 2).

a) Al ser paralela, tiene la misma pendiente. Ademds, pasa por (0, 0). Por tanto, s:y= ;x.

3

b) Al ser perpendicular, su pendiente es — % = =3 Por tanto, y= %(x -1D+2 = y= B L,

2 2 2
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23 Halla una recta que pase por el punto P(0, 1) y sea perpendicular a la recta ¥ Z 1_ Ty
7 tiene vector de direccién d = (-3, 4) y pasa por P(0, 1).
x 21
T34

24 Halla, en cada caso, la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(1,-3) yes:
a) Paralelaalarecta 2x—3y+5=0.
b) Perpendicular a la recta x + y—3 = 0.
¢) Paralela a la recta 2y -3 = 0.

d) Perpendicular a la recta x + 5 = 0.

a) 7 tiene vector de direccién d = (3, 2) y pasa por P(1,-3) — r: x;l = }/;3
b)  tiene vector de direccién d = (1, 1) y pasa por P(1,-3) — 7r: %: )/I?)

c) Es paralela al eje OY y pasa por P(1,-3) = r:y=-3
d) Es paralela al eje OX y pasa por P(1,-3) — rix=1

25 El vector normal de la recta 7 es n (2, -3). Obtén, en cada caso, la ecuacién de la recta s.
a) s es paralelaa r y contiene al punto P(2, -3).
b) s es perpendicular a r y pasa por Q(0, 1).

a) s tiene vector de direccién d- (3,2) y pasapor P(2,-3).

s-ﬂ=)’+3
3 2

b) s tiene vector de direccién d = (2, —3) y pasa por Q(0, 1).
x_ Jy-1

S —=

2 3

26 Escribe las ecuaciones de las siguientes rectas:
a) 7|, paralela al eje de abscisas que pasa por A(-1, -2).
b) ,, perpendicular al eje OX que contiene a B(1, 0).
©) 3, paralela al eje de ordenadas que pasa por C(3, 5).
d) 74, perpendicular al eje OY que contiene a D(-1, 7).

a) riy=-2
b) r:x=1
o) ryx=3
d)rgy=7

2'7 Halla la ecuacién de la paralelaa 2x— 3y =0 cuya ordenada en el origen es -2.
r:2x—=3y=0

s/ r — lapendientede s hadeserigualalade m.=m =%
P0,-2) € -

Ecuacién explicita: y= %x -2

Ecuacién implicita: 2x—3y—6=0
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28 Dados los puntos A(0, 1) y B(4, -3) halla la ecuacién implicita de la recta perpendicular al
segmento AB que pasa por su punto medio.

AB = (4,-3) = (0, 1) = (4, 4)

s tiene vector de direccién d = (4, 4) y pasa por M= (2,-1).

1
x22=)’% - x—2=y+1 = s:x—y-3=0

S

29 Dadalarecta 4x + 3y — 6 = 0, escribe la ecuacién de la recta perpendicular a ella en el punto de
corte con el eje de ordenadas.

Punto de corte con el eje de ordenadas 7

4x+3y—-6=0
— x=0,y=2
x=0
s tiene vector de direccién d = (4, 3) y pasa por P = (0, 2).
Lx )2
Y473

30 Determina, en cada caso, una recta que pase por el punto P(-2,-3) y sea:
a) Paralela a la bisectriz del primer cuadrante.

b) Perpendicular a la bisectriz del segundo cuadrante.
a) Bisectriz del primer cuadrante: y = x
s tiene vector de direccién d = (1, 1) y pasapor P=(-2,-3).

s:—x12=—y13 —> x+2=y+3

b) Bisectriz del segundo cuadrante: y=—x
s tiene vector de direccién d = (1, 1) y pasa por P = (-2, 3).

oox+2 _J*3
| 1

Es la misma recta que la anterior.

- x+2=y+3

31 De un tridngulo conocemos el vértice A(1,3) ylarecta 7:2x— 3y + 6 = 0 que contiene al lado
BC. Halla la altura relativa al vértice A.

h, es perpendicular a » y pasa por A= (1, 3).
h, tiene vector de direccién d=(2, -3 y pasa por A = (1, 3).

ox-1_J)-3
h: 7 T3
32 Calcula las ecuaciones de las mediatrices del tridngulo de vértices A(-1,-2), B(3,2) y C(3, 4).

a) m, es perpendiculara BC y pasa por Mp.

BC tiene vector de direccién BC = (0, 2).

MBC= (3—;3: 2;—4> = (3; 3)

m, tiene vector de direccién d=0,0 y pasa por Mpc= (3, 3).

my;y=3



Unidad 8. Geometria analitica VAWANTANSAC HILLERATO:

Matematicas |

b) m,, es perpendicular a AC y pasa por M.
AC tiene vector de direccién AC = (4, 6).

My (—12_3 —22_4) L

my, tiene vector de direccién d = (6, —4) y pasa por Mo = (1, 1).

x—1 _ y-1
6 -4

) m, es perpendicular a AB y pasa por M p.
AB tiene vector de direccién AB = (4, 4) = 4(1, 1).

my:

M= (% —22_2) _(1.0)

m, tiene vector de direccién d = (1, -1) y pasa por Mz = (1, 0).

m,: x;l =___)/1 - x+1=y

33 Halla, en cada caso, el valor de %2 para quelarecta 7:y=/lx+1 sea:
a) Paralela al eje OX. b) Perpendicular a la recta 2x + 3y + 7 = 0.

Pendiente de 7: m = £

a) Pendiente del eje OX: m'=0, luego m=m'=0 — k=0

; S0 2 1.3 3
b) Pendiente de 2x + 3y +7 =0: m'= 3 luego m o k 3

34 Halla el punto simétrico de P(1, 1) respecto ala recta x—2y—4=0.

* Mira el problema resuelto niimero 2.
Llamamos r alarecta: x—2y—4=0.
s: Perpendicular a r que pasa por P=(1,1)

-~
s tiene vector de direccién d = (1, -2)

-1
s xIl =}’—2 - 2x+2=y-1—> 2x—y+3=0
M = punto de corte de las rectas
—2x—- y+3=0
- x=2,y=-1 - M=(2,-1)
x—2y—4=0

M es el punto medio entre P y P'= (x, y), susimétrico respecto de 7.

2-%+1 5 3
2 _1)=<ﬂ ﬂ) 2

- P'=(3,-3
2 2 1_}/+1 S yed ( )
_—2 )I_
Y
\b\P 7
N\ X
M
/ \{),
\\5
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M Posicion relativa de dos rectas

35 Estudia la posicién relativa de los siguientes pares de rectas. Calcula el punto de corte cuando
sean secantes.

x=2t+1

y=-10z-3

b)7:3x+5y+10=0; s:-3x+5y+10=0

x=3t-1 {x:t
cr: 3 St
{y=t+3 y=2t

a)r:5x+y+7=0; s:{

d)r:y=2x+1; s:y=%x+l

a) Buscamos un vector direcciédn de cada recta:
riSx+y+7=0 - n,=(51 — v,=(1,5)
x=2r+1 -
s - v,=(2,-10)
y=-10r-3

Como los vectores direccién son proporcionales (v, =-2v,), las rectas o son paralelas o son coin-
cidentes.
Como P(1,-3)es y Per, lasrectas son paralelas.
b) Buscamos un vector direccién de cada recta:
r:3x+5y+10=0 — E,: (3,5 — ;,z (-5, 3)
s:3x+5y+10=0 = n,=(-3,5 — v,=(5,3)
Como los vectores direccién no son proporcionales, las rectas son secantes.
c) Buscamos un vector direccién de cada recta

x=3r-1 -
r:{ - v,=(3,1)
y=t+3

xX=t >
s _o; - v,=(1,2)

Como los vectores direccién no son proporcionales, las rectas son secantes.

d)m,=2; m=— % — Las rectas son perpendiculares.
y=2x+1
1 — x=0,y=1 — Punto de corte P= (0, 1).
y=— fx +1

36 Calcula el valor de los pardmetros 2 y ¢ para que las siguientes rectas se corten en el punto
A, 2):

rikx—ty—4=0 s:2tx+ky—-2=0

Aer —> k-1-t-2-4=0 | k—2t—-4=0 | Resolviendo el sistema:
Aes = 2t-1+k-2-2=0| 2k+2t-2=0 k=2, t=-1

37 Determina k para que las rectas 7 y s sean paralelas.

x=2_Y x+5_y-1
e 3 2 5 -6k
Para que sean paralelas, sus vectores direccién han de ser proporcionales, es decir:
3 _=2 _4
“C — k



Unidad 8. Geometria analitica VAWANTANSAC HILLERATO:

Matematicas |

38 Halla el valor de £ para que estas rectas sean coincidentes:
r:2x+3y+5=0
x=—6t+k
y=4t+2

Expresamos ambas rectas en forma implicita:
r2x+3y+5=0
si4x+6y—12-4k=0

Para que 7=, estas ecuaciones tienen que ser proporcionales, y por tanto:

22 _-11
—12-4k=10 = k=22==3

39 Calcula % paraque r y s sean perpendiculares.

riy=2x+1
s:3x+ky+3=0
3
=2; = —_—
m, m A

Para que sean perpendiculares, 7z, = —

§‘D—l

Luego, 2=§ — k=06

W Angulos
40 Halla el 4ngulo que forman los siguientes pares de rectas:
a)riy=2x+5 s:y=-3x+1
b)7r:3x—-5y+7 =05 s: 10x+6y—-3=0
o e {x=3—t’ {x——l 3z
y=2t y=4+t
d)r:2x—y=0; s:2y+3=0

ry=2x+5 m,=2
a) — sus pendientes son:

siy==3x+1 m;==3

2_(_3) ’_ i’_ _ o
g o= ’ 1+m m, 1+2(—3) _’—5 =1 a=45
;:(3,—5)J_7 —~ > _)o_) —

! %uzrl,rzzv,w%cosoczbl V_Z|=|3O _3,0|=0—>O(=90°

w=(10,6) L7, vilwl v liwl

c) Los vectores direccién de esas rectas son d; = (<1,2) y d, = (=3, 1).

Entonces:

[di-dy| [3+2] 5 1 42
[di[ldo 5410 592 2 2

;:(2’—1)J—71 —~ 5=
— — OL=7r,"n=2ay,ay —
a,=(0,2) Lr, Pr2amir 2

cos O = — o =45°

d)

= cos 0= a2 _lo-2] 2 L=£z0,4472—>0c=63°26'5,82"

‘alHaz‘ 504 2 505
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41 ;Qué dngulo forma 3x—2y+ 6 =0 con el ¢je de abscisas?

* La pendiente de la recta es la tangente del dngulo que forma con el eje de abscisas. Halla el dngulo con la
pendiente de la recta.

. 3 Y
La pendiente de 7 es m, = 5 /
La pendiente de 7 es, ademds, 7g ou: / |
m,=1tg o0 — tg&:% — o =56°18"35,8" / ks X

42 ;Qué dngulo forma larecta 2x—y + 5 =0 con el ¢je de ordenadas?

Y
El dngulo pedido, o, es complementariode B — 7 [ = # /
24

Por otro lado, 7g B = m, = 2:

1 1 ° 1 "
=——=— — o=26°33"'54,2
S | Y '

43 Calcula #» de modo que larecta 3x + ny—2 =0 forme un dngulo de 60° con el eje OX.

Y 17 60° =3
/ 3 Como #g60° = m,, se tiene que:

mr = =
/
/ X D n "= ,/3 N 3 -

44 Calcula m y n en estas rectas sabiendo que 7 pasa por el punto P(1,4) y que » y s forman

un 4dngulo de 45°:
rimx—2y+5=0 s:nx+6y—8=0

Per—->m-1-2-4+5=0 - m=3

r:3x-2y+5=0 — y=%x+% - m,:%
simx+6y—8=0 — y:—%x+% — m5=—%
o225 S i
Hay dos posibilidades:

. —122%—31;&1 — 2n-18=12-3n — n=30

. —12#—;5?1 - 2n-18=-12+3n — n=—%
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45 Lasrectas 7:3x—2y+6=0, s:2x+y—6=0y #:2x—5y—4 =0 son los lados de un tridngulo.
Represéntalo y halla sus dngulos.

\Y

/ ‘

d,=2,3), d,=(-1,2), d,=(5,2)

— | @3)1,2) —

s) = |22~ 222 1= 0,49 — (r,5) = 60° 16
os(n) =\ G5 vk (3

— | @3)+6,2 . ate

1) = | —= 22 1 -(,82 = (r,1) =34°30
cos (1, 1) ‘ 49 /5.4 (r,1)

— | (1,2):65,2) —

1) = | ——=2 2= 1 =0,08 = (s5,2) =85°14
005 (5, ‘m 25+4 (1)
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M Distancias y areas

46 Calcula % de modo que la distancia entre los puntos A(5, k) y B(3,-2) seaiguala 2.
A(5, k), B(3,-2), AB =(-2,-2—k)
dist(A,B) = |AB|={(-2)2+ (-2 B2 =2 — 4+ d+4k+ k2 =4 — P +4k+4=0 — k=-2
4'7 Determina, en cada caso, si el tridngulo ABC es equilétero, isésceles o escaleno.
a) A(-1, 0), B(1,0), C(0, y3) b) A(1, 3), B(3,5), C(-1,7) c) A2, 3), B(-1,2), C(-2,-3)
a) dist (4, B) = {(c1-1)2+(0-0)2=2
dist(4, C) = J(<1-0)2+(0—3)2=2
dist(B, C) = {(1-0)2+(0—{3)2=2

Tridngulo equildtero.

b) dist (4, B) = {(1-3)2+(3-5)2=242
dist(4, C) = {(1+1)2+(3-7)2=2/5
dist(B, C) = {(3+1)2+(5-7)%=2/5

Tridngulo isdsceles.

o) dist(4, B) = {(2+1)2+(3-2)2=10
dist(4, C) = {(2+2)2+(3+3)2=2/13
dist(B, C) = {(2+2)2+(3+3)2=2/13

Tridngulo isdsceles.
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Halla la longitud del segmento que determina la recta x—2y + 5 = 0 al cortar a los ejes de coor-
denadas.

Hay que calcular la distancia entre los puntos de corte de la recta con los ejes de coordenadas.

Calculamos primero dichos puntos:

x—2y+5=0 5 5
o 0 - -2y+5=0 — y:i - A(0,7> es el punto de corte con el eje Y.
X =

x—2y+5=0
. — x+5=0 = x=5 — B(5,0) esel punto de corte con el eje X.

y=0
2
. AB - di l65-02+(0-2) = /o5, 2> _ /125 _5
Luego AB-a’zst(A,B)—\/(S 0) +<0 2) 25+ % \/7 2«5

Halla las distancias de O(0, 0) y P(-1,2) a estas rectas:

Matematicas |

a)3x—4y+5=0 b)2x+5=0 o 1¥=6f d)(x,y)=(i,1)+(z,1)k
5 7 i
. 5
a) dist(O0,7r) = —==1u
v9+16
. [3-(-1)-4-2+5| ¢
dist (P, =
ist (P, r) = i = u
b) dist (O, ) = 5' -3
dist (P, r)—‘ 5’=%u
19) r:g g—>8x 6y=0
dist (O, r) = 6|40|36 =0u » Oer
+
8.(-1)-6-2|
dist(P, r) = 18- ED=0:2]
) = 6 \
1
Ty -l 1 3
d)r: 3 =T—>x+7=2y—2—>x—2y+7=0—>2x—4y+3=0

dist (O, r) = % =13—0«5 u
+

. [2-(-1)=4-2+3] 7
dist(P, r) = -
ist (P, r) i 106 u

Determina ¢ para que la distancia de 7:x—3y+ c¢=0 al punto (6,2) sea de Y10 unidades
(hay dos soluciones).

|1.6-3-2+¢| |6 6+c| el _ /10

dist (P, r) =
7o 10 410
] J10
=y10 — ¢; =10
: V10 1
Hay dos soluciones: Te] 10=0
4 x
F F —> 52 = _10 M
510"

Las dos rectas solucién serdn dos rectas paralelas.
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51 Halla la distancia entre los siguientes pares de rectas:

a)r:3x+5=0; r: {::g+4k
1

b)r:y=_3—2x+1; r's 1;x=y;
a) P'=(0,0)er’

. 5] _5
dist(r, r") = dist (P', r) = ==
ist (r, r") = dist(P', r) 50 3u
b) Las rectas son paralelas.
P=(,-1)er

r:2x+3y—-1=0

dist(r, r') = dist (P, r) = %:%‘/ﬁ u

52 Comprueba que el tridngulo de vértices A(-3, 1), B(0,5) y C(4,2) es rectingulo y halla su

area.

Veamos si se cumple el teorema de Pitdgoras:

|A—B)|=«/(0+3)2+(5—1)2=5
|A—C)|=«/(4+3)2+(2—1)2=«/% 52+52=(/50)2 — Por tanto, el tridngulo es rectangulo.

|BC|=y42+(2-5)2=5

Area = %-|A—§HB_C)|=%-25=12,5 u?

53 En el tridngulo de vértices A(-1,-1), B(2,4) y C(4, 1), halla las longitudes de la medianay de
la altura que parten de B.

R
EEREY
c a
) C
X
L.

a) Longitud de la mediana = dist (B, M)
(3
- (2

2
dist (B, M0) = \/(2_%> +(4-0)2 :%@

b) Longitud de la altura = disz(B, lado AC)

AC =(5,2)

r: x;l _ o+l — 2x+2=5y+5 — lado AC: 2x-5y-3=0
' 2-2-5-4-3] _19

dist(B, r) = =2~ 2" 2721 _1J [

prB J4+25 29129
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54 Dado el tridngulo de vértices A(0, 0), B(4,3) y C(6, 8), calcula su drea.

Y

Area = % - base - altura

Base = dist(4, C) = {(0—6)2+(0-8)2 =10 u
Altura = dist(B, lado AC)

Lado AC:

AC =(6,9)

S AN 8x—6y=0 — 4x-3y=0
6 8

. |4.4-3.3] 7

dist(B, lado AC) = ———— =~

ist (B, lado AC) ficss 5 u

Areaz%-base-alturaz 10-%=7u2

1.
2
Para resolver

55 Los puntos medios de los lados de cualquier cuadrilitero forman un paralelogramo. Comprué-
balo con el cuadrilitero de vértices A(3, 8), B(5,2), C(1,0) y D(-1, 6).

5+3 8+2) _
P(323,852) 4, 5)

Q(3> 1)’ R(O’ 3)) S(la 7)

59:6-4,1_5):(_1,_4)} G- 5%
SR=(0-1,3-7)=(-1,—-4)

SP=(4-1,5-7)=(3,-2)

il }@’:R_Q’
RG=(3-0,1-3)=(3,-2)
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56 En un tridngulo equilitero conocemos dos vértices, A(/3/2,0) y B(-y3/2,0). Halla el tercer

vértice.

El vértice C= (x, y) estd en la mediatriz del segmento AB y dist(A, C) = dist(A, B).
r: Mediatriz de AB

AB = (3, 0)

Punto medio de AB:

Myp = (0, 0)
rix=0
2
dist (4, C) = \/<§_x) +(0_)’)2=\/X2—\/§x+}/2+%
2
dist(A, B) = \/<_§-§) +(0-0)%=y3

Las coordenadas de C son la solucién del siguiente sistema de ecuaciones:

x=0 x=0
xz—«/gx+y2+%=«/§ - y2+%=«/§ - y:% 443-3 > y=—%«/4«/§—3

Hay dos tridngulos equildteros con vértices A y B.

-5 -

5'7 Halla las ecuaciones de las rectas 4, b, ¢, d, e y f.

N

Z\z /

/N2
7 (600 X
Aot
__5
a — X= 5
x=2_ )
b — T 7
y—=2
- X7 =
R T
x—l_)’_1
d—>—2 =3
e > y=1

f — Si f forma un dngulo de 60° con el eje vertical, entonces forma un dngulo de 30° con el eje
horizontal positivo.

Un vector cuya pendiente sea de 30° tiene coordenadas proporcionales a (3, y3), luego la ecua-

2
cién de la recta es: % = Jre
R
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58 Calcula las ecuaciones de las alturas del tridngulo de vértices A(-2, 1), B(4,7) y C(6, -3).
Halla el ortocentro.

* h, es perpendiculara BC y pasa por A = (1, 3).
B—C') = (27 _10) = 2(13 _5)

h, tiene vector de direccién d = (5, 1) y pasa por A = (=2, 1).

-1
hy: x+2=)’T = x+2=5-5 > x-5+7=0

* hp es perpendicular a AC y pasa por B = (4, 7).
AC = (8,-4) = 4(2,-1)

hy tiene vector de direccién d = (1, 2) y pasa por B = (4, 7).

h: "I4=)'2;7 — 2x—8=y-7 > 2x—y-1=0

* ho es perpendicular a AB vy pasa por C= (6, -3).
AB = (6,6)=6(1,1)
h tiene vector de direccién d = (=1, 1) y pasa por C = (6, -3).

he x—06 _ y+3

1 | - x-6=--3 =5 x+y-3=0

El ortocentro es el punto de interseccion de las alturas. Como las tres alturas se cortan en el mismo
punto, para calcular el ortocentro es suficiente con resolver el sistema formado por dos de las alturas.

{2x—y—1=0

4,5
x+y-3=0 %x—a,y 3

SHEN

3)
)3~

Las coordenadas del ortocentro son (
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59 Da las ecuaciones de las mediatrices del tridngulo de vértices A(-4, -2), B(4,-2) y C(2, 4).
Halla el circuncentro.

* m, es perpendicular a BC y pasa por Mp.
BC tiene vector de direccién BC = (2, 6) = 2(-1, 3).
MBC = (3; 1)

m, tiene vector de direccién d=3,1) y pasa por Mp-= (3, 1).

_ -1
m: X 3:—}/1 — x-3y=0

* my, es perpendicular a AC y pasa por M.
AC tiene vector de direccién AC = (6, 6) =6(1, 1).
Myc=(-1,1)

my, tiene vector de direccién d = (1, -1) y pasa por Mpc= (-1, 1).

x+1 =J’_1

my: 1 T—)x+y=0

* m, es perpendicular a AB y pasa por M p.
AB tiene vector de direccién AB = (8,0) = 8(1, 0).
Myp=1(0,-2)
m, tiene vector de direccién d - (0, 1) y pasa por Myp=(0,-2).
m:x=0

El circuncentro es el punto de interseccién de las mediatrices. Como las tres mediatrices se cortan en
el mismo punto, para calcular el circuncentro es suficiente con resolver el sistema formado por dos de
las mediatrices.

x=0

- x=0, y=0
x+y=0 X J

Las coordenadas del circuncentro son: (0, 0).
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60 En el tridngulo de vértices A(0, 0), B(9,2) y C(3,7), determina las ecuaciones de las medianas
y calcula el baricentro.

* n, pasapor A ypor Mpc.

- (:3)-(63)

AMpc = <6’ %) = %(4, 3)

n, tiene vector de direccion d - (4, 3) y pasa por A=(0,0).
nﬂ:%=% — 3x—4y=0
* ny pasapor B ypor Myc.
_(3 7
MAC_<2’2>
“_ (=15 3)_3
BMAC-( 3 ,2>-2( 5,1)

n, tiene vector de direccién d=(5,1) y pasa por B= (9, 2).

_ -2
1y x_59:_1 - x—9=-57+10 = x+5y-19=0

* n, pasapor C ypor Myp.

MAB = <%,1>
CMAB=<%,—6)=%(13_4)

n,. tiene vector de direccién d- (1,-4) ypasapor C=(3,7).

g xI3 =)l_—_7 — —4x+12=y-7 = —4x—-y+19=0

El baricentro es el punto de interseccién de las medianas. Como las tres medianas se cortan en el
mismo punto, para calcular el baricentro es suficiente con resolver el sistema formado por dos de las
medianas.

{3x—4y=0

=4’ =
—4x—y+19=0 - =3

Las coordenadas del baricentro son: (4, 3).
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61 En un tridngulo de vértices A(-2, 0), B(1,3) y C(2,0) trazamos desde cada vértice una recta
paralela al lado opuesto. Halla los vértices del tridngulo que determinan los puntos de corte de
estas rectas y comprueba que es semejante a ABC.

* Para comprobar que dos tridngulos son semejantes, basta ver que sus dngulos son iguales.

\ Y
D B

AB =(3,3)=3(1,1); AC = (4,0) = 4(1,0) BC =(1,-3)
Ellado EF:

* Es paralelo a AB vy pasa por A.

« Tiene vector de direccién d = (1, 1) y pasa por A = (-2, 0).

e x¥2 ) x+2=y > x—y+2=0

1 1
Ellado DE:

* Es paraleloa AC y pasa por B.

* Tiene vector de direccién d = (1, 0) y pasa por B= (1, 3).
©y=3

Ellado DF:

* Es paraleloa BC y pasa por C.

« Tiene vector de direccién d = (1, -3) y pasa por C= (2, 0).

x_2=l N _3x+6=)/ - —3x—_y+6=0

1 -3
cos D = cos (m) = cos (BC, AC) = cos C

cos E = cos (m) = c0s (ﬁ, E) —cos A

Si tienen dos dngulos iguales, los tridngulos son semejantes.
62 Larecta 2x+ 3y— 6 =0 determina, al cortar a los ejes de coordenadas, el segmento AB.
Halla la ecuacién de la mediatriz de AB.

Ecuacién del eje OX: y=0. Ecuacién del eje OY: x=0.

Puntos de corte de 7 con los ejes:

2x+3y—-6=0
— x=3,9=0 = A=(3,0)
y=0
2x+3y—-6=0
0 - x=0,y=2 = B=(0,2)
X =

E = (—3, 2), MAB: <%,1)

La mediatriz de AB tiene vector de direccién d = (2, 3) y pasa por Mz = <%, 1).

x
-1
Mediatriz de AB: Tz = yT
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63 Halla el pie de la perpendicular trazada desde P(1,-2) alarecta r:x—2y+4=0.
* Escribe la perpendicular a r desde P y halla el punto de corte con r.

Vector normal a 7: n = (1, -2)

La recta s perpendicular a » que pasa por P, tiene vector de direccién d = (1, —2) y pasa por

P(1,-2).
2
s x;l :)'+2 — 2x+2=y+2 — “2x—y=0
El pie de la perpendicular Q es la interseccién de las dos rectas 7 y s.
x—2y+4=0 4 8 ( 4 8
- x=—3y=2 5 Q=(-2, &
{—2x—y=0 =T 2 Qs 5)

64 De un rombo ABCD sabemos que los vértices B y D estinenlarecta r:y=2x+2 y que
A(4, 0). Halla las coordenadas de C.

La diagonal BD estdn en la recta 7.

Las diagonales de un rombo son perpendiculares y se cortan en el punto medio, luego la perpendicu-
lar trazada desde A alarecta r, que llamaremos s, cortarda 7 en el punto medio M entre A y

C=(x7).
Larecta s perpendiculara 7 tiene pendiente m = —% y pasa por A = (4, 0).
sty=-— %x +k

Sustituimos las coordenadas de A en la ecuacién para calcular 4.
0 =—%-4+/e - k=2 > s:y:—%x+2

M=rNs

y=2x+2
y:—ix+2 - x=0,y=2 - M=(0,2)

0=% — x=—4
0.2 (x14.2) = C- (4,4

65 Calcula el 4rea del tridngulo cuyos lados estdn sobre las rectas 7:x=3; s:2x+3y-6=0y

t:x—y-7=0.
Los vértices estdn en la interseccién de las rectas.
A=rNs

x=3

{2x+3}/ 620 - x=3,y=0 = A=3,0)
B=rnNt

x=3 3.y=—4 — B= (34
x_y_7=0—>x- ,y=—4 = B=(3,-4)

C=sNt

2X+3}/—6=0 27 8 (27 8)
=" =—— C: - T =

{x—y—7=0 B R T
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Area = % - base - altura

Base = dist(A, B) = {(3-3)2+(0-4)2 =4 u
Altura = dist (C, lado AB)
Lado AB=1; AB =0, 4) = 4(0, 1)

[ tiene vector de direccién d = (0, 1) y pasapor A=(3,0).

[:x=3 > x-3=0
7

dist (C, lado AB) = f=15—2 u

Areq - L . ) _ 1 4. 12 _24 »
Area = 3 base - altura = 3 4 5 =75 u

66 Halla el drea del cuadrildtero de vértices A(-4, 3), B(0,5), C(4,-2) y D(-3,-2).

B(0,3)
A (4,3) ‘/ \
S| \
\ [ \
VLN
D(3,12) C 4,2

* La diagonal AC divide el cuadrildtero en dos tridngulos con la misma base, cuya medida es:
| AC|=|(8,-5)|= 89
* Sean hp y hp lasalturas desde B y D, respectivamente, a la base:
hg = dist(B, ) y hp = dist(D, r)
donde 7 es la recta que contiene el segmento AC.

—
Tomando como vector direccién de » el vector AC, la ecuacién de dicha recta es:

5+ By 20424+ k=0 — k=—4 Sx+8y—4=0
Como (-4,3)e r| FoAr k=l T kEmd oo Gy A s

Luego:

hy = dist(B, 7 = 120+8:5-41_ 36

{89 89
. _[563)+8(=2)-4| 35
hp = dist(D, r) = ) =89

o Asi:

2

b-hg b-h 59 1
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67 Ellado desigual del tridngulo isésceles ABC, tiene por extremos A(1,-2) y B(4, 3). El vértice
C estdenlarecta 3x—y + 8 = 0. Halla las coordenadas de C y el 4rea del tridngulo.

* La recta del lado desigual (base) tiene como vector direccién AB = (3, 5):

_ Sx—3y—11=0
y=-2+5¢ 3 5 = ridx=3y

r.{x:1+3t _>x—1 y+2

* La recta que contiene la altura tiene por vector direccién a = (-5, 3) L AB y pasa por el punto

medio del lado desigual AB, es decir, por M (2, l):

——— — h.:12x+20y-40=0 — h,:6x+ 10y—20=0

5
. 2 2x=5 2y-1
by 170 e
2

* C=s5Nh, donde 5:3x—y+8=0.

{Bx— y+ 8=0 {—6“ 2y-16=0
%

6x+10y—20=0 6x+10y—-20=0
12y-36=0 —>}/=?—g=3 5 3x—34+48-0 — 3x+5-0 — x:?
(39
uego: %/
3
850
.
e Area - base-zaltura=|ABH2CM’(:) B4 ; 6 ~14,17

AB=(3,5) — | AB|={34

68 Calcula ¢ para que la distancia entre las rectas de ecuaciones 4x + 3y —6=0 y 4x+3y+¢c=0
sea igual a 3.

Sea Pe r; donde xy=0 — y,=2 — P(0,2) € n

. 4 |4-0+43-2+¢| [6+¢| 6+c=15 > ¢ =9
Asi, dzst(rl,rz)-dzst(l’,rz)-W—S—) 5 =3 6+c=-15 = ;=21

69 Encuentra un punto en la recta x— 2y — 6 = 0 que equidiste de los ejes de coordenadas.

Eje X: y=0

je Ry dist (P, eje X ) =dist (P,ejeY)

EjeYix=0,F — -
x—2y-6=0

P, yer

| ] .
— 1402412 J02+12 — dos casos: {
x

==y =
x—2y—-6=0 !
Y]
y-2y-6=0 = y;=-6 = x;=-6 P, (-6,-06) -
- -
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70 Determina, en cada caso, un punto P delarecta r: y=—x+1 tal que:
a) La distanciade P a s:3x—4y+2=0 seal.
b) P diste 3 unidades del eje OX.
¢) La distancia de P al eje OY sea 4 unidades.
d) P equidiste de las rectas x—y+5=0y x+y+1=0.

a) P=(x, )
Per = y==x+1
, [3x—4y+2|
dist(P,r) = ———— =1
it (B> V9+16

Las coordenadas de P son la solucién del sistema de ecuaciones:

y=—x+1
|35 —4(—x+1)+2]

9+1

-1 -

|3x —4y+2| 1 -
J9+16

:

3x—4(—x+1)+2

=1 - x=1 =1 =
. +16 ¥ N = 5L
336—4(—x+1)+2=_1 IR ] x=—% - y:%
V9+16 7

Soluciones: Py =(1,0), P, =

—_

3 &)
77
b) Eje OX:y=0

dist(P, OX) = ¥=3

Las coordenadas de P son la solucién del sistema de ecuaciones:

——x+1 —x+1 _ p
|y|’” ST 3 x= o2 y=3
%=3 1 =+l _ 3 4 x=4 —> y=-3

Soluciones: Py = (-2, 3), P, = (4, -3)
c) Eje OY:x=0

El

dist (P, OX) = T=4

Las coordenadas de P son la solucién del sistema de ecuaciones:

x=4 = y=-3
m=4 - x

1 T=—4—>x=—

Soluciones: P = (4,-3), P, = (-4, 5)

y=—x+l1 %:4—)x=4
4 {x=—4%y=5

. |x—)/+5| . |x+}/+l|
d) dist (P, r) = ———", dist(P, r') = ————
) dist(Prr) = o=, dist(Pyr) = —es

Las coordenadas de P son la solucién del sistema de ecuaciones:

y=—x+1
‘x—y+5‘_|x+}/+l‘ = [x—(=x+1)+5]=|x+(x+1)+1| =
1 1+l
x—(x+1D+5=x+(x+1)+1 > x=-1 x=-1—> y=2
- -
x—(x+1)+5=—(x+(=x+1)+1) > x=-3 x=-3 = y=4

Soluciones: P = (-1, 2), P, =(-3,4)
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71 Halla un punto del eje de abscisas que equidiste de las rectas 4x+3y+6=0 y 3x+4y—-9=0.
P(x, 0) debe verificar dist(P, r) = dist(P, s):

|4x+3-0+6] [3x+4-0-9] . 4x+6=3x-9 — x; =15
25 s 4x+6=-(3x-9) = x,=3/7

Soluciones: Py(-15, 0), P2<%, 0)

72 Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto de interseccién de las rectas » y s y forma
un 4ngulo de 45° conlarecta x + 59— 6 =0.

r:3x—y-9=0 s:x—-3=0

Llamamos ¢ ala recta que buscamos. # pasa por P=rMs y tiene pendiente 7.

m—>5 3
7T 1 > —_2
tg45°=’m_5’—>1=‘m_5‘—> L+5m 2
+5m 1+5m m—>5 ] = o2
1+5m 3
3x—y-9=0
{ J — x=3,9=0 > P=(3,0)
x—-3=0
#; tiene pendiente m——i y pasa por P = (3, 0).
tlzy=—%(x—3)

t, tiene pendiente 7 = % y pasa por P = (3, 0).

Ly y= %(x—3)

73 Dadas 7:2x—y—17=0y s:3x— ky—8 =0, calcula %2 paraque r y s se corten formando
un 4ngulo de 60°.

= (1)2).(k13) ‘ o k+6 k+6
cos (r,5) = | =L 22| — c0s60°=
J1+44F+9 54k +9 «/7«/;%2
1 kE+6
L= KtO 5 k=24-153
2 [5JF+9
1 k+6
—L = RtO 5 k=24+1543
2 5k 49

Soluciones: ky = 24 — 15435 ky =24 + 1543

74 Halla los dngulos del tridngulo cuyos vértices son A(-3,2), B(8,-1) y C(3,-4).
AB = (11,-3); AC =(6,-6) = 6(1,-1); BC = (-5, -3)

r contiene al lado AB; s contiene al lado AC; ¢ contiene al lado BC

5 a4 (11,-3)+(1,-1) 7B A o jat

AB, AC)=—2+"2_""-0,87 — (AB, AC)=29°45
cos ( ) J121+9 41+1 ( )

7 aa  (=11,3)+(=5,-3) = 5~ o1 1

BA, BC) = =0,69 — (BA, BC)=46°14
cos { ) ¥v121+49425+9 ( )

(CA, CB)=180°—(29°45' + 46°14')=104°1'
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75 Halla la ecuacién de la recta que pasa por (0, 2) y forma un dngulo de 30° con x = 3.

Y] /
\ 1 /
\ 4
\ &
N\ /0
\ |/
0-2)f
120°
- X
7601 1\
/ \
/ N\

"1

La recta 7 forma un dngulo de 60° o de 120° con el eje OX.

Su pendiente es:

my =tg 60° =3, obien
my=1g120°=—3

Teniendo en cuenta que debe pasar por P(0, 2), las posibles soluciones son:
riy= B x+2
Ty = —B3x+2

76 Larecta 2x+y=0 eslabisectriz de un dngulo recto cuyo vértice es (— =, 1>.

Halla las ecuaciones de los lados del dngulo.

Las pendientes de las tres rectas son: my, =-2, m,, m,

1-2m,=-2-m, = m,=3
—142m,=-2-m, = m,=-1/3 -

r:y—1=3<x+%) - y=3x+%
) 1 1 1 5
~r:y—l=7<x+7) - y=7x+g
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'7'7 Halla las ecuaciones de las rectas que pasan por A(-2, 2) y forman un dngulo de 60° con x =y.
b:x=y — supendiente es =1

tgGOo:‘ 1—m ‘%62’1—7’” N

1+1-m l+m

«/§+«/§m=l—m — m; = 1-43
N «/§+1

—3-Bm=1-m — my = 1+/3
—3+1

Teniendo en cuenta que pasan por A (-2, 2):

riy—2= %(x+2)

3+

1+«/§
ty—2=
Yy —‘/5"'1

ECUACIONES PUNTO-PENDIENTE

(x+2)

78 Dadalarecta r: 2x— 3y + 5 = 0, halla la ecuacién de la recta simétrica de r respecto al eje de
abscisas.

Calculamos P=r NOX:

2x—3y+5=0
{X ) + 5 )’=0 N P=<—%,0>

- x=-

y=0 2
Buscamos un punto Q de 7 y encontramos su simétrico, Q/, respecto de OX:

orfig) -0

La recta 7' pasa por P ypor Q"

3
X+
A
T3 T

79 Hallala recta, #, simétricaa r: —3x + 4y + 9 = 0 respecto de larecta s:2x—y—6=0.

Calculamos P=rNs:
—3x+4y+9=0
{2x—y—6=0 - x=3,y=0 = P=(3,0)

Buscamos un punto Q = P de r y encontramos su simétrico, Q', respecto de s.

Qer > x=-1 - y=-3

Q = (_1) _3)
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Simétrico de Q respecto de s:
Calculamos la recta / perpendicular a s que pasa por Q:

[ tiene vector de direccién d = (2,-1) ypasapor Q=(-1,-3).

l: xzi=¥ — x—-1=2y+6 - —x-2y-7=0
M=sN/
—x—2y-7=0
- x=1lLy=-4 - M=(1,-4)
2x—y—-6=0

M es el punto medio entre Q y Q'= (x, y).

) 1=x51 - x=3

(x-=1 -3
(1,—4)—< SR

— Q'=(3,-5)

_4=¥ N },=_5

La recta ¢ pasapor P ypor Q'=(3,-5):
PQ = (0,-5) =500, 1)
tix=3

80 Larecta b:y=-x+4 eslabisectriz del dngulo formado por las rectas 7:3x+y—-8=0 y .
Halla la ecuacién de s.

s es la simétrica de 7 respecto de 4.

b tiene pendiente m = —1. Calculamos P =7 N b:

3x+y-8=0
- x=2,y=2 = P=(2,2)
y=—x+4

Buscamos un punto Q = P de r y encontramos su simétrico, Q', respecto de b.

Qer > x=3 = y=-1

Q=03,-1)

Para hallar el simétrico de Q respecto de &, calculamos la recta / perpendiculara & que pasa por Q:

[ tiene vector de direccién d = (1, 1) y pasa por Q= (3,-1).

I: xISZyII = x=3=y+1 o5 x-y-4=0
M=bN1
y=—x+4
4-0 - x=4,y=0 - M=(4,0)
x—y—4=



Unidad 8. Geometria analitica VAWANTANSAC HILLERATO:

Matematicas |

M es el punto medio entre Q y Q'= (x, y):

_x+3 _
x+3 }/—1 4_ 2 o 5 '
4, 0) = — - - Q'=5,1)
2 2 y-1
OZT% =1

Larecta s pasapor P ypor Q'=(5,1)

PQ" = (3,-1)
x—2_}’_2
T3 T

81 Sean A, B, C y D los puntos de corte de las rectasx -2y +2=0 y 2x—y—2=0 con
los ejes de coordenadas. Prueba que el cuadrilitero ABCD es un trapecio isésceles y halla
su drea.

x=2y+2=0
Sean: A =rNeje OX: 0 — x=-2 — A(-2,0)
)/:

—-2y+2=0

_0 — y=1— B(0,1)

X
B=rﬂejeOY:{
X

2x—y-2=0
C=sNeje OX: 0 — x=1— C(1,0)
}/:

2x—y-2=0
D =5 Neje OY: — y=-2 - D(0,-2)

x=0

Calculamos los vectores direccién de los lados:

AB=(2,1)

BC =(1,-1) DA=-2BC — BC / DA
CD =(-1,-2) {IE|=B=I@’I
DA=(-2,2)

Luego, efectivamente, ABCD es un trapecio isésceles de bases BC y DA.

Para calcular el drea necesitamos la altura:

AD (2,-2)

Como - y=-x-2 > AD:x+y+2=0

. [0+1+2] 3 342
h=dist(BAD) = —— -2 _ -~

ist ( ) % 52
Asi:
Area = |BC|+|DA| 342 _42+242 342 _9.2

2 2 2 2 4

29
)
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82 De un cuadrado conocemos la ecuacion de una de sus diagonales, d:x+2y—5 =0, y un vértice,
A(2,-1). Calcula el resto de vértices y su drea.

Y|

M

A ¢ d, luego el vértice C es el simétrico de A respecto de 4.
r: perpendicular a 4 que pasa por A.
7 tiene vector de direccién d = (1,2) ypasapor A=(2,-1).

- x—2 =J’+1

7 3 — 2x—y=5
M=rNd
x+2y-5=0
- x=3,y=1 > M=(3,1)
2x—y=5
M es el punto medio entre 4 y C= (x, ).
1 3:’“;2 — x=4
3, 1)=(%,L> - - C=(43)
2 AL
El vértice B = (x, y) verifica: Be d y dist(M, A) = dist(M, B), luego B es solucién del sistema:
x+2y-5=0
%
Jx=3)2+(-1)2=y(2-3)2+(-1-1)?
x+2y-5=0 : 5 5 0
I - =L )y=4X=D,)=
Je—3)2+(g-1)2=y5 T IEEEE2)

Que son las coordenadas de los vértices que faltan: B = (1,2), D= (5, 0).

83 Larecta x+y—2 =0 y unarecta paralela a ella que pasa por el punto (0, 5) determinan, junto
con los ejes de coordenadas, un trapecio isésceles. Halla su 4rea.

s/ rix+y—2=0 = x+y+k=0

P(0,5)€ s = 0+5+k=0 = k=-5

Luego s:x+y—-5=0

x+y—-2=0
Sean: A =rNejeX: 0 — x=2 — AQ2,0)
)/:
x+y—-2=0
B=rNeje V: 0 — y=2 — B(0,2)
X =
x+y-5=0
C=sNeje X: 0 — x=5—> C(5,0)
}I:
x+y-5=0
D=s5Neje V: 0 — y=5— D(0,5)
X =
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AB =(-2,2); CD=(-5,5)

) |AB!;|CD’.h=’AB‘;’CD‘-dist(A,JF

_ 84450 [2+0-5| 242452 3 742 3 _21 >

2 12en2 2 2 2 2

Area

84 Larecta 2x+y—4=0 esla mediatriz de un segmento que tiene un extremo en el punto (0, 0).
Halla las coordenadas del otro extremo.

rn2x+y—4=0

0(0,0) A y)

Un vector direccién de la rectaes v = (1, =2).
* Debe verificarse que: v1OA=v-04-=0
(1,-2)+ (%, 9)=0 = x-2y=0 — x=2y

* Ademds, el punto medio de OA, M, pertenece a la recta:

M(ﬁ l)e rs 2.5 40

22 22
2
—)2-7},+%—4:0—>4y+y—8:0—>
8 8 16
- y=2 5 x=2.2-1
V=5 TAESTSES

Luego: 4 <%, %)

85 Los puntos P(-2,4) y Q(6,0) son vértices consecutivos de un paralelogramo PQRS con cen-
tro en el punto (0, 0). Halla los vértices R y S y los 4ngulos del paralelogramo.

Y

P(-2, 4)

a) Como las dos diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio, que es el centro, se
tienen fécilmente los otros dos vértices:

R(2,-4), S(=6,0)
b) PQ = SR = (8,-4) — QP = RS = (-8, 4)
PS = QR = (—4,-4) — SP =RQ =(4,4)

cosPo D3P =32+16 _ (31603 -5 P-108°26 58" = R
|PS||PQ| +32-480
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360°— (P + R)
2

NoTa: Podriamos haber calculado S con los vectores:

S = =71°33'54" = Q

o  SP+SR _ 32-16 S o aat esn
0s S = 2L oK -0,31623 — S =71°33' 54
|SP||SR| 32-480

86 Dos de los lados de un paralelogramo estdn sobre las rectas x+y—2=0y x—2y+4=0 y uno
de sus vértices es el punto (6, 0). Halla los otros vértices.

* Como las rectas no son paralelas, el punto donde se corten serd un vértice:

r e+ y—2=0 x+ y—2=0
%
rtx—2y+4=0 —x+2y—4=0
3y-6=0 > y=2 5> x+2-2=0 = x=0
Luego un vértice es A4 (0, 2).

* El vértice que nos dan, C(6, 0), no pertenece a ninguna de las rectas anteriores (pues no verifica
sus ecuaciones, como podemos comprobar ficilmente sustituyendo los valores de x e y por las
coordenadas de C). Asi pues, el vértice C no es consecutivo de A.

Sean s, /[ 7, una recta que pasa por C y s, [/ r, una recta que pasa por C.
Se trata de las rectas sobre las que estdn los otros lados.

Asi, los otros vértices, B y D, serdn los puntos de corte de:

rlﬂ.fz:B
52
rzmSIZD ) /
at
B
p)
/D C 51
x+y+a=0
OE {Ce (> 6404220 = a=—6 — spix+y—6=0

x=2y+b=0
2 {Ce 5 = 6-0+b=0 = b=—6 2% =2y=6=0
x+ y—2=0
°B=71052:{x—2y—6=0

Resolviendo el sistema:

De la primera ecuacién — x=2-y — enlasegunda - 2-y-2y-6=0 —

—4 10 10 —4

- =4 10, p(10 -4

B T T (3 3)

b A x+2y+4=0 } 6 oy dDd
BRCRRRIEN PP y—6=0 = x=6-y 7 OTym A=l =

5y 10 5wl 8 o p(8,10)
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87 En un tridngulo, baricentro, ortocentro y circuncentro estdn alineados. La recta que los contiene
se llama recta de Euler. Compruébalo en el tridngulo de vértices A(-3, 2), B(6,2) y C(6,5).

¢ Circuncentro: P.
Calculamos dos mediatrices y su interseccién.
m,, es perpendicular a BC y pasa por Mp.
BC tiene vector de direccién BC = (6, 5) — (6, 2) = (0, 2) = 2(0, 1)

7
My-=16,%
BC (6 2)
m,, tiene vector de direccién d=(1,0) y pasa por Mpq = (6, %)
7
myly = ?

m, es perpendicular a AB y pasa por M p.
AB tiene vector de direccién AB = (6, 2) — (=3, 2) = (9, 0) = 9(1, 0).

3
Myp==,2
15 (2.2)
m, tiene vector de direccién d = (0, 1) y pasa por M, p = (%, 2).
3
m..x = 7
El circuncentro es el punto de interseccién de las mediatrices.
_3
72
A
a
Las coordenadas del circuncentro son P = <%, %)

Baricentro: R.
Calculamos dos medianas y su interseccién.

ny, pasapor B ypor Myc.

w33
(2.7 _6,2=(-2.3)-3
Bc-(3.7)-62-(-2.3)- 250
n, tiene vector de direccién d = (=3, 1) y pasa por B = (6, 2).
_2
ny: x—36 =y x—6=-3y+6 = x+3y—-12=0
n, pasapor C ypor Myp.
- (3
- (3]

m:@ 2)—(6, 5):(—%, —3):—%(3, 2)
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n,. tiene vector de direccién d - (3,2) ypasapor C=(6,5).

n: ’Cg—GJzi — 2x-12=3y-15 > 2x-3y+3=0

El baricentro es el punto de interseccién de las medianas. Como las tres medianas se cortan en el
mismo punto, para calcular el baricentro es suficiente con resolver el sistema formado por dos de las

medianas.
x+3y—-12=0
— x=3,y=3
2x-3y+ 3=0

Las coordenadas del baricentro son: R = (3, 3).
* Ortocentro: Q.
Calculamos dos alturas y su interseccion.
h, es perpendiculara BC y pasa por 4 = (-3, 2).
BC =(0,2)=2(0, 1)
h, tiene vector de direccién d = (1, 0) y pasa por A = (-3, 2).
hy:y=2
he es perpendicular a AB y pasa por C = (6, 5).
AB =9(1,0)
h, tiene vector de direccién d = (0, 1) y pasa por C = (G, 5).
heix=6

El ortocentro es el punto de interseccion de las alturas.

x=6
y=2

Las coordenadas del ortocentro son: Q = (6, 2).

p(%%) Q=62 R=(,3)

Para ver si estdan alineados, calculamos los vectores:

QR=(3,3)-(6,2)=(-3,1)=(-1) (3, -1)

Luego los vectores son proporcionales y, por tanto, los puntos estdn alineados.

88 De un tridngulo conocemos dos vértices, A4(0,0) y B(5,0) y lalongitud del lado AC, 3. Ade-

mds, la tangente del dngulo formado por los lados AB y AC es %

a) Calcula la ecuacién del lado AC.

b) Determina el vértice C.

¢) Halla la longitud de la altura relativaa C.
d) Obtén el 4rea del tridngulo.

* Puedes calcular la altura utilizando razones trigonométricas.

a) La recta que contiene al lado AC tiene pendiente % porque el lado AB esti enel eje OX, y

la tangente del dngulo que forma una recta con el eje horizontal positivo es su pendiente, luego

riy= ix.

3
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b) C estdenlarecta 7:y= %x y dist(A, C) = 3, luego C es solucién del sistema:

4
y=3x 9 2. .9 12

—;)/=— > ,_J’=—
Je—0)24(—0)2=3 > > 57 5

N=)
—

Como la tangente del dngulo es positiva, C = ( 5 T)
) AB:y=0

altura = dist (C, AB) = 12 u
d)dist (A, B) =3 u

Area = -3-12—%@

1.3.12 _
2 75

89 Los puntos 4 (-3, -3), B(y3,-3), C(2/3,0), D(y3,3), E(-V3,3) y F(-2/3,0) son los
vértices de un hexdgono regular ABCDEF. Calcula:
a) El centro del hexdgono como la interseccién de las mediatrices de dos lados consecutivos.
b) La longitud de la apotema.
©) El 4rea del poligono.

a) AB = (243,0)
My = (0,-3)
map:x=0
BC =({3,3)

Myc=(25.2)

mge tiene vector director: (=3, +3)

x—i«/g y+2
mpc: % = ‘/*2
- 3

Centro = myg N mpc

x=0

x—%/§=y+% - ——= — y=0
-3 3
Centro = (0, 0)

2 2
b) Apotema = dist(Mp, Centro) = \/(%«B - 0) + (? - 0) =3u

¢) Area = % - Perimetro - Apotema

Lado = dist(A, B) = y(24/3)2 +(0)2=2y3 u

Area = % - Perimetro - Apotema = % 26243 = 1843 u?
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90 Dado el tridngulo de vértices A(-4,-2), B(-1,5) y C(5, 1), halla las ecuaciones de las rectas
r y s que parten de B y cortan a AC, dividiendo al tridngulo en tres tridngulos de igual drea.

* La altura de los tres tridngulos es igual a la distancia de B allado AC. Por tanto, tendrdn la misma
drea si tienen la misma base. Asi, se trata de hallar los puntos, P y Q, que dividen al lado AC en
tres partes iguales.

=, —

0P - 204+0C =<_2 1>; 0 - 0C+20C =<§’0>

3 3 3 3
* Larecta 7 esla que pasa por B y por P:
m -1-5 =6 18

T (2B =) anB)
y=5-18(x+1) = r:18x+y+13=0

* Larecta s esla que pasa por B ypor Q:

__5-0 _ -5 15
C(=1)=(8/3)  (-11/3) 11

m

y=5—%(x+1) — 1ly=55-15x—-15 — s5: 15x+ 11y—40=0

91 Un rombo ABCD tiene un vértice en el eje de ordenadas; otros dos vértices opuestos son
B(-1,-1) y D(-5, 3). Halla las coordenadas de los vértices A y C y el drea del rombo.

Sea A€ eje ¥ = A=(0,y,) yseael punto C= (x,, y,).
Como estamos trabajando con un rombo, sus diagonales AC y BD se cortan en su punto medio, M.

Ademids, AC L BD.

o M(%, _12—+3> = (-3, 1) esel punto medio de BD (yde AC).

* Sea d la recta perpendicular a BD por M (serd, por tanto, la que contiene a AC):

BD =(—4,4) — d=(4,4) esvector direccién de o
%
M(3,1)ed

La pendiente de & es md=%=l
M(3,1)ed

= diy—-1=(x+3) > diy=x+4
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o Asi:
y=x+4
A=dNejeY: 0 — y=4 — A(0,4)
X =
x
3="2 5 x,=-6
4 2
* M esel punto medio de AC — (-3, 1)=<0+x2, +}’2) 2 — C(-6,-2)
2 2 4+ 9,
1 —> }/2=—
2
« Area = IACQBDI

AC =] (=6,-6) |={72 =642 ) _
Iﬂl K¢ ) =472 =642 s frea 62442,
|BD|=|(-4,4)|=32=42 2

92 Un punto P, que es equidistante de los puntos A(3, 4) y B(-5, 6), dista el doble del eje de

abscisas que del eje de ordenadas. ;Cuadles son las coordenadas de P?

y=2x
* d(P, OX) =2d(P, OY) — |y|=2|x| —
y==2x

* [AP[=[PB] = J(x=3)2+ (-4 ={(-5-22+(6- ) —
= x2+9-6x+y2+16-8y=x2+25+10x+y2+36-12y —
— —6x—8y+25=10x—12y+61 — 16x—4y+36=0 — 4x—y+9=0

* Como deben cumplirse las dos condiciones, habrd dos soluciones:

Py y=2 > 4x—2x+9=0 - x= 2 - y=-9
P ldx— y+9=0 - S 2 r=

Luego: P, (%,—9)

pe T 5 4x+2x49=0 - x= 2= 5 53
z 4x—y+9=0 - 6 2 )=

Luego: P, (?, 3)

93 De todas las rectas que pasan por el punto A(1, 2), halla la pendiente de aquella cuya distancia
al origen es 1.

* Esas rectas tienen por ecuacion:

y=2+mx—-1) = mx—y+2-m)=0

12— m| {2—m=Jm2+1
=1 -

2—m=—Am?+1

e d0,r)=1 —

%
m? +1
- Q-m)P=m?+1 > 4d+m*—dm=m?+1 > 4—4m=1 - m:%

94 Halla el punto dela recta 2x—4y—1 =0 que con el origen de coordenadas y el punto P(-4, 0)
determina un tridngulo de drea 6.
OP = (-4, 0). Lado OP:y=0
Base =4 u

Area = % - base - altura=6 — % -4 .altura=6 — altura=3
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El punto C= (x, y) verifica: Ce r y dist(C, lado OP) = 3.

13
{2x—4y—1:0 y=3 > x= 2
-

|.}’|=3 y=_3ﬁx=__

Hay dos soluciones: C=

Pagina 213

Cuestiones tedricas

95 Prueba quesilasrectas ax+ by+c=0y a'x + b'y + ¢'= 0 son perpendiculares, se verifica que
aa'+ bb'=0.

* El vector (a, ) es perpendicular a la recta ax + by + ¢ = 0.
* El vector (a4, b') es perpendicular alarecta a’x + by + ¢'=0.
* Si las dos rectas son perpendiculares, entonces:

(a,6) - (a,b") = 0; esdecir, aa'+ bb'=0.

96 Dada la recta de ecuacién ax + by + ¢ = 0, prueba que el vector v = (4, b) es ortogonal a cual-
quier vector determinado por dos puntos de la recta.

* Llama A(xp, y;) y B(x» ) a dos puntos genéricos de la recta y haz v AB.

* Si A(x;,y;) pertenece a la recta, entonces ax;  + by +c¢=0
* Si B(x,, y5) pertenece a la recta, entonces ax, + by, +c¢=0
* Restando las dos igualdades: alxey—x) +b(y;—y) =0

Esta altima igualdad significa que:

(@, b) - (x; — x5, 9, — ) = 0; es decir, que el vector (2, b) es perpendicular al vector AB, siendo A
y B dos puntos cualesquiera de la recta.

97 a) ;Qué se puede decir de una recta si en su ecuacién general falta el término independiente?
b) ;Y si falta el término en x?

¢) ;Y si falta el término en y?
a) La recta pasa por (0, 0).
b) Es una recta horizontal (paralela al eje OX).

¢) Es una recta vertical (paralela al eje OY).
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98 Demuestra que las coordenadas del baricentro del tridngulo de vértices A(xy, y;), B(xy, y,) y
C(x3, y3) son:

G<x1+x2+x3 J’1+J’2+J’3>

3 3
* Utiliza que 2GM = BG donde M es el punto medio de AC.
G=(xy)
s [152.252)
2GM 4. =BG

2<x1;x3 —x yl;}/3 —)/>=(X—x2,}/—)/2)

x1+x3 x1+X3+X2
2 I R Xy +x3—2x=X—x) x| +X3+xy=3x I x= 3
S(nrrs ) I+y3=2y=y-> J1+)3+y2=3y 1)t

Sl VN Y=73

99 Demuestra que si una recta corta a los ejes de coordenadas en los puntos (4, 0) y (0, ), con a,
b = 0, entonces su ecuacién se puede expresar en la forma canénica o segmentaria:

£+l=1

a b
riax+by+c=0
7 no pasa por el origen de coordenadas porque 4, b = 0, luego ¢ = 0.

Dividimos la ecuacién entre —c:

x . J
: 1=
r a’+é’ 0
Si cortaen (0, b):
x=0 — Z/ =1 > 6'=b

Si cortaen (g, 0):

y=0 — ﬂi—l —> x=a'=a

T =

Luego la ecuacién de 7 es: XiZ_1=0 >
a

S
X |®
+
SNS
n

Para profundizar

100 Lasrectas x+y—2=0y 9x—3y—4 =0 son dos alturas del tridngulo ABC de vértice A(2, 2).
Halla las ecuaciones de los lados del tridngulo.

A no pertenece a ninguna de las dos alturas, luego los lados del tridngulo estardn en las rectas que
pasan por A = (2, 2) y son perpendiculares a las rectas dadas.

rix+y—2=0 tiene vector de direccién (-1, 1).

El lado AB tiene vector de direccién d = (1, 1) ypasapor A=(2,2).

-2
Lado AB: xIZ =yT - x-2=y-2 = x—y=0

5:9x—3y—4 =0 tiene vector de direccién d =(=3,9) = 3(-1, 3).
El lado AC tiene vector de direccién d = (3, 1) y pasa por A =(2,2).

Lado AC: x=2_r=2 — x—2=3y-6 > x-3y—-4=0

3 1
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101 Dos vértices contiguos de un cuadrado son A(3, 1) y B(4, 5). Calcula los otros vértices.
:Cudntas soluciones hay?

C y D son puntos de las rectas s y r perpendiculares a AB, y cuyas distanciasa B y A, res-
pectivamente, son |AB|:

AB=(1,4) - six+4y+ k=0
. — 4+20+k=0 = k=-24 - s:x+4y-24=0
Como Be€ s

AB=(1,4) - rix+4y+k'=0
. = 3+4+k'=0 > k'=-7 > rix+4-7=0
Como A€ r

ﬁ=(1,4) — ti4x—y+k"=0
. = 12-1+k"=0 = k"=-11 = r4x—y—-11=0
Como A€ ¢

* C y D son puntos que estdn en las rectas cuya distancia a AB es |E| = 17.
Sean P(x, y) tales que:
|[4x—y-11]
V17

{4x—_y—11=17 - {t1:4x—y—28=0

dist(P, t) = J17

dx—y-11=-17 — |tp:4x—y+6=0

Son dos rectas paralelas. Hay dos soluciones. Asi:

Coonnsl 7772820 96— 16y—y—28 =0 4 8 — C.(8. 4
I x+4}/—24=0—>x:24—4)/_> A =V —>y=4 5 x=06 — 1( , 4)

Copnaf T 2T 0=0 96— 16y—y+6=0 6 0 > C0.6
_ 60 ) |

2= 11 x+4y—-24=0 - x=24-4y - A y - x — G0, 6)

Dyon T 77280 28— 16y—y—28 =0 0 7 5 D\(7.0)
1=a x+dy— 7=0 > x=7—-4y — 20-10y—y—-206=0 = y=0 = x=/ = D)/,

Dy g 7620 2816 6-0 2 1 = D,(-1,2)
=t — 28— 16y-— =0 > y=2 = x=-1 = D,(-1,
2700 vy 720 5 x=7 -4y v 7 ¥ 2
Y
”2
~_ B
/ —
/ / I
L / /
2 \\A I
X
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102 La diagonal menor de un rombo mide lo mismo que su lado y sus extremos son los puntos
A(-3,-2) y C(1, 2). Hallalos vértices B y D Yy el perimetro del rombo.

Y

T
.
.
.

L
0
1|
<

A(—3 —. -) L)

« AC =(4,4) — |AC|={32=442
Como esta diagonal mide lo mismo que el lado, entonces el perimetro serd:
Perimetro = 4 |AC |=1642
« Los otros dos vértices estan en la perpendicular de AC por su punto medio M (-1, 0).

Larecta AC tiene por vector director (1,1) = x— y+4=0
%
Como, ademds, A(-3,-2) € recta AC

- 3+2+k=0 > k=1 > ACx—y+1=0
Larecta s perpendiculara AC sera:

six+y+k'=0

= —1+k'=0 > k'=1 - s: 1=0
Como M(-1,0)€ s * XTI

Los puntos B y C serdnlos (x, y) queestén en s y cuya distancia al vértice A sea igual a la
diagonal, es decir, igual a 442.
(xy)es > x+y+1=0 > x=-1-y
«/(x+3)2+(}/+2)2=4«/§ = (x+3)2+(y+2)%=32 >
= 2-9?+(+2)2=32 > 4+y>—dy+yr+d+4y=32 — 2)? =24 —

91=243 = x;=-1-243
y2=—2«/§ — x2=—1+2«/§

- y2=12 -

Luego, los vértices B y C son:
(_1 - 2‘/5’ 2‘/3) Y (_1 + 2‘/§) _2‘/5)

103 En un tridngulo isésceles ABC con lado desigual BC, la ecuacién dellado AB es 3x+y+2=0
y la mediatriz del lado BC es x+y—-2=0.

a) Calcula la ecuacién del lado AC. b) Halla sus vértices si su 4rea es 4 u>.
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a) Por ser el lado BC el lado desigual, la mediatriz de BC pasa por A.
A € lado AB, luego A es solucién del sistema.

{x+y—2=0

=—2, =4 A= _2,4
3x+y+2=0 - J - ( )

La mediatriz en este caso es la bisectriz del dngulo A, luego el lado AC es la recta simétrica de
AB respecto de la mediatriz s.

Buscamos un punto Q = A de r=lado AB y encontramos su simétrico Q' respecto de s.

Qer -5 x=0 = y=-2

Q = (07 _2)

Para hallar el simétrico de Q respecto de s, calculamos la recta / perpendicular a s que pasa
por Q:

[ tiene vector de direccién d = (1, 1) ypasapor Q=(0,-2).

2

1:%:)/; - x=y+2 > x—-y-2=0
M=sN/

x—y—-2=0

- x=2,y=0 - M=(2,0)
x+y-2=0

M es el punto medio entre Q y Q'= (x, y):

2=2 5 x=4
x J=2 2 '
(29 O):<_7—> - — Q:(4> 2)
2 2 y-2
0-2= > y-2
Larecta ¢ pasapor A ypor Q'=(4,2).
AQ" = (6,-2) =2(3,-1)
t: x52:$ - x-2=3y-12 - —x-3y+10=0

Lado AC=t:—x—3y+10=0
b) Lado BC = s es perpendicular a la mediatriz — s:x+y—-2=0
six—y+k=0

Altura = dist (A, lado BC) = [2-4+k] = =6+ = |£-6]

2 2 W)
Be lado ABNs'
e yr2=0 1 3, 1 ( 1, 13 1)
B - {x—wk:o = x=—gh—ouy=Th—5 o B=|-pk—o Tk
C € lado AC N5’
_x—3}’+10=0 5 3 ] 5 <5 - )
«- {x—y+k=0 %xzj_zk’}bzlﬂiﬁcz 5—Zk,—k+_
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Hay dos posibilidades debido al valor absoluto:

4= k=6 16-(h-6)2 — k=2, k=0

1 k-6 k-6

R

—4= 5 % . % — No tiene solucidn.
Hay dos soluciones:

Si k=2 — lado BC:x-y+2=0 — B=(-1,1); C=(1,3)
Si =10 — lado BC:x-y+10=0 — B=(-3,7); C=(-5,5)

104 A(1,1) y B(5, 1) son dos vértices de un trapecio rectingulo y uno de sus lados estd sobre la
recta y = x + 1. Calcula los otros dos vértices (hay dos soluciones).

Podemos comprobar que A, B¢ r.

Como un lado estd sobre 7, los otros dos vértices estdn en 7 vy, por tanto, A y B son vértices
consecutivos.

Ademads, un vector direccidén de » es T= (1, 1), que no es proporcional a AB = (4, 0).

Por tanto, r # AB — loslados AB y CD no son paralelos, luego no son las bases del trapecio.
Podemos construir dos trapecios:

a) ABC,D,, donde AB es la altura del trapecio:

C, y D, serédn los puntos de corte de r con las rectas perpendiculares a AB que pasan por B
y A, respectivamente.

e t LAB — 4x+k=0

— 44+k=0 > b=-4 > t:4x-4=0 = t:x=1
Como A(1,1)e ¢

x=1
Asi: Dy =tNr:

yoxsl - y=2 = Di(1,2)

o sLAB — 4x+k=0

— 4.5+k=0 > k=-20 > 5:4x-20=0 — s:x=5
Como B(5,1)€ s

As: Clzxﬂr:{ - y=6 = C/(5,0)

y=x+1

b) ABC,D,, donde C,D, es la altura del trapecio:

C, y D, seran los puntos de corte de 7 con las rectas perpendiculares a 7 que pasan por B y
C, respectivamente (es decir, C, y D, son los pies de dichas perpendiculares).

=—1+k > k=2 > tiy=—x+2

etlr = y=—x+k .
Como A€ ¢t -
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Asi: Dy=tNr: }/:_x+2—>—x+2—x+1—>1—2x—>x—l—> —ieD<ii)
FTETE T yex e ) ) "2 772 2272
eslr > y=—x+k
C Be = 1="5+k > k=06 > s:y=—x+06
omo s
, y=—x+6 5 7 5 7
Ast: Cy=sMr:y” ! —>—x+6=x+1—>5=2x—>x=? —>y=5—>C2 5y
y=x+
Y
o
L1
1
D, |
o B
— |4 \_ X
= h :

105 Toda recta se puede expresar como x cos 0 + y sen 0 = d, donde 0 es el 4ngulo que forma la
recta con el eje de ordenadas y d es su distancia al origen de coordenadas (se conoce como

ecuacién de Hesse). Escribe en esa forma la recta 4x + 3y —12 = 0.
-12
dist (O, r) = u

5
-12] _12
g 1712112
5 5

Dividimos entre 5 en la ecuacién de la recta y obtenemos:
%x+% :% N 0,8x+0,6y:%

0,8 = cos 36° 52

0,6 = sen 36° 52'

Luego la ecuacién que buscamos es: x cos 36° 52" + y sen 36° 52" = 12

5



Unidad 8. Geometria analitica VAWANTANSAC HILLERATO:

Matematicas |

Pagina 213

Autoevaluacién

1 Se consideran los puntos A(0, 1), B(4,9) y C(-4, k).

a) Calcula las coordenadas de un punto P que divide al segmento AB en dos partes tales que
AP - %ﬁ.

b) Determina % para que el punto C sea el simétrico de B respecto de A.

a) A0, 1), B(4,9), C(—4, k)
Sea P(x, y):
ﬁ:l]Té—>(x,y—1)=i(4—x,9—y)—>{3x=4_x_>x=1 = P(1,3)

3 3 3y-3=9-y — y=3

b) A debe ser el punto medio de CB.

(o, 1)=<%,9;k> 94 k=2 = ke

2 Calcula la ecuacién de estas rectas:
a) Pasa por A(3,2) y por B(-2, 1), en forma paramétrica e implicita.

b) Pasa por (0, 0) y tiene pendiente m = —%, en forma continua y explicita.

a) Vector direccién d=BA- (5, 1). Vector de posicién: 5(3, 2)

) . x=3+5¢
Ecuaciones paramétricas:
y=2+t

t=y—-2;x=3+5@(p-2)=3+5y-10 - x-5y+7=0
Ecuacién implicita: x—5y+7 =0

b) m = —% — vector direccién: 3(3, -1)

Ecuacién continua: % = ll
3y=—x = y=—%

Y Y 3
Ecuacién explicita: y=— %

3 Halla las ecuaciones de las siguientes rectas:
a) Pasa por P(2,-3) y es perpendiculara y = %x + 1.

b) Es paralelaa 2x + 3y + 1 = 0 y su ordenada en el origen es 2.

a) Una recta perpendicular a la dada tiene pendiente 7 = % Como ha de pasar por P(2, -3), su
ecuacion es:

y+3=%(x—2) — 2y+6=5x-10 = 5x-2y—-16=0
b) Una recta paralelaa 2x+3y+1=0 es 2x+3y+ £k=0.
Como ha de pasar por (0, 2), debe ser #=-6.

La recta buscada es 2x + 3y— 6 =0.
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4 Escribe la ecuacién del haz de rectas que pasa por (5, 1) y halla la recta de dicho haz que pasa por
(0, 1).

El haz de rectas que pasa por el punto (5, 1) es a(x—5) + b(y—1) = 0.

La recta del haz que pasa por (0, 1) es la recta que pasa por (5, 1) y por (0, 1). Por tanto, su ecuacién es:

-1
57 7!

5 Estudia la posicién relativa de las rectas 7 y s y delas rectas r y ¢, donde:

r:3x+5y-34=0 s:y:%x t:{x=§
y:

* Posicién relativade 7 y s:
Vector direccién de 7, d, (-5, 3)

. diculares.
Vector direccién de s, d,(3,5) } 7Y Son perpendiciiates

* Posicidn relativade 7 y #:

Vector direccién de ¢, a;(l, 0)

L, — 7 y t son secantes.
Vector direccién de 7, d,(—5,3)} y

6 Calcula % para quelasrectas r:y=3 y s:y=/lx+ 1 formen un dngulo de 60°.

Larecta 7:y=3 es paralela al eje de abscisas. Asi, la tangente del dngulo que forman 7 y s coincide
con la pendiente de 5, que esigual a 4. Es decir:

tgo=F

k:
tg60°=«/§ &

7 Considera los puntos A(0, #) y B(8,5) ylarecta r:3x + 4y + 1 = 0. Determina el valor de £
para que:

a) La distancia entre A y B sea igual a 10.

b) La distancia entre A y 7 sea 1.

k=11
a) dist(A, B) = {82 +(5— k)2 =64 +25+ k> =10k =10 — k> —10k—11=0 <k_ )
. [3-0+4-k+1| |4k+1]| 4k+1=5 - k=1
A = = =
) dirtd.) 32142 5 S dk1=o5 o k=302

8 En el tridngulo de vértices A(-3, 2), B(1,3) y C(4, 1), halla el ortocentro y el circuncentro.

ORTOCENTRO: R=h, M hz N h- donde hy, hg y h son las tres alturas (desde A, B y C, respec-
tivamente).

21 BC=(3,-2) - a=(2,3) x=-3+2¢ )
hA{AGhA _>hA:{y=2+3t - x;3=)’T — hy:3x-2y+13=0
bLAC=(7,-1) - b=(1,7) x=1+t _3
B{BehB _)hB:{y=3+7t —>x—1=yT — hp:7x—y-4=0
CLAB=(4,1) = c=(1,-4) x=lb+t y-1
.hC CEhC —> CZ y:1_4t —)X—4=7 _)hC:4X+_y—l7=0
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Bastarfa con haber calculado dos de las tres alturas y ver el punto de interseccién:

Jx—y— 4=0
hg Nhe: Sumando:
4x+y—17=0

147 44 103 (A m)
11 TR

91 - 2l g 4. 21 103
11x 21=0 — «x 11’)' Tx—4=7 11 4 11

NOTA: Puede comprobarse que el ortocentro, R, estd también en hy,. Basta con sustituir en su ecuacién.

CIRCUNCENTRO: S =my Nmg Nm, donde my, mp y mc son las tres mediatrices (desde A, B y C,

respectivamente)
alBC - a=(2,3)

- 5 _>y_2=2< _z) N T
Punto mediode BC: M (3’ 2)6 my 2 2 27 4

CLAB=(4,1) - c=(1,-4)

. - oy =2
"¢\ Punto medio de AB: M'(—l,%)e me )

Ast:
3. 7
S=myNme 772 3 7 43
y——4x—i 27 4
- 6x—7==-16x—6 = 22x=1 > x=% -
o yet - 3e =8
i (37

NOTA: Se podria calcular mp y comprobar que S e mjp.
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:.Doénde se situara el depédsito?

Se quiere instalar un gran depésito de propano para abastecer a una factoria industrial y a dos urba-
nizaciones.

Han de cumplirse las siguientes condiciones: conviene que el depésito esté lo més cerca de la factoria,
pero por razones de seguridad, no puede estar a menos de 500 m de un horno que hay en ella. Por tanto
habr4 de situarse, exactamente, a 500 m del horno, H. Ademds, se desea que esté a la misma distancia

de A quede B.

Para resolverlo, llevamos los datos a unos ejes cartesianos (1 cuad = 100 m) y suponemos que los puntos
H, A y B sesitiian donde se indica en la grifica de la derecha.

* La circunferencia roja es el conjunto de puntos que estin a 500 m del horno. Analiticamente, son
puntos (x,y) cuya distanciaa H(13, 15) es 5. Exprésalo mediante una ecuacién.

* La recta verde es el conjunto de puntos que equidistan de 4 y de B. Analiticamente, es una recta que
pasa por (6, 3) y tiene pendiente 2. Escribe su ecuacién.

* El punto P donde hemos de situar el depésito de propano se obtiene hallando la interseccién de las
dos lineas que acabamos de describir. Resuelve el sistema que forman sus ecuaciones para hallar las
coordenadas de P.

. \/(x—13)2+(y—15)2=5

. x-6_J—3 _y_9=
=3 - 2x—y-9=0
—13)24+(y—=15)%2=5
. =132+ (-15) > x=L2 529 w10, y=11
2x—y=-9=0 5 >

La solucién es P = (10, 11) porque el depdsito debe estar cerca de las urbanizaciones.
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ﬂ Lugares geométricos
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Hazlo ti 1. Halla la ecuacién de la mediatriz del segmento cuyos extremos son A4(0, 0) y B(6, 4).

X = (x,y) punto de la mediatriz.

\/x2+y2=\/(x—6)2+(y—4)2 = x2+9y2=x2+36-12x+ 92+ 16 -8y
Mediatriz: —12x—8y+52=0 — —3x—-2y+13=0

Pagina 217
Hazlo tu 2. Halla la ecuacién de la bisectriz del 4ngulo formado por 7: 54— 12y=0y 7r,: 12x+ 5y=0.

X = (x,9 punto de la bisectriz.

[5x—12y| [12x+5y]
13 13

- |5x—12y| = |12x + 59| —

Sx—12y=12x+5y By:=7x-17y=0
Sx—12y=—(12x+5))  |By17x—7y=0

Hazlo tu 3. Halla el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de cuadrados de distancias a
P(2,5) ya Q(4,-1) es 40, es decir, XP2 - XQ? = 40.
X = (x,9) punto del lugar geométrico.

(f&=22+0-97 ~(Je-97+0+1?) =40 >

- (x=2)%+ (- 5)2 — ((x—4)2 + (y+ 13 =40 —

— 4x—12y+12=40 — 4x—12y—28 =0 es una recta.

1 Halla las ecuaciones de los siguientes lugares geométricos:

a) Mediatriz del segmento de extremos A(-5,-3), B(7,1). Comprueba que es una recta perpen-
dicular al segmento en su punto medio.

b) Circunferencia de centro O(-3, 4) y radio 5. Comprueba que pasa por el origen de coordena-

das.
¢) Bisectrices de los dngulos formados por las rectas:
ri:S5x+y+3=0
ryx—2y+16=0

Comprueba que las bisectrices son dos rectas perpendiculares que se cortan en el mismo punto
en que se cortan las rectas 7| y 7,.

a) Los puntos X(x, y) deben cumplir dist (X, A) = dist (X,B):
\/(x+5)2+(y+3)2=\/(x— 7)2+(y—1)2

Elevamos al cuadrado y desarrollamos:

X2+ 10x+25+ 92+ 6y+9=x2—14x+49 +y2 -2y + 1
10x+ 14x+ 6y +2y+34-50=0 — 24x+8y—16=0
3x+y—2=0 — y=-3x+2

* El punto medio de AB es M(1,-1) que, efectivamente, estd en la recta (pues verifica la ecuacién).
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* La pendiente de la recta es 7, = -3, y la del segmento es:

1-(-3) 4 1

m — = =
BTG T12 73

Cumplen que m, - myp = (-3) (%) =-1 > ABL~r

b) Los puntos X(x, y) son tales que:

dist (X, 0)=5 = J(x+3)2+(y-4)2 =5 - x>+ 6x+9+y>—8y+16=25 —
= x2+y?+3x-8y+25=25 = x2+y2+3x-8y=0
¢) Son los puntos X(x, y):
[5x+y+3] |x—-2y+16]
V26 5
Se dan dos casos: /5 (5x + y +3) =26 (x — 2y + 16)
J5 (5x+ y+3)=—426 (x — 2y +16)
Son dos rectas:  4;: (5«5—@)x+(«/§+2«/%)y+3«6—16«/%=0
by: (545 +426) x + (Y5 - 2426) y + 345 + 16426 =0

* Sus pendientes son:

dist (X, r)) = dist (X, r)) —

_—(5y5-120)
P A ik e
J5+2426 . 25.5-26 99
. :_(5‘/7_'_‘/%) —>m1-m2— 5_4.26 —_99——1%b1lb2
2 5-2426
* Calculamos el punto de corte de las rectas iniciales y comprobamos que estd también en ambas
bisectrices:

r5x+y+3=0 = y=-5x-3
722X—2_y+16=0 - x—2(—5x—3)+16=0 -

- x+10x+6+16=0 = 11lx=-22 — x=-2
Luego: y=-5(-2)-3=7

El punto de corte es (-2, 7), que se puede comprobar ficilmente que estd en 4, y b, sustituyendo
en sus ecuaciones respectivas:

by: (545 —426)-(<2) + (/5 + 24/26) - 7+ 3Y5 = 16426 =
= —1045+2y26+745+14426 +345-16426=0
by: (545+426)-(=2) + (5 -2426)-7+345+16426 =
=—1045—2426 + 745 -14426 +345+16426 =0

* Por tanto, b; y b, son dos rectas perpendiculares que se cortan en el mismo punto que 7, y 7,.
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B Estudio de la circunferencia
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Hazlo tu 1. Escribe la ecuacién de la circunferencia de centro (-5, 2) y radio 3.

(x+5)2+(y—2)2=9 - x2+10x+y2—4)/+29=9 - x2+10x+y2—4y+20=0

Pagina 219

Hazlo tu 2. ;Qué ecuaciones corresponden a circunferencias? Da su centro y su radio.
a) 2x2+2y2 - 8x=0

b)x?-y2+7x-2=0

o) x*+y?—3x+4xy—16=0

dx?+y%+10x-2y+40=0

a) 2x2 + 2y —8x=0 — x2+y?—4x=0

Los coeficientes de x? e y? son 1. No hay término en xy.

2 2 2
r? = (%) + <§) -C-= <_2—4> =2>0 — Sies circunferencia.

b) x2 +y2—7x—2 =0
Los coeficientes de x? e y? son 1. No hay término en xy.

2
r? = <l> +2= 57 >0 — Sies circunferencia.

2 4
c) x2+y2—3x+4x)/— 16=0
Hay término en xy — No es circunferencia.
d) x2 +y2+ 10x—2y+40=0

Los coeficientes de x? e y? son 1. No hay término en xy.
2

Hazlo ti 3. ;Cudl es el lugar geométrico de los puntos P del plano cuyo cociente de distancias a los
puntos M(6,0) y N(-2,0) es 3 (es decir, PM/PN = 3)?

2
<_2_2) —40=-14<0 — No es circunferencia.

X = (x,9 punto del lugar geométrico.

2 2
%%eJ(x—6)2+ﬁ=3J<x+2>2+f -
X+ +)

= (k=062 +y?=9[(x+2)* +y?] >
— x2 - 12x+y? +36 = 9x? + 36x + 992 + 36 —
— 8x2+8y2+48x=0 —
- x%4 y2 + 6x=0 — Es una circunferencia de centro (-3, 0) y radio r = J9=3.
1 Halla la ecuacién de la circunferencia de centro (-5, 12) y radio 13.
Comprueba que pasa por el punto (0, 0).
(x+5)2%+(—12)2=169 — x?+y? + 10x—24y=0

Si sustituimos x =0, y=0 en la ecuacién, esta se verifica. Por tanto, la circunferencia pasa por (0, 0).
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2 Halla el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de cuadrados de distancias a los ex-
tremos del segmento AB, A(-3,0) y B(5,0), es 50.

X=(x,9 punto del lugar geométrico.
2 2
(\/(x+3)2+)/2) +<\/(x—5)2+y2) =50 = (x+3)2+p2+(x=52+y2=50 —>
— 202+ 29?2 —4x—-16=0 = x2+y>-2x-8=0

Es una circunferencia de centro (1, 0) y radio 7= y4+8=243.
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Hazlo tu. Halla la posicién relativa de las rectas
rpy=x-—1 rapy=x+1 r3y=3
respecto de la circunferencia x? + %> —8x+2y+1=0.
* Resolvemos el sistema de ecuaciones:
{x2+y2—8x+2y+1=0 Ly vedy=3 x=0, yo 1
y=x—1

Hay dos soluciones, se cortan en dos puntos, luego son secantes.

* Resolvemos el sistema de ecuaciones:

. — No hay solucién, luego son exteriores.
y=x+

{x2+y2—8x+2y+1=0

¢ Resolvemos el sistema de ecuaciones:
x2+ 2 —8x+2y+1=0
y=3

Hay una solucién, se cortan en un punto, luego son tangentes.

— x=4,y=3

3 Estudia la posicién relativa de la circunferencia
C:x?+y?—6x—4y-12=0

respecto de las rectas:
$1:3x—4y-26=0 $:5x—8y+60=0
s3:3x—4y—-1=0 s2x=5

Halla los puntos de corte y de tangencia, si los hubiera.

o« Cx?+y?—6x—4y—-12=0
s1:3x —4y—-26=0

2
(4 &) +J,2_6(4 &)_4},_12=0—>

} d 3x=4y+26 — x:%y+23_6

3773 37773
1—96y2+636+288y+y2—8y—52—4y—12=0 -

— 16y% + 676 + 208y + 9y* — 72y — 468 — 36y — 108 = 0 —
— 2592+ 100y + 100=0 — y2+4y+4=0 = (y+2)>=0 —

— y=-2 (solucién tnica)

ng(_z)+2_6 = x=6

3
C y s, son tangentes en el punto (6, —2).
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e C:x?+y?—6x—4y—12=0

8
— 5x=8y—-60 > x=2y-12
5:5x—8y+60=0 } ox =8 *=s5)

2
(ﬁy—u) +y2—6<§y—12>—4y—12:0 - 6—4}/2+144—ﬁy+y2—ﬁ+72—4y—12=0 -
5 5 25 5 5
— 64y + 3600 — 960y + 25y — 240 + 1800 — 100y — 300 = 0 —
— 89921060y + 4860 =0 — No tiene solucién.

5, es exterior a la circunferencia C.

. C:x2+y2—6x—4)/—12=0
53:3x—4y—1=0

} — 3x=4y+1 > x:%}w%

2
(%_)/+%> +y2—6(%y+%>—4y—12=0 - 19—6y2+%+%)/+y2—8y—2—4y—12=0 -

— 1692+ 1+8y+9y>—72y—-18-36y—108=0 —
_)/1=5 —> x1=7

2 _ _ 2 _4y—5-=
— 25y2-100y—-125=0 — y2—4y-5 O<),2=_1—)x2=—1

C y s3 son secantes en los puntos (7, 5) y (-1, -1).

e Cx?+y?—6x—4y—-12=0
— 25+y2-30-4y-12=0 = y*-4y-17=0

S4x=5
_4z 16—4-(—17)_41«/@_412@_2+m<3’1=2+m
7 2 22 y2=2-421

C y s4 se cortan en los puntos (5,2 +421) y (5,2—421).

4 ;Para qué valores de b larecta y = x + b es tangente a la circunferencia x2 + y2 = 9?

La recta serd tangente a la circunferencia si la distancia del centro de la circunferencia a la recta es igual
al radio de la circunferencia.

C: x2+y2=9 — 0=(0,0), R=3

riy=x+b —> x—y+b=0

dist (O, ) = [0-0+5] _Mzg — b=132

J2iCn2 2

5 Halla la posicién relativa de C: x* + y2 —6x + 8y = 0 respecto de las rectas:

rirx+y=10 r:4x+3y+20=0

r3:3x—4y=0 rgey=-2
C:x2+y2—6x+8y=0 — 0=3,-4), r=5
* dist (O, ) = %:1—; =7,78>5 — r| esexteriora C.

, 4.3+43(=4)+20| 90
e dist (O, r,) = | ==L =4<5 > r C se cortan en dos puntos.
e dist (O, r3) = %:%:5 — 73 y C son tangentes.
e dist (O r)—ﬂ—;—2<5 - 7 C se cortan en dos puntos

> T4) = m _1 - 4 y p .
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6 Halla la potencia de P(-3, 8) a las siguientes circunferencias:
Ci:x?+y2—14x+20=0
Cy: O(4,-3), r=20
Disi P esinterior o exteriora C; ya C,.
Cix?+y?=14x+20=0 — O;=(7,0), r = J49-20=429
Cy: 0(4,-3), r=20
P(-3,8)
P(PaCy)=(7+3)%+(0-8)2%-(429)2=100 + 64—-29=135>0 — P esexteriora C|.
P(PaCy)=(4+3)%+(-3-8)>-(20)2=49 + 121 —400 = 230 <0 — P es interiora C,.
7 Halla el eje radical de estas circunferencias:
Ciix?+y?— 4w+ 12y-11=0
Cyuxt+y?—6y=0
Comprueba que es una recta perpendicular a la linea de sus centros.

Calculamos las potencias de un punto genérico P(x, y) a C} ya Cy:
P(PaC1)=x2+y2—4x+12)/—11=0

s Igualamos ambas expresiones:
P(PaCy))=x"+y"—06y=0

x2 492 —dx+12y—11=x2 492 -6y —> —4x+18y—11=0

Ecuacién del eje radical: 4x—18y+11=0 — m = 14_8=%
Centrode C; = 0,=(2,-6)

Centrode C, = 0,=(0,3) 010,=(-2,9) =

— La pendiente de la recta que une O; y O, es m'=— %

Como m-m'= <£) . <— %) = -1, el ¢je radical y la recta que une O; y O, son perpendiculares.
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B Las cdnicas como lugares geométricos
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Hazlo tu. Dados los puntos F;(-3,0) y F,(1,-2) ylarecta r: x+2y—5 =0, obtén las ecuaciones
de:

a) La elipse de focos F; y F, y constante 20.
b) La hipérbola de focos F; y F, y constante 2.

¢) La pardbola cuyo foco es F; y cuya directriz es 7.

a) \/(x+3)2+y2+\/(x—1)2+()/—2)2=20

b) [f(x+3)2+ y2 = J(x-1)2+(y-2)2|=2

Q) y(x+3)%+ 2=7|x+f{;5|

1 Halla la ecuacién de la elipse de focos F;(4, 0) y F,(—4,0) y cuya constante es 10.

Una vez puesta la ecuacién inicial, pasa una raiz al segundo miembro, eleva al cuadrado (jatencién
con el doble producto!), simplifica, aisla la raiz, vuelve a elevar al cuadrado y simplifica hasta lle-
gar a la ecuacién 9x2 + 25y% = 225.

Si P(x, y) esun punto de la elipse, entonces:
dist (P, Fy) + dist (P, F,) = 10

Joe—4) 2+ 2+ J(x+4)2+ y2=10
=424 2210 J(x+4) 2+ 2

Elevamos al cuadrado: (x —4)? + y2 = 100 + (x + 4)% + y2 =20 (x +4)% + y*

Operamos: x%—8x + 16 +y2 =100 + x2 + 8x + 16 +}/2—20 (x+4)2+}/2
204 (x+4)2+ y? = 16x + 100
S{(v+4) 2+ y2 = 4x + 25

Elevamos al cuadrado: 25(x? + 8x + 16 +y2) = 16x2 + 200x + 625

Simplificamos:

25x2 + 200x + 400 + 2592 = 16x2 + 200x + 625 — 9x? + 25y% = 225

2 Halla la ecuacién de la hipérbola de focos F,(5,0) y F,(-5, 0) y cuya constante es 6. Simplifica
como en el ejercicio anterior hasta llegar a la expresién 16x% — 9y? = 144.

Si P(x,9) esun punto de la hipérbola, entonces:
|dist (P, F,) — dist (P, F,)| = 6

dist (P, Fy) — dist (P, F,) = +6
Je=5)2+ 92— J(x+5)2+ y2=16

./(x+5)2+y2=1r6+./(x+5)2+y2
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Elevamos al cuadrado:

X2 10x+ 25+ =36 +x2+ 10x+25 + y2 £ 12 (x +5) 2 + 52

+12y/(x+5)%2 + y* = 20x + 36

£3)(c+5)2+ > = 5%+ 9

Elevamos al cuadrado: 9(x? + 10x + 25 + y2) = 25x2 + 90x + 81
9x2 + 90x + 225 + 9y% = 25x% + 90x + 81
16x2 - 9y? = 144

3 Halla la ecuacién de la pardbola de foco F(-1, 0) y directriz 7: x = 1. Simplifica hasta llegar a la

expresién y? = —4x.

Si P(x, y) esun punto de la pardbola, entonces:

dist (P, F) = dist (P, 7)

(D)2 y? = |x— 1]

Elevamos al cuadrado: x? + 2x+ 1+ y2=x2 - 2x + 1

Simplificamos: y2 = —4x
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E Estudio de la elipse
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1 ;Verdadero o falso? Si varias elipses tienen la misma distancia focal, cuanto m4s grande sea la cons-
tante % =24, mayor es la excentricidad.

o O ()

Falso. Al contrario; como e = £, si el numerador ¢ es constante, cuanto mayor sea el denominador
a

a, menor serd el cociente, que es la excentricidad.
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2 Una elipse tiene sus focos en los puntos F(5,0) y F'(-5,0) y su constante es % = 26.

<
L/

Halla sus elementos caracteristicos y su ecuacién reducida. Represéntala.

* Semieje mayor: k=26 — 224=26 — a=13
e Semidistancia focal: FF' =10 — 2¢=10 — ¢=5

* Semieje menor: & = ya? —c? =169 -25=144=12

L
N

13
¢ Excentricidad: i = 1—53 ~0,38 — exc=~ 0,38
2 _)/2
¢ Ecuacién reducida: IxG 5 + Tid =1
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3 Representa y di su excentricidad.

2) (x+5)2 N (y-2)2 _

16 i !
b)9x2+16y2=144
x-3)2 (=772 _
o 6 ' =1
a) ITITTTIr c=4y16-4=412
H 2
O exc = ?:0,87
=) [ Tx
2 2 x> 7 2 )P
b) W 9x +16y=144_>ﬁ+1_44=1_)ﬁ+7=1_>
ﬁ\ 9 16
— 16=4a% 9=6> - ¢=J16-9=47
4\ 2 J4X
I €XC=£
14 4
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c) Y
N4 \ c=J64—16=48
[11 \ exc = m:0,87
. 8
\[ /
) Inw,
2 X
d) a W h(y-32 -4 %2+(y_3)2:1 Sdea 1242
p) a=2, b=1; c=y4-1=y3
4| 2 2 4 X _ B
EXC—T
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E Estudio de la hipérbola
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1 ;Verdadero o falso?

a) La hipérbola III es la mds excéntrica.

b) La hipérbola I es la menos excéntrica.

, es muy grande, luego

a) Verdadero, porque el valor absoluto de la pendiente de las asintotas, 7 = ’é

la excentricidad, e= <, serd mds grande, puesto que ¢ > b.
a

b) Verdadero, porque las asintotas y = by tienen poca pendiente en valor absoluto, luego la excentri-

cidad, ¢e= £< b
a

, serd mas pequena.

2 Una hipérbola tiene sus focos en los puntos F;(5, 0) y F,(-5,0) y su constante es % = 6.
Halla sus elementos caracteristicos y su ecuacién reducida. Represéntala.
* Semieje: k=2a=06 = a=3

* Semidistancia focal: /{1 F, =10 — ¢=5

Y]
e Cilculode b: 62=c?>—4a> = b=425-9=y16=4 — b=4 4
¢ Excentricidad: exc = .5 1,67
a 3
* Asintotas: y = %x; y= —%x !
) -4
2
* Ecuacién reducida: % - {—6 =1

Pagina 229

3 Representa.

(x+5)2 (J’—Z)Z_
S T

b) 9x% — 16y? = 144

1

9 (y-7)2 B (x—3)2 -1

64 16
d)x*-4(y-3)%=4
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2 2 2 )
b) 9x* - 16y* =144 — =——-=—=1
1 9
N Y R4
N N R4
\\ o < o) it 1/
N\ R B4
26| J4 ol > | 4 X
/o LN
//// : : \\\\
A4 T TN
) N7 ;
\\\ 1‘4 /VI/
RO
N 5
ol .
st/
.
1 -
l’ . Al \‘ X
4| o/ N 10
A L INE
D N
(y-3)?
dx?-d(y-3)2=4 - X V7
4 1
N Y P
NG (_; 7
< e
Nl 4 e
lr/’ \\\\
4‘ ‘\
86| 4|2 4| 68 X
p- e S
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E Estudio de la parabola
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1 Halla la ecuacién reducida de la pardbola de foco F(1,5;0) y directriz x = -1,5.
Si P(x,y) esun punto de la pardbola: dist (P, F) = dist (P, d), donde d esla directrizy F el foco.

(96—1,5)2+)/2 = |x+ 1,5]
x2=3x+225+y%=x? 430+ 2,25 - y=0x
¢ De otra forma:

Distancia del foco a la directriz: p =3

Ecuacién reducida: y? = 6x

2 Halla la ecuacién reducida de la pardbola de foco F(0, 2) y directriz y = -2.
Si P(x, ) esun punto de la pardbola: dist (P, F) = dist (P, d), donde 4 esla directrizy F el foco.

Jxte(y=2)2 =y +2|

x4yl —dy+d=92+dy+4 > x?=8y
¢ De otra forma:
Distancia del foco a la directriz: p = 4

Ecuacién reducida: x? = 8y
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Ejercicios y problemas resueltos
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1. Determinacién de una circunferencia conocidos tres puntos por los que pasa

Hazlo td. Obtén el centro, el radio y la ecuacién de la circunferencia que pasa por P(-1, -3),
Q(2’ _2) Y R(S; 0)°
r: mediatriz de PQ

PQ =(2,-2)-(-1,-3)=(3, 1)

7+ tiene vector de direccién d = (-1, 3) y pasa por Mpg = <%, —%)

-1 3

7

— 3x+y+1=0

s: mediatriz de PR

PR =(2,-2)-(3,0)=(1,2)

r: tiene vector de direccién d = (=2, 1) y pasa por Mpp = (%’_1>
5
x—= +1

r: _22 =yT — 2x+4-1=0

3x+ y+1=0 1 1 L1
Centro = {2x+4}/—1=0 - =Ty )Ty ] C=<_5’7)

., \/ 1 2 1 2 5
Radio = | PC|= <2+?> +<_2_3> =7ﬁ
2 2

La ecuacién de la circunferencia es: (x+%> +<y—%) :%

2. Identificacion de un lugar geométrico

Hazlo tu. Resuelve este mismo ejercicio siendo A4(0,2) y r:y=-2.
X(x, y) es un punto genérico del lugar geométrico buscado.
P = (Xo, —2) er

PX = (x9—x, =2 —y) hade ser perpendicular a la recta 7; es decir, paralelo al eje ¥ o, lo que es lo mismo,
su primera coordenada ha de valer 0. Por tanto, x = x;.

Al ser X el centro de la circunferencia, debe equidistar de A y de 7

dist (X, A) = dist (X, P) = {(=0)2+2—)2={(2-y? =
= x2+y?—dy+rd=yridy+4d > x*=8y

Se trata de una pardbola cuyo foco es A(0, 2) y cuya directrizes 7: y = -2.
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3. Descripcion de una cénica a partir de su ecuacién

Hazlo tu. Describe las siguientes cénicas, obtén sus elementos y dibujalas:
a) x% — 2y+2=0
b)x? -4y -2x-3=0
o) x2+9y2—2x—8=0
Dx’+y?+4x+6y+9=0
a) x2—2y+2=0 — Pardbola con eje vertical.
(= x0)* = 2p (7~ o)
x?=2y-2=2(-1) - p=1

. nL 1)_(g 3
Foco: F= <O,I+2> <0, 2)

1 _1
2 )

Di izz y=1-

irectriz: y 5
b)x2—4y2—2x—3 =0

Es una hipérbola porque los coeficientes de x2 e y? tienen distinto signo.

Completamos cuadrados:

~_1)2
(X4) _)/2=1

(2—2x+1)=42-3-1=0 > (x-1)?-4?=4 >

Centro: O = (1, 0). Focos en el eje X.
Semiejes: a=2, b=1
Semidistancia focal: ¢= 5

Excentricidad: exc = g

Asintotas: y=+— (x—1)

N | —

c) x2+9y2=2x—8=0
Los coeficientes de x2 e y? son distintos, pero del mismo signo; es una elipse.

Completamos cuadrados:

(x—1)*
9

W2=2x+1)+9?-8-1=0 > (x—1)?+92=-9 — +y2=1

Es una elipse de centro O(1, 0) y eje mayor paralelo al eje X.
Semiejes: 2=3, b=1

Semidistancia focal: ¢ = 8

18

3
2 2 -

dDx*+y +4x+6y+9=0

Excentricidad: exc =

Se trata de una circunferencia porque los coeficientes de x? e y? son 1y no hay término en xj.
Completamos cuadrados:
(P +dx+4) + (2 +6y+9)+9-4-9=0 > (x+2)%+(y+3)*=4

Circunferencia de centro O(-2, -3) y radio r=2.
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4, Determinacién de la ecuacion de una elipse no centrada en el origen

Hazlo ti. Obtén la ecuacidén de la elipse de focos F'(3,-2) y F(3,6) y cuya excentricidad es e = %

O=MFF'= (3, 2)
dist (F,F)=8=2c — c=4
4 _4

e=—== —>a=5
5 a
b=425-16=3

(x=3)? 0-27_

1
25 9

La ecuacién requerida es:

8. Determinacion de la ecuacién de una hipérbola no centrada en el origen

Hazlo tu. Resuelve este mismo ejercicio si las asintotas son y = £2(x—1) y |a - b| = 1/2.

El centro es el punto de interseccién de ambas asintotas.

y=2(x-1)
- x=1,y=0 = 0=(1,0)
y=-2(x-1)
Para calcular @ y & resolvemos el sistema:
b_y
Ja
_pl=L
1=
que nos da los dos sistemas siguientes:
)
14 . - a= %, b=1
_po_L
‘ 2
)
14 - a=- %, b =—-1 No es valido el resultado.
a—b=1
L 2
La ecuacién buscada es:
N2 42 2 12
Q - yT =1 o yT _ 11) =1 dependiendo del eje en el que estén los focos.
4 4

6. Determinacion de la ecuacién de una parabola no centrada en el origen

Hazlo ti. Halla la ecuacién de una paribola de vértice V(1, 1) y foco F(1, 4).
V=(1,1) y F pertence alarecta x=1, por lo que la directriz tiene la forma d: y = 4.
dist (V, F) =dist (V,d)=3 — d:y=-2
Ecuacién de la pardbola:
dist (P, F) = dist (P d) — J1-02+(4-)2=|y+2| -
= x?2-2+92-8y+17=92+4y+4 —> x?-2x-12y+13=0

(x—1)2=12(y-1)
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7. Célculo de la recta tangente a una elipse desde un punto exterior a la misma

2 2
Hazlo ti. Halla las rectas que pasan por P(0, 5) y son tangentes a la elipse ;—5 + i’_6 =1.

Haz de rectas que pasan por P = (0, 5):

y=mx+5, me IR, mis la recta vertical x=0

y=mx+5 5 )

2 P> §—5+%=1 5 16x% + 25(mx + 5)2 = 400 —
—+—=

2516

— 25m%2 + 250mx + 16x% + 625 = 400 — (25m2 + 16)x% + 250mx + 225 =0

Si las rectas son tangentes a la elipse, el discriminante de esta ecuacién tiene que ser 0.

A=(Q250m)2—4-(25m2+16)-225=0 — m=—%, m=%

Las rectas tangentes son:

r:y:—%x+ 5; r':y:%x+5

8. Calculo de la recta tangente a una parabola en un punto

Hazlo tu. Resuelve este ejercicio para la parédbola y% = —4x y el punto A(-4, 4).
Haz de rectas que pasan por A = (-4, 4):

y=m(x+4)+4, me IR, mdslarecta vertical x=—4

y=m(x+4)+4

y2=—4x{

y2=—4x

2
- y:m(},—4+4>+4 - 4y:—my2+16m+16

my? + 4y —16m—-16=0
Si las rectas son tangentes a la pardbola, el discriminante de esta ecuacién tiene que ser 0.

A=16-4-m-(-16m—16)=0 — m=—%

La recta tangente es:

y:—%(x+4)+4
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Comprobacion de que y = 1/x es una hipérbola

Comprobar que la curva y= L conocida de cursos anteriores, es una hipérbola de constante
x

k=22 yfocos F(«/E, «/5) y F'(—«/E, —«/5)
a) |dist (P, F') — dist (P, F)| = 242

(292 + (2= )2 = {2 =02+ ({2 - »)2[=242

b) {(2-02+(2-9?=22+{2-9%+(2- )2
(2072 =22+ fc2-02 e -2
(2=0)2+(2—)2=4y2 x> +2{2x+ 2+ 22y +4+22x+ 2{2y + x> + )2 +12
X2 22x+ P2 =22y +4=42 P+ 2\2x+ 2+ 22y + 4+ 22x 4 22y + 22+ Y +12
—42x— 42y —8=42 [x*+2\2x+ Y2+ 242y + 4
4 2x— 42— 42 (2=42)x* +22x+ P+ 22y + 4
x—y— 2=y +22x+ )2+ 242y + 4
(v =y D=2+ 202+ 2+ 202y +4)

x2+2xy+2/§x+}l2+2J§y+2=x2+2/§x+y2+2/§y+4

2xy=2 — xy=1 — y:l
X

Circunferencia inscrita en un tridngulo

Hallar la ecuacién de la circunferencia inscrita en el tridngulo de lados a, b y c, siendo:

7]
A
a:y=0 !
b: 3x—4y=0 SO
c:4x+3y—50=0 T’ /
1 al \{
—4
o dist (P, ) = dist (P, b) — \%]: 3"5 y
5y=3x—4y
-5y = 3x—4y — No vale porque la bisectriz del d4ngulo tiene pendiente positiva.
o dist (P, a) = dist (P, b) — ‘%’: w
5y = 4x + 3y—50 — No vale porque la bisectriz del dngulo tiene pendiente negativa.
=5y =4x+ 3y—50
* Incentro:
Sy=3x—4 15 5 (15 5)
{—5y=4x+3y—50 I R T 0= 272
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5
2
1

¢ Fcuacién de la circunferencia inscrita:

15 2 2 2
(=5)+b-3)-63)
125 _ 25
2 4

o r=dist (O, a) =

x2—15x+y> =5y + — 4x? + 492 — 60x — 20y + 225 =0

3. Rectas tangente y normal a una circunferencia en un punto

Sean r y s, respectivamente, las rectas tangente y normal a una circunferencia en un punto P.
rx+y-7=0 six-y-9=0

Calcular la ecuacion de la circunferencia sabiendo que su radio es r= 22.

Punto de tangencia:

x+y—-7=0
- x=8,y=-1 = P=(8,-1)
x—y—9=0
Centro de la circunferencia:
x—y-9=0 x—y-9=0
- -
J8-202+(1-y2=242 (8—x)2+(-1-)2=8

x—y-9=0 — x=9+y

x2—16x+y>+2y+65=8] = (9+))? =169+ ) +y*+2y+65=8 — y=1, y=-3
y=1— x=10 0=(10,1)

%
y=-3 = x=6 O=(6,-3)
Hay dos circunferencias:

(x—10)2+ (y-1)2=8
(x—06)%+(y+3)2=8
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Para practicar

M Lugares geométricos

1 Halla, en cada caso, la mediatriz del segmento AB.
a) A(5,-1) B(-3,1)
b) A(3, 6) B(-1, 6)
Comprueba que es una recta perpendicular a AB.

X = (x,y) punto genérico de la mediatriz.

a) dist (X, A) = dist (X, B)

J6-202+(-1-)2={(3-02+(1-p)2? > x2—10x+y2+2y+26=x2 + 6x+ y2 =2y + 10
Mediatriz: —16x + 4y +16=0 — d = (-4, -16)
AB = (-8,2)
(—8,2) « (—4,-16) = 0, luego las rectas son perpendiculares.
b) dist (X, A) = dist (X, B)

JB=02+6-p)2={(1-02+6-9)2 = x2—6x+y>—12y+ 45 =x? + 2x+ y2 — 12y + 37
Mediatriz: —8x+8=0 — d = (0, 8)

AB = (-4, 0)

(0, 8) + (—4, 0) = 0, luego las rectas son perpendiculares.

2 Halla el lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya diferencia de cuadrados de distancias a los
puntos A(0,0) y B(6, 3) es 15. ;Qué figura obtienes?

X = (x,y) punto genérico del lugar geométrico.
|2+ 92— ((6-2%+(B-pH| =15
[12x + 6y — 45| = 15
12x+ 6y —45=15 12x+6y—60=0
12x + 6y —45=-15 12x+6y—30=0

Son dos rectas paralelas.

3 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a la recta 4x—3y + 11 =0 es 6.
|[4x -3y +11]
J16+9

4x —3y+11=30 riidx—3y—-19=0
4x —3y+11=-30 - rydx —3y+41=0

P(x,y) cumple que dist (P, r)=6 — 6 —

— |[4x-3y+11|=30 — {

Son dos rectas paralelas entre si y paralelas, a su vez, a la recta dada.
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4 Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de las rectas  y s. Interpreta el resulta-

do.
r:3x—5y+11=0 5:3x—-5y+3=0
|3x—5y+11| |3x-5y+3]|
BpE B
3x—5y+11=3x—-5y+3 — 11=3 jjImposible!!
{3x—5y+11=—3x+5y—3—>6x—10y+14=0—)r:3x—5}/+7= 0

P(x,y) talesque d(P,7)=d(P,s) —

Es una recta paralela a las dos rectas dadas que, a su vez, son paralelas entre si, como puede verse por
sus coeficientes, pues:

A_B _,, C_11

A"B T TCT3
5 Halla las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos que forman las rectas » y s:

ri4x—-3y+8=0 s:12x+5y-7=0

Son todos los puntos P (x, y) tales que & (P, 7) =d (P, s):
|[4x—3y+8| [12x+5y—7| [4x—3y+8] |12x+5y-7|
V25 J169 5 13

13(4x—3y+8)= 5(12x+5y-7)
%
13(4x -3y +8)=-5(12x+5y—7)

52x -39y +104=60x +25y—35 8x +64y—139=0
52x —39y +104 = —60x — 25y + 35 ~ 112x — 14y+ 69=0

Luego hay dos soluciones, bisectrices de los dngulos cén-
cavo y convexo que forman las rectas 7 y .

Ambas bisectrices se cortan en el punto de corte de las
rectas 7 y s, y son perpendiculares.

M Circunferencias

6 Halla, en cada caso, el lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia al punto A4 es d.
a) A(0,5) y d=2
b)A(0,0) y d=1

) A(2,0) y d= %
)ACL-5) y d- 3
X = (x,y) punto genérico del lugar geométrico.

a) dist (X, A) = d

m =2 — x?+(y-5)? =4 — Circunferencia de centro 4 = (0, 5) y radio = 2.
b) dist (X, A) = d

P2+ y2 =1 = x?2+y2 =1 — Circunferencia de centro A = (0, 0) y radio 4= 1.



Unidad 9. Lugares geométricos. Cdnicas VENENENSACHILLERATO)

Matematicas |

c) dist (X, A) =d
Je+2)2+y%= % — (x+2)2+ %= % — Circunferencia de centro 4 = (-2, 0) y radio 4= %
d)dist (X, A) =d

Yl +1) +(y+5)2=% - (x+1)2+(y+5)2=29—5 — Circunferencia de centro A = (-1, -5) yradio 4= %

7 Halla el lugar geométrico de los puntos cuyo cociente de distancias a los puntos A(0, 6) y
B(0, 3) es 2, es decir:

dist(P, A)

dist(P, B) ~ 2

X = (x,7 punto genérico del lugar geométrico.

dist (P, A) _{¥+(-6)*

dist (P, B) /x2+(y_3)2

2+ (=62 =22+ (-3 = x2+y?—12y+36=2x2+2y2 - 12y+ 18 — x2+y2=18
Circunferencia de centro 4 = (0, 0) y radio o= {18 = 342

8 Da, en cada caso, la ecuacién de la circunferencia que tiene centro C y radio 7.

a) C(0,0) y r=1 b)C(2,-3) y r=2 c C(-1,0) yr=% d)C(O,S)yr:%

X=(x,7) punto genérico.

a) dist (X, A) = r
ey =1 > x2ey?=1
b) dist (X, A) = r
Jx=2)24(+3)2=2 = (x-22+(+3)2=4

c) dist(X,A) =r

m:% - (x+1)2+y2=%

d) dist (X, A) = r

,/x2+(y—3)2=% - x2+(y—3)2=%

9 Averigua cudles de las siguientes expresiones corresponden a circunferencias y, en ellas, halla su
centro y su radio:

a)x2+y?—8x+2y+10=0
b)x?-y2+2x+3y-5=0
)x+y’+xy-x+4y-8=0
d)2x?+2y% - 16x+24=0

a) Los coeficientes de x% e y2 son 1. No hay término en xy.

2 2
A (B _c_ _10-=
<2> +<2> C=16+1-10=7>0

Es una circunferencia de centro (4, —1) y radio V7.
b) Los coeficientes de x% e y2 no son iguales. No es una circunferencia.

¢) Hay un término xy. No es una circunferencia.
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d) Los coeficientes de x? e y? son iguales y no tiene término en xy. Dividimos entre 2 la igualdad:
x2 492 -8x+12=0.

2 2
A (B _c- _12-
<2> +<2) C=16+0-12=4>0

Es una circunferencia de centro (4, 0) y radio y4= 2.

10 Escribe la ecuacién de la circunferencia que pasa por (0, - %) y tiene centro en (%, - %)
X = (x, 9 punto genérico.
dist (X, A) = r
r = dist (P, Q)

=34 -4 = b4 b3

xz—x+y2—%y+;—2=% - 36x2+36y2—36x—24y+4=0 — 9x%—9x + 9y2—6y+ 1=0

11 Halla la ecuacién de la circunferencia que tiene su centro en el punto C(0, -5) y cuyo didmetro

es igual a 10.

X = (x, 9 punto genérico.
dist (X, C) =r
r=5

J@)2+(+5)2=5 - x2+ (y+5)%=25
12 Escribe la ecuacién de la circunferencia que pasa por A(1,-2) y por B(2,-1) vy tiene radio 1.

El centro de la circunferencia estd en la mediatriz de AB y dist (O, A) = 1.

Mediatriz:
ﬁ = (1, 1); MAB: (%;—%)

x—% y+%
m: T\ — 2x-3=-2y-3 = x=—y

dist (0,A) =1 = Jx-1)2+(y+2)2=1

O es solucién de:

x=-y
ox=1, y=—1; x=2, y=-2
{(x—1)2+(y+2)2:1 x=hJ x=eJ

Hay dos circunferencia que verifican las condiciones:

=12+ @+1)2=1y x-2)2+@+2)7>=1

13 Uno de los didmetros de una circunferencia tiene por extremos A(3, -2) y B(7, 0). Halla la
ecuacién de la circunferencia.

El centro es: Myp=(5,-1)
r=dist (0,4) = {(5-3)2+(-1+2)2=5
Ecuacién: (x—5)2+ (y+ 1)?=5
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14 Determina la ecuacién de la circunferencia que pasa por A(2,-4), B(8,-10) y C(4, -8).

* Mira el ejercicio resuelto 1.

r: mediatriz de AB

AB = (2,-4) - (8,-10) = (6,-6) = 6(1, -1)

7+ tiene vector de direccion d = (1, 1) y pasa por Mg = (5, ~7)

i x—5:)’+7
B | 1

s: Mediatriz de PR

— x—y-12=0

AC = (2,—4) — (4,-8) = (=2, 4) = 2(1, 2)

s: tiene vector de direccién d = (2, 1) y pasa por M = (3,-0)

_ 6
::x23=%—>x—2y—15=0
C ¥ y-12=0 9, y=-3 > C=(9,-3
entro — %= 2y-15-0 - x=9,y=-3 = C=(9,-3)

Radio = |AC|=V(2-9)2+(—4+3)2=52

La ecuacién de la circunferencia es (x =9)% + (y + 3)% = 50

15 Da la ecuacién de la circunferencia que tiene por centro el punto (2, —5) y es tangente al eje de
abscisas.

r=dist (O, eje OX) =5
La ecuacién de la circunferencia es (x — 2)2 + (v + 5)2 =25

16 Obtén la ecuacién de la circunferencia cuyo centro estd en el punto (3, —4) y que es tangente al
eje de ordenadas.

r=dist (O, eje OY) = 3
La ecuacién de la circunferencia es (x— 3)2 + (y+ 4)2=9

1'7 Determina la ecuacién de la circunferencia que tiene su centro en el origen de coordenadas y es
tangente a larecta x + y—3 =0.

r=dist (O, s) = %

La ecuacién de la circunferencia es x2 + y% = E
18 Determina las rectas tangente y normal a la circunferencia (x + 4)% + ( y+ 2)2=13 enel punto
A(=2,1).

A € circunferencia.

La normal es la recta que une A con el centro de la circunferencia C.
C=(-4,-2)

AC = (-2, 1) - (-4,-2) = (2, 3)

-1
n: x;2=)’T—> 3x—2y+8=0

La tangente es perpendicular a la normal y pasa por A.

-1
t:x+2:J’T — 2x+3y+1=0

-3
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M Posiciones relativas de rectas y circunferencias

19 Calcula la distancia del centro de la circunferencia x2 + y2—2y—1=0 alarecta 7:2x—y + 3 = 0.
:Cudl es la posicién de 7 respecto a la circunferencia?

El centro de la circunferenciaes C(0, 1) y suradioes R = J2 Ladistanciade C a 7 es:

|_1+3|—£L=0$9<J§:L41

5 ¥

Luego la circunferencia y la recta son secantes.

dist (C, r) =

20 Estudia la posicién relativa de la circunferencia de ecuacién x% + y*> — 6x—4y + 9 = 0 respecto
de cada una de las siguientes rectas:

rirx+y—-1=0 r:3x—4y+9=0
Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de la circunferencia y cada una de las rectas.
xt+ 9?2 —6x—4y+9=0
{x +y—1=0
No hay solucién — Son exteriores.

2+ 92 —6x-4y+9=0
{x+y X — 4y + —)x:i

y=ﬁ
3x—4y+9=0 5’ 5

Hay una solucién tnica, luego son tangentes.

21 Estudia la posicién relativa de la circunferencia de ecuacién (x + 1)2 + (y —2)2 = 4 respecto a
cada una de las siguientes rectas:
rix—2=0 ryxy=0 ryay=2x+1
Utiliza, en cada caso, los dos métodos siguientes:

a) Resolviendo los sistemas de ecuaciones formados por la circunferencia y cada recta.

b) Comparando la medida del radio con la distancia de cada recta al centro de la circunferencia.
e rm:ix—2=0
a) Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de la circunferencia y la recta.

{@+n2+@_2ﬂ=4

x No hay solucién, luego son exteriores.
X — =

b) C=(-1,2)

dist(C,rl)=’ _11_2 ‘=3
r=2

dist (C, r) > r

Como la distancia del centro de la circunferencia a la recta es mayor que el radio, son exteriores.
* 7:y=0
a) Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de la circunferencia y la recta.

{(x+1)2+(y—2)2=4

- x=-1, y=0
y=0 g

Hay una tnica solucién, luego son tangentes.
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b) C=(-1,2)

‘ _| =2\
dzst(CJ’z)—’ 1 ‘_2 dist (C, r)) = r
r=2

Como la distancia del centro de la circunferencia a la recta es igual que el radio, son tangentes.
e rpiy=2x+1
a) Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de la circunferencia y la recta.

{(x+1)2+(y—2)2=4

1_1 _7_2
5 sm’y2 5 sm

Hay dos soluciones, luego son secantes.
b) C=(0,0)

dist(C, 73)=‘ﬂ‘=%«6=1,3416

J5 dist (C, r3) < r

r=2

Como la distancia del centro de la circunferencia a la recta es menor que el radio, son secantes.

22 Estudia la posicion relativa de la recta y = x + b y la circunferencia x> + 2 = 1 en funcién del
pardmetro b.

El centro de la circunferencia es C(0, 0) y su radio es 7= 1.

4]

Hallamos la distanciade C alarecta s:x—y+b=0: d=dist (C,s) = f

Para que la recta sea tangente a la circunferencia, ha de ser &=, es decir:
6] b=12
=1 = |b=42
*/E | | < b=— ﬁ
23 Determina la posicién relativa de la recta y = 2x— 3 y la circunferencia »? + j” = 2 en funcién
del valor del parimetro a.

C=(0, 0) es el centro de la circunferenciay R = Ja, su radio.

Llamamos 7: y=2x-3
dist(C,7)

- ﬁ‘=iﬁ
’6 57U 25la > a-3
R=1a

e Sia< %, la recta y la circunferencia son exteriores.

e Sia= 2, la recta y la circunferencia son tangentes.
5 y g

*Sia> %, la recta y la circunferencia son secantes.
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M Potencia de un punto a una circunferencia
24 Calcula la potencia de los puntos P(5,2), Q(2,1) y R(-1,0) ala circunferencia:
Cx?+y’—6x-4y+9=0
Utilizalo para estudiar la posicion relativa de P, Q y R respecto de C.
C:x?+y?2-6x-4y+9=0 - 0(3,2), r=2
P(5,2) - P=(5-3)%+(2-2%-4=0=0; portanto, P pertenecea C.
Q2,1) - P=(2-3)?+(1-2)?-4=-2<0; portanto, P es un punto interiora C.

R(-1,0) > P=(-1-3)2+(0-2)2%-4=16> 0; por tanto, P es un punto exteriora C.

25 Hallay representa el eje radical de los siguientes pares de circunferencias:
a)x2+y2=4 y x2+(y—l)2=9
b) (x—3)2+y2=5 y (x—7)2+y2=9
o) x%+ (y—3)2=2 y (x—5)2+y2= 1
) xley?—4d=xr+(y-12%-9

eyt —d=x?4y?-2y)-8 > 2y+4=0 - y=-2

P+ (=1)3-9=0

x2+)/2—4=/\
6| 4 -z%4 6 |X

-2 y=+2

VL
S280

b) (x—=3)2+y2=5=(x-7)?+y>-9
x2—6x+y?+4=x>—14x+y?+40 — 8y-36=0 — 2x-9=0

Y I'T[

4 ‘jgc 7244 -9+0

5 |
RN X
2 {2 4010
Ll

(k-3 42520

—4

2x-9=0

19) x2+(y—3)2—2=(x—5)2+y2—1
x2+92—6y+7=x2-10x+y?+24 = 10x—6y—14=0

Y|

Gj%(y 3)212=0

E (x=5)%4y1-1=0
N

2 2 4N J6| 8 [ 10 X

/10x—6y—14=0
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26 Considera las circunferencias Cy: (x—1)2+ (y+1)2=2 y Cy: (x—-3)2 + (y+3)%2=10.
a) Comprueba que ambas circunferencias son secantes y calcula sus puntos de corte, 4 y B.
b) Halla las potencias de los puntos A y B alas circunferencias C; y C,.

¢) A la vista del resultado obtenido en el apartado anterior, ;qué podrias decir del eje radical de
ambas circunferencias?

d) ;Puedes generalizar este resultado para un par cualquiera de circunferencias secantes?
a) Calculamos los puntos de corte resolviendo el sistema:
-1)2+(y+1)2=2 {x2—2x+y2+2y+2=2

4 =0) =—2, =2, =0
(x=3)2+(y+3)2=10  |x®—6x+y*+18=10 =00 %=2, 1)

Puntos de corte: A =(0,-2), B=(2,0), luego son secantes.
b)Ae C, N C, — A verifica las ecuacionesde C; y C, — P4, C)) =P, C,) =0
Be C, N C, = B verifica las ecuacionesde C; y C, — P(B, C)) =P(B,C,) =0
¢) El ¢je radical es la recta que pasa por A y por B.

d) Si, pues el razonamiento del apartado b) muestra que los puntos de corte siempre tienen potencia
igual a cero respecto a las dos circunferencias. Luego el eje radical siempre pasa por ellos.

M Elipses

2'7 Halla la ecuacién del lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a P(-4, 0) y
Q(4, 0) es 10.
Es una elipse de focos P(-4,0) y Q(4,0), y constante k=10, esdecir, 224=10 y c=4.
Asi: a=5; b2=4a>-¢*=25-16=9

2 2
La ecuacién serd: X— + S 1

259

28 De una elipse conocemos sus focos F(0,1) y F'(0, 1) y su constante % = 4. Determina su
ecuacién.
Si P(x,y) esun punto de la elipse, entonces:
dist (P, F) + dist (P, F') = 2a, es decir:
(=12 x2+(y+1)2=4 —

= x2+(G-12=16+x2+ (+ 1?2 -8yx*+(y+1)? —

= x24y?—2y+1=16+x2+y2+2y+ 1 -8y +(y+1)? >
— —4y—16=-8{x*+(y+1)2 = (4y+16)2 =64[x* + (y + 1)?] >
— 1692 + 256 + 128y = 64x? + 64y> + 64 + 128y —

2

2
— 192 = 64x? + 48y% — xS +y7=1

* De otra forma:
El centro de la elipse es el punto medio del segmento que une F con F', es decir: (0, 0).
Por otra parte:
2¢=dist (F, F') = |FF| =|(0,2)| =2 = ¢=1
2a=4 — a=2 — a*=4

b2=a*>-c?=4-1=3
2

Por tanto, la ecuacién es:
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29 Halla la ecuacién de la elipse de focos (-2, 0) y (2, 0) sabiendo que la longitud de su eje mayor

es 10.

c=2;2a=10 = a=5; b=ya*>—c*=y25-4=421
o2 9

Ecuacién: 2_5+ﬁ 1

30 Escribe la ecuacién de la elipse cuyos focos son F(-3,0) y F'(3,0) y cuya excentricidad es igual
a 0,5.

c=3; exc=£=0,5 > a= =
a
b?=a>-c?=36-9=27

Ecuacién: g— +Z—=

31 Dala ecuacién de la elipse que pasa por (3, 1) y tiene por focos (4, 0) y (-4, 0).

5 2
La ecuacién es: x_2+}’_2=1
a* b
¢ Como pasa por (3,1) — 9,1
pasa p ) 22
e Como 4% =52+ c? ysabemos que c=4 — a?=5b%+16

Teniendo en cuenta las dos condiciones anteriores:

)l S 9p2 24160941662 = b4+ 662-16=0

P16 b2
b2 —6+y36+64 _ —6+4/100 _ _6+10 <
2 2 —8 (No vale)
Asi: a*=2+16=18
Por tanto, la ecuacién de la elipse seré: ﬁ %—1

32 De una elipse, centrada en (0, 0), se sabe que su eje mayor, que es igual a 10, estd sobre el eje X.
Ademds, pasa por el punto (3, 3). Obtén su ecuacién.

A=(3,3)
Eje mayor =10 — 2=5

Eje mayor = OX — Elcentroes O = (0, 0)

. . 2
La ecuacién de la elipse serd: BT 1
ise —s Do, 3% 9,9 _ _15 4,15
(3, 3) € elipse 25+!72 1— 35" =1 —> b= i b=

Como & es positivo — b = TS

La ecuacién queda:

P RN L
25 225 LT 5t a0 T
16
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33 Determina, en cada caso, la ecuacién de la elipse, centrada en (0, 0), que tiene estas caracteris-
ticas:

a) Su excentricidad es 1/2 y su eje mayor estd sobre el eje Y y es igual a 2.
b) Sus vértices son: (-2, 0), (2, 0), (0, —4) y (0, 4).
a) Ejemayor=2 — b=1

2 2

x= ) c 1 c 1
St i—=lje==— 5 —=— S =
P T A S T

at=b>-c?-1

1
2
1.3

4 4
La ecuacién queda:

2 2

x- ) 2
XL o] 52X =1
3+l 3+

4
b) Eje mayor = OY
Eje mayor=8 — 6=4
a=2

2
y da: )
La ecuacién queda: + 1

4 16

34 Halla los vértices, los focos y la excentricidad de las siguientes elipses dadas por sus ecuaciones.

Represéntalas:
a)x_2+3’_2=1 b x_2+J’_2=1 o) 9x2 + 2592 = 25 d)9x? + 4y* =3
100 36 64 100

a) Vértices: (10, 0); (~10, 0); (0, 6) y (0, —6)
Focos: ¢=4y100-36=8
F(8,0) y F'(-8,0)

Excentricidad: exc = 8 0,8

10

10
b) Vértices: (8, 0); (=8, 0); (0, 10) y (0, —10) /
Focos: ¢=+100—64=436=6
-10
1
»
-1

/6
-6

Pavy

F(0,6) y F'(0,-6) ’
6

Excentricidad: exc = 10" 0,6

&
e}
)

2
Q) 9x2+25y2 =25 = X A v

2519

Vértices: (%, 0); (— %, 0); (0,1)y(0,-1)

Focos: ¢ = \/?:\/%:%
,0

Ny

ya
N

3
4 o 4
F=(40)y F(-4
(3 O) Y ( 3 )
dade exe o 313 _ 4
Excentricidad: exc = 5535 =0,8
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d)9x?+4y2=3 > x_2+)’_2=1

! 3/9 " 374

La elipse tiene eje mayor = OY y centro O = (0, 0).

B, 43

=3l o

3

62=i—i=iﬁf= i 7
4 9 12 V12 .

ceices: (9,0} (~2,0) (0.2) y (0.-2)

Vertlces.( 0k 3,0), <O, 2 )Y 0, >

T
(=}
Q
o
17}
ey
I
— W
L
S
~
<
T
—_ .
L
|
S
~—~
|
@l
w|®
<

\/% 5 3

Excentricidad: exc= —=%-=

(SN}
&»|v—‘

35 Halla los vértices, los focos y la excentricidad de las siguientes elipses no centradas en el origen
de coordenadas. Represéntalas:

2, 037

(y+2)%
25 9 * -

16 1

1 b) (x—91)2

a) Centro: O = (0, =3)

c=425-9=4
4

e=—

5
Vértices: (5, —3); (-5, —3); (0, 0), (0, —06)
Focos: F=(4,-3), F'=(-4,-3)

b) Centro: O = (1,-2)
c=4J16-9=47

e = —

4
Vértices: (-2, -2); (4, -2); (1, 2); (1, -6)
Focos: F=(1,-2+y7), F'=(1,-2-7)

M Hipérbolas

36 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a F'(—4,0) y F(4,0) es6.
Es una hipérbola de focos F' y F'y constante 24 = 6.
Por tanto, a=3, c=4, b*=c%2—42=16-9=7

X _)/ -1

La ecuacién es: A



Unidad 9. Lugares geométricos. Cdnicas VENENENSACHILLERATO)

Matematicas |

3'7 Halla la ecuacién de la hipérbola de focos (-4, 0) y (4, 0) y distancia entre vértices, 4.
c=4;2a=4 > a=2; b=yt -a*=J16-4=412

2 2
La ecuacioén es: xZ — {—2 =1

38 Obtén la ecuacién de la hipérbola cuyas asintotas son y = +—x y uno de sus vértices es (2, 0).

1
5

2 5 25 5
oY 2 2
Ecuacién: 4—4/25—1,0b1n, T4 =1

39 Determina la hipérbola que pasa por el punto (2, 1) y tiene por asintotas y = +3x.

b x2 J’z

;=3 — b=3ﬂ — z—ﬁ=1
Como pasa por (2, 1) — 41 15 36-1=94
a2 9%

35=94% > az=% — b2=94%2=35

2 2
X J =1

35/9 35

Ecuacién:

40 Halla la ecuacién de la hipérbola de focos (-3, 0) y (3, 0) que tiene excentricidad igual a 3.

Ecuacién: T

41 De una hipérbola sabemos que pasa por el punto (8, 5 B) y sus focos son (-3, 0) y (3, 0). Calcula

su ecuacion.

* Hallamos la constante de la hiperbola: |dist (P, F) — dist (P, F')| = 2a

[|EP|-| FP||=2a — [|(11,5/3) |=| (5,5/3) | |= 24

J121+75-425+75=2a —> 14-10=2a —> 4=2a — a=2

* Como #=2 y c¢=3, entonces b2=c?—42=9-4=5
b 2

® La ecuacidn es: x? - )’? =1
g . . 2/5
42 Halla la ecuacién de la hipérbola de focos (-3, 0) y (3, 0) y asintotas y = + 5 x.
c=3

é=ﬁ _> é=ﬁﬂ
a 5 5

at = a={5 - bzgﬁ:Z

8

\!

o

I
v
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43 Halla los vértices, los focos, las excentricidades y las asintotas de las hipérbolas dadas por las
siguientes ecuaciones. Dibujalas:

2 9% 2 242 242

a) 100 36_1 b) 167 =1 ox"—4y°=1 d)x" -4y =4
2

e)%_;—zﬂ £) - 16x2 = 16 g) 9x% — 4y? = 36 h) 4x? 5% + 16 = 0
x2 }’2_

T

a=10, b=6, ¢c=y/100+36=4136
Vértices: (10, 0); (-10, 0)
Focos: F=(4y136,0), F'=(-/136, 0)

V136
10

e =

Asintotas: y =+ %x

Vértices: <i, 0), (— %, 0)

3
5 , 5
F F=(= F'=-=,
ocos: (3 ) ( 3 0)
5
_3_5
e—i—4
3
Asintotas: =J_r%x

N
RN
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c) x2—4y2=1
a=1, b=—=, ¢c= 1+%:
Vértices: (1, 0); (-1, 0)
Focos: F = <% V5, 0>; F'=<—%«/§, 0)
1
= J5

Asintotas: y =+ %x

Y]

T 9 P

. -

N #
4 =2/ N2 i X

P N
= =2 ~

2
d)x?-4y2-4 - xz—yzzl

a=2 b=1, c={4+1=45
Vértices: (2, 0); (<2, 0)

Focos: F=(45,0)

Y]
F'=(=45,0) h N 2 . 7
EN“ | /F
e = l‘/g —4 ’——2 RS A 4 | X
2 PEEY S N
P RS
Asintotas: y =+ %x
2
J x?
So_x
TS
a=2, b=06, c=J4+36=y40
Vértices: (0, 2); (0, —2)
Focos: F = (0, y40); F'= (0, —/40)
_ Y40 _ 5
2
Asintotas: y =+ %x
Y
otF
X
-0, 86 42 416 10
0 ~
~63F
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2 \ [ Y [
f)y2—16x2=16 - {—6—x2=1 \ Lo J
a=4, b=1, c= {1641=417 \°T
Vértices: (0, 4); (0, —4) AN [
EI
Focos: F= (0, y17) sl
F'=(0,-417) 6 4 o i 6 X
4 ]
Asintotas: y = + 4x A A\
,'I--s \
/10T N
[ \
2 2 2 )
g) 9x —4}/ = 36 - T—?=1
a=2, b=3, c=J4+9=413
Vértices: (2, 0); (-2, 0)
N\ Y W
Focos: F=({13,0); F'=(=y/13,0) X 8 Ve
=5 N 7/
Asintotas: y =+ %x \\ * //
\b LA/
F 8K F
AN S N X
/2T N
/ \
VARN \
y AREP \
/ I \
72
h)4x?—y2+16=0 — y?—4x?=16 - 2 -* -1
16 4
a=4, b=2, c={16+4=420 ) Y /
\‘\ 0 /’/
Vértices: (0, 4); (0, —4) : - I
Focos: F= (0, y20) \\\ . ///
F'= (0,—20) N
_J20_5 et
4 2 .
Asintotas: y =+ 2x =2 _,; i =
,'__4 X
I NN
DALY
AT TN
’I/ »8 \\
ANNEN \
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44 Halla los vértices, los focos, las excentricidades y las asintotas de las siguientes hipérbolas no
centradas en el origen de coordenadas. Dibdjalas:

2_(.7—1)2:1 b) (J’_l)z_(x—l)2=1

x°
D367 64 16 9

a) Centro: O=(0, 1)
a=6, b=8, c=436+64=10
Vértices: (6, 1); (-6, 1)
Focos: F=(10,1); F'= (10, 1)
10 _5

6 3
Asintotas: y— 1=+ %x

4
\ 4 /
F 2\, F
0 8 -6 44 2 e 1o X
/ 2 \
/ \
b) Centro: O=(1,1)
a=4, b=3, c=y16+9=5
Vértices: (1, 3); (1,-1)
Focos: F=(1,5); F'=(1,-3)
_5
‘T
Asintotas: 1=+ i( 1
cy—1=1 3 x—1)
Y
NEEN J
\\ '/ .
\U / /'
N AT
107876 4 2| IR 10 | X
AN
A /T N
i // “ \\ A
,I/ -0 \\\
/ N
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M Parabolas

45 Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan del punto (3, 0) y de la recta y = -3.

Es una pardbola cuyo foco es F(3, 0) y cuya directrizes d:y+ 3 =0. Si P(x,)) esun punto dela
prébola, entonces:

dist (P, F) = dist (P, d) — J(x—3)%+y2=|y+3| —

2
= x2—6x+9+y2=p2+6y+9 > y=

X

6

X

O bien: (x—3)? = 6(y+%>

46 Halla, en cada caso, la ecuacién de la pardbola de foco F y directriz d.
a) F(5,0); d: x=-5
b) F(-3,0); d:x=3
c) F(052,5); d:y=-2,5
d) F(0,-4); d:y=4

2 =5 5 p=10 - 2p=20. Eeuacién: 5* = 20

b) dist (F, d)=6=p
Fe OX
_y2 =—12x

o) dist(F,d)=5=p
Fe OY
y2 = 10x

d) dist (F,d)=8=p
Fe OY
y?=—-16x

4'7 Determina la ecuacién de la pardbola que tiene su vértice en el origen de coordenadas y cuya
directriz es y = 3.

El foco serd F(0,-3). Si P(x,y) esun punto de la pardbolay d:y—3 =0 esla directriz, entonces:

dist (P, F) = dist (P, d) — {x*+(y+3)2=|y-3| >
= x2+92+6y+9=92—6y+9 — x2=-12y

48 Halla las ecuaciones de las pardbolas que pasando por el punto (2, 3) tienen su vértice en el
origen de coordenadas.

Hay dos posibilidades:

* Eje horizontal: y* = 2px. Como pasa por (2, 3), entonces:

9=4p —)p:% %}/2=%x

e Eje vertical: x* = 2py. Como pasa por (2, 3), entonces:
, 42 2 4
4—6p—)p—63—>x 37
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49 Halla los vértices, los focos y las directrices de las siguientes pardbolas. Represéntalas:

a) y% = 6x b)y* = —6x Jy=x dy= %
a) y =2px| B ? 3
y2=6x } 2p=6 = p=3 = =5

Vértice: (0, 0)
(3
Foco: ( > 0)

1F
Directriz: x = —%
b) Vértice: (0, 0)
Foco: (— %, 0) 1
Directriz: x = % - :

c) Vértice: (0, 0)

Foco: (0, %)

Directriz: }/:—% !
£
S IS
d) Vértice: (0, 0)
Foco: (0, 1)
Directriz: y=-1
F$1

Para resolver

50 Identifica las siguientes cénicas, calcula sus elementos caracteristicos y dibdjalas:

a) 4x2 + 9y2 = 36 b) 16x” - 9y” = 144 c) 9x% + 9y* = 25
d) x2 - 4y* = 16 e) y* = 14x f) 25x% + 144y* = 900
5 2
a) 4x2 + 9)/2 =36 - %+}/T=l
Es unaelipse — 2=3, b=2, c=+5
2
exc = 5 ~0,75
3
=3\ F F /3
2
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2_ 9,2 27
a=3, b=4, c=5; exc:%zl,67
Es una hipérbola —
Asintotas: y=§x; y=—%x
Q) Ix?+92=25 > x2+y2=%
Es una circunferencia de centro (0, 0) y radio %
5/3\
-5/3 /5/3
-5/3
242 2 )
d)x —4}/ =16 % K—7=1

a=4, b=2, c=245; exc=24—‘/§=§zl,12
Es una hipérbola —

{ D GV
Asintotas: y = N Y=o X
2
-2
e) Es una paribola.
Vértice: (0, 0)
7
Foco: | %,0
oco ( 3 >
D P xX=—=
irectriz: x = -3
1
1 F
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2 2
f) 25x2 + 144)/2 =900 —» X 4 J 5/2

3G 25/4=1 /‘\
. =6, b=, =D
Esunaehpse—)d—G,b—z,f— ) o\ 7 FJ6
V119
1

=0,91
209

exc =

-5/2

51 Describe las siguientes cénicas no centradas en el origen. Obtén sus elementos y dibujalas.

a) (x_91)2 + (J’—4)2 -1

25
2
b) (x;61)2 3 (J";l) _1

o) (x+2)?2=4(y+5)

dx?+y?-2x+4y=-4

a) Es una elipse de centro O = (1, 4)
91—
Eje mayor: OY F
ﬂ=37 b=5) c= V25_9=4
Vértices: (4, 4); (=2, 4); (1, 9); (1, -1)
Focos: F=(1,8); F'=(1,0)
_4
exc = 5
o
2 N \/ 4

b) Es una hipérbola de centro O = (1, -1)
a=4, b=3, c=J16+9=5
Vértices: (5, -1); (=3, —1)
Focos: F=(6,-1); F'=(-4,-1)
5

exc = —

4
Asintotas: y+ 1 = i%(x—l)

e _3
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¢) Es una paribola.
Vértice: (-2, —5)
2p=4 = dist(F,d)=2 — diss(F,V)=1 vy dist(V,d) =1
dy=-6
Foco: F=(-2,—-4)

dx?-2x+1+y?+dy+d=—4+1+4 > (x—1)2+(y+2)7?%=1
Es una circunferencia de centro O = (1, -2).
Radio: =1

_3

52 a) Halla la ecuacién de la circunferencia cuyo centro es C(-1, 1) y es tangente a la recta

3x-4y-3=0.

b) De todas las rectas paralelas a la bisectriz del primer cuadrante, encuentra las que sean tangen-
tes a la circunferencia hallada en el apartado anterior.

a) El radio, », de la circunferencia es la distancia del centro C(-1, 1) alarecta s: 3x—4y—3 = 0;
es decir:

. |—3—4—3| 10
:d (, :7:—:2
’ lSt( S) 9+1() 5

La ecuacién serd: (x+ 1)2 + (y—1)? = 4, o bien, x? + y2+2x-2y—2=0

b) Las rectas paralelas a la bisectriz del primer cuadrante son de la forma y = x + 4k, es decir,
t:x—y+k=0. Larecta # es tangente a la circunferencia cuando la distancia del centro de la cir-
cunferencia, C(-1, 1), ala recta es igual al radio, 2. Es decir:

|-1-1+4] |k-2] F—2=2V2 = k=2+242

dist (C, 1) = B 2- 7 =2_>|k‘2|=2ﬁ</e_2=—2ﬁ—>k=2_2ﬁ
=x+2+242

Hay dos rectas: JEarer
y=x+2—2«/§
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53 Halla la ecuacién de la circunferencia que pasa por (-3, 2) y (4, 1) y es tangente al eje X.
El centro estd en la mediatriz del segmento AB.
A=(-3,2), B=4,1)
AB=(7,-1) » d=(1,7)
(L3
MAB - (2 > 2)
m: x—(1/2) = y-G2) — 7x—l= 3 y=7x+2

1 7 2 2
dist (0O, A) = dist (O, OX) = r

«/(x+3)2+(y—2)2=y

Las coordenadas del centro son la solucién del siguiente sistema:

y=7x—-2
\/(x+3)2+(y—2)2=1

— x; =21, y1=145 x%,=1, y,=5

Hay dos circunferencias que cumplen la condicién:
C:(x—1)2%+@(y-57%=25
C: (x=21)% + (y— 145)? = 1452 = 21025

54 De la circunferencia C se sabe que tiene su centro en la recta x— 3y = 0 y pasa por los puntos

(-1, 4) y (3, 6). Obtén la ecuacién de C.
Si el centro estd sobre la recta x— 3y =0, es de la forma C(3y, y).

El centro estd a igual distancia de A(-1, 4) que de B(3, 6). Ademds, esta distancia es el radio, 7,
de la circunferencia:

r=dist (A, C) = dist (B, C) — |AC|=|BC| —

= B+ D)2+ -42={3y-3)2+(-6)?
992 +1+6y+y*+16-8y=9y2+9-18y+y? +36-12y
28y=28 = y=1 = x=3y=3
Por tanto, el centro de la circunferencia estd en O(3, 1), y su radio es:
r=]40| = J16+9=425=5
La ecuacién es: (x — 3)? + (y— 1)2 = 25, o bien, x? +y2 —6x—-2y—15=0.
55 Determina la ecuacién de la circunferencia de radio 10 que, en el punto (7, 2), es tangente a la
recta 3x—4y—13=0.
Las coordenadas del centro son la solucién del siguiente sistema:

3x—4y-13=0
Je=7)2+(y—=2)2=10

— x1:15, y1=8, Xzz—l, _)/22—4

Hay dos circunferencias que cumplen la condicién:
C: (x—15)%+ (y—8)? = 100
C':(x+1)2+ (y + 4)2 =100
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56 Halla la ecuacién de la circunferencia inscrita en el tridngulo de vértices A(3,2), B (1 -2, —«/5)

y C(5+«/Z—«/§>-
A=(3,2), B=(1-{2,-2), C=(5+y2,-2)
AB=(1-42,-{2)=(3,2)= (V2 - 2,~2 = 2) = (-2 - 2)(1,1)
Lado AB: x—3=y-2 — x—y-1=0
AC =(5+12,-{2)-(3,2)=(2+2,-\2-2)=(2+2)(1,-1)
Lado AC: x—=3=—y+2 = x+y-5=0
BC =(1-2,—y2) = (5+2,—{2) = (-242 - 4,0)=(-2y2 - 4)(1,0)
Lado BC: y=—y2 — y+4y2=0
Bisectriz de A:

k—y—1|=|x+y-5] = y=2, x=3
Tomamos x =3, que es la recta interior al tridngulo.

Bisectriz de C:

X+y=5
x+y=5 V2 =742 x+y—5=y2y+2 x+(1=42)y-7=0
‘=|y+ﬁ| - -
V2 X+y-5 x+y=5=—y2y-2 x+(1+42)y-3=0

«/E =_(J’+«/§)

Tomamos x + (1 + y2)y—3 =0, que es la recta interior al tridngulo.

El incentro es la interseccion de las bisectrices:

x=3
=3, 9y=0 P=(3,0
{x+(l+«/§)}/—3=0 = x=3y X (3,0

radio = dist (P, lado BC) = 42
Circunferencia inscrita: C: (x—3)% + y2 =2

57 Halla la ecuacién de la circunferencia circunscrita al tridngulo determinado por larecta y = —x + 4
y los ejes de coordenadas. Calcula la ecuacién de la recta tangente a esta circunferencia en (0, 0).

Vértices del tridngulo:

=—x+4 =—x+4
A—>{y QU — A=(0, 4) B—){y v

i 40 — B=(4,0) C=(0,0)
AB= (4, -4) = 4(1, 1), Myz=(2,2)

mex—2=—(y-2)

AC = (0, —4) = 4(0,-1), My-=(0,2)

my:x—2=0

El circuncentro es la interseccién de las mediatrices:

x-2=—(y-2)
{ 5 J - x=2,y=2 = P=(2,2)
X =

radio = dist (P, C) = 48

Circunferencia circunscrita, C: (x—2)? + (- 2)2=8
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58 Halla la ecuacién de la circunferencia inscrita en el cuadrado de vértices A(-3, 3), B(-1, 3),

C-1,1) y D(=3,1).

A = (_3: 3)3 B = (_]-a 3)) C= (_]-’ ]-)) D = (_3’ ]-)
Diagonal AC:y=—x
Diagonal BD:y=x+4

=—x
Centro: {}/ = x=-2,y=2 = P=(-2,2)
y=x+4
Lado AB:y=3

radio = dist (P, lado AB) =1

Circunferencia inscrita, C: (x+2)%+ (y—2)>=1

59 Estudia la posicién relativa del punto P(0, 3) respecto a la circunferencia (x— m)? + y2 =25 en
funcién de los valores del pardmetro m.

(x—m)?+y%=25
Centro: O = (m, 0)
Radio: =5
dist (P, 0) = \m*+9 =5 — m=—4, m=4
(m*+9 <5 = me (-4,4)
Im*+9 55 = me (~oo,—4) U (4, o)
Si me (—4,4) — P esinterior a la circunferencia C.
Si m=—40m=4 > PeC
Si me (—o0,—4) U (4, 00) = P esexteriora C.
60 Estudia en funcién de % la posicion relativa de la rectas: 4x + 3y + £ = 0 respecto a la circunfe-
rencia de ecuacién x% +y% —2x—6y+6=0.
Depende del nimero de soluciones del siguiente sistema:

_3y—k

4x+3y+k=0 3\ —3y—
{2+ g+2 6y+6=0 e - < g k) ”2_2( ” /e)_6y+6=0
XAy L mhyEh= x2+y2—2x—6y+6=0

k% + Ghy + 8k + 252 =72y + 96 =0 — 25y% + (6Gk—72)y+ 96 + 8k + k2 =0

El ntimero de soluciones depende del signo del discriminante.

A=(6k—72)2 =425 (96 + 8k + k%) = —G4k* — 1664k — 4416

o Si —64k? - 1664k—4416=0 — k=-3, k=-23 — Solucién tnica — Son tangentes.

o Si —64k?—1664k—-4416<0 — ke (—o0,-23) U (=3, o) — No hay solucién — Son exteriores.
e Si —64k%-1664k—4416>0 — ke (-23,-3) — Dos soluciones — Son secantes.

61 Dos circunferencias se cortan en los puntos (0, 0) y (0, 8). ;Cudl es su eje radical? Justifica tu
respuesta.

El eje radical es la recta que pasa por A y por B, pues los puntos de corte siempre tienen potencia
cero respecto a las dos circunferencias. Luego el eje radical siempre pasa por ellos.

Eje radical: x=0
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62 Halla los puntos de interseccién de cada pareja de circunferencias y di cudl es su posicién rela-
tiva:
{x2+y2—6x—16=0 b {x2+y2—6x—4y+9=0
a

xt+y?=4 x4+ 9?2 —6x+2y+9=0

Q) %24y —6x—-16=0| 4—6x-16=0 — —6x=12 — x=-2
x2+}/2=4 4+y2=4—>)/2=0—>y=0
Las circunferencias se cortan en el punto (-2, 0).

La primera circunferencia tiene centro en (3, 0) y radio 5; la segunda tiene centro en (0, 0) y radio
2. La distancia entre sus centros es 4 = 3. Como la diferencia entre sus radioses 5—2=3 =4, las
circunferencias son tangentes interiores.

b) x2+ y2 —6x—4y+9=0| Restandoa la 2.2 ecuacién la1.2;
x2+y2—6x+2y+9=0 6y=0 — y=0

x2—6x+9=0 - (x-3)2=0 - x=3

Las circunferencias se cortan en el punto (3, 0).

La primera circunferencia tiene su centro en (3, 2) y radio 2; la segunda tiene su centro en (3, —1)
y radio 1. La distancia entre sus centros es 4 = 3, igual que la suma de sus radios. Por tanto, las
circunferencias son tangentes exteriores.

63 Escribe la ecuacién de una elipse con centro en el origen de coordenadas y focos en el eje de abs-
cisas, sabiendo que pasa por el punto P(8, —3) y que su eje mayor es igual al doble del menor.

El eje mayor es igual al doble del menor, es decir: @ = 26. Ademds, pasa por el punto P (8, -3).

Luego:
2 ) 64 9 16 . 9 25 2 22
?+ﬁ=1_>4—b2+ﬁ=1_>ﬁ+ﬁ=lﬁﬁ=lﬁ 25=é 5 a =4b =100
ones D
La ecuacién es: 100+25-1

64 La pardbola y2—4y—6x—5 =0 tiene por foco el punto (0, 2). Encuentra su directriz.
92 —4y—6x-5=0 > y2—4y+4-6x-5-4=0 >

- (=22 -6x-9=0 — @—2)2—6(“%):0

Vértice: V= (— i, 2)
2

Foco: F=(0, 2)

Eje de la pardbola: y=2

dist (V, d) = dist (V, F) = %

Directriz: x=k — x—Fk=0

Y RN

_k==3 S k-0

3

. B 3 3 2
dist (V. d) = ‘_j_k\_ 701
2 2

Como el foco esta a la derecha del vértice, la directriz es x = —3.
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65 Halla la ecuacién de la pardbola de vértice en el punto (2, 3) y que pasa por el punto (4, 5).

* Mira el ejercicio resuelto 6.

X = (x, 7 punto genérico.

(y-3)?-2p(x-2)=0

(4,5) € Pardbola — (5-3)2-2p(4-2)=0 - 4-4p=0 — p=1

Paribola: (y—3)?-2(x-2)=0

66 Halla las ecuaciones de las siguientes pardbolas:

a) Foco (0, 0); directriz y = -2.

b) Foco (2, 0); directriz x =-1.

¢) Foco (2, 1); directriz y + 3 = 0.

d) Foco (1, 1)s vértice (1, %)

a) dist(F,d)=2=p
Vértice: V'=(0,-1)
Parébola hacia arriba.
x2=4(y+1)

b) dist (F,d)=3=p
Vértice: V= (% o)
Pardbola hacia la derecha.
by

o) dist(F,d)=4=p
Vértice: V= (2,-1)
Pardbola hacia arriba.
(x—2)2=8(y+1)

d)dist(F,d):Z-%: 1=p
Vértice: V= (1, %)

Directriz paralela al eje OX.

Parabola hacia arriba.

(r—1)% = 2(}/—%)

6'7 Halla los vértices, los focos y las directrices de las siguientes pardbolas de vértices distintos al
origen de coordenadas. Represéntalas:

a)y2=4(x—1) b)(y—2)2=8x 9] (x—1)2=—8(y+ 1) d)(y+2)2=—4(x—1)
a)_y2=4(x—1) Y
Pardbola hacia la derecha.
Vértice: V'=(1,0) 31 4 6 81X
p=2dist (F,V)=1 — F=(2,0) 2
-4

Directriz paralela al eje OY: x=0
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b) (y—2)? = 8x N
Pardbola hacia la derecha. e
Vértice: V= (0, 2) 4
p=4 §2\
dist (F,V)=2 — F=(2,2) —2% 2 46 8 X
Directriz paralela al eje OY: x = -2 j

o) (x—1)2%= -8(y+1)

Pardbola hacia abajo.

Vértice: V=(1,-1)

p=4

dist(F,V)=2 — F=(1,-3)

Directriz paralela al eje OX: y =2
d) (r+ 2% =—4(x— 1)

Pardbola hacia la izquierda.

Vértice: V=(1,-2)

p=2
dist (F,V)=1 — F=(0,-2)

Direcriz paralela al eje OY: x=2

68 Halla la ecuacién de la hipérbola centrada en (4, 5), cuyos focos son F(2,5) y F'(6,5) y cuyo
semieje menores b= 1.

Centro = (4, 5)
Eje paraleloa OX
c=dist (C,F) =2
a*?=4-1=3

x-42 (=57 _

3 1 !

Ecuacién de la hipérbola:
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69 Halla la ecuacién de la siguiente hipérbola:
* Tiene el centro en el origen de coordenadas.
* Tiene los focos en el eje de abscisas.
* Pasa por el punto P(«/ﬁ, 1).

* Una de sus asintotas es la recta y = 2x.
2

. . x* )
Ecuacién de la hipérbola: =5 —===1
a b
b2 > b=2a
a
£
a2 4a?

Pasa por P = (é, 1)
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5/2 1 10-1 2 2_9

222 -1 =1 > 44°=9 - a“==-

a2 4a? 4a* 4
2 )/2

La ecuacién pedida es: 9’67 —5 = 1

70 Se llama hipérbola equildtera a aquella en la que 2 = 4. Halla la ecuacién de la hipérbola equi-
litera cuyos focos son (5, 0) y (-5, 0).

Centro = (0, 0)
c=5=+242 > a:%ﬁ - 42=<%

La ecuacién pedida es:

x2 .yz 1
25 25
2 2

71 Halla la ecuacién del lugar geométrico de todos los puntos del plano tales que su distancia al
punto (4, 0) es el doble de su distancia a la recta x = 1.

Comprueba que es una cénica y halla sus focos.
X = (x,y) punto cualquiera del lugar geométrico.
P=(4,0)
rix=1
dist (X, P) = 2dist (X, r)
m:ﬂx—l | = (x—4)2+y>=4(x-1)?
x?—8x+y2+16=4x>-8x+4 — 3x2+y2+12=0
Es una hipérbola de eje OX:
x—z—y—2=l — 2=16 = c=4
4 12
Centro: C=(0,0)
Focos: F=(-4,0), F'=(4,0)
72 Halla la ecuacién del lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto (4, 0) es igual a la
mitad de la distancia a la recta 7: x— 16 = 0. Representa la curva que obtienes.

Sea P(x, y) uno de los puntos del lugar geométrico. La distancia de P a (4, 0) ha de ser igual a la
mitad de la distancia de P alarecta x— 16 = 0; es decir:

\/(x—4)2+y2=%|x—16|

(96—4)2+)/2=%(x—16)2
x2—8x+16+y2:%(x2—32x+256)
V48
4x2 —32x + 64+4y2=x2—32x+256
2 2 2 )
3x +4}/ 2192 — 6—4+E=1 - . . '

Es una elipse en la que 2=8 y 6= /48~6,93.
Los focos estdn en F(4,0) y F'(-4, 0).

_4_1 -0,5

La excentricidad es: exc= < =
a 8 2
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73 Halla el lugar geométrico de los puntos P(x, y) tales que el producto de las pendientes de las
rectas trazadas desde P alos puntos A(-2,1) y B(2,-1) seaiguala 1.

:Qué figura obtienes? Represéntala.

-1

* La pendiente de la recta que une P con A es: J 3
X+

1

* La pendiente de la recta que une P con B es: J* 3
x —

* El producto de las pendientes ha de ser igual a 1, es decir:

y—l) <y+1) ) -1 2 .2
. =1 =1 —1=x*-4
<x+2 x—2 - x2_4 - X

D) 2
2P x_J)
=3 > S5

Es una hipérbola en laque 2= 6= 43y c= 6.
Los focos son F (6, 0) y F'(-/6, 0).

Las asintotas son: y=x e y=—x

=2=1,41

La excentricidad es: exc =

eIy

£
a

2 2
‘74 Halla las rectas tangentes a la elipse % + yT =1 que pasan por A(5, 0).

Haz de rectas que pasan por A mds la recta x = 5.

La recta que buscamos tiene solo un punto en comun con la elipse, por tanto:

x ) _2))\2
7+7_1 - %2+M=1 — 4x2 + 9(m(x-5))%-36=0
y=m(x-5)

9Im2x2 — 90m2x + 225m? + 4x% =36 =0 — (Im? + 4)x% — 90m2x— 36 + 225m? = 0
Debe tener solucién tnica; es decir, el discriminante debe ser igual a cero.

A=090mDr—4.9m?+4) - (=36 +225m3) =576 -2304m%=0 — m=—

m =

1 1
2’ 2

Las rectas pedidas son:

r:y:—%(x—S), r' %(x—S)
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75 Halla la ecuacién de la tangente a la elipse 3x? + 4y> = 48 en el punto P(2,3). Usa que la tan-
gente es la bisectriz exterior de los segmentos PF y PF', donde F y F' son los focos.

2 2
3x2 + 4y2 = 48 — f_6+y_
p=23)
c= «/Z =2

F= (2) O)’ F'= (_27 0)
PF =(0,-3); PF =(~4,-3)

Recta PF:x=2
Recta PF': %:% — 3x+4-6=0
Bisectrices:
—3x+4y—-6
3x+4y—6 x=2= 5 5x—10=-3x+4y—-6 8x—4y—4=0
2l 86 B} 5
—3x+4y—06 5x—10=3x—-4y+6 2x+4y-16=0
P P Al
5
La recta pedida es: 8x—4y—4=0
4 ~ 2 //
=
ST
7
2
76 Halla la ecuacién de la tangente a la hipérbola f2—6_y7=1 en el punto P, de abscisa x = 5.

Utiliza el hecho de que la tangente es la bisectriz de los segmentos PF y PF', donde F 'y F'
son los focos de la hipérbola (elige la bisectriz adecuada).

x_z_}'_z_l
169
2
35 P 9.9
T R AR A

Hay dos puntos en la hipérbola con abscisa 5.

Hallamos la tangente en P = (5, %), la tangente en P= <5, —%) es la simétrica respecto del eje OX.
—(5.2

P- (3]

c=5

PF: (5) O); F,= (_5) 0)

PE-(0,-2) PF=(-10,_2]) -
77 -(0,-2) 77-(10.-3) a0

Recta PF:x=5

Recta PF'": x4+05 =L9 — —9x+40y—45=0




Unidad 9. Lugares geométricos. Cdnicas VENENENSACHILLERATO)

Matematicas |

Bisectrices:
5_—9x+40y—45
—9x + 40y — 45 X0 41
|x=5| = | ——0——| & -
¥81+1600 5. —9x + 40y — 45
~Se

41x —205=—-9x + 40y — 45 S5x—4y-16=0
%
—41x+205=-9x + 40y — 45 32x — 40y —-250=0

La recta pedida es: 5x—4y—16=0

_(5.-2 95 (o
La tangente en P = (5, 4> es y+ 7 7 (x=5)

77 Halla la tangente a la pardbola y? = 12x en el punto P(3, 6). Usa el hecho de que la tangente
es la bisectriz del 4ngulo formado por PF, donde F es el foco, y la recta perpendicular por P
a la directriz.

y2 =12x

V=(0,0)

p=0

Pardbola hacia la derecha.

F=3,0)

d:x=-3

P=(3,0)

PF = (0,-6) =—6(0, 1)

Recta PF:x=3

Recta perpendicular a 4 que pasa por P:y=06

Bisectrices:

x—-3=y-6 {x—y+3=0
-

-3l=]y-6
be=31=b |_>{x—3=—y+6 x+y-9=0

La recta pedidaes x—y+3=0
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78 El cometa Halley describe una 6rbita eliptica, estando el Sol en uno de sus focos, de excentrici-
dad 0,96657. Si su distancia minima al Sol (perihelio) es de 0,6 UA, calcula cudl es la méxima
(afelio). Recuerda que 1 UA (unidad astronémica) es la distancia media entre la Tierra y el Sol.

Focos: Sol, F
dist (Halley, Sol)+ dist (Halley, F) = 2a

e= i =0,96657 — ¢=0,96657a

Luego la distancia minima se alcanza cuando el cometa estd en el vértice correspondiente al foco del
Sol y es:

a—c=0,6

{a—c:O,G

= 17,946, c= 17,348
(=0,966574 > 4717946 c=17.3

La distancia mdxima se alcanza cuando la Tierra estd en el vértice opuesto al foco del Sol y es:

2a-0,6=2-17,948 - 0,6 = 35,296 UA

79 LaTierra describe una érbita eliptica, estando el Sol en uno de sus focos. En esta trayectoria, la
distancia minima Tierra-Sol es de 147 095248 km, y la mdxima es de 152100492 km. Calcula

la excentricidad de la érbita e interpreta el resultado obtenido.

Focos: Sol, F

dist minima + dist mdxima = 2a

dist (Tierra, Sol) + dist (Tierra, F) = 2a
147095248 + 152100492 = 22 — a = 1,4960 - 10

La distancia minima se alcanza cuando la Tierra estd en el vértice correspondiente al foco del Sol y es:
a—c=147095248
1,4960 - 108 — ¢ = 147095248 — ¢=2,5048 - 10°

_ ¢ _2,5048-10°
a  1,4960-10%

Como la excentricidad es muy pequena, la érbita es casi una circunferencia.

=1,6743 1072 = 0,0167
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80 Asocia cada una de las siguientes ecuaciones a una de las gréficas que estdn a continuacién:

a)x?+4y’ =4 b)x2+y%=9 \
2 o2 _ fﬁ 1
0y -9x“=9 d)2xy=1 - P
)x2 32 . N 2 o N 7
e X+ _= “——y=
9 16 9 , N
A N
2 ’ ’ pad ~
g)T—y =1 h)y*=2(x-1)
N ~ (=1)2 2 i\
)X +2_ =0 j) +(y-1)*=1 - b
4 TN
5 9 7 \
a) VII /
N\ /'
b) III
:V\ /
9AY AN /
d) X
e) IV 71\
/ \
f) VI I
—
/
g) 11
N
I~
h) VIII
X X)
i) IX
\
N\
i ™N\
j) 1
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Cuestiones tedricas

81 ;Qué tienen en comin todas estas circunferencias?:
x-1)2+(y-1)2=1
(x+3)%+(y-3)%=9
(x—2)%+ (y+ 2)2=4
(x+5)2+(y+5)%2=25

Todas son tangentes a los ejes de coordenadas porque las coordenadas de O son iguales en valor ab-
soluto y su valor absoluto coincide con el valor del radio:

dist (O, OX) = dist (O, OY) = r
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82 Determina si las siguientes ecuaciones corresponden a cénicas. Si es asi, indica qué cénica es:

a)_x_2=3’_2+1 b)x_2=3’_2_ O +y?+x+y+1=0 d)y?+2y=x
4 9 4 9 Y Y Y Y
P 2
a) No es ninguna curva porque -+ % =—1 no es posible. La suma de dos niimeros positivos no

puede dar un resultado negativo.

7 i
b) o xz =1. Hipérbola con focos en el eje OY.
¢) Si es alguna cdnica, es una circunferencia, pero

2 2
g
2 2 2
es imposible porque un radio no puede ser negativo, luego no es ninguna curva.

d) Es una pardbola (y + D2=x+1

83 Las siguientes pardbolas tienen su vértice en el origen de coordenadas. ;En qué cuadrantes tie-
nen sus ramasg:

a)y?=2x b)y’=2x Jx*=-2y dx*=2

a) Pardbola hacia la izquierda. Estd en el 2.0 y 3.°" cuadrantes.
b) Pardbola hacia la derecha. Estd en el 1. y 4.° cuadrantes.
¢) Pardbola hacia abajo. Estd en el 3. y 4.° cuadrantes.

d) Pardbola hacia arriba. Estd en el 1. y 2.° cuadrantes.

84 Sabemos que en esta hipérbola |PF — PF'| = 4.
:Qué rama corresponde a PF — PF’ = 4 y cuél corresponde a PF'— PF = 42

PF—-PF =4 — Los puntos estin mds lejos de F, luego es la rama roja. F F

PF'— PF =4 — Los puntos estdn mds lejos de F', luego es la rama azul.

85 Teniendo en cuenta la definicién de elipse y tomando sobre el dibujo algunas medidas, di cudles
de estas elipses con sus focos estin mal dibujadas:

@ b) ( : :
a) Estd mal dibujada porque 2 y & son casi iguales, luego ¢ tiene que ser muy pequefio y, sin em-

bargo, los focos estdn muy separados, siendo ¢ la distancia al centro del foco.

b) Mal, z esla hipotenusa del tridngulo que une el centro, un foco y un vértice del eje OY, y no mide
igual que el semieje mayor.

¢) Bien. Dibujamos el tridngulo rectidngulo de vértices el centro de la elipse, el vértice superior de la
elipse y un foco. La medida de la hipotenusa de ese tridngulo es similar a la medida del semieje
horizontal.

d) Bien. Dibujamos el tridngulo recténgulo de vértices el centro de la elipse, el vértice superior de la
elipse y un foco. La medida de la hipotenusa de ese tridngulo es similiar a la medida del semieje

horizontal.
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86 a) Halla el lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya suma de cuadrados de distancias a los
puntos A(-3,0) y B(3, 0) es 68. Puedes comprobar que se trata de una circunferencia de
centro O(0, 0). ;Cudl es su radio?

b) Generaliza: Halla el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a
A(-a,0) y B(a, 0) es k (constante), y comprueba que se trata de una circunferencia de centro
0(0, 0). Di el valor de su radio en funcién de 2 y de k. ;Qué relacién deben cumplir 2 y £
para que realmente sea una circunferencia?

a) P=(x, )
(dist (P, A))? = (x + 3)? +y2
(dist (P, B))? = (x—3)% + 2
(x+3)2+92+ (x=3)2+92=2x2+2y2+ 18 =68 — 2x2+2y? =50 — x?2+y2=25

Circunferencia de centro O = (0, 0) y radio =5

b)(x+@)?+y2+ (x—a)? +y*=k = 22>+ 2x* + 29% =k — x2+y2=§_g2
Circunferencia de centro O = (0, 0) y radio 7= g— a*

Para que sea una circunferencia, % >a’ = k>24?

87 a) Considera la circunferencia C: (x—1)? + y2 =25 yel punto P(9, 6). Sea r la recta que une
P con el centro de la circunferencia. Halla A y B, puntos de corte de » y C. Comprueba
que la potencia de P respectoa C coincide con d (P, A) - d(P, B).

b) Demuestra que el apartado anterior es cierto si sustituimos 7 por cualquier recta secantea C
que pase por P.
* Haz un dibujo y llama A' y B' a los puntos de corte de C y la nueva recta. Aplica semejanza a los
tridngulos AB'P y A'PB.
a) (x—1)2 +y2 =25
0=(1,0)
PO = (8, 6) = 2(4, 3)

Recta PO: x—1 :% — 3x-4y-3=0

4
Puntos de interseccién:
3x—4y-3=0

(r—1)2+ =25 - x1=-3, 91=-3; x%=5),=3 > A=(-3,-3), B=(5,3)

PP, C)=(9-1)%+6>-25=75
dP,A)-d(P, B) = {144+81-/16+9 =15-5=75

b) Sean dos rectas que pasan por P y son secantesa C.

Los tridngulos PAB' y PA'B son semejantes por- r " %
que tienen un dngulo comdn y un dngulo inscrito — ;/{
con arco comun, luego los lados son proporciona- S yal
les: vy

PA _ PB’ ' : ? 02 -
LA LB — pa-re-pA"-PB
Luego el resultado no depende de la recta secante elegida. AN L4
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88 Demuestra que el lugar geométrico de los puntos P cuyo cociente de distancias a un punto fijo
F y aunarectafija d esigual a k, esuna cénica de excentricidad Z.

* Toma F(c, 0), d: x = a/c y k=cla yestudia los casos k<1, k>1 y k= 1. ;Qué conica se obtiene en
cada caso?

P=(x )
F=(c,0)
dix=1

AP, F) = {(x =) 2+ y%; d(P, d) = |x— |

|x 1]

2= 2ex+ x4yt = B2 -k 2+ k22 — (1= ED)x? + (B2 20-20)x+y? + 2= 0

=k = (x—c)?+y? =k x-1)?

Es una cénica por ser una ecuacién de segundo grado.

2
Si k=X y /=2
! a y c

2 2 5 2
<l—<£> )x2+<2<£> d——2€)x+y2+c2=0 - (1—(£) >x2+y2+62=0
a al ¢ a

2
Para que sea una cénica, (l — <L> ) < 0 pues en otro caso, la suma de tres nimeros positivos daria 0, que es
. . a
imposible.

2
Si <l—<£> ) <0 — k>1 — Esunahipérbola.
a

2
Si (l - <£> ) 20 — k<1 — No esla ecuacién de ninguna cénica.
a
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1 Halla la ecuacién de la bisectriz de los 4ngulos formados por las siguientes rectas:
rix=3
r:3x—4y+1=0
Los puntos X(x, y) deben cumplir: dist (X, ) = dist (X, r,)
dist X,ry)=|x =3 |
[Bx—4y+1 | |x=3]|=

Eliminando los valores absolutos obtenemos dos ecuaciones, las que corresponden a las dos bisectrices,
perpendiculares entre si:

|3x — 4y +1]|

dist (X, ry) = 5

56—3)=3x—4y+1 = 2x+4y—-16=0 = x+2y—8=0
Sx—3)=3x—4y+1 > 8x—4y-14=0 = 4x-2y-7=0

2 Escribe la ecuacién de la circunferencia cuyo centro es el punto C(1,-3) y pasa por el punto A(5, 0).

La ecuacién de la circunferencia es de la forma (x—1)? + (y + 3)? = 2. Para determinar 72

A(5,0) en laecuacién:

5-12+3%2=72 5 r2=25

, sustituimos

La ecuacién de la circunferencia es, por tanto, (x— 1)2 + (y + 3)2 = 25. O, en su forma simplificada:
x2 492 -2x+6y—15=0
3 Consideramos la circunferencia x? + y> —2x =0 ylarecta r: 3x — 4y + k= 0. Calcula los valores
que debe tomar % para que r sea interior, tangente o exterior a la circunferencia.
Hallamos primero el centro, O, y el radio, R, de la circunferencia:
x2+y2—2x=0 - (x—1)2+y2=1 — Oc=(1,0)y R=1
Calculamos la distancia del centro de la circunferencia, O, alarecta 7:3x—4y+ k=0:

[3-1-4-0+k| [3+£]

V32 +42 5

* Para que 7 sea interior a la circunferencia, ha de ser < R=1.

d=dist (O r) =

134 4] 3;r/e<l%/e<2
T<l - p P Es decir, £€ (-8, 2).
—3; <1 — 3; >—1 = k>-8

* Para que 7 sea tangente a la circunferencia, ha de ser 4=R=1.

73+/€_ B
|3+ = -l k=2
7=1 % 3

> —3T+k=1—>k=—8

* Para que 7 sea exterior a la circunferencia, ha de ser &> R=1.

134 4] 3TJr/€>l—>;é>2
—>1 > 1 Es decir, £€ (=00, —8) U (2, +00).
5 —3;/€>1—> 3;'/€<—1—>;é‘<—8
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4 Dados los puntos F(3,2) y F'(1,-2) ylarecta r:x+y—1=0, obtén las ecuaciones de:
a) La elipse de focos F y F' cuya constante es 6.
b) La hipérbola de focos F y F' cuya constante es 2.
¢) La pardbola de foco F y directriz 7.
No es necesario que simplifiques la expresién de las ecuaciones.
a) Elipse de focos F(3,2) y F'(1,-2) y constante 4= 6.

* Semieje mayor, @: k=6=2a — a=3

[FF|_D2+(49° 20 _

¢ Semidistancia focal, ¢ =

2 2 2
* Semieje menor, b2=a>-c2=9-5=4 — b=2
2 J;Z
Por tanto, la ecuacién de la elipse es % + T 1.

b) Hipérbola de focos F(3,2) y F'(1,-2) y constante k= 2.
* Semieje #: k=2=2a — a=1
|FF'| _

¢ Semidistancia focal, ¢ = J5

e 2ol b 5 b4t =5-1=4 - b=2
2 }/2

Por tanto, la ecuacién de la hipérbola es xT - 1.

c) Pardbola de foco F(3, 2) y recta directriz 7: x+y—1=0.
En una pardbola de ecuacién y2 = 2px, p = dist (F, r):
_ |3+2_1|_i:4‘/§:2ﬁ

J12:12 2 2

Por tanto, la ecuacién de la pardbolaes y = 442 x.

5 Describe las siguientes cénicas. Obtén sus elementos y dibujalas:

2 (x-5)% (y+1*_
V516! R 6
27
UCIT
Es una hipérbola en la que:
*u=3, b=4
* Asintotas: y=%x, y=—%x

e Semidistancia focal: ¢ = ya%+6%=5
* Focos: F(5,0) y F'(-5,0)
e Vértices: V(3,0) y V'(-3,0)

by &=57_ 0D

9 16 !

Es una hipérbola igual a la del apartado anterior
pero centrada en el punto (5, -1).

*a4=3 b=4, c=5

* Asintotas: y = %x—?; y=—%x+%

e Focos: F(10,-1), F'(0,-1)

e Vértices: V(8,-1), V'(2,-1)
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6 Obtén la ecuacién de la elipse de focos F(—4,0) y F'(4,0) y excentricidad 0,8.
F(-4,0) F'(4,0) exc=0,8

FF'|
C—T—4
exc=£=£=0,8 —> a=5
a a
b*=a*-c*=25-16=9 — b=3
2
La ecuacién de la elipse es ;—5+%=1

7 Halla los focos, la excentricidad y las asintotas de la hipérbola que tiene por ecuacién: 9y% — 16x2 = 144.

Dibujala.
2
2 _16x2= DA Y 4]
9y°—16x° =144 — C 9_1 \F ﬁ’%ﬂ
=16 = a=4 b>=9 = b=3; c= 2 +b>=25=5 B 4;Q+t
I 4 ’l/ |
Los focos son F(0,5) y F'(0,-5). ‘ t 5 T e
| - ‘*
.. . _ L—i | L /,’ . <
Excentricidad: exc = P {4_h
G ) .
Asintotas:y:%x cy:—%x j/\

8 Escribe la ecuacién de la pardbola que tiene por directriz la recta x = 3, y como vértice, el origen
de coordenadas.

dx=3

En una pardbola y2 = 2px, la recta directriz es x = —

0|~

Por tanto, 3=—§ — p=-06

La ecuacién de la parbola es y2 =—12x

9 Halla el eje radical de estas circunferencias:
Ci:x?+y?—4x-2y+1=0 Cyx*+y?—4x—18y+21=0
Representa las circunferencias y su eje radical.

Sea P(x, y) un punto del eje radical de ambas circunferencias. Como las potenciasde P a C} y de P
a C, deben coincidir:

x2+y2—4x—2y+ 1 :x2+y2—4x— 18y +21 — 16y=20 — y:%
El eje radical de las circunferencias es y = T
Para hacer la representacién, calculamos el centro y el radio de cada circunferencia:
4= O¢. =(2,1)
. G ~\>
CB==2  ioi-2 vl
C=1
. C
A=-4 (2,9) 2
- N c
CB=-18  iisi-21-38 sl ]
c-21 —)
N X
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Familias de funciones

Ya conoces muchas familias de funciones: sus nombres, cémo son sus expresiones
analiticas y qué forma tienen sus gréficas.

Asocia cada nombre de familia con su representaciéon grifica y con su expresién
analitica general.

1. F. cuadrética

2. F. raiz

3. E. de proporcionalidad inversa
4. F. exponencial

5. F. logaritmica

@ ©
Y [ Y Y
\ - \ |
— \ /
\ /
= \7 X X
[ \ /
\
|
® ®
Y[ ] Y
I gt
/
X
] X

Ly=yVx-4 IL y = 4* L y = x% — 4x IV. y = log, x V.y= 2

1->C—III
2—>E—>I
35A->V
45Dl

5-5B->IV



Unidad 10. Funciones elementales VAWANTANSAC HILLERATO:

Matematicas |

ﬂ Las funciones y su estudio

Pagina 249

1 ;Verdadero o falso?
a) El dominio de definicién de una funcién nunca puede ser R.
b) El dominio de definicién de y = —/x es [0, +o0).
c) El dominio de definicién de y = y—x es (=0, 0].

a) Falso. Por ejemplo, el dominio de la funcién cuadrdtica f(x) = 2x? + 5x—3 es IR,
b) Verdadero. Siempre que x> 0 la funcién estd definida.

¢) Verdadero. Cuando x <0, se tiene que —x 2 0 y la funcidn estd definida correctamente.

& Halla el dominio de definicién de las siguientes funciones:

a) y=yx? -1 b)y=yx-1 oy=4yl-x d)y=4—x*
e y=¥x2-4 £)y=1/Jx*-1 gy= 1 h)y-=

o
-
R‘

. 1 . 1 3 1

i y-= ) y= ky=x">-2x+3 D) y=—=
T Dy=——— y y=-

my= s wy= g 9= 2 07" 3

p) Eldrea de un circulo de radio variable, 7, es 4 = nr”.

a) Para que esté definida debe ocurrir que x? — 1 > 0. Ahora resolvemos la inecuacién y se tiene que

Dom = (—oo, —1] U [1, +o0).
b) [1, +o0)
) (w0, 1]
d) [-2,2]

e) La raiz chbica estd definida independientemente del signo del radicando. Como este es un polino-
mio de 2.° grado, también estd siempre definido. Por tanto, el dominio de la funcién es R.

£) (moo, =1) U (1, +0)

g) Porunlado, x> 1 para que se pueda definir la raiz. Pero, ademds, x = 1 para que no se produzca
una divisién entre 0. Por tanto, Dom = (1, +oo).

h) Razonando de forma andloga al apartado anterior, x <1 y x = 1. El dominio de definicién es
Dom = (—oo, 1).

i) En esta ocasién la raiz ctbica siempre estd definida, pero para que lo esté el cociente, el denominador
no puede ser 0.

x2—4=0 — x=-2, x,=2 yel dominio de definicién es Dom =R - {2, 2}

j) Por una parte, x2—4 >0, que ocurre siempre que x esté en (—oo, —2] U [2, +00). Pero x no puede
ser ni 2 ni —2 para no dividir entre 0. Luego el dominio es Dom = (=0, =2) U (2, +0).

k) Su dominio es IR, ya que siempre estd definida.

) R-{0}
m) R - {0}
n) R-{-2, 2}

fi) Como la ecuacién x% + 4 = 0 no tiene solucién, el dominio de definicién es Dom = R.
0) Laecuacién x3+1=0 tiene una tGnica solucién, x = —1. Luego el domino es Dom =R - {~1}.

p) Por el contexto de la funcidn, estard definida en (0, +0) ya que el radio es siempre un nimero posi-

tivo.
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1 Asocia a cada una de las siguientes gréficas una ecuacién.

® | v O

REAES

1 X 1 X 1 X
® | ®y Q |
1
X
% 50 74
10 50 X LI N/ [X
O OB ® ]
! WEL
1 — //1
i X T i X
i PROPORCIONALIDAD
LINEALES CUADRATICAS INVERSA RADICALES EXPONENCIALES
L, y=%x C, y=x>-8x+15 | Pl y=% Ry y=+2x+4 | E; y=2%
L, y=—%(x—1)+5 C, y=w+3)(x+5)| Pl, y= ZEx Ry y=«/m E, =05
L3 3x+2y=0 C; y=x2, x>0 Pl3 y=% Ry y=2V4-x E3 »=20+80.0,95*
Ly y=%x+1 C, y=nx% x>0 Pl y=%,x>0 Ry y=-V4+x | E4 y=3"
A—-Ly B—R; C—L, D—Cy
E— 7Pl F—E; G—-C H—E,
-1, J— Pl K— Pl L—R,

2 Cada uno de los siguientes enunciados se corresponde con una grifica de entre las del ejercicio
anterior. Identificala.

1. Superficie, en centimetros cuadrados, de un circulo. Radio, en centimetros.

2. Aumento de una lupa. Distancia al objeto, en centimetros.

3. Temperatura de un cazo de agua que se deja enfriar desde 100 °C. Tiempo, en minutos.
4. Numero de amebas que se duplican cada hora. Se empieza con una.

5. Longitud de un muelle, en decimetros. Mide 1 dm y se alarga 75 mm por cada kilo que se le
cuelga.

6. Dimensiones (largo y ancho, en centimetros) de rectingulos cuya superficie es de 6 cm?.

1.D 2.E 3.F 4. H 5. A 6.]
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3 ;Verdadero o falso?

a) En una funcién cuadritica y = ax? + bx + ¢, cuanto mayor es 4, més ancha es la paribola que
la representa.

b) Las grificas de y = 5x2 + bx + ¢ son idénticas, aunque pueden estar situadas en posiciones dis-
tintas.

2

¢) Todas las pardbolas de ecuacién y = ax” + ¢ tienen su vértice en el punto de abscisa x = 0.

a) Falso. Por ejemplo, la funcién cuadrdtica y = 4x? es mds estrecha que la funcién y = x2.

b) Verdadero. Como la anchura de la parébola estd determinada por el término de x2, los otros solo
influyen en la posicién de la pardbola respecto de los ejes de coordenadas.

c) Verdadero. Como no tiene término en x, la abscisa del vértice es 2£ =0.
a

4 ;Verdadero o falso?
a) Las funciones y = —/kx se representan mediante medias paribolas con el eje paralelo al eje Y.

b) El dominio de definicién de y=—-aJx+b es [-b, +o0).
k

¢) Los ejes X e Y son asintotas de las funciones y = *=.
x

d) El dominio de definicién de y = es R —{&}.

a+x
a) Falso. El eje de estas medias pardbolas es el eje X.

b) Verdadero. La funcién estd definidasi x + 6 > 0, es decir, si x> —b. Por tanto, el dominio de defi-
nicién es el intervalo dado.

c) Verdadero.

d) Falso. La funcién no estd definidasi 2 + x=0 — x=—a4. El dominio de definicién es IR — {-4}.
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1 Representa esta funcién:

x+1 x€[-3,0)
&) =1x*-2x+1 x€[0,3]
4 x€(3,7)

Y

A .
4/’_2 2 46

4

2 Haz la representacién grifica de la siguiente funcién:

() = 2x+1 si x<1
&= x2-1 six21
Yl 1]
S
21/
/
X
&6 [ 4] )
3 Escribe la expresién analitica que corresponde a la siguiente grafica: 4 ]lz
Primer tramo: 2 X
* Recta que pasa por los puntos (-6, -2) y (-4, —1). /_°

-1-(=2) 1

—4——(—6)_7 y la ecuacién es y—(~1) = %(x— (=4)).

* La pendiente es

Segundo tramo:
. y= -1
Tercer tramo:

* Pertenece a una recta que pasa por (0, -2) y (1, -3).

* La pendiente es _31_—(62)= —1ylaecuaciénes y—(-2) = —x.

Cuarto tramo: y = -3

%+1 si x<—4

f(x) _ -1 si —4<x<-2
—x—2 si 2<x<1
-3 si 1<x
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J Practica

Ent(7,5) =7

Ent(—4) = -4

Ent(-5,3) = -6 jatencién!
Continua:

Ent(6,48) Ent(7) Ent(-3,9) Ent(-11,3) Ent(-8)
Ent(6,48) = 6 Ent(7)=7 Ent(-3,9)=-4 Ent(-11, 3) =-12 Ent (-8) = -8

| Practica

Mant(7,68) = 0,68
Mant(-8) =0
Mant(-7,68) = 0,32

Continta:
Mant(3,791) Mant(-6,94) Mant(2) Mant(—4,804)
Mant(3,791) = 0,791 Mant(—6,94) = 0,06 Mant(2) =0 Mant(—4,804) =0,196

4 ;Verdadero o falso?

a) La gréfica roja corresponde a la funcién y = Ent(%).

5 o
b) La gréfica verde corresponde a la funcién y =5 + Ent(%). T 1 I
a) Verdadero. _o_o
b) Falso. La grafica verdes es y = 5 — Ent (%) 4 8 12

5 Representa:
a) y = Ent(x) + 2
b) y = Ent(x + 0,5)
a) y=Ent(x) +2

ALY
—+— X
B
i
b) y = Ent (x + 0,5)
Y
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6 ;Verdadero o falso?

a) La graifica roja corresponde a y = 3Mant(%>. SIS
] ! !
b) La gréfica roja corresponde a y = 3Mant(4x). /] /] /] ,/:E
pd pd pd pd
¢) La grifica verde correspondea y=5 - Mant(%). y . -

a) Verdadero
b) Falso
c) Verdadero

7 Representa:
a) y = Mant(x) - 0,5
b) y = |Mant(x) - 0,5|
a) y = Mant (x) - 0,5

1
1

|

b) y = |Mant (x) — 0,5

1
1
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1 Representa sucesivamente:

1 1 1

a)y=; b)y= x+3 c)y=—x+3 d)y=_x+3 +8
a) Y
S\
-2 —~—
— X
o)
\

b) Se obtiene desplazando la grafica anterior tres unidades a la izquierda.

l Y]
|
\ L
jily) = ) X
9]
\
|
|
c) Es la simétrica de la anterior respecto del eje X.
, Y]
|
| 2
-2
—] X
9}
|
|
[
d) Es igual a la anterior trasladdndola 8 unidades hacia arriba.
l Y]
/
9
i) ) X
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2 Si y=f(x) pasapor (3,8), di un punto de:
y=f®) -6, y=flx+4), y= %f(x)’ ¥=2f(x), y=-f(0), y=fx), y=-2f(-x) + 3
y=fx) -6 = (3,2) y=flx+4) = (-1, 8) y:%f(x)—>(3,4)

y=2flx) = (3,16) y=—flx) = (3,-8) y=f=x) = (-3, 8)
y=-2f(x)+3 = (-3,-13)

3 Representa:

a)y=- 4 -3 b)y=3y—x+10
x+8
4 4 4 4
a) Representamos y= = — y= - y=- - y=— -3
) Rep J x J x+8 J x+8 J x+8
Y[\ \ Y
T A T
Y= i
+ 0
—4 |22 1 ~ “12 = -7 \\i_
~ 1 4 X ~ _9 — _4 1 X
\ \
[ Y | Y
* —12/-10/ =7
o) r — _4 B X
— — — 4 1 — 2
—12 — _7 /’_T_X I
=2 5
4 4
J= / y= -3 .
XFq * X+ 8
l l
b) Representamos y = 3yx — y=3y—x — y=3/=(x—-10)
Y Y
(e} / \ (e}
7 9
r/= Vx N
6 h 6
= 3
/ A\
4 X _ _ — X
Y
Py
4
\\ r
6 yE3V—x1+ 10
N\
10 | X
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1 Si f(x) =x?>—5x+ 3 y g(x) = x%, obtén las expresiones de f[g(x)] y g[f(*)].

Halla f[g(4)] y glf(9)].

Flg @] =flx? = x%—5x2+3

g1f)] = glx? = 5x + 3] = (x? = Sx + 3)?
flg@] =179 g[f@)]=1

2Si flx) =senx y gx) =x+ %, obtén las expresiones de fog, gof, fofy gog.
Halla el valor de estas funcionesen x=0 y x=n/4.

fo g =flg @) = fx+ %)= sen(x+ %)

gofx) =glf(x)] =g (sen x) = senx + %
fof(x) =fIf )] = f(sen x) = sen (sen x)

gog(x) =glg ()] =g<x+%)=x+%+%=x+n

fog(O)zsen% =1

g°f(0)=sen0+%:%
fof(0) =sen (sen 0) = 0

gog(0)=0+n=mn
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1 ;Verdadero o falso?

a) La funcién reciprocade y=x es y=

b) Cada una de las funciones y = x, y= = es reciproca de si misma.

R [ ] [

¢ Lainversade y = 2, x€[3,9] es y= 2, x € [1, 3].
x x
d) Si una funcidn es creciente, su reciproca es decreciente.

a) Falso. Las graficas de esas funciones no son simétricas respecto de la bisectriz del primer cuadrante,
puesto que una es recta y la otra es curva.

b) Verdadero. Si f(x) = x y calculamos fo f(x) = f[f(x)] = f(x) = x, vemos que f es reciproca de si
misma.

1

L y calculamos go g(x) =g [g(x)] = ¢ (;):1—/36 =X, vemos que g es

Andlogamente, si g(x) =
reciproca de si misma.

¢) Verdadero. Podemos comprobarlo en el grifico. La grifica verde es simétrica, respecto de la bisectriz
del primer cuadrante, de la gréfica roja.

d) Falso. Por ejemplo, la reciproca de la funcién f(x) = x2, x>0, esla funcién f(x) = yx, x>0, y
ambas son crecientes.

2 Representa y=2x, y= % y comprueba que son inversas.

Y =12x]

;
.
P
.
;
.
.
7 X
7
;
.

3 Comprueba que hay que descomponer y = x> — 1 en dos ramas para hallar sus inversas. Averigua

cudles son.
Q) y=x2—15si x>0 b)y=x2-1si x<0
y'1=«/x+l )/'1=—«/x+1
Y L’ Y|
| ‘ \
A= 1] \
/ T \y =1 .
ly=x
FTT T \
L’ X
X
- = —Yx+ 1
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4 Comprueba que la funcién reciprocade y=2x+4 es y= %x -2.

Llamemos f(x) = 2x+ 4 y g() = 3 x-2
fog) =flgk] =f<%x—2>=2(%x_2>+4=x

g0 f(%) = g [F()] =g(2x+4)=% Qx+4)—2=x

Luego g=fL.

Pagina 260
5 ;Verdadero o falso?
La funcién reciprocade y=2% x>0 es y=log, x, x> 1.
Falso. La funcién reciprocade y=2% x>0 es y=log, x, x> 0.
6 Halla la funcién reciproca de:
y =log, x, x€[8, 32]

La funcién reciproca es y = 2%, x € [3, 5].
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ﬂ Funciones arco
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1 ;Verdadero o falso?

a) La funcién y = arc tg x, x € (o0, +) es la reciproca de la funcién y=1gx, x € (— %, %)
b) En las calculadoras cientificas (tienen que estar puestas en modo RAD), las funciones sin~!,
cos™!, tan™! responden exactamente (coinciden) con las funciones arc sen, arc cos y

arc tg.

a) Verdadero. Las gréficas de ambas funciones son simétricas respecto de la bisectriz del primer
cuadrante.

b) Verdadero. Los valores que da la calculadora estdn en los intervalos correspondientes de cada una
de las funciones.
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1. Ecuacién y representacion de una parabola

Hazlo tu. Escribe la ecuacién de la pardbola que tiene el vértice en (2, —4) y pasa por el punto (3, -3).

Sila pardbolaes y= ax? + bx + ¢ tenemos que:

—b _ -
24_2—> b=—4a

Por otro lado:
b=aq-22+b-2+c > —4d=4a+2b+c
B3=a-3%24+b-3+¢c > 3=92+3b+c

Resolvemos el sistema:

b=—4a
—4=44+2b+c = a=1, b=—4, c=0 > y=x2—4x
—3=92+3b+c
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3. Funcién "parte entera"
Hazlo ti. Representa la funcién f(x) = Ent (2x).

Esta gréfica es como la de la funcién parte entera, pero contraida a la mitad en el sentido del eje horizontal.

‘—g |
BEHE R
NNENN
|
L +_(_11 2X
L —01-2
— 143

4. Valor absoluto de una funcién

Hazlo tu. Define por intervalos y representa:

a) f(x) = |«* — 4x - 5|

b) f(x) = x— |«|

a) La pardbola y= x%—4x—5 tiene su vértice en el punto (2, -9). Es negativa entre —1 y 5. Luego en ese
intervalo su grafica es —f(x).

x*—4x—5 si x<—1

f) = 1=x?+4x+5 si —1<x<5

x2—4x-5 si 5<x

WO\ N 0 o

-2 -1 123 456X
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b) Por la definicién de la funcién valor absoluto:

x—(—x) si x<0 [2x si x<0
S = . = .
x—x siO<x |0 siO<x
L
2
2
1
432 34X

[\S)
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8. Composicion y funcién inversa
Hazlo tu. Halla go fy fog, siendo f(x) =3x*-5 y g(x) = y2*~1.

gof () =g[f)] =gBx?-5) = J232-5-1_ 376

foe) = fle@)] = fW271)=327"1% _5-3.2v-1_5

6. Representacion de hipérbolas

Hazlo tu. Representa la funcién y = %
y= _xzxi*'; =2+ % (efectuando la divisidn entre el numerador y el denominador).
- Y

Por tanto, la grafica es como la de y = 1 desplazdndola 2 unidades hacia abajo y 3 unidades a la derecha.
x

Y

l
|
\

[\
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Interpolacion lineal

El porcentaje de hogares espaiioles que tenian teléfono mévil era, en 2006, del 80,5 y en 2009, del
88,2. Estimar el porcentaje que habia en 2008.

88,2-80,5
2009-20006

A(2006; 80,5) y B(2009; 88,2) es:
y—80,5=2,57(x—2006) — y=2,57(x—2006) + 80,5 — y=2,57x—5074,9
Si x=208 — y=2,57-2008—5074,9 = 85,6

La pendiente de la recta es =2,57. Por tanto, la ecuacién de la recta que pasa por los puntos

Una funcién cuadratica
Los costes de produccion de un cierto producto (en euros) de una empresa, vienen dados por:
C=40000 + 20q + ¢4°
siendo q el niimero de unidades producidas. El precio de venta de cada unidad es de 520 euros.
a) Expresar en funcion de q el beneficio de la empresa y representarlo grdficamente.

b) ;Cudntas unidades hay que producir para que el beneficio sea mdximo?
a) B(g) = 5204 — (40000 + 20 + g°) = —g? + 5004 — 40 000
b) El beneficio es mdximo en el vértice de la pardbola anterior, ya que tiene las ramas hacia abajo.

=500
2

La abscisa del vértice es =250 y el beneficio serd:

B(250) = -250% + 500 - 250 — 40000 = 22500 €

Una funcién polinémica
Considerar todos los conos cuya generatriz mide 15 cm.
a) Escribir la funcion que nos da el volumen del cono segiin lo que mide su altura, x.

b) ;Cudl es su dominio de definicion?

a) Usando el teorema de Pitdgoras tenemos que:

R=4152—x2=4225- 2

3
Luego V(x) = %nx (m)z - w

b) La altura es un niimero positivo que no puede ser mayor que la generatriz. Por tanto, el dominio de
definicién de V(x) es Dom = (0, 15).

Funcidn logistica

La funcién f(x) = I 41929 ?2009"‘) da las ventas totales de un videojuego x dias después de su lan-

zamiento. ;:En qué dia se llegé a 6 000 juegos vendidos?

Tenemos que hallar el valor de x tal que:

12 000 12000 - - 1 -
——===— =6000 — =1+499(1,09™) — 2-1=499(1,09%) — —— =1,09~
[+ 499(1,09) Goop TN 7 = o9
Tomando logaritmos y despejando:
log 499

WZ.’C—) x=72dfas
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Para practicar

Ml Dominio de definicidn

1 Halla el dominio de definicién de estas funciones:

a)y= 2 5

(x+5>

b)_’}’= 3.?;'+2

x°+x

_ x
9y X —x+2

1.1
d)y— x+x+2

a) La funcién no estd definida cuando x = —5. Su dominio es Dom = IR — {-5}.
b) x3 + x = 0, tiene como tnica solucién x = 0. El dominio es Dom =R — {0}.

¢) La funcién no est4 definida cuando x2—x+2 =0, que no tiene solucién. Por tanto, el dominio
es Dom =R.

d) Las fracciones no se pueden evaluar nien x=0 nien x=-2. El dominio es Dom =IR - {-2, 0}.

2 Estudia el dominio de definicién de estas funciones:
a)y= 2x+5
b)y=17-x
Q) y=Vxt+3x+4
Ay x-T+ix—2

a) Para que esté definida debe ser 2x+ 5> 0, cuya solucién es [— %, +<>o>. Su dominio es este intervalo,
Dom = [— %, +o<>>.

b) En este caso x < 7. El dominio de definicién es Dom = (—oo, 7].

O x2+3x+420 - Dom=R

d) Para que ambas raices existan simultdineamente debe cumplirse a la vez que x>1 y x> 2. El
dominio es Dom = [2, +c0).

3 Di cudl es el dominio de definicién de:
a)y=3+21-% b) y = log, (x + 3) )y=h2-x d)y:«/?
a) Su dominio es IR porque la funcién exponencial siempre estd definida.

b) Para que exista el logaritmo, su argumento debe ser positivo. Por tanto, x + 3 > 0 y el dominio es

Dom = (=3, +o0).
¢) Andlogamente al caso anterior, x < 2. Su dominio es Dom = (—oo, 2).

d) La funcién exponencial siempre toma valores positivos. Por tanto, la raiz siempre se puede evaluar
y el dominio de definicién de esta funcién es Dom = R.
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4 Observa las grificas de estas funciones e indica cuél es su dominio de definicién y su recorrido:

a) b) © d) Y]

J\

Y

a) Dominio: [-4, 4] Recorrido: [-2, 2]
b) Dominio: (—oo, 3] Recorrido: [0, +oo)
¢) Dominio: IR — {-2, 2} Recorrido: IR

d) Dominio: [-3, 5] Recorrido: [-3, 4]

5 La funcién A(z) = 80 + 64¢— 16¢> nos da la altura a la que estd una pelota lanzada hacia arriba
en el instante #, hasta que vuelve al suelo. ;Cudl es su dominio de definicién?

Necesitamos calcular el tiempo que tarda la pelota en llegar al suelo. Para ello es necesario resolver la
ecuacion:

80 + 647 — 16£2 = 0, que tiene una solucién posible, #=5.

Como el tiempo no puede ser negativo, el dominio es Dom = [0, 5].

6 Escribe el 4rea de este rectingulo de perimetro 16 cm en funcién de su base
| x.

:Cual es el dominio de definicién de esa funcién? ;Y su recorrido?

X
La funcién 4rea es A(x) = x(8 —x) = 8x —x2, que es un funcién cuadritica.
Su dominio es Dom = (0, 8).

El valor mdximo lo alcanza en el vértice, cuya abscisa es =8 _ 4. Este valor es A(4) = 16. Por tanto,
el recorrido de la funcién es el intervalo (0, 16]. -

7 La temperatura de un paciente, desde que comienza su enfermedad hasta que vuelve a tener
37 °C ha evolucionado seguin la funcién T = —0,122 + 1,2¢ + 37, siendo ¢ el nimero de dias
transcurridos desde el inicio de la enfermedad. ;Cudl es su dominio de definicién? ;Y su reco-
rrido?

Calculamos los dias en los que tiene 37 °C.
0,12+ 1,2¢+37=37 > =0, t,=12
Es decir, a los 12 dias vuelve a tener 37 °C de temperatura. El dominio es el intervalo [0, 12].

Como se trata de una funcién cuadritica con las ramas hacia abajo, el valor médximo lo alcanza en el

-1,2
= = 6.
2

vértice, cuya abscisa es

>

La temperatura mdxima es —0,1 - 62+1,2-6+37=406°C.

En consecuencia, el recorrido es el intervalo [37; 40,6].



Unidad 10. Funciones elementales VAWANTANSAC HILLERATO:

Matematicas |

M Funciones elementales

8 Asocia a cada gréfica su expresién analitica.

a) y=1,5" O 4 O \ Y/
: ) 3 x
b)y=1x+2 2 ] /_1
2 4.6 X
c)y=%—1 IR =2
dy=—1 4 mi
)y = x—4 1 i
322 + 5x—
e)y=3x"+5x-1 @ 4Y @) 417 |
f)J’=0,75x 2 Z/tj
/ ‘ [ ]
gy =log x 86 4 2 X ) 146X
h F =2 =2 < &
Jy =i 4 4] T*jé
a) VIII
Y LY
b) IV © 6 D4
4 Li 2 /
VII
) Z\it ;) 60X
d1 PEEEN RS R 7
LITTTT 4
C) II 1 [
)V 1T ) s1¥
g) VI BN ¢
2 4
h) III A ,
) 7 X
ap) =T |
D) Ik x

9 Representa las siguientes pardbolas hallando el vértice, los puntos de corte con los ejes de coor-
denadas y algtin punto préximo al vértice:

a)y=xt+2x+1 b) y=0,5x2 —2x+ 1 Jy=—x2+3x-5 dy=-1,5x2-3x-2
a) | Y]
4 Vértice: (-1, 0)
\ eff Cortes con los ejes: (-1, 0), (0, 1)
1 ) X
b) v
Vértice: abscisa = % =2;ordenada=0,5-22-2.2+1=-1
Corte con el eje vertical: x=0 — y=1
) \W X% Corte con el eje horizontal:
7 y=0 = 0,5x2-2x+1=0 —

— x=¥=2i‘/§ - x1=2+«/§; x2=2—/§
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c) Y| -
4| - ” 4 Vértice: (%, _i—1>
. Cortes con los ejes: (=5, 0)
! \
d) Y

Vértice: abscisa = % =—1;ordenada=-1,5- (-1)2-3.(-1)=2=-0,5

Corte con el eje vertical: x=0 — y=-2

—4 |2\ 2 4 X _3£49-12

Corte con el eje horizontal: y=0 — 1,5x2-3x-2=0 > x=

[\

-3
/ -4 \\ No corta al eje horizontal. Podemos evaluar ahora en algiin punto cerca-
no al vértice; por ejemplo, (-2, -2), (0, -2).
10 Representa estas funciones en el intervalo indicado:
2
a)y=2x2—4, [0, 2] b)y=—%,x2—l c)y=l,x<0
x
d)y =0,6% [-3, 3] e) y= lvgz %, (0,7] f) )= ‘/;> [0, 1]
2 3x?
a) y=2x"—4, [0, 2] b)y=—T,x2—1
Y Y
2 _ j. X
II S\
[2 11X \
, \
/ \
c)y%, x<0 d)y=0,6% [-3,3]
Se trata de una rama de la funcién de Es una funcién exponencial con base menor que 1.
proporcionalidad inversa y su gréfica es: Mediante una tabla de valores obtenemos:
Y o
4 4 y
\
o) ‘\ o) -3 4’6
3 -1 | 167
—4 -2 T~
— 0 1
— 4 X 4 | 2 2 4 X 0.6
\T 2 3 | 021
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e) y = log, x, (0,7] £) y=4x, [0,1]
Es un fragmento de la funcién logaritmo
en base 2.
‘ Y . Y
5 — o}
4 X 4 | 2 2 | 4X
) / )
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M Funciones definidas "a trozos"

11 Representa grificamente las siguientes funciones:

-2 si x<0 e 1 < x<l , . ,
a)y=1x-2 si 0sx<4 b)y= X - sf xs ) y-= x°=2x Sf x<
i x+1 si x>1 2x—4 si x>2
2 si x>4
a) %
X
4 2 4

Y

2

¢) Hallamos el vértice de la pardbola, (1, —1), y los puntos de corte, (0, 0) y (2, 0) (primer trozo).
Construimos una tabla de valores para el segundo trozo y obtenemos:

\[7]
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12 Representa.

{llx si x<0
a)y=

«/; si x>0

2% si x<2
b)y=1-x+6 si 2<sx<7

3 si x>7

a) Estd formada por dos trozos de funciones ya representadas en ocasiones anteriores.

Y

2

b)

13 Dibuja la grifica de las siguientes funciones:

. ) —-x—-1 sixs<-1
x%—2x si x<2 —x*—4x-2 si x<-1 2 .
a)y= ) b) y= ) Oy=12x"-2 si -l<x<1
3 si x>2 x2 si x2-1 ]
x—1 si x21
a) Y b) Y] 9) Y|
\4 /
2 l 2
\ X X
X _1 _! / 4 | 4 4
4 | - 4 l o}
2 /
/ 4

14 Representa la funcién y = |x—5| y comprueba que su expresién analitica en intervalos es:

{—x+5 si x<5

- x—5 six=5
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15 Representa las siguientes funciones y definelas como funciones “a trozos”:
P gu y

x—3

a) y=|4-x| b)y=[3x+ 6| c)y=‘ > d)y=|-=x-1]
Q) 1y b) \ Y[/
N \ 14
X \[/I”
4 6 1 1 X
16| 14 1
c) Y d) Y
X X
4 | D 4 6| 4 | -2
16 Representa estas funciones:
a)y=|x?-1| b) y = |x? — 4x| Q) y=|x*+2x -3 dy=|x*-2x+1|
a) Y b) Y
\ /
\ N / \ A 1N [
3 \ 3 [
N \” /
\ 5 / N \
\ /
1 \/ \/
\ /T\!/ \l/ \l/
X X
3 51 ] 413
c) Y d) \ Y [
\ VRN / N
\ 3 [ \ 3 /
\ N / \” /
/ NA )
X /
\[/ N )
\/ A EAV :
X N / X
4|32 —1 2 4 3
1'7 Representa.
a)y=’%‘ b) y = |log, «| c)y=% d)y=2|x +x

La funcién valor absoluto de f{x) mantiene la parte positiva de la grifica y convierte la parte negativa
de f(x) en —f(x), es decir, en la simétrica de f(x) respecto del eje horizontal.

> (1171
i\
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b) | ¥
o} // |
4 X
x .
x| | x six<0 ] 6 x<0
Qy=-—-= = .
X X G x>0 1si x>0
X
)4
|
41 Dbl 4 |X
2(—x)+x si x<0 [=x si x<0
d)y=2lx|+x= ) = )
2x+x si x20 3x si x=20
Y/
\\
N
N/
4 | 2 4 X

N

M Transformaciones de una funcidn

18 Representa f(x) = 4 —x? y, a partir de ella, representa:
2) g = fx) - 3
b) h(x) = f(x + 2)

fe) =4 L2 a) Y b) Y
12T\ AREAY
4 | X
-4 4 /’7 \ . X
/ T / "\\
| \ [ \ | |
[Tl
I \




Unidad 10. Funciones elementales VAWANTANSAC HILLERATO:

Matematicas |

19 Esta es la gréfica de la funcién y = f(x):

Y]
5 |
/
/
/ X
/ N
/
|
Representa, a partir de ella, las funciones:
a)y=flx-1) b)y=flx) +2
a) Y] b) Y]
|
; ; |
- | - |
o} I o}
|
X / N X
4/ 4 |
/ N
20 A partir de la grifica de f(x) = 1/x, representa:
a) g(x) = flx) - 2 b) h(x) = f(x - 3) o) i(x) = —f(») d) jx) = | f)
Y ) Y
f =+ 20 = f) -2
\ x \
y X
[ —— 2 4 X I — 2 -
\ \
b) Y | c) [1Y
| |
\ |
5 hl(x) = f(x—3) 9
() =~/
[ — — 4 X T - — X
\ |
| |
| |
d) I
11\
I T\
i) = |[f(x)]
_—_— _ — 4 X
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21 Representa la funcién f(x) = /x y dibuja a partir de ella:

a) glx) =flx+ 1) b) h(x) = f(x) -3
Y a)
2 f():\/ — 2 gl = }//
L~ —
| |
N 1
] s
X X
b) [
X
rt h(x)|=Vx 3 —
—
1
_" '/

22 Representa las siguientes funciones:

=1 byy=—1_ ==l dy=——-1
)y x+1 )y x-1 )y x )y x-3
b
a) er ) 1Y%
\ N
—4 2 X —4 | \?
7 I
It |
| |
) 4,1Y d) Jr ,]
] N /
- X X
4D T 4 4D
ot , ,I
|
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23 Representa las siguientes funciones:

a)y=4x-1 b)y=—Vx+3 Qy=2+x dy=1-x

Q) L] b) T T
6 X
>
4 ~ |
o) —T
[~
X 6
I d) v
X
6 _ oy~
| N T
B L~
)
X 6

24 Representa estas funciones: or3
a)y=2"+1 b)y=2*-3 o y=2*"1 d)y=<%> ey=1-2% fly=2~

a) Y yE2Y+ 1 b) Y

<

(<=}
T —

(e <]

[¢<)
e——
[«
—

(o2

."~._\
1

[\
-

=|a

=
1

[\
|

[

— .- y=|1 Lodoadaad==1” X
Lol X —4 | - 2 4 b
4 | 2 4 6 5
5 | —
)
c) Y d) Y
16 4
\
1’) I \ 3
10 / \
8 o)
’ \
A 1 [ \
(C 4 : ) AP
T2 21 % ~—] < X
—4 - 4 44 | - 4 b
e) Y f) Y
1 =1 ,
~ \ L
-4 |2 |, 4 X \ Lo
] \ 8
3 6
5 \ : (USR]
P \ ~ X
" -4 | = 4
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25 Representa las siguientes funciones a partir de la gréfica de y = log, x:

a)y=1+log,x b)y = log, (x—1)
o y=-log, x d) y = log, ()
a) Y]
. y=llogyx | | 1—
J -
5 \——,0 ///-’ L e
X Pl = g,
R X
nyis 2 | 3 | 4 5 | 6
o) ."
N
b) Y 1,
ﬁ HE J=lg x|
e
1 X
il 2 3 4 )
o] "
_*E J|= lag, e —|1)
c) Y]
3 --
! et i
R X
NG 2 | 3 | 4 5
R g ~—
T \\\-
3 'l. ——Llugzk
d) Y x=1
. ¥|= lagy (=x) N ) BPP LT
—1 2 e
~ NS X
- -5 | -4 |- -2 |- < 2 3 4 >

26 La expresién analitica de esta funcién es del tipo y = " 1 ot b.
i
Observa la grificay di el valorde a y b. \
a=2 1 ~—
I

b=1

—
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M Composicién y funcién inversa
27 Dadas las funciones

Sl = 2 +1 g = 3 h(x) = {x—3

x—-2
obtén las expresiones de:
a)fog bgof 9feh
d)goh e hof f)hog
Halla, si es posible, el valor de las funciones obtenidasen x=5 yen x=0.
o o) = -3 ) (3 )2 9 2 —4x+13
)50 =Flel = f[25)-(25) 1= 2
52-4.5+13
0g(5) = 2 =4 0+15 5
R
02-4-0+13 _ 13
og(Q)z — 2" YT~ _ 2~
fog(0) 027 4
b) go () = gl W] =gl 4 1) = 2=
?+1-2 x*-1

.3 1
g f6)= =g

o F(0) = —> -
gofO)=5—=-3

O foh) =fIhx)] =f(x—3)=dx—3"+1=x-2
feh(5)=5-2=3

Feoh0)=0-2=-
L a3
d)goht) = glh] = g (e =3) ==
o h(5) = =

2° h(0) no existe.

e) hef(x)=h[f(x)] “hx2+1) = x+1-3=yx*>-2

hof(5) = 45" =2=423
ho f(0) no existe.

h o g(5) no existe.

h o g(0) no existe.
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28 Explica cémo a partir de las funciones

f@=21 g =yx+2 b =-—1_

x-3
se pueden obtener estas otras:
a) m(x) = 2/%+1
b) n(x) = V25142
c)p(x)=4/x13+2
4—x
d) g(x) =2%-3
1
e)r(x)-—‘/;_1
1
f)s(x)=ﬁ
) m(x) = f o gx) = flg()] = f(fx +2) =221 i1
b) n(x) = go f() = g[f ()] = g(2* 1) = 42¥7 142
O p) =ge b =glh) =g [ 15)= L5 +2
1, 4ex
d) g =f o h(®) =flh )] :f(i):z”‘3 —2%73
o) o ) I S
e) 7(x) = hogle) = hg)] = h (Jx+2) ST Y~ &
D) s() =hogof(x)=ho —hog(2 ) = h (25 T42)= 1 -1
)6 = hegof() < heglf ] =hog@ Y =h (202l el

29 Halla la funcidén inversa de las siguientes funciones:
a)y=3x-2
byy-*23
Oy= 2x+1
d)y=1+2
e y=2+logsx
f)y=4-x2 x20

x+2

a)y=3x-2 =5 x=3y-2 > y=

b)y= x;_’) - x:y_;.’) — y=2x-3

2
c)yz 2x+1 — x=2y+1 %y:%

dy=1+2" > x=1+2 = y=log(x—-1)
e) y=2+loggx —> x=2+logyy —> y=3""2

£)y=4-x2, x>0 > x=4-9y2 > y=d—x, x<4
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30 Representa grificamente la funcién inversa en cada caso:

a) Y b\ ¥ oYl
2 T

Hacemos una simetria respecto de la bisectriz del primer cuadrante para dibujar la funcién inversa.

a) Y . b) \| ¥ . 0 Y1 1]
4 . 4 o 4 ,
/
) ’1‘ ‘ o) L
\': —
SN~
4|2 4 |X 4| D ) | 4 |X 4|2 4 X
o) Il o) o]
T—

31 Comprueba si cada par de funciones son una inversa de la otra. Para ello calcula fo f~! o bien
flof
Afw=—Lflw=1-2 b) f@) = 25435 f1() = £22
o flx)=1+ log2 f‘l(x) 3.2x¢1

) fo f7 ff 1) f(x z}%:x

316—2+2
2
b)f 1o f() = f1f()] = 2w s 3) = A 2EEIH 2 2xtS

3 3

En este caso no es verdad que las funciones sean reciprocas. f -1 es incorrecta.

A fo f=FfIf )] f<1+10g2 3) 3.1+ logyl(x/3) 1] _ 3. ploga (x/3) _ 3-%=x
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32 Considera la funcién y= Jx+2, x€[-2,7].
a) ;Cudl es su recorrido?

b) Obtén su funcién inversa, y determina el dominio de definicién y el recorrido de esta.
a) Como la funcién es creciente, calculamos los valores en los extremos del intervalo.

x=-2 = y= J=2+2=0

x=7 —> y= J7+2=3

El recorrido es el intervalo [0, 3].

b)y=yx+2 — x=y+2 = y=x?-2, xe [0, 3] es la funcién inversa. Su dominio es el intervalo
[0, 3] y el recorrido es el intervalo [-2, 7].

Para resolver

33 Obtén la expresién analitica de las siguientes funciones:

a) Y b) Y c) 6 r d) Y
8+ 61
4 7r T 6
61 AEEDN! 4
4 2-\ | | X 24
21 ——t - X 4 ON 121416 ¥
X 4 2 246N F 2\ — —
e e 2t S 412 24 6
3h 68 10 EEmEwAI !

a) Primer tramo:
Funcién lineal con pendiente 2 y ordenada en el origen 4, luego la expresién es y = 2x + 4.
Segundo tramo: y=8
Tercer tramo:
0-8

Funcién lineal que pasa por los puntos (8, 8) y (10, 0). Su pendiente es 10-8" —-4.

La expresiénes y—8 = —4(x—8) — y=40—4x
2x+4 si 0<sx<2
fx) = 8 si2<x<8
40— 4x si 8<x<10
b) Primer tramo: y =4

Segundo tramo:

Funcién lineal con pendiente —% y ordenada en el origen 4, luego la expresién es y = —%x + 4.

4 si x<0

[l = {_2_x+4 si O<x
3

—x—1 si x<3

9 £ { )

si x>3

x2 si x<2

f) = {4 si x>2
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34 Representa las siguientes funciones partiendo de una més sencilla y realizando transformaciones

sobre ella:
_ 3x _x-2 _3x+2 _x+1
a)y= x—1 b)y = x—4 )y x+1 dy x-1
_ 3x 3 _x=2_ 2
a)’y_x—l _3+x—1 by x—4 1+x—4
vl Y
\ 8
\
NL_ 4 \
- 3 N —|
\‘\\ o) —
\1 X gy I~ 4 10 | X|
\ o)
| \
|
_3x+2 -1 _x+l 2
o) y= x+1 _3+x+1 d)y— x—1 1+x—1
Y Y
8 6
6 4 \
/i P ADEE ] b
| 5
RENEE y X \
6

35 La gréfica de una funcién exponencial del tipo y = ka* pasa por los puntos (0; 0,5) y (15 1,7).
a) Calcula £ y a.
b) Representa la funcién.
a) 0,5=k-a°| 0,5=k k=0,5
ﬁ
1,7=k-al| ,7=k-a a=3,4
La funcién es y=0,5 - (3,4)*

b) Y

4 2 2 4
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36 Determina, en cada caso, la ecuacién de la pardbola de la que conocemos el vértice y otro punto.
a) V(1,-4), P(-1,0) b) V(-2, 3), P(0, 6)
a) Si la pardbola es y = ax? + bx + ¢ tenemos que:

=b_1 5 p-—2a
V(1,-4) — {2a

—b=a-12+b-1+c > —4d=a+b+c

P(-1,0) > 0=a-(-1)2+b-(-)+c > 0=a-b+c

b=-2a
—4d=a+b+c
O=a—-b+c

La solucién del sistemaes: =1, b=-2, ¢c=-3.
La parabola buscada es y = x% — 2x — 3.

b) Si la paribola es y = ax? + bx + ¢, tenemos que:

=b_ ) 5 b-4a
V(-2,3) > 2a
3=a-(=2)2+b6-(2)+c = 3=4a-2b+c

P0,6) > 6=a-0°+b-0+c > 6=c
b=4a

3=4a—-2b+c

c=6

La solucidn del sistema es: 4 = %, b=3, c=06.

La pardbola buscada es y = %xz +3x + 0.

3'7 Utiliza la calculadora en radianes para obtener el valor de y en cada una de estas expresiones:
a) y = arc sen 0,8 b) y = arc sen (-0,9) ¢) y = arc cos 0,36
d) y = arc cos (-0,75) e) y=arctg3,5 f)y=arctg(-7)
a) 0,93 rad — 53°7' 48"
b) -1,12 rad — —64°9' 29"
c) 1,20 rad — 68°53' 59"
d) 2,42 rad — 138°35' 25"
e) 1,29 rad — 74°3' 17"
f) —1,43 rad — -81°52' 11"

38 Obtén el valor de y en grados, sin usar la calculadora:

a)y=arcsen§ b)y=arccos% oy=arctgl
d) y = arc sen (-1) e) y = arc cos (—%) f)y=arctg 3
a) 60° b) 60° c) 45°

d) -90° e) 120° f) 60°
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39 Calcula en radianes.

a) arc sen (sen l) b) arc cos (cos =) c) arctg (tg l)
4 5
d)zg (arc1g1) e) sen (arc cos (-1)) f) arc cos (tgm)
T)_T - ) _T
a) arc sen <sen Z) = b) arc cos (cos ) = n c) arctg <tg 5 ) 5
d)zg(arctg 1) =1 e) sen (arc cos (<1)) =0 £) arc cos (tgm) = %
Pagina 270

40 En un tridngulo equildtero de 10 cm de lado, se cortan en las esquinas tridngulos equildteros de
lado x. Escribe el drea del hexdgono que resulta en funcién de x. ;Cudl es el dominio de defini-
cién de esa funcién? ;Y su recorrido?

A x

10 cm

La altura del tridngulo de lado 10 es 10sen 60° = 543.
3

La altura del tridngulo de lado x es x sen 60° = X

El drea del hexdgono es igual al drea del tridngulo de lado 10 menos 3 veces el drea del tridngulo de
lado x, es decir:

X —=

x
Alx) = 10'256—3. 22 =2SB—STBx2=B(25—%x2>

El dominio es el intervalo (0, 5) porque x debe ser positivo y menor que la mitad del lado para que
se pueda construir el hexdgono.

El recorrido es el intervalo (?, 25 «B)

41 Se quiere hacer una ventana con forma de rectingulo anadiéndole un semicirculo sobre el lado
menor, en la parte superior. Si el perimetro del rectingulo es 8 m, escribe el drea de la ventana en

funcién del lado menor del rectingulo. Di cudl es su dominio y su recorrido.

Sillamamos x al lado menor, el lado mayor es 4 —x para que el perimetro del rectdngulo sea 8. El

radio del semicirculo es % Por tanto, el drea de la ventana es:

A®=XM—@+Ei%23

2
=x(4—-x)+ %xzz (%—1) x2 +4x

El dominio de la funcién es el intervalo (0, 2) por ser x el lado menor y tener el rectdngulo un peri-
metro de 8 m.

A0)=0
A(2)=2-(4—2)+%-42=2n+4

El recorrido es el intervalo (0, 2n + 4).
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42 En las funciones de oferta y demanda, se llama cantidad de equilibrio al nimero de unidades
que hay que producir para que la oferta y la demanda se igualen, o (x) = d(x); y se llama precio
de equilibrio al precio con el cual se consigue esa igualdad.

a) Halla el precio y la cantidad de equilibrio de un producto cuyas funciones de oferta y deman-
dason o(x) =2,5x—100 y d(x) =300 —1,5x (x eneuros, d y o en miles de unidades del
producto).

b) Si el precio del producto es de 80 €, ;habri escasez o exceso del mismo? ;Y si el precio fuese
de 120 €2

c) ;Cudl seria el precio y la cantidad de equilibrio si las funciones de oferta y demanda fuesen
0(x) =0,25x*> - 100 y d(x) = 185 —2x2

a) o(x) =d(x) = 2,5x—100 =300 - 1,5 — x =100 € es el precio de equilibrio.

La cantidad de equilibrio es 0(100) = #(100) = 300 — 1,5 - 100 = 150 miles de unidades.
b) Si x =80, hay escasez, porque la demanda supera a la oferta. En efecto:

0(80) =2,5-80-100 =100

d(80) =300-1,5-80 =180

Si x =120, hay exceso, porque la oferta supera a la demanda. En efecto:

0(80) =2,5-120-100 = 200

d(80) =300 —-1,5-120=120
Q) o(x) =d(x) = 0,25x2—100 = 185 — 2x da lugar a una tGnica solucién posible: x = 30 €.

43 Ladosis de un firmaco comienza con 10 mgy cada dia debe aumentar 2 mg hasta llegar a 20 mg.
Se debe seguir 15 dias con esa cantidad y a partir de entonces ir disminuyendo 4 mg cada dia.

a) Representa la funcién que describe este enunciado y determina su expresién analitica.

b) Di cudl es su dominio y su recorrido.

a) En el 5.0 dia la dosis alcanza los 20 mg y este ya es el primero de los 15 dias de tratamiento con la
dosis mdxima. Por tanto, el 19.° dfa es el Gltimo que toma 20 mg.

Y|
20
15/
10
5
2 406 81101214 16 18 20|22 24 X

10+2x si 0<x<5
La expresiénes f(x) =4 20 si 5<x<19
96—4x si 19<x

b) El dominio es el intervlao [0, 24].

El recorrido es el intervalo [0, 20].
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44 En un cilindro de radio 8 cm, depositamos una bola esférica de radio x y echamos agua

hasta que cubra la bola. 8 cm
=

Escribe la funcién que da la cantidad de agua que hay que echar segtin la medida del radio

de la bola.

:Cudl es su dominio de definicién? ~ '

'\x
Como la bola tiene radio x, la altura del agua es 2x. El volumen del agua es el volumen de un
cilindro de radio 8 y altura 2x menos el volumen de una esfera de radio x. -

2
V) = - 82 2x— % qexd = 128mx— %nxa _ dnx (32_%>

El dominio de definicién es el intervalo (0, 8), ya que la bola no puede tener un radio de 8 cm.

45 En una pared de dimensiones 6 m X 3 m se quieren abrir dos ventanas cuadradas de lado x.

a) Expresa el drea que queda de pared, una vez hechas las ventanas, en
3m  funcién de .

b) ;Cual es su dominio de definicién?

6m

a) Eldreaes A(x) = 18 — 2x2.

b) El dominio de definicién es el intervalo (0, 3).

46 Una feria ganadera estd abierta al ptblico entre las 10 y las 20 horas. El nimero de visitantes
viene dado por la funcién N(z) = —20#% + Bt + C, donde ¢ es la hora de visita.

Sabiendo que a las 17 h se alcanza el méximo de 1500 visitantes, halla B y C y representa la
funcién.

Como la funcién N(¢) es una pardbola con las ramas hacia abajo, el nimero mdximo se alcanza en
el vértice de la pardbola, luego:

e - = _20#2
7.020) 17 — B=680 — N(¢) =-20t“+ 680+ C

Como a las 17 h la feria tiene 1500 visitantes, se tiene que:
1500=-20-172+680-17+ C — C=-4280
La funcién es N (¢) = —2072 + 680z — 4280

Para representar la funcién calculamos N(10) = 520 y N(20) = 1320. El vértice y estos dos puntos
son suficientes para construir la gréfica.

S |~

=
N
<=}

oF
Q
q
N

=S
D
D

=
D
D

©
=3
=]

{2

<

S
™~

=3
D

D
D
D
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47 El coste de produccién de x unidades de un producto es igual a (1/4)x? + 35x + 25 euros y el
precio de venta de una unidad es 50 — (x/4) euros.

a) Escribe la funcién que nos da el beneficio total si se venden las x unidades producidas, y
represéntala.

b) Halla el niimero de unidades que deben venderse para que el beneficio sea mdximo.

a) B(x) = 50x — %—(%x2+35x+25>=—x72+15x—25

b) El méximo se alcanza en el vértice de la pardbola: x = =15 s,

Deben venderse 15 unidades.

48 Un fabricante vende mensualmente 100 electrodomésticos a 400 euros cada uno y sabe que por
cada 10 euros de subida vender4 2 electrodomésticos menos.

a) ;Cudles serdn los ingresos si sube los precios 50 euros?
b) Escribe la funcién que relaciona la subida de precio con los ingresos mensuales.

¢) ;Cudl debe ser la subida para que los ingresos sean méximos?

a) En este caso venderia 90 electrodomésticos a 450 euros cada uno; luego los ingresos serian de

450 - 90 = 40500 euros.
b) 7(x) = (400 + 10x) (100 — 2x) = —20x2 + 200x + 40 000
(x, en decenas de euros)

¢) El mdximo se alcanza en el vértice de la pardbola:

x= 5—‘6:% =5 — 50 euros
49 En un cuarto de circunferencia de 10 cm de radio tomamos un punto M y
M construimos el tridngulo rectingulo OMH.
Expresa el drea de ese tridngulo segin la medida del cateto x. ;Cuadl es su
dominio de definicién?
O x H

Utilizando el teorema de Pitdgoras, MH =100 — x>

x4 100 — x?2

El 4rea del tridngulo es la funcién A (x) = 3

la construccién tenga sentido.

y su dominio es el intervalo (0, 10) para que

50 Un cultivo de bacterias comienza con 100 células. Media hora después hay 435. Si ese cultivo
sigue un crecimiento exponencial del tipo y = k4’ (¢ en minutos), calcula %2 y a y representa la
funcién. ;Cudnto tardard en llegar a 5000 bacterias?

y= bt N.o BACTERIAS
1

£=0, y=100 = 100 =£-2® — k=100 000
900
t=30, y=435 — 435=100-2" — =435 — 800
= a=435"" - 421,05 700
600
La funcién es y =100 - 1,05% 500
Si y=5000 — 5000 =100 - 1,05* 400
log 50 . 300
50 = I’OSX — X = W = 80 min 200
100

Tardard 80 minutos, aproximadamente. TIEMPO (min)

10 20 30 40 50
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51 Un negocio en el que invertimos 10 000 €, pierde un 4 % mensual. Escribe la funcién que nos da
el capital que tendremos segiin los meses transcurridos, y represéntala. ;Cudnto tiempo tardard
el capital inicial en reducirse a la mitad?

y=10000 - 0,96*

CAPITAL (€)

10000

6000

2000

TIEMPO (meses)

2 4 6 8101214161820

Si y=5000 — 5000 =10000 - 0,96*

log 0,5

0,96* =0, = —
9 5 > «x og 0,96

= 16,98 meses
Tardard 17 meses, aproximadamente.

52 Una taza de café recién hecho estd a 75 °C. Después de 3 minutos en una habitacién a 21 °C, la
temperatura del café ha descendido a 64 °C. Si la temperatura, 7, del café en cada instante z
viene dada por la expresién T'= A e* + 21, calcula A y % y representa la funcién.

:Cudnto tendremos que esperar para que la temperatura del café sea de 45 °C?
Por los datos del problema, la funcién temperatura pasa por los puntos (0, 75) y (3, 64), luego:

75=A-e* 9421 - A=54

64=54- k3421 - =2 _0796 /eJ”O’Tm:-o,o%
Por tanto, 7 =54 - ¢=00767 4 21

Y
160
120

80

BNES

-40 40 | 80 | 120 | 160 | X

Si la temperatura del café es de 45°, entonces:

100,444

=222 10,7 mi
0,076 0,7 minutos

45 = 54 . 00761, 01 _y ,~0.076¢ _ §_§=o,444 St

Debemos esperar 10 minutos 42 segundos para que alcance los 45°.
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Cuestiones tedricas

53 Dada la funcién y = 4%, contesta:
a) ;Puede ser negativala y? ;Yla x?
b) ;Para qué valores de a es decreciente?
¢) ;Cudl es el punto por el que pasan todas las funciones del tipo y = log, x?

d) ;Para qué valores de x se verifica 0 < a* <1 siendo 2> 1?

a) La y no puede ser negativa porque la funcién exponencial siempre toma valores positivos.
La x si puede ser negativa porque el dominio de definicién de esta funcién es Dom = R.

b) Es decreciente para valores de 2 comprendidos entre 0y 1, es decir, si 0 <a < 1.

¢) Todas pasan por el punto (1, 0) porque log,1 =0 para cualquier a.

d) Se verifica siempre que x <0, como podemos ver en su gréfica.

54 ;Puede ser simétrica una funcién respecto del eje OX? Justifica tu respuesta.

La tnica funcién simétrica respecto del eje OX es la funcién y = 0 ya que, si algiin punto de ella
se "saliera” del eje OX, deberia tener otro reflejado en la misma vertical y esto es imposible por el
concepto de funcidn.

55 Demuestra que y = log, (x—a) e y=log.(x—a) cortan al eje OX en el mismo punto.
Los puntos de corte de una funcién con el eje OX son aquellos que verifican y = 0.

Para que el logaritmo de un nimero sea 0, su argumento debe ser 1. Por tanto, el punto de corte es:
y=log,(a+1—a)=1log,1=0

x=arl = {y:/og[(a+l—¢z)=[og[1=0

56 ;Cudntas soluciones puede tener cada uno de estos sistemas?

a) y:x2 b) J’=‘/; C) y=1/x
y=ax+b y=ax+b y=dx+b

Justificalo grificamente y pon ejemplos.

a) Puede tener como méximo dos soluciones, dependiendo de la posicién relativa de la pardbola y la
recta. Es decir, el sistema puede tener 0, 1 o 2 soluciones.

2

Desde otro punto de vista, la ecuacién x“ = ax + & puede tener 0, 1 o 2 soluciones.

2
Y] y=x No tiene solucién.
y==2
2 y=x?
Tiene una solucidn, (-2, 4).
y=—4x—4

AT
_ 42
/ - ;Tienedossoluciones,<1+‘/§)3+‘/§>y(1_‘/§’3—6)'

}/:x+1 2 2 2 2
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b) Este caso es andlogo al anterior. En funcién de la posicién relativa de la semipardbola y la recta, el
sistema puede tener 0, 1 o 2 soluciones.

La ecuacién yx =ax+ b puede tener, como méximo, dos soluciones.

y= iz

Y No tiene solucién.
y=-2
2 y=ix

—l(x+1) Tiene una solucién, (1, 1).
/ )
= 2 X
y=ix
1 ¢ Tiene dos soluciones, (0, 0) y (9, 3).

J’=gx

c) El sistema da lugar a una ecuacién de segundo grado como podemos ver.
Loxsb > x(ax+b) =1 > ax*+bx-1=0
x

Por tanto, al igual que en los casos anteriores, puede tener, como médximo, dos soluciones.

También puede interpretarse desde el punto de vista de la posicién relativa de una hipérbola y una

recta.
_1
Y V=% No tiene solucién.
y=—x
2
_1
V=% Tiene una solucién, (1, 1).
y=—x+2
W)
V=% Tiene dos soluciones, (1, 1) y (-1, -1).
y=x

57 Calcula x en las siguientes expresiones:

a) arc sen x = 45° b) arc cos x = 30° ) arc tgx =-72°

d) arc sen x = 75° €) arc cos x = % rad f) arc tgx = 1,5 rad
2 3

a) 7 b) 7 C) _3,078

d) 0,966 a% f) 14,101

58 ;Alguna de estas funciones verifica f(a + b) = f(a) + f(b)?

a) flx) =x+1
b) f(x) = 2x
o flw) = x*

A fa+b)=a+b+1zf@+f(b)=a+1+b+1=a+b+2
b)fla+b)=2(a+b)=2a+2b=f(a) +[(b)
c)f(d+17)=(a+17)2=42+2ab+52¢f(4)+f(/7)=42+/72
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59 ;Qué transformacién hemos hecho en cada una de estas funciones para obtenerlas a partir de
y=x%
a)y=x2—6x+5 b)y=3x-6x+5
a)y=x2—6x+ 5=x2-6x+9-9+5=(x-3)2-4
Hemos hecho una traslacién de 3 unidades a la derecha en el eje OX y de 4 unidades hacia abajo
en el eje OY.

b)y=3x2—6x+5=3(x2—2x)+5=3(x2—2x+ 1)-3+5=3(@x—1)*+2

Hemos hecho una traslacién de 1 unidad a la derecha en el eje OX y de 2 unidades hacia arriba en
el eje OY. También hemos hecho un estiramiento en el sentido vertical al multiplicar por 3.

60 Define por intervalos y representa.
a)y=|x—4|-|« b)y=|x+1]|+|x-3| O y=2x—4|—|x-1]

—x+4 si x<4 —x si x<0
x| =

a) |x— 4 ={

x—4 si 4<x x si 0<x

Disponemos los cdlculos en una tabla para hallar la funcién resultante:

(0, 0) [0, 4) [4, +o0)
[x - 4] —x+4 —x+4 x—4
|X| —X X X
|x - 4] -|x| 4 4—2x —4
4 si x<0
y=|x—4| —|x| = 14 -2x si O<x<4
-4 si4<x
Y]
| 4 X
—x—1si x<-1 —x+3 si x<3
b) |x+ 1| = ) |x — 3| = .
x+1 si—1<x x—3si3<x
Por tanto, andlogamente al ejemplo anterior, obtenemos:
2-2x si x<-1
y=le+ 1] +]x-3|=14 si —1<x<3
2x—2 si 3<x
Y
4 | - 4 | X
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2x+4 si x<2 —x+1si x<1
|x—1| =

2x— 4| =
<) [2x 4] {2x—4 si 2<x x—1sil<sx

Por tanto, andlogamente al ejemplo anterior, obtenemos:

—x+3 six<l1
y=2x—4|—|x—1] = 3-3x+5 si 1sx<2

x—3 si2<x

61 Las tarifas de una empresa de transporte son:
* 40 euros por tonelada de carga si esta es menor o igual a 20 z

* Si la carga es mayor que 20 ¢, se restard, de los 40 euros, tantos euros como toneladas sobrepa-
sen las 20.

a) Dibuja la funcion ingresos de la empresa segiin la carga que transporte (carga maxima: 30 z).

b) Obtén la expresién analitica.

2) INGRESOS

1000

800

600

400

200

CARGA (t)

10 20 30

40x si 0<x<20
60x — x% si 20<x <30

40x si 0<x<20

A {[40—(x—20)]x i 20 <x <307 T A S0 = {

62 Halla el dominio de definicidon de estas funciones:

ay= 22 b“”\/?
x+3=>0
950 x>2
x—
a) §i320< x+3<0 Dominio = (—oe0, =3] U (2, +e0)
{ - }x5—3

b) x=9 >0 Dominio = (—eo, 0) U [9, +o0)
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63 ;Cudntas soluciones tienen estas ecuaciones?
a) e* =4 — x* b)lnx=l
x
Busca, por tanteo, una solucién en cada caso.

a) Si representamos grificamente las funciones y = ¢* e y =4 — x2, observamos que se cortan en dos
puntos. Las abscisas de estos puntos son las soluciones de la ecuacién dada. Vemos que uno de ellos
estd muy cerca de x = 1.

el=e=272

4-17=3

Probemos ahoraen x=1,1
ell=3

4-1,12=2,79

Una solucién aproximada, a la vista de los resultados anteriores, es x = 1,05

vl ]
21 /
/ \
4 4 | X
[ L1
[ \
AEy R

b) Si representamos graficamente las funciones y=/nx e y= L observamos que se cortan en un
. .7 * 4 x
punto. Su abscisa es la solucién de la ecuacién dada.

Si tomamos x = 1,75, obtenemos:

n 1,75 = 0,56
1
=0,
1,75 57
Por tanto, una solucién aproximada es x = 1,75.
Y|
|
5[\ ||
—+ = /4 X
|
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Autoevaluacién
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1 Halla el dominio de definicién de las siguientes funciones:
a)y= Va2 - 2x

b)ye 2
)y x3—x2

a) La funcién estd definida por los valores de x tales que x2 —2x > 0.
Resolvemos la inecuacién:

x2-2x>0 x2-2x>0

>

L
L
2

o=

Dom = (—o0, 0] U [2, +00)
b) Los valores de x que anulan el denominador no pertenecen al dominio de la funcién.
=0
3,2 _ 2 1) = X
x0—x=0 = x*(x=1) 0<x=1

Dom =R -1{0, 1}

2 Representa grificamente las siguientes funciones:
a)y=[2x+3|

b)y= {—x2+4 si x<1

4—x six21
a) Larecta y=2x+3 cortaaleje X en x=— % Para valores menores que — %, cambiamos el signo

de la ordenada. Por ejemplo: (-2, -1) — (-2, 1).

y=2x+3 y=12x+3l
Y Y

b) Para valores menores que 1, la gréfica es una pardbola de vértice (0, 4). Para valores mayores que 1, es
una recta.

——
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3 Representa y = % A partir de ella, dibuja la grifica de y = _ix "'25 .
2x+5 | x=2
2x—4 =2 y =2x45_ 5 1

1 x—2 x—2

—2x+5
x—

1

) La grifica de y = es como lade y= ” trasladada 2 unidades a la derecha y 2 unidades

hacia abajo.

4 Ponemos al fuego un cazo con agua a 10 °C. En 5 minutos alcanza 100 °C y se mantiene asi du-
rante media hora, hasta que el agua se evapora totalmente.

a) Representa la funcién que describe este fenémeno y halla su expresiéon analitica.

b) Di cudl es su dominio y su recorrido.

a) TEMPERATURA (°C)
100 1
751
50 1
251
1 TIEMPO
10 20 30 4o ™"

* La gréfica pasa por los puntos (0, 10) y (5, 100).

¢ Hallamos la ecuacién de esta recta:

Pendiente: % =18 = y=18(x-0) + 10

* Para valores de x mayores que 5, la temperatura se mantiene constante — y = 100
18x+10 si 0<x<5

Expresién analitica: f(x) = {100 Qi 5<x<35
b) Dominio: f(x) estd definida para valores de x entre 0 y 35, ambos incluidos.
Por tanto, Dom f= [0, 35].

Recorrido de f=[10, 100].

5 Fl precio de venta de un articulo viene dado por la expresién p = 12 - 0,01x (x = nimero de arti-
culos fabricados; p = precio, en cientos de euros).
a) Si se fabrican y se venden 500 articulos, ;cudles serdn los ingresos obtenidos?
b) Representa la funcién nimero de articulos-ingresos.

¢) ;Cudntos articulos se deben fabricar para que los ingresos sean maximos?
a) Si se venden 500 articulos, su precio serd:

2(500) =12 -0,01 - 500 = 7 cientos de euros — Ingresos = 500 - 700 = 350000 €
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b) I(x) = p - x = 12x— 0,01x2
INGRESOS
4000
3000
2000
1000
N.c DE
100 600 1200  ARTICULOS

¢) Hallamos el vértice de la pardbola:

12
70,02

9=12-600-0,01-6002 =3 600 cientos de euros

=600 articulos

Deben fabricar 600 articulos para obtener unos ingresos maximos (360 000 euros).

6 Depositamos en un banco 2000 € al 6% anual.

a) Escribe la funcién que nos dice cémo evoluciona el capital a lo largo del tiempo. ;Qué tipo de fun-
cién es? Represéntala.

b) ;En cudnto tiempo se duplicard el capital?

a) Al cabo de un afio el capital se convertird en:

6 _ 6 \_ .
2000 + 2000 100—2000(1+ 100)—2000 1,06

Al final del segundo afo, el capital serd 2000 - 1,06 - 1,06 = 2000 - 1,06%
Luego la funcién que da el capital al cabo de # afos es:
C(¢) =2000 - 1,06*

b) Tenemos que calcular el tiempo, #, necesario para que:

log 2

4000=2000-1,06" = 1,06°=2 — ¢= =
log 1,06

11,9

Deberdn pasar 12 afos para que el capital se haya duplicado.

7 Dadas f(x) = Vx +1, g(x) = x—iS’ halla:

a) f[g(2)] b) g[ f(15)] ofog d) g
2) fle(2)] = f(ﬁ) = f(=1) = =1+1=0

b) g[f(15)] =g(m)=g(4)=ﬁ=1

SRR L =f<x13>= o ”:\/i:%

d)x:)l+3 - xy-3x=1—> y=

1+3x
x

17y _ 1+3x
g (x)——x
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Unidad 11. Limites de funciones.

Continuidad y ramas infinitas

Resuelve

Pagina 273
A través de una lupa

El aumento A producido por cierta lupa viene dado por la siguien-
te ecuacion:

A= _2

2-d
DISTANCIA (dm) . . i .
B donde d es la distancia (en decimetros) entre el objeto que quere-

mos observar y la lupa.

AUMENTO

Si acercamos el objeto a la lupa hasta tocarla (4 =0), su tamaio se
mantiene igual. Esto, en términos de limites, se escribe asi:

limA=1
d—0

:Cémo se escribiria lo siguiente en términos de limites?

a) Si acercamos el objeto a 2 dm, aproximadamente, se hace mds y més grande. Ademds, el objeto se
vera al derecho si d < 2, o invertido, si d> 2.

lim A-=... lim A-=...
d—2" d—2*

b) Si alejamos la lupa del objeto, este se ve cada vez mds pequeio.

lim A-=...

— 400

a) lim A=+oo
d—2"

lim A=—-o0
d—2*

b) lim A=0

— +oo

Ruido y silencio

Si acercamos la oreja a un foco de sonido, este se hace insoportable.

INTENSIDAD DE SONIDO (db)

120 Si la alejamos mucho, deja de oirse. Traduce estos hechos a limites,
100 llamando I ala intensidad del sonido (en decibelios) y d ala dis-

30 tancia (en metros) a la que nos colocamos del foco emisor:

60 lim I= ... lim I=...

d—0 d— +o0
40
20 DISTANCIA (m)

1 2 3 4 5

lim [ = +o0 lim I=0
d—0 d — +oo
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ﬂ Vision intuitiva de la continuidad. Tipos de discontinuidades

Pagina 275

1 ;Verdadero o falso?

Cada una de las siguientes funciones es continua en todos los puntos en los que estd definida:

a)y=x2—1 b)y=m C)y=senx d)y=tgx
=Et f =M t - 1 h ) 1
e) y = Ent (x) ) y = Mant (x) 8y 21 )y S
x% si x<0 Se 3 s el
i) y=1x si0sx<3 j) ={x— Sfx_
x+2 six>1

1 six>3

a) Verdadero.
b) Verdadero.
¢) Verdadero.
d) Verdadero.

e) Falso. La funcién parte entera no es continua en ningin nimero entero, sin embargo, estd definida

en ellos.
f) Falso. La funcién mantisa no es continua en ningin nimero entero.
g) Verdadero.
h) Verdadero.

i) Verdadero. Podemos verlo en su gréfica.

i

3
2
1

“4-3-2-1,] 123 4X

2
-3
| 4

En x=3 no es continua, pero como no estd definida, la afirmacidn es verdadera.

j) Falso. No es continua en el punto x=1 donde estd definida.

s
[

432111 234X
L2

N ol
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2 Cada una de las siguientes funciones tiene uno o més puntos donde no es continua. Indica cudles
son esos puntos y qué tipo de discontinuidad presenta:

a)y=%

2

2
Jy=* x—3
LAl

a) Rama infinita en x =3 (asintota vertical).
b) Discontinuidad evitable en x =0 (le falta ese punto).
¢) Rama infinita en x =0 (asintota vertical).

d) Salto en x = 4.

3 Explica por qué son continuas las siguientes funciones y determina el intervalo en el que estin

definidas:
a)y=x2-5

b)y=V5-«
{3x—4 si x<3
oy=

x+2 six=23

d)y- {x si 0sx<2
Y72 si22x<5
a) Estd definida y es continua en todo R.

b) Estd definida y es continua en (-0, 5].

Las funciones dadas mediante una expresién analitica sencilla (las que conocemos) son continuas donde
estan definidas.

c) Estd definida en todo IR. Es continua, también, en todo IR. El tinico punto en que se duda es el 3:
las dos ramas toman el mismo valor para x = 3.

3.3-4=9-4=5 3+2=5
Por tanto, las dos ramas empalman en el punto (3, 5). La funcién es también continua en x = 3.

d) También las dos ramas empalman en el punto (2, 2). Por tanto, la funcién es continua en el intervalo
en el que estd definida: [0, 5).



Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas

ONNNSAC HILLERATO

Matematicas |

B Limite de una funcién en un punto. Continuidad

Pagina 276

1 Para cada una de las funciones siguientes f;(x) =

(x —3)2’

fz()-— fx) =27%

completa en tu cuaderno la tabla adjunta, con ayuda de la calculadora, y estima el valor

de lz’ng_ S

X 2,5 | 2,9 [2,99/2,999
f(x)
filx) = 3)2
X 2 2,5 2,9 2,99 2,999
-5 -5 -5 -5 -5
S5l 0| — 2 500 | — =2 -_50000 | —— =~ 5000000
) 2-3)2 (2,5-3)2 (2,9 -3)? (2,99 - 3)? (2,999 — 3)2
lm;i filx) ==
Hl) = =—
x 2 2,5 2,9 2,99 2,999
4 4 _ 4 _ 4 4
fod| 575 =4 52250 5-2,9 10 5= 2,99 ~ 100 32,999 - 4000
lz7¢32_f2(x) = t+oo
filx) = 2%
X 2 2,5 2,9 2,99 2,999
f(x) 22-4 = 5,66 = 7,46 2299 27,94 22999 =799
l”’é‘,]%(x) =
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E Caélculo de limites en un punto

Pagina 278

1 Calcula razonadamente el valor de los siguientes limites:

2) J{z_% x—2
b) lz'n%) (cos x —1)

<) lz’m2 Vx> —=3x+5

d) xéirgl log,o x

al)—i

> b) 0 o V3 d) -1

Pagina 279

Hazlo ti. g(x) = {xs —5%+3, - ‘z ;Es continua en x = —2? Halla su limite en 0 y en 4.
e Continuidad en x = —2:
im f() = lim (x7=5x+3)=(-2)>~5(2)+3=5
fE2)=5
Por tanto, la funcién es continua en x = —2.
e Limiteen x=0:
lim f(x) = lim (x?=5x+3)=0°-5.0+3=3
e Limiteen x=4:
j@f(;;): x/im4 (x3-5x+3)=43-5.4+3=47

3 _2x+k, x#23

5 X =

sea continua en R.

Hazlo tu. Calcula % para que f(x) = {;

Para cualquier valor de 4 la funcién es continua en todos los puntos distintos de 3.
Estudiamos la continuidad en x = 3:

lim f() = lim (3—2x+k)=33-2.3+k=21+F

fB3)=7
Para que la funcién sea continua en x =3 ambos resultados deben ser iguales, luego:

21+ k=7 > k=-14
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3
Hazlo tui. Calcula a) lim *= 3 s b) lim *= 3 3 © lim —%*_ y representa los resultados.
x—0 x x—0 52 x—1 (x—1)2

a) El denominador se anula en x =0, pero no el numerador. Por tanto, el limite es infinito, con signo mds

0 menos.

IZQUIERDA: x = —0,01 — M=301 - lim x=3 _ 400

20,01 om0 X
DERECHA: x= 0,01 — 0’(?# =-299 — /z’ng+ % =—oo

>

/

/

b) El denominador se anula en x =0, pero no el numerador. Por tanto, el limite es infinito, con signo mds
0 menos.

1zquiera: x=-0,01 — “%01=3 _ 30100 — /m £=3 - o
(-0,01)2 x=0"

X

DERECHA: x = 0,01 — M:—29900 - lz’ng x=3 __
x— +

0,01 x?

M/

¢) El denominador se anulaen x =1, pero no el numerador. Por tanto, el limite es infinito, con signo mds

O menos.
3 3
IZQUIERDA: x = 0,99 — &:9703 - lim X 5 = +oo
(0,99 -1)2 x=1" (x —1)
3 3
perecHA: x= 1,01 — DO 10303 — om X - e
(1,01-1)2 x=1* (x=1)

i\

|
|
|
1
|
|
|
|
|
1
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2 3 2
x°—4x -5 s b) lim 2x° — S5x

2 _8x+15 ? y representa los resultados.
—OoX + x—

Hazlo tu. Calcula a) lz’ng
Pl
a) Tanto el numerador como el denominador se anulan en x = 5.

Simplificamos la fraccién:

¥ —4x-5 (x+1)(x—=5  x+1

x> —8x+15 (x=3)(x—=5) x-3

Zl,m7x2—4x—5 = lim XL =3
x—5 x> _8x+15 x—5x—3

y
4
3
2
1
4l 1 2345067X
2
-3
4

b) Tanto el numerador como el denominador se anulan en x = 0.

Simplificamos la fraccién:

23552 _P(2x-5) _

x? x?

2x—5

3 2
/z'm @ = [[77% (Zx— 5) = —5
X x =

x—0
y=2x-5

Y
4
3

654321, 12

-2
-3
L4

;

Hazlo tu. Halla estos limites y representa los resultados:

2 3 2
a) lim X +4x=5 b) lim X +3%"

x=1 x3 _2x% 4+ x x4

a) Tanto el numerador como el denominador se anulan en x = 1.

x2+4x -5 _ (x+5)(x—1) __x+5
X0 —2x% 4+ x x(x—1)2 x(x—1)

Simplificamos la fraccién —

. xridx -5 , xX+5 .
lim Sy = lim — Ahora se anula el denominador, pero no el numerador. Por tanto,
x=1 33 224y x  x—1x(x—1)

los limites laterales son +oo.
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Estudiamos el signo de la funcién a uno y otro lado de 1.

0,992+4-0,99-5 _ 15 g, xPadx=5
0,993 -2.0,992+0,99 x—1" x3 = 2x% 4+ x
2.4. _ 2
1,01°+4 1,021 5 2595 = Iim x3 +4x2—5 - too
1,013-2.1,01%+1,01 x—1* 30— 2x% + x

IZQUIERDA: x = 0,99 —

DERECHA x = 1,01 —

Por tanto, el limite pedido no existe.

\

1

1
|
|
|
I
|
I
]
T
I
|
|
|
|
I
1

\

b) Tanto el numerador como el denominador se anulan en x = 0.

x5 + 3x? _ x%(x +3) _x+3

x* x* x?

Simplificamos la fraccién —

3 2
lim X +3x° _

L L — Ahora se anula el denominador, pero no el numerador. Por tanto, los
X — X X — X

limites laterales son +oo.

Estudiamos la funcién a uno y otro lado de 0.

. 3 S 2 3 2
(0,01)7+3-(0,0D% 19900 s fm X435 _ o

(-0,01)% x—0" x4

3 . 2 3 2
0,01°43-0,01% _ 50100 = fom X2+3%" _ o
0’014 x—0* x4

IZQUIERDA: x =-0,01 —

DERECHA x = 0,01 —

Por tanto, el limite pedido no existe.

y= x+23

X
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1 Di el limite cuando x — +oo de las siguientes funciones dadas por sus graficas:

a) /i—\ c) d)

= fi®)
/ \/\ =5 2
y=H&
71 |
a) xéz]ziwfl (x) = —oo b) xé{;;nw fHlx)=-3 ) xé{{rﬂw () = +o0 d) xél:iﬁo f4(x) no existe.
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1 Di el valor del limite cuando x — +oo de las siguientes funciones:
a) f(x) =2 +3x+5 b) f(x) = 5% + 7x o) flx) =x— 3at
1 __ 1 _ X -1
d) flx) = 3% e flx) = 2 f) f(x) 5
a) — o b) +o0 C) — o0
d) 0 C) 0 f) —oo

2 Como xli,;;’-’oc (x3 — 200x2) = +oo, halla un valor de x para el cual sea x> —200x? > 1000 000.

Por ejemplo, para x = 1000, f(x) = 800000 000.

1

3 Como Ulim =0, halla un valor de x para el cual sea < 0,0001.
x=eo 42 10x x? -10x
Por ejemplo, para x = 1000, £(x) = 0,000001.
Pagina 284
4 Calcula [im f(x) y representa sus ramas:
-1 -3 -1 =3x—
2 ) = L b)fe) = 3 9 f) = -1 & f) = 3x-5
a) 0 b) 0 0 d) +oo

+ 4=

S Calcula /[im f(x) y representa sus ramas:

) flo) = ¥ =

b)) = 253 9 flx) = £ d) £ = 1

x*-3

a) —oo b) 0 C) +oo d) -1

l+x




Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas VANNENSACHILLERATO)

Matematicas |

E Limite de una funcidn cuando x - —x

Pagina 285

1 Halla los limites cuando x — —c0 y cuando x — +oo de las funciones siguientes:

a) fx) = =23 + 74> b) f(x) = 3x* - 7x o) flx) = 10*
d) f(x) = 54 -8 e) flx) = y—2x% +1 f) flx) = -5*

a) xéi@o (2x3 + 7x?) = xéi@w “2x3 = 4oo

lim (2x3 +7x%) = lim -2x3=-o

X — 400 X — +oo
b) x/z’m (Bxt — 7x) = xlz’m 3x% = oo

lim (Bx*—7x)= lim 3x%=+o
X — 400 X — +oo

) xl_)z’r_nw 10*=0

1

Ya que para x =-10,10710 = To0 - 0,00000000001 y andlogamente ocurriria para valores negati-

vos de x menores que —10.

De forma similar a la anterior, podemos comprobar que  /im  10* = +oo.
X — 400

d) El limite cuando x tiende a —co no tiene sentido porque la funcién estd definida para x> %

Jim 5x—8 = lim {5x = +co porque el radicando tiende a +co.

e) No tiene sentido calcular ninguno de los dos limites porque el dominio de definicién de la funcién

2

es el intervalo .
272

£) lim -5°=0

X — —o0

1

Ya que para x =10, —5710 = ——5 =—0,0000001024 y andlogamente ocurrirfa para valores nega-

tivos de x menores que —10.

De forma similar a la anterior, podemos comprobar que /im —5* = —co.

X — 00

2 Halla los limites cuando x — —c0 y cuando x — +oo de las funciones siguientes:

2) fx) = 3-x b)fw) = £+3 9 =5 d) fl) - 2 =10

—x x“+3 3x3 +10x?
a) lim 3-x=lim y—x = +oo porque el radicando tiende a +co.

El limite cuando x tiende a +o0 no tiene sentido porque la funcién estd definida solo cuando x < 3.

2 2
b) lim X3 X~ L0
X — o0 _x3 x—=eo . X— o0 _y
2 2
lim X743 lim X~ = lim L 20
x—+o0 .3 x—too 43 x—teo _y
3 3
c) lim 2x = Iim = = lim —x= 400
X — —o0 X +3 X — —o0 X X — —o0
.3 .3
lim X~ lm == lm —x=—o0

X — +0o x2+3 - X — oo

3
d) lim %" 10 _ lim ox lim >

_ S5

x=eo 33341057 ¥ 33 ¥~ 33
3 3

lim Sx”—10_ _ lim 5% lim 5 =%

X — 400 3x3+10x2 X — +oo 3x3 X—+00 3



Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas VANNENSACHILLERATO)

Matematicas |

ﬂ Ramas infinitas. Asintotas

Pagina 287

1 Determina las asintotas y la posicién de la curva respecto a ellas:

1 1
) C)J’:; d)y=—? e)y:

2_

a) Como el denominador se anula cuando x =2, estudiamos en ese punto la existencia de una asintota
vertical.

ll’m 3x+1 _ 7

— = to0

x-2 x—=2 0

3.1,99+1 ., 3x+1
1 x=199 5 — 222"~ -_(697 = [lim == = —
IZQUIERDA: X 99 1,992 97 xin;_ )
o 3-2,01+1 . 3x+1
DERECHA: x=2,01 — 72’01_2 =703 —> xlirgz+—x_2 =+

Por tanto, la recta x = 2 es una asintota vertical.

Veamos ahora si tiene asintotas horizontales:

lim Sre+l lim 3x _ lim 3=3

X — +oo X — X — +oo X X — +oo

lim L+21= lim Sx _ lim 3=3

Por tanto, la recta y =3 es una asintota horizontal.
Para saber la posicién de la curva respecto de la asintota horizontal, debemos tener en cuenta que

_3x+1 _ 7
) 3+x—2'

Cuando x — +oo el cociente toma valores positivos y la funcién estd por encima de la asin-

X —
tota.

Cuando x — —co, ocurre lo contrario y la funcién estd por debajo de la asintota.

No tiene asintotas oblicuas porque los limites en el infinito de la funcién no son infinitos.

b) Como el denominador se anula cuando x =2, estudiamos en ese punto la existencia de una asintota
vertical.

lim 3x2 =7 _ i

x=2 x=2 0

= t+oo

. 2— 2_
IZQUIERDA: x = 1,99 — 311:99979_27 =—488,03 — xliyg— 3;6—27 T
3.2,012-7 . 3x2-7
: :2, 1 — = 12’ = <
DERECHA: x = 2,01 — 2.01-2 512,03 — xlf,”zﬁ v_—2

Por tanto, la recta x = 2 es una asintota vertical.

Veamos ahora si tiene asintotas horizontales:

2 2
lim 3x"—7 lim 3x7 lim 3x = +oo
X — +oo X — X — +oo X X — +oo

2 2
lim =7 lim 3% _ lim 3x=—oo
X — —0 x—2 X — —0 X X — —o0

Por tanto, no tiene asintotas de este tipo.

Ahora estudiamos las asintotas oblicuas:

2
y= Sx _27=3x+6+ >

x — x—2
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Larecta y=3x + 6 es una asintota oblicua ya que tiende a 0 cuando x — teo.

Cuando x — +oo el cociente
tota oblicua.

toma valores positivos y la funcién estd por encima de la asin-

Cuando x — —oo, ocurre lo contrario y la funcién estd por debajo de la asintota.

¢) Como el denominador se anula cuando x =0, estudiamos en ese punto la existencia de una asintota

vertical.
D U
x[% x 0 *
1ZQUIERDA: x = 0,01 — —L =100 — /im L - —oo
_0,01 x—-0" X
DERECHA: x = 0,01 — L _100 > lm L =i
0901 x—0* X

Por tanto, la recta x = 0 es una asintota vertical.

Veamos ahora si tiene asintotas horizontales:

im L -0
X — +0o X
im L -0
X — -0 A

Por tanto, la recta y = 0 es una asintota horizontal.

Cuando x — +co, la funcién es positiva y estd por encima de la asintota horizontal. Cuando
x —> —oo, la funcidn es negativa y estd por debajo de la asintota.

No tiene asintotas oblicuas porque los limites en el infinito de la funcién no son infinitos.

d) Como el denominador se anula cuando x =0, estudiamos en ese punto la existencia de una asintota
vertical.

lim —— =—= = —oo porque la funcién siempre toma valores negativos.

Por tanto, la recta x = 0 es una asintota vertical.

Veamos ahora si tiene asintotas horizontales:

Por tanto, la recta y = 0 es una asintota horizontal.
Como la funcién siempre toma valores negativos, estd por debajo de la asintota horizontal.
No tiene asintotas oblicuas porque los limites en el infinito de la funcién no son infinitos.
e) La funcién estd definida cuando x%—9 > 0, es decir, cuando x € (=00, —3) U (3, +c0). En los puntos

-3y 3 se producen divisiones entre 0. Vamos a estudiar en ellos la existencia de asintotas, pero solo
podremos calcular limites por uno de los lados en cada punto.

lim 1 1 _,.
x—-3" X2—9 0
lim 1 _1_,.

Porque la funcién siempre es positiva. Luego las rectas x =—3 y x =3 son asintotas verticales.
Larecta y=0 es claramente un asintota horizontal porque /i L .o
X — oo

Tanto si x —> +e0 como si x — —oo, la funcién queda por encima de la asintota horizontal por tomar
valores positivos.

No tiene asintotas oblicuas porque los limites en el infinito de la funcién no son infinitos.
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1 Halla las ramas infinitas de las siguientes funciones y, a partir de ellas, perfila la forma de la curva:

- b)y= % ot dy- £+2
2y 2% +1 )y 1+ x> )y 2% +1 )y X% —2x

_ X T _ x*+3x 2% -3x?
° = 1+a? - 1+ a2 8- x+1 h)y = x

a) Asintotas verticales. No tiene porque el denominador no se anula.

Ramas en el infinito:  l/m 1
X=teo xfyl

=0. Asintota: y=0

Como la funcién siempre es positiva, queda por encima de la asintota.

b) Asintotas verticales. No tiene porque el denominador no se anula.

Ramas en el infinito:  lim —=
X—teo 14 x

5 = 0. Asintota: y = 0

Estudiamos el signo de su diferencia con la asintota:

+ 8l x >+

flx)-0= x2 {

1+x% |— si x > —o0

¢) Asintotas verticales. No tiene porque el denominador no se anula.

Ramas en el infinito: como grado de P(x) — grado de Q(x) = 2, tiene
una rama parabdélica cuando x — —oo y otra cuando x — +oo.

lim

X — too

" = +o0o —> Las ramas parabdlicas son hacia arriba.
x° +

d) Asintotas verticales. Obtenemos las raices del denominador:
x2=2x=0 — x; =0, x, =2 son asintotas porque el numerador no se anula en estos valores.

Estudiamos la posicién de la curva respecto a ellas:

PROXIM. x = 0

PROXIM. X = 2

X

—-0,01

0,01

1,99

2,01

x2+2

+

+

x2-2x

Ramas en el infinito:

lim x2+2 _
x=veo 2 D

x2+2
x<—2x

= 1. Asintota: y=1.

X — —o0
Estudiamos la posicién de la curva respecto de la asintota:

2 + 8l x > +o0
f(x)_lzg_lzﬂ{

x2—2x x2_2x |- si x > —o0
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e) Asintotas verticales. No tiene porque el denominador no se anula.

2 2
Ramas en el infinito:  lim —*— = [im —*— =1. Asintota: y=1
X=te 1y x o 1y x 1
Estudiamos el signo de su diferencia con la asintota: ~ T~
1 — Sl X >+ o0
fl)-1=_= .
1+x2 |— 81 x —> —o0

f) Asintotas verticales. No tiene porque el denominador no se anula nunca.

. . . 4
Ramas en el infinito: como grado de P (x) — grado de Q(x) = 1, tiene una /7
asintota oblicua. |4
’
x> x , /
= S =X—— — Larecta y=x es la asintota. e
1+x x“—1 /
. .., , 11
Estudiamos la posicién de la curva respecto de la asintota: 7
. //
_x — Sl X —>+ o0 V.
f&)—x=— i %
x*+1 |+ sl x > —o0 4
d

g) Asintota vertical: x=—1 porque se anula el denominador y no el numerador.

Estudiamos su posicion:
(=1,01)2+3-(-1,01)

1ZQUIERDA: f(~1,01) = = 200,99 (positivo)

—-1,01+1
_ 2,3.(_
DERECHA: f(~0,99) = ( 0’99_)0’;93+(1 0,99) =-198,99 (negativo)
Ramas en el infinito: como grado de P(x) — grado de Q (x) = 1, tiene una I e ’
asintota oblicua. : ///
2 |12
X% 0 2 Larecta y=x+2 eslaasintota. ,Jl'
x+1 x+1 t
2
Estudiamos la posicién de la curva respecto de la asintota: il :
’
(a2 o 2 [TETEe 7 |
S = e x4+l |+ si x> —oo V

h) Asintota vertical. El valor x =0 anula el denominador pero también el \ /
numerador. Si x# 0 podemos simplificar la fraccién:
23 — 3x? )
x

2x% —3x

Por tanto, la funcién dada coincide con una pardbola salvo que en el
punto x =0 tiene una discontinuidad del tipo III, ya que no estd defi-
nida.

No tiene asintota vertical y las ramas en el infinito son parabdlicas (am-
bas hacia arriba).
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g Ramas infinitas en las funciones trigonométricas, exponenciales
y logaritmicas
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1 ;Verdadero o falso?

a) La funcién y = |log, x| se representa asi:

Tiene dos ramas infinitas: una asintota vertical en y =0 y una rama parabélica cuando x — +oo.

b) La funcién y = log, |x| se representa asi:

~l

Tiene una asintota vertical en x =0 y sendas ramas parabélicas en —co y en +oo.

a) Verdadero.
b) Verdadero.
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2. Limites y continuidad de una funcién definida “a trozos”

{2x—3, si x<3

Hazlo tu. Halla el limite de la funcién f(x) = x—2 six>3

continuidad.

en x=0 yen x=3. Estudia su

En x=0, como 0 < 3, lz’m(rf(x) = lz'n%) 2x-3)=-3
x =3 esun "punto de ruptura”. Por ello, calculamos los limites laterales:

lim_fx)= lim (2x-3)=3

x—3 x—3

x[z_}ms fx) = /z'n; A= lz’nsz (c—2)=1 — No coinciden; por tanto, no existe el limite.
x—3* x—3*

Esta funcién es discontinua en x = 3, porque el limite en ese punto no existe. Tiene un salto finito en él.
Para los demds valores de x, la funcidn es continua porque estd formada por trozos de rectas.

3. Calculo del limite en un punto
Hazlo tu. Calcula:

a) lim X = 2x +1
x=1 2x2 _2x x—-2 (x+2)?
2
a) lim % =2x+1 _ 0 1pdeterminacién. Tenemos que simplificar la fraccién.

x—1 252 2x 0

x2—2x+1 (x—l)z x—1 7 x%—2x+1 )7 x—1
= = 5 S =0
22 —2x  2x(x-1) 2x 7 7

x—1 2x2_2x x—1 2x

) lz’m2 ( xz)z = % = —oo porque el denominador siempre es positivo y el numerador siempre es nega-
x—=2 (x + . . ¥ -
tivo en las proximidades del punto x =-2. (En este caso no son necesarios
los limites laterales).
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4. Funcidn continua en un punto

. 2x -5 si x<1
Hazlo tu. Halla el valor de % para que la funcién f(x) = . sea continua en todo R.
x+k six>1

La funcién es continua si x = 1 porque estd formada por dos trozos de rectas.
Estudiamos la continuidad en el "punto de ruptura” x = 1I:
f1)=2-1-5=-3
lim (2x-5)=-3

X —

agl—»mlf(x)z 11'7}12+(x+k)=1+k

Para que exista el limite debe ser -3 =1+ 4 — k=-4

Si #=-4 se cumplen todas las condiciones para que sea continua en x =1 vy, por tanto, en todo R.
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8. Célculo de limites cuando x — +o y x — —

Hazlo tu. Calcula xl_zir:zm [y xl_)z’qtm f(x) enlos siguientes casos:

3(.2 4x® —1 x? 5x+3
2) f@) = 2 -1 -4l 9w P afw - 3
a) x[j’ﬁo 3x2 —1 = +eo porque el radicando es tan grande como queramos dando a x valores muy grandes.

lim 3/x*—1 = +co por una razén ansloga a la anterior.
X — —o0

b) lim 43627_1= It 4x? = lim 4 _

X — 00 3_2x2 X — 00 —2X X — +00 _2

2 4
lim = lim = lim =2 ==2
X — —00 3—2.96‘2 X — —00 —2X2 x—-e0 _)

c) lim = Iltm 2= lim x=+o0

X —=>too X —+o0 A X — +00o

2 2

im —X— = lim X = lim x=—-o

X—>—00 X—>-—00 A X — —0
d) /4 Sx+3 Sx +3 =0 porque el grado del numerador es menor que el grado del denominador.

xSt (29 x> —oo 42 =Y porq & q & :
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6. Ramas infinitas y asintotas

Hazlo tu. Estudia las asintotas de las siguientes funciones:

D) f@) = 3 b A = X

x —1
x—-2 x24+2

a) * Asintotas verticales:
x—2=0 > x=2

, 3x-1_5
x[% x=2 0

Si x> 27, (fg=t=-) f) > oo

= to0o — x =2 es una asintota vertical.

Si x> 2%, (=t mt) £ = +oo

+
* Asintotas horizontales:

[z'm 3.X' -1

X—too 4

=3; y=3 es una asintota horizontal.

Estudiamos la posicién de la curva.

_3x-1 ,_ 5
fO=3=""5 313

Si x = +oo0, f(x) —3>0. La curva estd sobre la asintota.

Si x— —oo, f(x) —3 <0. La curva estd bajo de la asintota. I
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b) * Asintotas verticales. No tiene porque su denominador nunca se anula.
* Asintotas horizontal u oblicua.
Como el grado del numerador es una unidad mayor que el del denominador, hay asintota oblicua.
Dividiendo obtenemos:
o 2x

=X —— — y=x es asintota oblicua.
x“+2 x“+2

Estudiamos la posicién:

d=f)—y=- Dy Si x>+ (d<0) flx)<y
x2+2 [Si x> —00 (d>0) flx)>y
//
v
7
1 //
’
4!
’
7
’
/"
’
¥
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Ejercicios y problemas guiados
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Limites de una funcidn definida “a trozos”

Dada la funcién
% si x<0
Sf&x) = 3x—5 si 0<x<4
Ix —x° si x24

ballar  lim f(x), lim f(x) y lz;mo fx).
o lim f(x)= lim (9x—x7)=—co

 lim f(x)= lim 1_p
X — —0 X — —0 X

* Como x=0 esun punto de ruptura, debemos calcular limites laterales:

i —dmLl-l__o
A= e

xling S = xling+ (3x-5)=-5

El limite en x =0 no existe.

Limites en el infinito

Calcular los siguientes limites:

. 5x . 3x . |x%+3
ﬂ)xl_lﬁ’lmm )x—l>’:|'-1°°x+1 L‘)xl_l]_?'_lm x -2

a) ZZ’ Sx _ 5 5

— =2 porque el numerador tiene grado 1 y el denominador también, ya que yx? = x.

m =
voveo fi2el 42
b) lim ‘/ﬂ 1

T = 0 porque el grado del numerador seria — ¥ €s menor que el grado del denominador, que es 1.

Xreo x4+

2
)  lim X +23 = +oo porque el radicando tiende a +oo al ser un cociente de polinomios en el que el grado del numera-
oo ¥ x— .
dor es mayor que el del denominador.
yorq

Asintota oblicua
Hallar a, b y ¢ en f(x) = % para que tenga como asintotas x=2 e y=2x— 1.

Para que x =2 sea una asintota vertical, el denominador se debe anular en este punto.

2—-¢c=0 > ¢c=2

Luego f(x) = ax’ + bx

x—2
Dividimos los polinomios para calcular la asintota oblicua:
2
ax“+bx _ oo, 4at2b
X — x—2

a=2
Por tanto, , dedonde 2=2, 6=-5

2a+b=-1
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Ramas infinitas

Estudiar y representar las ramas infinitas de las funciones siguientes:
a)f(x) = 1,5* b)f(x) = 0,4* o flx)=Iln(2x—4)
a) * Asintotas verticales. No tiene por ser continua.

* Asintotas horizontales.

lim 1,5% = +oo por ser una funcién exponencial con base mayor que 1.

X — +oo
lim 1,5°=0 por el mismo motivo.
PRl
Luego y=0 es una asintota horizontal cuando x — —co.

Tiene una rama parabdlica cuando x — +oo.

/

|
b) * Asintotas verticales. No tiene por ser continua.
* Asintotas horizontales.

lim 0,4°=0 por ser una funcién exponencial con base menor que 1.
X — +00

lim 0,4 = +co por el mismo motivo.
X — —o0

Luego y=0 es una asintota horizontal cuando x — +eo.

Tiene una rama parabdlica cuando x — —oco.

\

¢) El dominio de definicién de la funcién es el intervalo (2, +e0) ya que se debe cumplir que 2x—4 > 0.
En el dominio es una funcién continua y no tiene asintotas verticales.

Estudiamos el comportamiento cerca del punto x =2 por la derecha. Podemos verlo evaluando algunos
puntos.

x=2,001 - (22,001 —4)=-6,2
x=2,0001 = /(22,0001 —4)=-8,5
lim In(2x—4) = —oo
x—2*
Luego x =2 es una asintota vertical cuando x — 2*.

Tiene una rama parabdlica en el infinito de crecimiento cada vez mds lento hacia arriba por ser una
funcién logaritmicay /lim In(2x—4) = +oo.
X — 400

|7

|
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5. Existencia de asintotas
¢ Tiene alguna asintota la siguiente funcion?:

X -3x° —dx+ 12
fe) = x—-3

;Qué relacion hay entre su grdficay la de g(x) = x° — 4?

¢ Asintotas verticales:

Estudiamos el comportamiento de la funcién en x = 3, punto que anula el denominador.

3_3x2 _4x+12 0
L X =3% x+12 _ 0
xz—-mS x—3 0

. Indeterminacién. Tenemos que simplificar la fraccién:

x> —3x? —4x+12 _ (x=3) (x* - 4) —x2_4
x—=3 x=3

3 2
X —3.’)6' —4X+12 _ [l’m (X2—4)=5
x-3 x=3

Luego xlzIn

Por tanto, en el punto x =3 no tiene asintota vertical. En ese punto hay una discontinuidad del tipo III.

¢ Ramas en el infinito:

3 2
Si x=2 _>f(x)= X —39; —34.96+12 =x2_4=g(x)

Luego la funcién es una pardbola salvo en el punto x =2, donde no estd definida.

Tiene dos ramas parabdlicas hacia arriba cuando x = —c0 y x — +o0 yaque lim f(x) = +oo.
X — too
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Ejercicios y problemas propuestos
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Para practicar

M Continuidad y limite en un punto

1 ;Cuadl de estas funciones es continua en x = 3? Sefiala, en cada una de las otras, la razén de su
discontinuidad:

a) b) c)

—2]

214 214 2\4

d) e)

! f) N
AN AR

7 24\ 24N

a) Discontinuidad de tipo IV en x = 3, porque el valor de la funcién no coincide con el limite en el
punto.

NSERENT-N

b) Discontinuidad de salto finito (tipo II). La funcién existe en x =3, pero los limites laterales, aun-
que existen, son distintos.

¢) Discontinuidad de salto infinito (tipo I). Tiene un asintota vertical por la izquierda en x = 3.
d) Continua.
e) Discontinuidad de salto infinito (tipo I). Tiene una asintota vertical en x = 3.

f) Discontinuidad de tipo III. La funcién no estd definida en x = 3, pero existe el limite en dicho
punto.

2 Cada una de las siguientes funciones tiene uno o mds puntos donde no es continua. Indica cuéles
son esos puntos y el tipo de discontinuidad:

a) b) a) Discontinuidad de tipo Ill en x=—1.
4 21—
2/ - Discontinuidad de salto finito en x =4 (tipo II).
/ T T \_zh -t b) Discontinuidad de salto infinito en x =1 (tipo I).

-4 -2 2 4
Discontinuidad de tipo IIl en x = 2.

©) d ¢) Discontinuidades de salto finitoen x=0 y x=3
EE| PR (tipo IT).

_ =4 =2 2 4 d) Discontinuidades de salto infinitoen x=-2 y x=2
—4 =2 2 4 ; T ; (tipo I).

N
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3 Comprueba que solo una de las siguientes funciones es continua en x = 1. Explica la razén de
la discontinuidad en las demas:

o= 4T

x+2 si x<1

2) 6 = {3 si x>1

si x<1 1

3 six21 DS =

x-1

O f) = {‘2
.

a) La funcién no estd definida en x = 1. Por otro lado:

lim (x+2)=3
ng_)ml fx) = lim 323 Luego existe )gz_)ml fx) =3

x—1*

Por tanto, tiene una discontinuidad de tipo Il en x = 1.

b) (1) =-1
/z’m1 fx) = lz’m1 2x=2

En este caso, tiene una discontinuidad de tipo IV.

Qf(1)=1-3=-2
/z’nlz_—2=—2
afl—»ml [ = [z'nl'z+ (x—3)=-2

Esta funcién es continua en x = 1.

d) La funcién no estd definidaen x = 1.

, 7 B G
lig 0= fy Ly

«Si x— 1- (f(x):{:_) F() = —oo

$Six 10 (A=t =t ) = voo

+

La funcién tiene una discontinuidad de salto infinito (tipo I) en x = 1.

4 Indica para qué valores de IR son continuas las siguientes funciones:

a)y=yx2+2 b)y=# 0y=45-2x

at 4343
dDy=n(x+4) e) y=23"* f)y=|x-5|
a) Continua en R.
Su dominio de definicién es R y su expresion analitica es elemental.
b) Veamos si se anula el denominador de la fraccién:
x443x3=0 = x3(x+3)=0 = x,=0, x,=-3
La funcién es continua en su dominio de definicién, es decir, en IR - {-3, 0}.

¢) Para calcular su dominio resolvemos 5 —2x > 0. El intervalo solucién (—oo, %] es el conjunto de
valores donde la funcién es continua.

d) La expresion analitica de esta funcién es elemental, luego es continua en su dominio, es decir, en

(_43 +°°)-
e) Anédlogamente al caso anterior, es continua en IR porque siempre estd definida.

f) Es continua en IR porque siempre estd definida y su expresion analitica es elemental.
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5 Sobre la gréfica de la siguiente funcién f(x), halla:

BN
[

a) lzm S b) lz’r_n3 . fx) c) xh—% fx)

Ol fo) O limfe) 6 lim f)
a) +oo b) —co )2
d) o e)3 £)0

6 Relaciona cada una de estas expresiones con su gréifica correspondiente:

a) !z;n% fx)=2 b) lzzn f)=4 o lz’_{n f(x) no existe

AN

234\/ 234

:Alguna de ellas es continua en x = 3?2
a) I1I b)I  oll
Ninguna es continua en x = 3.

7 Calcula los siguientes limites:

2 tinfs-5) ) i, (- O din 13 ) g7
e) xg@zm £) lim log, x g) lim cos x h) lim e*
a) 5 b) 0 c) 2 d) y2

e) 2 f) 2 g1 h) ¢2

2 .
8 Dadala funcién fi(x) = {x +1 s{ ¥ <0, halla:

x+1 six20
) dim, o)
b) lim f)
o lim f(x)

a) 5
b) 4
c) [z’ng_ fx) = ll'n(;z+ fx) = x/zzr(z) flx)=1
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9 Comprueba si las siguientes funciones son continuas en los puntos que se indican:

3—x six<-1 1 si x<1
= =—1 b = =1
VIO = 12,3 w1 ™ F )£ {2x-1 sixsl ¥
vé—x si x<0 2-x% six<2
= =0 d = =2
c)f(x) x—2 six=20 e x )f(x) 2x—6 si x>2 e
5-x six<3
e)flx) =1 2 six>3 x=3
x—2 -

Todos los puntos analizados son "puntos de ruptura”, luego los limites en ellos se estudian mediante

los limites laterales.

a) f(-1) = (-1)*+3=4
11’7}117 (B-x)=4
ng_)ml fx) = lz’nlz+ (x2 +3)=4 La funcién es continua en x = —1.

b) /(1) no estd definido.
lim 1=1
x—1

lim 2*-1=1

x—1%

La funcién tiene una discontinuidad del tipo Ill en x = 1.

3L

-2

Iim J4—x=2

x—0"

x[z_%f(x) = lz’ng+ (x—2)==2

Q) f(0)=0-2

La funcién tiene una discontinuidad de salto finito (tipo II) en x = 0.

df@)=2-2-6=-2

/z'nzz_ (2-x%)==2

x/’i’”z fx) = 11,7}21+ (2x—6)=—2 La funcién es continua en x = 2.
X —
0 f(3) = 525 =2
lim (5-x)=2
x—3"
ll’m3 fx) = P La funcién es continua en x = 3.
X — —

x—3* x—2
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10 Estas funciones, ;son discontinuas en algtin punto?:

1-x?% si x<1 2% si x=z-1 4 si x<2 2%-3 §ix<3
= b = = d =
a)f(x) {x—l si x21 )f(x) {—1 si x=-1 c)f(x) ; six>2 )f(x) Jx—-3 si x>3

a) La funcién estd formada por un trozo de pardbola y otro de recta, luego el tinico punto posible de
discontinuidad serfa el punto de ruptura. Estudiamos la continuidad en él.

f)y=1-1=0
lim (1- x2)=0
ln f9 =\,

lz’nlz+ (x=1)=0

La funcién también es continua en x = 1, por tanto, no es discontinua en ningdn punto.
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b) Esta funcién coincide con la pardbola y = x? salvo en el punto x =—1. Luego tiene una disconti-

nuidad de tipo IV en dicho punto.

¢) La funcién estd formada por un trozo de hipérbola y otro de recta, luego el tinico punto posible de
discontinuidad seria el punto de ruptura. Estudiamos la continuidad en él.

f2)=2

/z’ng 4_-
lim flx)=3%"% %
x”zf 11’7}21+x=2

La funcién también es continua en x =2, por tanto, no tiene discontinuidades.

d) La funcién estd formada por dos trozos de funciones cuyas expresiones analiticas son elementales
(correctamente definidas), luego el Gnico punto posible de discontinuidad serfa el punto de ruptu-
ra. Estudiamos la continuidad en él.

f(3) no estd definido.

lim 2%-3=1
, _ x—3" _ . .. . .
xlz_% fx) = 11’7;31+ 320 En el punto x =3 hay una discontinuidad de salto finito (tipo II).
2x si x<3
11 Dadala funcién f(x) ={ x2-9 six>3 calcula:
x°—3x
a) lz’nz) S b) lz'né S c) lz’ng S

a) Como 0 < 3, ll'nf(z) fx) = /z’n%2x =0.

b) x =3 es el punto de ruptura. Usaremos limites laterales.

11'7}32_ 2x=06
lim_f(x) = 2
x=3 lim X = 2_0 — Indeterminacién.

x=3*x2_3x 0

Para calcular el limite por la derecha necesitamos simplificar la fraccién:

¥*-9 (x+3)x—3) x+3

x2—3x  x(x=3) x

2 _
lim % 2 _ lim m=2
x—3* x2_3x x—3* X

Luego los limites laterales son distintos y lz’m3 f(x) no existe.
o

2
) Comos >3, lin £ Iy 52 - 2.

x*-2 six<-1
12 En la funcién f(x) =3x—-1 si-1<x<4 halla:
4Jx+3 si x4

a) lim_ f(x) b) lim f(x) o) lim f(x)
x—-1 x—4 x—9
a) x=—-1 es un punto de ruptura. Usaremos limites larerales para calcular el limite.

lim (x*-2)=-1

1
lim f(x)=1" Por tanto, no existe el limite.
x—»—lf( ) /z’rle+(3x—1)=—4 ’
et
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b) x =4 esun punto de ruptura. Usaremos limites laterales para calcular el limite.
lim (3x—1)=11

X —

J{anf(x): lz’n41+(4«/;+3)=11 Por tanto, Jcl%f(x):ll

c¢) Como 9 > 4, lz'rréf(x) = lz'm9(4«/;+3)=15

13 Calcula los siguientes limites:

, 4x . 2x%+3x . x2-1 . x4l
) a RE Ly Doy ex
2 4
l, x+2 f l» x“—x-2 l/ x+3 h l; xt-1
e)xi"f2x2—4 )x% x=2 g)J'fin—t3x2+4x+3 )xl—’"{xz—l
a) lim dx lim 4x -2

X032 2 xe0 x(x—2)

b) Zl’n’(l) 2x2):— 3x _ [l’m X(ZX + 3) _ 3

x—0 X
2
,oxc=1 _ (x+1)(x-1) _
Ol Ty 2
3 3 2 _
d) /z'm X +1 _ Zl’m u _ lz’m (X+1)(.X' .X'+]_) :i:_s
x=-1x24x x—-lx?ix x—-1 x(x+1) -1

x+2 _ (x+2) _
x—-2x2_4 _xZinEZ (x+2)(x=2) -

1
4

£) lim E=x=2 _ [y G DG=2) g

R ey Bl N PR
, x+3 _ 1 (x+3) ¢
g xén—z3x2+4x+3 _xl—{n—% (x+3)(x+1) 2

2 2
h) lim xj_—l - lim P+ Gm-1)

x—=1xc—1 x—1 X2 1

2

14 Resuelve los siguientes limites y representa los resultados que obtengas:

2
a) lim—*~
x—1x—1

2
b) lz’m%
x—»O X
c lim 2x2
x—-2 x% 4+ 2x

3
7 X
9 ‘5% x% 1042

2
1 X _7]. = oo
DT :

*Sixo 1" 5 (fg=te) f0) > oo

Sk 10 o> (- 2] £ 0o
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2
b) lz’n% X ;x -9 5 Indeterminacién.
ol

x 0
xzzx:x(x;rl) :x+l; lim x%+x _ [z’mﬂ:l_oo
X X X x—0 X x—0 X O
*Si x>0 — (f(x)=i=—> S() = —eo
*Si x> 0" > (f(x)=i=+> fx) = +eo
+
2
lim —% 4 4o
9 R x?+2x 0 :
*Six—>-27 > (f(x):—:+> fx) > +o0
*Si x> 2" > (f(x):i:—) flx) > -
, x5 0 . .
d) lim = Indeterminacién.
x=0 x4 _10x2 0 \
X3 _ X3 X
x—10x2  x*(x?-10) x*-10
, x3
lim —2—— = [im 0

20 A _10x2 %0210
f(0) no estd definido.

Si x<0, f(x)>0 ysi x>0, f(x)<0

15 Calcula los siguientes limites y representa los resultados que obtengas:

2 2
2) lz’m"’z_4x_6 b) lim %= 3%+2 o lim x2—2926
¥=3 x"—3x =142 _2x+1 x>0 x7 4 x
3 2 4 2
d) lim % e) lim* =1 f) 1,»,,,22967—8
x—-1x“42x+1 x—1 x—1 =2 x°_4x+4
2
a) lim x=x=6_0 _, Indeterminacidn.

=3 x2-3x 0

X2 —x-6 _ (x+2)(x=3) x4+2

o3 T we-3) ox ;
lim X x—6 _ lim x+2 _5
x—3 x2_3x x—3 X 3 3

Dando a x valores préximos a 3 podemos averiguar
cémo se acerca por ambos lados.
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2
b) lim X -3x+2 _0

— Indeterminacién.
=1 x2_2x4+1 O /}
. . x=3x+2 (x=2)(x-1) x_2 I
Simplificamos: = = = I
x*=2x+1 (x=1) x—=1 :
2
by X~ =3x+2 _0 _ g x—2 _ I
fim 22+l 0 a1 x-1 i
|
*Sixo 17 5 (fg=T=4) f@) > e |
|
L _ \/
*Six—>1" = (fly=—=-) f(x) > - -
+
2
19) f@)ﬁ:% — Indeterminacién.
=2 _x(x=2)  x_2 /
WBex?t x2(e+l) x(x+1)
2
I x—2x:[/ x=2 _=2_,
x% x3+x2 X% X(x+1) 0 *
“Si x> 0" = (flg="=+) () = +eo
“Si x> 0" (f(x)=:=_) F6) = — oo /
+
. X3+ x? 0 sy
d) lim 2% -1 — Indeterminacién. |
x=-1x242x+1 O |
X3+ x* _ Xz(x+1) _ x? :
2+ 2x+1 (x+1)2  x+1 :
3 2 2
SR S P N B |
x—-—1 x2+2x+1 .X“’—1X+1 O _ll
|
“Six o1 = (fig=t=r) () > oo |
|
*Six—>-1" - (f(x):i:+> fx) > +oo \I
+
e) lim 2-1_0 — Indeterminacién
x-1 x—=1 0 ) 4 I!
4 2 2 2 _
X1 x"+1)(x==1) _ e+ D) (x+1)(x—1) S s D+ 1)
x—1 (x=1) x—1
Xt , 2 1
im 22— = lim[(x*+ Dx+1)] =4
x—-1 x—1 x—1

Dando a x valores préximos a 1 podemos averiguar
c6mo se acerca por ambos lados.

f) lim _2°-8 0

5 = — Indeterminacién.
x=2x2_4x+4 O

2x2-8  2(x-2)(x+2) 2(x+2)

x2—dx+d (x-2)2 x—2

2
lim —2%" =8 _ |4, 2(x+2) S B
x=2 52 44 x—2 x-=2 0

Sixo2 5 (fg=t=) f@) > oo

*Si x—>2" > <f(x):f:+> f(x) > +oo \



Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas VANNENSACHILLERATO)

Matematicas |

16 Calcula.
7 =5« o 3x +4 > sen x 3
2’ - , , e 2’
o infZ52) D imben(511] 0 gt @ finleg6e
2-5x -3
a) /z'm<—72_5x) = <7_5~1) =1
x—1\ x7 +1 1°+1
x4 3.244)
, X + .
) acl%lo‘qZ(W) :1”g2< 2241 ) =
sen x sen 1/
o) lim =& = ¢ ?

=€
xon/2 1+cosx  1+cosml/2

d) /z'nlfzo log (23x-5)3 = log (243.10-5)3=3

M Limite cuando x — +o00 y x — —o0

17 Determina cudl es el limite cuaando x — +o0 y cuando x — —co en las siguientes graficas:

a) \ b) / o ..

A i f) = oo

Jm [@) = +e
b) lim_ f(x) = +eo
([ =0

o lim flx)=2

i f) =2

18 Calcula el limite cuando x — +o0 y cuando x — —oo de cada una de las siguientes funciones.
Representa los resultados que obtengas.

a) f(x) = 2% — 10x b) fx) = x> — 4 o) flx) =7-3x dfx)=—x*+8x+9
e flx) =1-(x—2)2 £) flx) = 72* — &3 g) f(x) = (5-x)? h) f(x) = (x + 1)3 - 242

a) lim (x3 = 10x) = + o0

xl_)z’rfzm (x3 - 10x) = +o0

/
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b) xéﬁ”w Vx?—4 = + oo
lim x*—4 = +o0

X — —o0

\ /

0 xél)’?;ﬂoo (7-3x) =—o0

x[_{?’zo (7 - 336) = +oo

\

\

d) xéz:;zflm (—x? +8x+9) =—oo

im (—x2 +8x+9) = —co

/ \

e) xé,’ﬁo [1-(x-2)?=-

xé{?’_ﬂm [1 - (X— 2)2] = —o0
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) lim (752 —x%) = —eo

xlz’m (7x% = x3) = +o0

\

g) lim (5-x)7=+eo

i 69 = 1o

h) xé{;;noo [(x+ 1)3 = 2x2] = +0

xl_)z’rzo [(x+1)%—2x%] = -0

/

/

19 Calcula estos limites y representa las ramas que obtengas:

2
a) lim _3 b) lim —2x
X — +00 (x_1)2 x—+40 3 _ 5
c) lim -1 ) litm
X — 400 x2_1 X — +00 (z_x)3
7. 2x—1 f 2. x2+5
©) xl—l"zt“ x+2 )xl—z"?ft“ 1-x
, 2—3x , 3—2x
8 xlﬁfz“ x+3 h) xlg’f‘w 5-2x
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20 Calcula el limite de todas las funciones del ejercicio anterior cuando x — —co.

Resolucién de los ¢jercicios 19 y 20:

, 3
a) xl_z]:}rioo 17 =0

2
b) lim =2 _ oo
X400 3 — x

c) lim _11 =0

X — +0o x2_

d) lim —1 -0
)"yﬁ" (2-x)3

e) lim 2x=1 _»

x oo X+ 2

2
£) lim X3
X — oo — X
2 —
® Jim 255 =3

h) lim 3_%x =1

X—+00 ) —

X > —o0 x2

[/
2 2P

m 2X—1 =2

x>—eo X +2

3-236‘ =1
x——o0 5—2x
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21 Calcula el limite cuando x — +o° y cuando x — —o y representa los resultados.

_ % __ 3 .1 _1-1247
Q) fl0) =" b) f(x) = T c) fla) = 210 d) flx) = 322
5-2x 1-x x5 — x? 3x% —7x+2
= f = —= == = h =2 = =
) f) 22+l ) (2x +1)? 2/ 7 — 2 1) 2x2 +4x -9
Para calcular estos limites debemos tener en cuenta la regla de los grados del numerador y del deno-
minador.
a) xéﬁ”w xx—zl s e xl_)z’rﬁo xx—zl ==

/

2 2
b) lm 3% -3 lim 3% -3
)xjfr”m (x—1)2 o (x—1)2
_______ 3l __ >
~
) a0 AT
A/ \
2 2
&) lim 12122 4 i 12122 4
X=ieo 3y ¥ 3x
S | B
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—
/
£) lim _l=x__j
x=eo (2x +1)2
/ \

3 2
g) lim =% - o

X — oo ‘7_x2

\

2
h k4 3xc—T7x+2 -1
)x—l’ﬁ”"" 2x2 +4x -9

. 1-x
im ——=
X = o0 (2x+1)2

3 2
lim X —xz = +oo
¥oee T x
2
3x"—T7x+2 1

X0 2y 49
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22 Di cudl es el limite de las siguientes funciones cuando x — +o0 y cuando x — —co:

. 3—-x six<0
2 si x<3
a)f(x)={5_x I D=1 2_ G is0
x+1
a) lim f(x)= lim 5-x)=- b) lim f(x)= lim le =0
X — +o0 X = 400 X — 400 X—+oo A 4
i, f0= i 222 i, 0= i ()= 1o

23 Di cudl es el limite de estas funciones cuando x — +oo:

1 _ -3 _2 _a3_1
@) fl) - L bfw=5 2 ofw=2% Df@ =3~
, , -3 2 , 1
D M 70 O E a0 90 Y xé’ﬁo(‘%_ﬁ)=3
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M Asintotas

24 f Esta grifica muestra la posicién de la curva y = f(x) respecto de sus
— asintotas.

Di cudles son estas y describe su posicién.

* Asintota vertical: x =2
Si x—>27, f(x) = +oo
Si x—>2% flx) > -
* Asintota horizontal: y =3
Si x—=—o0, f(x)=3>0
Si x> 400, f(x)-3<0

25 De una funcién y = f(x) conocemos sus asintotas y la posicién de la curva respecto a ellas.

-1 si x =>-17, flx) >+ _ si x = +00, flx)>-2
=" si x > 1%, flx) > +o0 == si x > —o0, flx)<-2

Representa esta informacién.
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26 Halla las asintotas de las siguientes funciones y sitiia la curva respecto a cada una de ellas:

_ 2x _x-1
a)y= x-3 b)y x+3
2 __ 1
d)y— 1-x €y 2-x
a) Asintotas:
x=3; y=2
Y E\
__________ 2 \-»
\ E
3 e

c) Asintotas:

x=4; y=-2

e) Asintotas:

x=2;9=0

b) Asintotas:
x=-3; y=1

d) Asintotas:
x=1;9=0

|/

f) Asintotas:

2'7 Halla las asintotas de las siguientes funciones y sitiia la curva respecto a ellas:

yy= 2 b)y=—>
a)y= =
Y X2 +4 Y x*+1
4
d - X = -1
)y x—1 ©y (x+2)?
a) Asintota: y=1
Y
______________ Lo .
\ /-)
X

2_
C)y= 2x2 1
X

3x
f =
)y P |

b) Asintota: y=0

Y

Matematicas |
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) Asintotas: x=0; y=2 d) Asintota: x =1
Y Y E\
______________ 2 . :
\ /
11 X
X :
e) Asintotas: x=-2; y=0 f) Asintotas: x=1, x=-1; y=0

- |

T b

28 Cada una de las siguientes funciones tiene una asintota oblicua. Héllala y estudia la posicién de
la curva respecto a ella:

2 fle) = 2 bftg = 3= g fr - B3
 Pex-2 _2x3-3 _ 2x2+3
Dfw = F2EZL g i - 2= 0 ft) = 243

2
a) 3L:Sx—3+ 3
x+1 x+1

Asintota oblicua: y=3x-3

Asintota oblicua: y=-—x+1

2
C) 4.96' —3= 3

2x ———
2x 2x /
1t/
Asintota oblicua: y = 2x 11
x2rx—2 10
d) 222 x4 — 4f
x=3 x=3 P
Asintota oblicua: y=x+ 4
4
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3
0 2x° -3 COx 4x—3

x*-2 X2 —

Asintota oblicua: y = 2x

1
2x—2

f 2x%+3

- x—1
x—2

Asintota oblicua: y=-x-1

29
_ (3-x)?
a)y— 2x+2
2
b - X
)J’ Zrx+l
3
_ x
9y x* -4
_ 342
d)y— x+2
_ 1. 13 49/4
R ek v
; oo 1.1 13
Asintotas: x = 7 ¥ 5 4
b) Asintotas: y =1
B 4x
R A P Y

Asintotas: y=x; x=-2, x=2

d) Asintotas: x=-2; y=3x-06

Continuidad y ramas infinitas

ONNNSAC HILLERATO
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Halla las asintotas de las siguientes funciones y sitiia la curva respecto a cada una de ellas:

"lY
i) 2
: O X
21 2 476 8
2.
A
,/\:
Y
4
«— 2
R N FE—
6 -4 -2 > 4 6 X
-2
4
1 A~
5\4 P
Dot
6 4 = I
4 \
/\ !
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Para resolver
30 Calcula, en cada caso, el valor de %2 para que la funcién f(x) sea continua en todo IR.

a) flx) = {x

2_4 six<3 _[6-(x/2) six<2 @2 +x)/x si x=20
x+k six>3 b)f(x)—{ ) - {

Pikx  six=2 si x=0
a) 11’7}31_ flx)=5=f(3)

lim, =3+ k 5=3+k > k=2

b) lim_flx)=5
11/7/,21+f(x):4+2k:f(2) 5:4+2k — kzl/z

)l 10 = lig "

31 Calcula % para que las siguientes funciones sean continuas en el punto donde cambia su defini-
cién. Estudia después su continuidad:

x2—725 si x#5 it si x=z1
k si x=5 k si x=1

a) Comenzamos estudiando el punto x = 5.

fG) =k

lzm f (x) = lzm 255 % — Indeterminacién.
x _

x2-25  (x+5) (-5  x+5

—5x  x(x=5) x

lim x? =25 = lim x+5 =2
x=5 x2_5x x—5

Si k=2, lafuncién es continua en x = 5.

Observamos que el denominador también se anula en x =0, luego f(0) no existe. Ademds:

lsz(x)— /z_% Tgs—%:im
Por tanto, en x =0 tiene una discontinuidad de salto infinito (tipo I). En el resto de los puntos es

continua.

b) Comenzamos estudiando el punto x = 1.
f) =k

2
lzm fx) = lim 27’6:2 — Indeterminacién.
x=lx?yx-2 0

x%—x x(x—1) X

Pix—2 (x+2)(x-1) x+2

2
lim —X"=X X 1
x—1 x2+x_2 x—>1x+2 3

Si k= %, la funcién es continua en x = 1.

Vemos que el denominador también se anula en x =-2, luego f(-2) no existe. Ademds,

lzm f(x)— lim ﬂ— 6 _ 1o

=2 x24x-2 0
Por tanto, en x = -2 tiene una discontinuidad de salto infinito (tipo I). En el resto de los puntos

es continua.
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32 Estudia la continuidad de las siguientes funciones. Represéntalas:

D S x<3 —ix si x <4
a9l 1 9 e 4

a) La primera rama es un trozo de hipérbola desplazada una unidad a la derecha. En el punto x =1
presenta una discontinuidad de salto infinito:

1_ oo
Como 1 < 3, lsz(x)—lzmlx I O—J_r

Six—17, flx) > -
Si x> 1%, f(x) = +o0

Veamos qué ocurre en el "punto de ruptura” x = 3.

fB)=43+1=2
1 1

b 173
lzm (x) =%~
f lim yx+1=2

x—3*

El limite no existe en el punto x = 3 y tiene una discontinuidad de salto finito (tipo II).
La segunda rama estd correctamente definida y es continua.

Y]

}
|
|
|
|
|
!
_\. I <
|
|
|
I
1

b) El dominio de definicién de la primera rama es el intervalo [0, 4) ya que el exponente de la expo-
nencial contiene una raiz que existe solo cuando x> 0. Es continua en su dominio de definicidn.

Veamos qué ocurre en el "punto de ruptura” x = 4.
f(4) =logy (4-2)=1
lim 2= V* =2 14_1

, _ x—4-
xlz_)m4f(x) N 11’7;41+ logy (x —2)=log, (4—2)=1

Por tanto, el limite existe y la funcién es continua en este punto.

La segunda rama es una funcién logaritmica desplazada dos unidades hacia la derecha y es conti-
nua.
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33 Determina a y b para que esta funcién sea continua:

3x+b si x<-2
fx) =14 si 2<x<3

ax—2 si x>3

Estudiamos la continuidad en los puntos de ruptura.

ex=-2
f(=2)=4
lz’mz_3x+b=—6+b
L, f () = lim 4=4

Por tanto, —6 + b=4 — b =10 para que exista el limite y la funcién sea continua en x = -2.

*x=3
f3) =4
11’7}31_4=4
xl%f(x) - 11’7;31+ax—2:3a—2

Por tanto 32—2=4 — a=2 para que exista el limite y la funcidn sea continua en x = 3.

Si a=2 y b=10 lafuncién es continua en los puntos de ruptura. En los demds puntos también es
continua por estar formada por trozos de rectas.

34 Calcula los siguientes limites:

a) lim x+3 b) lim 3x-5 c) lim 100x
x—100 4 x — +00 x2+1 X ——0o 3x2
3/ 6 /
d) lim 3x e) lim 7% f) li 25" +1
== 4 _x x—+0 fx 2 x40 gD

Calcularemos estos limites usando el criterio de los grados del numerador y del denominador.

3.) Zl’m @ =0 b) /z'm 3X —5 — 3 C) lzm 100x __
X — +00 X X — +00 x2+1 X ——o0 3\/?
3/..6
d) lim =0 &) lim NPT £) lim 2X + )
X e 4—x3 x—too 4y —2 X — 400

35 Halla las ramas infinitas de las siguientes funciones exponenciales y logaritmicas:
a) y=2%+3 b)y=1,5-1 y=2+eé* dy=e*+1
e) y=log (x-3) fly=1-lnx gy=hQ2x+4) h)y=In(x*+1)

a) xlzm 2%*3 — too (rama parablica hacia arriba de crecimiento cada vez mds répido).
— +00
xlz’m 2¥+3 - (asintota horizontal).
b) x/z’;;n (1,5 1) = +c0 (rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez més rdpido).
xlz’m (1,5¥—1) =—1 (asintota horizontal).

c) xlz’;zfl (2 + €%) = +oo (rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez més rdpido).

xl_)z’rzzm (2 + €¥) = 2 (asintota horizontal).
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X — 400

d) . Q@m e™+1)= Ilim <1+L> =1 (asintota horizontal).

im (e*+1)= Ilim (1 + L) = +co (rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez mds rdpido).

X — —0 X — —0
4

e) Su dominio es (3, +o0).

x/ji;ﬂoo log (x — 3) = +oo (rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez mds lento).
xlz’naz+ log (x — 3) = —co (asintota vertical).

f) Su dominio es (0, +oo).
xél:’ﬁo (1 —/nx) = —co (rama parabdlica hacia abajo de crecimiento cada vez mds lento).
xiirzc (1 — /n x) = +oo (asintota vertical).

g) Su dominio es (-2, +0).

xlz’;zfl In(2x + 4) = +o0 (rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez mds lento).

/l'm2 . In(2x + 4) = —oo (asintota vertical).
s

h) Su dominio es R.

lim In(x? + 1) = +oo (rama parabélica hacia arriba de crecimiento cada vez mds lento).
X — +00

x[z’m In(x? + 1) = +oo (rama parabélica hacia arriba de crecimiento cada vez més lento).
— —00

Pagina 298

36 Halla el limite de las siguientes funciones en los puntos que anulan su denominador:

2% 1322 +24x-9
2) ) = x5 — 6x% +9x

4x3 + 3x% —16x —12
b =
)£ X -2x%—4x+8

3+ 6x% — 32
O hlx) = X +6x" =32
) b) x4+ 243 8x2

:Cudles son las asintotas de f; de g yde A2
a) Hallamos las raices del denominador.
x3-6x2+9x=0 = x,=0, x,=3

. 2x3 —13x%+24x-9 -9
* lim ===
x—=0 X3 — 6x% +9x 0

2.(=0,01)3-13.(-0,01)2+24-(-0,01) -9

= too

1ZQUIERDA: x =-0,01 — =102 —
(=0,01)3 —6-(=0,01)% +9-(-0,01)
3 2
= Im 2x° —13x° +24x -9 oo
=07 x3—6x?+9x
. 3_13. 2 . — 3_ 2 _
DERECHA: x = 0,01 — 2.0,01°-13-0,01 2+24 0,01-9 - 98 = lim 2x° —13x ;—24.%‘ 9 __
0,013-6-0,012+9.0,01 x=0"  x¥_6x?+9x
3 2
e lim 2" —13x"+24x =9 _ 0 — Indeterminacién.
=3 %3 6x?+9x 0
23 132+ 24x -9 _ 2x-1)x-3)? 2x-1. ;. 2°-13x*+24x-9 _ ;. 21 _ 5
= = 5 m = lim - =
x3 = 6x2 + 9x x(x—3)2 x x—3 x3 = 6x2 + 9x x=3 X 3
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b) Hallamos las raices del denominador.
x3-2x%—4x+8=0 - x,=-2, x,=2

3 2
4x” + 3x” —16x 12 =0 — Indeterminacién.

o /]
R %25 —4x+8 0
43 +3x% —16x—12 _ (4x+3)(x+2)(x~2) _ 4x+3 4o + 35 —16x —12 _ Im dx+3 5
x=2" x=2 x3_2x2_4x+8 x=2x-2 4

X0 —2x% —4x+8 (x+2)(x—2)2

3 2
4’ +3x" —16x-12 _ 0 — Indeterminacién.
x=2 x3_2x? _4x+8 0

lim 4x3 +3x> —16x—12 - lim dx+3 _ 11 _, .
P —2x? —4x+8 x=2 x=2 0o

4% +3x* —16x—12 _

4.1,99+3 ,
IZQUIERDA: x=1,99 — — 222" -_1096 — /
< * 1,992 TP 0 —dxe8
. 3 2 _ _
pERECHA: x= 2,01 — 220143 _yop o, A3 1612 |
2,01-2 x=2" X3 _2x? _4x+8
¢) Hallamos las raices del denominador.
x4 2x3-8x2=0 = x;=—4, x,=0, x3=2
3 2
o lim X +6x°=32 _0 — Indeterminacién.
x——4 x4 123 _8x2 0
X3+ 6x% —32 _ (;—2)(x+4)2 _ x+24; im X +6x%—32 — lim x+24 -0
23 —8x2 P (x+4)(x-2) x x——4 x4 2x3_8y?  x——4 x
, 3 4 6x2-32 -32
o lim X 30X = = foo
¥=0 x4 4 253 _8x? 0
— 3 2
0,01+4 =39900 — [im X FOX —92 +6x” =32 = +oo

IZQUIERDA: x=-0,01 > ————
(—0;01)2 x=0" x4 4 253 _ 8x2

3 2
DERECHA: x = 0,001 —> Mﬂowo o iy X #0x"=32
0,01 x=0" x4 1 253 _8x2

>

3,02
o lim X * 6x°=32 _ 0 — Indeterminacién.
x=2 44,03 82 0

%3 +6x> =32 - fm Xt4 3
x—>2 xz 2

lim
x=2 54 0x3 8y

Las asintotas verticales son:
* De f(x), larecta x=0.
* De g(x), larecta x=2.

* De /(x), larecta x=0.
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3'7 Halla las asintotas de las siguientes funciones y estudia la posicién de la curva respecto a ellas:

2) fx) = 7’64:6;26—)7 b A = —22(x2 2=
x(x” + x —
23 +x2-8x-1 X0 —4x2+8x—12
) flw) = 24 d) flx) = 3

a) * Asintotas verticales:
El denominador se anula cuando x = 0. Calculamos:

lim xt e 6x2 -7 _ =/
=0 x(x2+6) 0

Larecta x=0 es una asintota vertical. Estudiamos la posicién:

= oo

Si x— 07, f(x) >+
Si x—= 0%, f(x) > —o
e Ramas en el infinito:

Como la diferencia entre los grados del numerador y del denominador es 1, tiene una asintota

oblicua.
a6 =7 xhi6x*—7 7
= =X —
x(x%+6) x5 + 6x x5 + 6x

Larecta y = x es la asintota oblicua. Estudiamos la posicién:

{— Si X >+ 00

fx)—x= —7

X +6x |+ si x> —o0

b) * Asintotas verticales:
El denominador se anula cuando x = 2. Calculamos:

3 9,2 _
X =2x"+3x=6 _0 — Indeterminacién.

m
x=2  2(x-2)? 0

0 —2x%+3x—6 _ (x=2) (x*+3) X% +3 g xX2-2x*43x—-6 _ ;. x*+3 7

— = too

20-2)2 | 20-2)2  26-2) 52 2(c—2)?  #22(x-2) 0

Larecta x=2 es una asintota vertical. Estudiamos la posicién:
Six—27, flx) > -
Si x—2% f(x) >+

* Ramas en el infinito:

Como la diferencia entre los grados del numerador y del denominador es 1, tiene una asintota

oblicua.
x3—2x2+3x—6= x*+3 S D
2(x—2)2 26-2) 27 T ox—4

Larecta y= X +1 esla asintota oblicua. Estudiamos la posicién:
)

f@-(Ee1) 2T { Si X =5+ o0

—si x > -

c) * Asintotas verticales.

El denominador se anula cuando x = -2, x = 2. Calculamos:

lim 23 +x2-8x—-1 _ 3

— = +o0

x—=2 x2_4 N O

Larecta x=-2 es una asintota vertical. Estudiamos la posicidn:
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Si x—>-27, f(x) > +oo
Six—-2%, f(x) > —o0

lim 20+ x> —8x—1 _3 e
x—2 x2_4 0 a

Larecta x =2 es una asintota vertical. Estudiamos la posicién:

Six—27, flx) > -
Si x—2% f(x) =+
e Ramas en el infinito:

Como la diferencia entre los grados del numerador y del denominador es 1, tiene una asintota

oblicua.
3 2
2x° +x° —8x—1 o+ 14 3
x*—4 x2—4

Larecta y=2x+ 1 eslaasintota oblicua. Estudiamos la posicién:

fx)—(2x+1)=

3 {+ Si X =+ o0

x2—4 + 58 x > —o0

d) * Asintotas verticales:

El denominador se anula cuando x = 3. Calculamos:

lim X0 —4x% +8x —12 _3

— = o0

x—3 x-3 0

Larecta x=3 es una asintota vertical. Estudiamos la posicién:
Si x—37, flx) > —
Si x — 3%, f(x) — +oo

* Ramas en el infinito:

Como la diferencia entre los grados del numerador y del denominador es 2, tiene ramas parabé-
licas de crecimiento cada vez mds rdpido y ambas son hacia arriba porque:

X3 — 4y +8x —12 _

xé;-z/loo x_3 ¥
3 2

lim % —4x* +8x—12 o\

x =0 x—3

2
, . . V&~ + .
38 Calcula el limite de la funcién f(x) = V43 hando x — 0, x > +0 y x — —oo, Di cudles
, . x
son sus asintotas y sitiia la curva respecto a ellas.

[.2
o /l'm—x +3=£=ioo
x—0 X 0

Larecta x=0 es una asintota vertical. Estudiamos su posicién:
Si x>0, flx) > -

Si x— 0%, f(x) > +oo

P Vx2+3
L ] Zm [ ——

=1, larecta y=1 es una asintota horizontal por la derecha.

X — +oo X
2
, Ax“+3 . . . .
* [im ——— =—1 (numerador y denominador tienen distinto signo).
X — —o0 X

Larecta y=-1 es una asintota horizontal por la izquierda.

Vx2+3—x
x

Six— +o0, flx)—1= > 0, la funcidn estd encima de la asintota.

<0, la funcién estd debajo de la asintorta.

2
Si x> o0, £() = (1) = 7”;3”‘
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39 En una empresa se hacen montajes en cadena. El nimero de montajes realizados por un trabajador
sin experiencia depende de los dias de entrenamiento segin la funcién M(z) = 3 Ot (¢ en dias).

a) ;Cudntos montajes realiza el primer dia? ;Y el décimo?
b) Representa la funcién sabiendo que el periodo de entrenamiento es de un mes.
©) ;Qué ocurriria con el niimero de montajes si el entrenamiento fuera mucho mas largo?
a) M(1) = 6 montajes el primer dia.
M(10) = 21,43 — 21 montajes el décimo dia.

b) 25 b o
20 z
,/
151/
10t/
5

5 10 15 20 25 30

= 30.

¢) Se aproxima a 30, pues  lim 30

—to t+ 4

40 El ntimero de peces de una piscifactoria evoluciona segin la funcién f(#) = 50 + 1002 (¢ en dias).

2l

a) Comprueba que la poblacién aumenta la primera semana.

b) Averigua si el crecimiento serd indefinido o tiende a estabilizarse.

a) Calculamos una tabla con los valores de la primera semana.

t| 0 1 2 3 4 5 6
f(t)| 50 | 100 | 130 | 140 | 144 | 146 | 147

Podemos comprobar que el niimero crece pero de una forma cada vez més lenta.

b) Para estudiar el comportamiento de la funcién a largo plazo podemos calcular lim (50 + ltg()tz ) = 150.
+

Este resultado indica claramente que el crecimiento tiende a estabilizarse.

41 Determina el valor de 2 y de & de modo que las rectas x=3 e y= % sean asintotas de la

funcién f(x) = 2 +Z

:Puede tener asintota oblicua?

Para que x =3 sea una asintota, el denominador se debe anular en ese punto. Luego:
b-3-4=0 - b= %

£ = ax+3  3Bax+9

% 4 C4x—12
Para que y = % sea una asintota horizontal tiene que ocurrir que Jim f(x) = %
Por otro lado, _lim f(x) = lim ij 4—13 %
Por tanto, % = % - a=2

No puede tener asintota oblicua.
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2 .
42 Dadala funcién f(x) = 2" vax+b si xsl, calcula el valor de 2 y de b para que f sea con-
In(x-1) si x>2

tinua y su gréfica pase por el origen de coordenadas.

Para que su gréfica pase por el origen de coordenadas, f(0) = 0.
Por tanto, 2-0%+4-0+ 6 =0, de donde vemos que b=0.
Exigimos la continuidad en el punto de ruptura:
f(2)=2-22+4-2=24+8

lim (2x%+ax)=2a+8
x—2"

L 20+8=0 = a=-4
lz’ng+ In(x—-1)=0 Hego cat “

lim f ) =

La funcién es continua en el resto de IR porque estd formada por dos trozos: uno de parbola y otro
de funcién logaritmica bien definido.

43 Observa la grifica de las siguientes funciones y describe sus ramas infinitas, sus asintotas y la
posicién de la curva respecto de ellas:

a) V b)
“T \

a) Asintotas verticales: rectas x=2 y x=4.
Posicion:
Si x =27, flx) & —o0
Si x— 2% f(x) = +o0
Six—4, flx) > —o
Si x— 4%, f(x) > +e0
Asintota oblicua: recta y = % -1
Posicién:
Si x— +oo, f(x) > %—1
Si x = —o0, flx) < %—1

b) Asintotas verticales: recta x =1
Si x> 17, f(x) = +o

Six—> 17, flx) > -

Asintota horizontal: recta x=—-2 en +oo
Si x— +oo, fix)>2

Rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez mds rdpido en —oo.
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44 Representa, en cada caso, una funcién que cumpla las condiciones dadas.
a) lz’mz_f(x) = —o03 lz'mrf(x) = 400
Jim_f) =3, ) <35 lim_fls) = +oo
b) lz’n&+ J(x) = —o03 lffg_f (%) = —o0
Jim £ =1, f&) <15 lim_f() =1, fx) > 1
c) Asintota vertical: x=1
lz’nlz_ fx) = lz’nlz+ f&) = —o0

Asintota oblicua: y=x+2

diferencia [f(x) —y] <0 si x — oo
d) lz’mpf(x) = —o0; lz’ml_f(x) = 400

Jim fx) =2, f(x) >2; lim f(x) =2, flx) <2

a) v b) Y
I
|
|
N A S O
_____|. ___________
|
|
\:
| .
!
) d)

/

45 Considera las funciones y = sen x e y = cos x definidas en el intervalo [0, 2x]. Halla las asintotas

de las funciones f(x) = ﬁ; g(x) = 1, b(x) = %

3 y sitiia la curva respecto a ellas.
cos x 2cos x

Solo tiene sentido el estudio de las asintotas verticales.

« fx) = 1 en el intervalo [0, 2x].
sen x

senx=0 = x=0, x=m, x=2n son asintotas verticales.
Posicidn:

Si x— 0%, f(x) >+

Si x>, flx) > +eo

Si x>t flx) > -

Si x> 21, f(x) > —oo
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*g(x) = L en el intervalo [0, 27].
cos x
cosx=0 > x= %, X = 32—71 son asintotas verticales.
Posicién:

Si x— %_, Z2(x) = +oo

TC+

Si x—
1 X 2

, gx) — —oo

Si x> 32—71_, 2(x) = —oo

Si x— 32_7t , 2(x) = +o0
* h(x) = 1 cnelintervalo [0, 27]
1-2cos x
1-2cosx=0 > x= %, X = 5?71 son asintotas verticales.

Posicién:

Six— %i, h(x) = —co

Six— %Jr, b (x) = +oo

Six— 53_71_, bh(x) = +oo

Si x> 57“ 5 (x) — —oo

2
46 Calcula el valor de @ paraque lim L—ISx — ax sea un numero real.
—te X+
lim (336‘2—5.96' - dx) = Ilim 3.96'2 —5x— dxz —ax - lm (3 — ﬂ) x2 — (5 + d)x
X +oo x+1 X — +o00 x+1 L, ol

Para que el limite sea un nimero real, el grado del numerador debe ser igual al del denominador. Por
tanto:

3-a4=0 — a=3, resultando ser el limite igual a —8.

4'7 Halla los siguientes limites (utiliza la calculadora).

3 X
a) lim *— b) lim X c) lim -1
X400 ,X X — 400 lnx X — 400 xS
d) fim 2Dy o £) _lim_ (0,757

3 3
a) xl{@m% =0 porque para x =100 — 15(1)(?0 =3,7201 - 10738

b) xlj@wﬁ = +oo porque para x = 10000 — % =1085,7

x 100
o) lim &1 +oo porque para x= 100 — e -1 _ 2,6881 - 1033
)x»+oo x5 porque p 1005

n(2-100+3)

d)
) A 002

X — oo

=0 porque para x=100 — =0,00053

In(2x +3)
x2
e) lm (2x—x4)=+co porque para x=100 — 2100 _100% = 1,2677 - 10%°

£) lim_(0,75x—x%) = —eo porque para x =100 — 0,75'%° ~100% = ~10000
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48 Lafuncién f(x) = X rmx"+9 es discontinuaen x=3 y x=-3.

29

Estudia el tipo de discontinuidad que presenta en esos puntos segin los valores de .

La funcién f(x) enlos puntos x=3 y x=-3 no estd definida.

3 2
o lim f(x) = lim X *9
X — 3 X — 3 x2 — 9
Si 334+ m-32+9=0, esdecir, si m=—4, tendrfamos una indeterminacién del tipo %

. , . X3 —4x% 49 . (x=3)(x*—x-3) . x*-x-3
Poruanto, sim =4l ) = T T - A s

N|»—

La discontinuidad en x =3 es evitable del tipo III.

Para m=-4 en en x=-3 tenemos una discontinuidad de salto infinito (tipo I) porque:

3 2
/l'ri_13f(x) _ 11/77_13 X —4x +9 _ —54 - 400

x*-9 0
3 2
. /7 g x> +mx”+9
S ) = fim

Si (-3 +m-(=3)2+9=0, esdecir, si m =2, tendriamos una indeterminacién del tipo %

. , 3 2 L (x+3)(x2—x+3) . x*_x+3 -5
P , -2, X +2x°+9 _ _ X —x+3 -5
or tanto, st 7 x[f»”f3 x2-9 xlf»”f3 (x+3)(x=3) xlinfa x—3 2

y tenemos una discontinuidad evitable de tipo Il en x = —3.

Para m=2 en x=3 es de salto infinito (tipo I) porque:

, o xX0+2x%+9 54
l fio = iy P20 A

Si m=—4y m=2, las discontinuidades en x=3 y x=-3 son de salto infinito (tipo I) porque el
numerador de la funcién no se anula.
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Cuestiones tedricas

49 ;Verdadero o falso? Justifica la respuesta y pon ejemplos.
a) Si no existe f(2), no se puede calcular xlz;m2 f).
b) Si no existe f(1), f(x) no puede ser continuaen x = 1.
¢) Una funcién no puede tener mas de dos asintotas horizontales.
d) Una funcién puede tener cinco asintotas verticales.

§AC))

e) Si g(a) =0 podemos afirmar que y = ~—— tiene asintota vertical.

g(x)

f) La funcién y=27* no tiene asintotas.

a) Falso. En una discontinuidad evitable de tipo III no existe la funcién en un punto pero si existe el
limite.

b) Verdadero, ya que no se cumple una de las condiciones de la continuidad.
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¢) Verdadero. Si tuviera tres o mds asintotas horizontales, dos de ellas coincidirfan por uno de los ex-
tremos del eje OX y esto es imposible porque la funcién no puede tender simultdneamente a dos
resultados diferentes.

d) Verdadero. Incluso puede tener infinitas asintotas verticales, como ocurre con la funcién y = g x.
e) Falso. Si f(2) =0, puede ocurrir que la funcién tenga una discontinuidad evitable en x = 4.

f) Falso. Porque  lim 27*= lim %: 0 ylarecta y=0 esunaasintota horizontal cuando x — +co.
— 400 — 400

50 ;Cuidles son los puntos de discontinuidad de y = E(x) e y = Mant(x)?
Son los puntos de la forma x =4 con 4 ndmero entero.
51 ]Justifica por qué no existe xlj@w sen x.

Como la funcién y = sen x es periddica, los valores que toma y oscilan cuando x — +eo y, ademds,
lo hacen sin acercarse a ningtin nimero concreto. Por tanto, el limite no puede existir.

52 ;Cuadl de estos limites no existe?:

a) lim J4-«x b) lim y4—«x
x—4" x—4*
El limite b) porque cuando x — 4*, x> 4. Entonces 4 —x < 0 y la raiz cuadrada no existe.

53 Dada la funcién f(x) = ax” + bx"1 + ... + b, justifica si son verdaderas o falsas las siguientes
afirmaciones:

a) Si a>0 y n es par, entonces xLirizw f(x) = —co.
b)Si 2>0 y » esimpar, entonces lim_f(x) = +oo.
¢)Si a<0 y n es par, entonces xlf:'f’m J(x) = —co.

d)Si 2<0 y n es impar, entonces xl_)z’;zt()(} J(&) = +o0.
a) Falso.

JJim f(x)= lim ax"=+co porque ax”>0 alser n pary a>0.

b) Falso.

Jim f(x) = lim ax"=—co porque ax"<0 alser n impary a>0.
¢) Verdadero.

JJim f(x) = lim ax"=—co porque ax”<0 alser n pary a<0.

d) Verdadero.

JJim f(x) = lim ax"=+eo porque ax”>0 alser » impary a<O0.

X — —o0

Para profundizar

54 Calcula los siguientes limites:
a) xli’izzw|2x +1| b) xli,’?,’oo (|x] +x-3) c) xli’rgw (|x + 4] + |=|) d) xll,’ztoo (Jx +2] = |=])

a) xé{l;lim [2x + 1] = x{{cnm (2x + 1) = 400

lim 2x+ 1| = lim (-2x+ 1) = +oo
X — —0 X — —0
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b) lim (x| +x=3)= lim (x+x=3)= lim (2x-3)=+o0
im (x| +x=3) = lim (x+x-3)= lim 3=-3

Q) lim (x+4|+|x]) = lim (x+d+x)= lim (2x+4) =00
lim (v 4]+ e = lim (x—4—x) = lim (2x—4) = +oo

&) lim (x+2| =)= bm (c+2-x)= lim 2=2

xéi{noo (| + 2| = |x]) = xé[(nw (x—2+x)= xé{ﬁnw 2=-2

55 Halla las asintotas de las funciones siguientes:

a)y-= 2|f|x b)y - |ix_+11|
a) ® Verticales: x =2
Posicion:
Si x—=27, f(x) = +oo
Si x—2%, flx) > —o
* Horizontales:
lim [+ = lim —*— =-1. Larecta y=—1 es unaasintota horizontal cuando x — +oo.

X — +oo 2_x X — +o0o 2_x

lim = lim — = 1. Larecta y=1 es una asintota horizontal cuando x — —oo.

e DTy Tt Dy

b)

Verticales: x =1
Posicién:

Six—>17, fx) > —oo
Si x> 1%, f(x) = +oo

e Horizontales:
2x +1 , .
lim | | = lim 2x+1 2. Larecta y=2 esunaasintota horizontal cuando x — +eo.
X — +oo X — X — oo X —
2x +1 _ , .
lim | | = lim =2x+1 _ —2. Larecta y=-2 es una asintota horizontal cuando x — —co.
X — —00 X — X—-e0 o

56 La funcién y= 2%, ;tiene limite cuando x — 0?

lim 2% = 2%

x—0
Estudiamos los limites laterales:

lim 2M% = 2% = 4oo
x—0*

lim 2V%=2-=-0

x—0"

Por tanto, no existe el limite dado.

57 Halla lm %=1
a x%&_l

(Jx+1) del denominador.

lim %=1 =0 _ Indeterminacién.

X — &_1 0
x=1 _ (c=D(x+]) _ x=D@x+1)
x=1  (x=1({x+1) x—1

. Para ello, multiplica numerador y denominador por el binomio conjugado

=Jdx+1 > lim x=1 _ limx+1=2
x— 1 x—1

1 /x—
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58 Halla los siguientes limites:

a) lim X- F b) lz’m—x_3 9] h,mix—l—?»
x—2 x-2 x-3 /4 _x—-1 x—5 x-5
, J6x+1-5 , {3x-2-5
d _x=7 L YOX+1 =5 £) lim 2X—2=>
)x”7 3x+4-5 ° J'fl—>”5*«/2x+1—3 )x% 2x+7 -5
a) lim =~ 2x _0 — Indeterminacidn.

x—2 x—2 0

x—=2x  (r=V20)(x+42%) 22 x(x=2)

x=2 (x=2)(x+42%)  (x=2)(x+y2%) (x=2)(x+42%) x+y2x
x—«/ﬂ = lim X _ 1

J('ll—>7nz X—2 _X—>2x+m _7
b) x[z_@ «/ﬂ L= Q — Indeterminacidn.
x—3 (x—3)(«/4—x+l) _ (w=3)Y4—x+1) .
= =y 1
i—x-1 (h-x—DWh-x+1) 3-x o
3 — _
lim, 1 _351—»7”3‘/4 x+1=2
c) lim*=—— = 2x-1-3 _0 — Indeterminacién.
x—5 X—S 0
2x-1-3  (2x-1-3)(2x-1+3) _ 2x-10 2(x-5) _ 2
x=5 (x—5)(W2x—-1+3) (x 5) (y2x — 1+3) (x=5W2x—1+3) 2x—-1+3
fpd2x=1=3 . 2 _1

x=5  X=5 x=52x-1+3 3
d) Iim __x=7 _ 0 _ fndeterminacién.

x~73x+4-5 0
x—7 (x=7)W3x+4+5)  (x=7){3x+4+5) (x—7){3x+4+5) 3x+4+5

Brx+d—5  (Bx+d—5)(Bx+d+5) 3x—21 - 3-7» 3
, x=7 . {3x+4+5 10
xhln74/3x+4_5 _9517”7 3 3

D/ R —— ox+1-5 _ 0 — Indeterminacién.

x—442x+1-3 0

Jox+1-5 _ W6x+1=5)({6x+1+5) (¥2x+1 +3) _ (6x —24)(y2x +1 +3) _
V2x+1-3 (2x+1-3)({6x+1+5) (2x+1+3)  (2x—8)(J/6x+1+5)

6(x 4)(y2x +1 +3) 3(«/2x+1+3)
2(x 4)(«/6x+1+5) Jox+1+5

i JOX+1=5 3(2x+1+3) 9

x—42x+1-3 x-4 [6x+1+5 5

£) lm3%=2=5 _0
x=92x+7-5 0
Bx-2-5 _ (Bx—2-5(Bx-2+5(2x+7+5) _ Bx-27)(2x+7+5) _
2x+7 - 5 (2% +5+5) (Bx—2+5)((2x+7+5)  (2x—18)(y3x—2+5)

_ 3(x-9)(W2x+7+5) _ 3(2x+7+5)

2(x-9)({3x-2+5) 2({3x—-2+5)
Iy 33X =2-5 _ .. 3W2x+7+5 _ 3
S 2x+7-5 29 2(Bx—2+5) 2

— Indeterminacién.
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2
59 Calcula las asintotas verticales de f(x) = —%—— y estudia la posicién de la funcién respecto de
Vx* -1

ellas. ;Tiene asintota horizontal?

El dominio de definicién de la funcién es la solucién de la inecuacién x2 — 1 > 0, es decir,
(=00, =1) U (1, +c0).

Las asintotas verticales son las rectas x=—1 y x=1. Solo podemos acercarnos por un lado en cada
una de las asintotas.

Posicién:
2 1
lim —%—— =~ - teo
| 0
) 2
lim = = = +o0

Veamos ahora las asintotas horizontales. Usamos la regla de los grados del numerador y del denomi-

nador.
i 2
lim = too
X —+ x2 _ 1
2
lim X = +oo
* x2 -1

Por tanto, no tiene asintotas horizontales.
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2x -5, x<3

” en los puntos de abscisas 0, 3 y 5. Disi la funcién
—X—=1/

1 Calcula el limite de f(x) = {

es continua en esos puntos.

2x -5, x<3
f()_{ -x—=7, x>3

lz'n%f(x)=2-0—5=—5
/z'n;_f(x)=2-3—5=1
){Tﬁﬁf(x)< 11’7;31+f(x)=32—3—7=—1 No tiene limite en x = 3.

lim f(x) =5*-5-7=13
x—=5
Es continuaen x=0 yen x=5. Noes continuaen x =3, porque no tiene limte en ese punto.

2 Halla los siguientes limites:

a) lz’n{) 2%-1 b) lim o ltm—2—

1
*=5/x+4 x—~4 (x — 4)2
tnox—1_o-1_ 1
a) lim?2 =2 3

b) /i 1 _1
) el X+ 4 J49 3
c) Zz 5 =+00 (Si x> 4" osi x—> 47, los valores de la funcién son positivos).
—4 (x — 4)
3 a) ; by TF L
' X N X

1 Hi

Sobre la grifica de estas dos funciones, halla, en cada caso, los siguientes limites:

lim f;  lim f);  tom f@s  lim_ )

lzm - flw)=+00
a) lzm f(x) < lzm Fx) = —oo No tiene limite en x = 3.
jinfzzf(x) =1 xé@wf(x) =0 xérﬂwf(x) = oo
b) x/z;n%f(x) =0
lzm - flo)=3

lzm f(x)< lzm f(x) 1 No tiene limite en x = 2.

lim f(x) =—

X — 400

Jim_fe) =3
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4 Halla las asintotas de la funcién f(x) = 4x 22

y estudia la posicién de la curva respecto a ellas.

x? - 2x
2
Simplificamos: A Ax y= 4x
x2 2y x-=2 x—2

¢ Asintota vertical: x =2

lim 4 ___

.., x—2"x—2
Posicion 4 , .
im —2%X -t o AN
x=2tx—2 I t-m - - - -

¢ Asintota horizontal: /im dx__ 4; y=4

x—=teo x— 2

X—>+o00, y>4
Posicién: { 7 \
x — —oo0, y<4

5 Justifica qué valor debe tomar 2 para que la funcién f(x) = {ax -2 sixsl sea continua en R.

4x —2a si x>1
ax—2 si x<l1
S0 = {4X—2ﬂ si x>1

La funcién es continua para valores de x menores que 1 y mayores que 1, porque ambos tramos son
rectas.

Para que sea continua en x = 1, debe cumplirse: [z’ml fl)=£(1)
f(Q)=a-2

/z'nlz_ fl)=a-2
:glfi f < /z’;'}11+ flx)=4-2a

Para que exista el limite, debe ser: a—2=4-24 — 3a4=6 — a=2

3
6 Halla el limite de f(x) = % =% _
x*—5x+6
formacién que obtengas.

cuando x — 35 x — 25 x — +005 x — —oco y representa la in-

x> -3x* _ 0

T 56T 0

Simplificamos: (xx_zg(; 3_)3) = xx_zz

lim x’zcs__si)fG = jim, xx_zz =9

lim_ f(x)=—co \
I I <y g 1
x—2* |

o Jim X0 —3x? = Ilim 5 = too

xodeo w2 _Sx 4 X x =2
o lim =y

X — -0 x2_5x+6 x——e0 x 7
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7 Representa una funcién que cumpla las siguientes condiciones:

a) lz’r_n2 flx) =—c0 b) lz’r_n2 . J(x) = 400 c) xlf@w fx) =0 d) xlj’q& fx) =2

Y

B

2

3
8 Estudia las ramas infinitas de f(x) = 2x 7 y sitiia la curva respecto a su asintota.
x°+

No tiene asintotas verticales porque x2+420 para cualquier valor de x.

3 3
No tiene asintotas horizontales porque /im 2" e y lim 27 _
X — 400 x2 + 4 X — —o0 xz + 4

Tiene una asintota oblicua, porque el grado del numerador es una unidad mayor que el del denomina-

dor.
2x3 x2+4
—2x3 _ 8x 2x
—8x
253 8x 1 7
= =2x— /
Y x*+4 X2+ 4 /

Asintota oblicua: y = 2x /

X — + oo curva < asintota K

Posiciéon <<_

X — —oo curva > asintota Y
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Movimiento de una particula

Un investigador, para estudiar el movimiento de una particula, la ha iluminado con destellos de flash
cada décima de segundo (0,1 s) durante cuatro segundos. Esta es la fotografia a tamafio real:

1. Aproxima la velocidad de la particula en el instante #=2s hallando su velocidad media en los
intervalos [2; 2,5] y [2; 2,1]. Para ello, toma medidas sobre la fotografia.

2. Calcula las velocidades medias anteriores tomando valores sobre la ecuacién del movimiento de

dicha particula: s= %(ﬁ - 823 +18¢?)

3. Halla ahora las velocidades medias en los intervalos [2; 2,001] y [2; 2,000001] tomando de nuevo
valores sobre la ecuacién del movimiento de la particula. ;Podemos considerar que esta tltima
velocidad media es muy parecida a la velocidad instantinea en #=2s?

1. La distancia que separa los puntos en los instantes =2 y #=2,5 esde 12,5 mm, luego la velocidad es:

125 _ 25 mm/s = 0,025 m/s
0,5
La distancia que separa los puntos en los instantes =2 y 7r=2,1 esde 3,5 mm, luego la velocidad es:
3,5 =33 mm/s = 0,035 m/s
0,1
2. ;1=%(24—8-23+18~22)=12 132812
N 7;1:3’()—5_:2,56
:2:%(2,54—8-2,53+18-2,52)=13,28 ’
=iz 12,37 -12
- =;=3,77
5=1@19-82,19418.2,19-1237[ 701
> =12 12,003997 - 12
- VYIS T L N
54=2(2,0014-8:2,001° +182,001%)=12,003997 v 0,001 3997
51 =12

_, - 12,000004 12
55 = %(2,0000014 —8-2,0000013 +18-2,0000012) =12,000004 0,000001

Si podemos considerar que esta Gltima velocidad es muy parecida a la velocidad instantdneaen #=2s
porque el intervalo de tiempo transcurrido es tan solo una millonésima de segundo.
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Hazlo ti. HallalaT.V.M. de y= yx—1 en [1,2], [1,5] y [1,10].

T.VM.[1,2] = - A1) = {1-40 =1

2-1 1
CfO-A) fE0
TVM.[1,5] = S5 - 22 -
Cf10-A) oo
T.VM. [1, 10] = T0-1 =~ =3

1 ;Verdadero o falso?
a) La T.V.M. mide el crecimiento medio de una funcién en un intervalo.

b) Si f es creciente en [a, b], suT.V.M. en ese intervalo es positiva, y si es decreciente, su T.V.M.
es negativa.

¢ SilaT.V.M. de fen [a, b] esO, significa que f es constante en [a, b].
a) Verdadero.

b) Verdadero. El signo de la T.V.M. depende solo del signo del numerador. Si f es creciente f(4) > f(a),

luego el numerador es positivo. Si f es decreciente, f(6) < f{a), luego el numerador es negativo.

c) Falso. Solo podemos afirmar que f{a) = f(4¢). Esto no quiere decir que sea constante.

2 Halla la T.V.M. de la funcién y = x> — 8x + 12 en los siguientes intervalos:
(1,2], [1,3], [1,4], [1,5], [1,6], [1,7], [1, 8]

TV, [1,2] = LB _0-5 _ ¢

2-1 1
_fB-A) 3.5
TVM. [1,3] - L5 -0 -y
CfA-A) 45
TVM. [1,4] - L2 =222 3

-1 3_5
TVM.[1,5) = === = =2

v (1,6 - L9 _0-5 _

6-1 5
-1 55
TVM.[1,7] = =% -0

VM. [1, 8] - L&A _12-5

8§-1 7
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3 HallalaTV.M. de y= x% —8x + 12 en el intervalo variable [1,1 + h].

Comprueba que, dando a h los valores adecuados, se obtienen los resultados del ejercicio anterior.

_ b - A (1+h)?-8(1+h)+12-5 h2_6h _h(h-0)

T.VM. [1, 1 + h] A 0 o 0

=h-6

Dando a h los valores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 se obtienen los resultados del ejercicio anterior.
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4 En la grifica, en verde, de la funcién y = f(x) adjunta, se han sefialado cinco puntos: 4, B, C,
Dy E.

En cada uno de ellos est4 trazada la recta tangente, cuya pendiente se puede calcular.

Expresa los resultados utilizando expresiones del tipo:

fla)=...

Por ejemplo, para el punto B:

f-3) = ...
PUNTO PENDIENTE
A Fe8) -2
B fe3)=+
c F1y=-1
b OREE
E £10) =2
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B Obtencion de la derivada a partir de la expresién analitica
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Hazlo ti. Halla la derivada de y = o 3 5 en los puntos de abscisas 1, -1y 5.

e flxh)— AD)
SO = fom =

__ 3 3

f(1+h)‘1+h—2‘h—1
__3 __
)= T 5= 2

_ 3 5 _ 3h
f(l+h)—f(1)—h_1 (3)_—h—1

3h
SA+h)-A1D _ho1_ 3
h " h h-l

_ 3 __
FQ) = Jim 2 =3

f( 1+h)— f(-1)
flen - )

.3 3
Sl ==

3
=55+

_ 3 (1__h
fielah)= =22 - D=Po

h
Sl - f-1) ho3 g

h h h-3

TV S §
SN = fimg—5=-3

f(5 + h) £5)

* f5) =

__ 3 3
f(5+h)_5+h—2_h+3

_ 3 _
f0) =575+
_ -h
S+ f<5)_h+3 1_h+3
-h

fG6+h)-f5 he3 1

h " h  h+3

sy o o1\
ro)= i (1

UJ|»—
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2
Hazlo ti. Halla la derivada de y = % + 7x en los puntos de abscisas 0, 1, 2, 3, 4y 5.

(x+h)?

fx+h)= 3

+7(x+h)=x—2+xh+h_2+7x+7h
2 2
fle+h) - flx) = x?z+xh+h72+7x+7h—(x72+7x>=xh+h72+7h

h2
flc+h) = flx) xh+T+7h )
b = b —x+5+7

Sl +h)— flx)
h

= lim <x+£+7>:x+7
h 2

—

f16) = lim
FO)=0+7=7 f()=1+7=8  f@=9  fG)=10 fd=11  f(5)=12

1 ;Verdadero o falso?

a) La derivada de una funcién, y = f(x), en x=a es la pendiente de la recta tangente a la gréfica
de la funcién en ese punto.

b) f'(3) = 0 significa que la tangente a la grificade y = f(x) en x=3 es paralela al eje X.

©) Sif'(2) > 0, entonces f es creciente en el punto de abscisa 2.
a) Verdadero.
b) Verdadero. La pendiente de la recta tangente en x =3 es cero, luego la recta es horizontal.

¢) Verdadero, debido a la inclinacién de la recta tangente a f en ese punto.

2 Halla la derivada de y = % en el punto de abscisa —2.
f(=2+h)- f(-2)
h

f'e2) = lim

_ 1 1_-2+h+2 __ h
S 2= f(2) = e 2(02+h) 2h—4

h
240 -f2 . R4 . 1 1
h i S el i X s

rea- o,

3 Halla la derivada de y = —2x + 4 en los puntos de abscisas -3, 0, 4 y 7. Explica por qué obtienes
en todos los casos el mismo resultado.

f=3+h)— f(-3)
h

°f’(—3)=hlz;m0
F(B+h) —f(-3)=2(3+h)+4-10=6-2h—6=—2h
(3) = lim =20 __

Fed = -

o f)=f0)
Fo- in FETE

F(B)—f(0)=—2h+4—4=—2h

0) = lim =2h __
£ i -
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o rnay g SH+h) - f(4)
i o TS

Fh+h)—f4)=-2(4+h)+4—(-4)=—-8—2h +8=-2h

4) = lim —2h __
i - i o

f7+h)- A7)

A —

f(7+h)—f(7)=-2(7 +h) +4—(-10) =14 - 2h + 14 = -2h

T
f 0= fm===2

Como la funcién es una linea recta, crece o decrece siempre de la misma forma y al ser la derivada una
forma de medir el crecimiento de una funcidn, esta debe valer lo mismo en todos los puntos.

4 Halla la derivada de y = 3x? —5x + 1 en los puntos de abscisas -2, -1, 0, 1,2, 3,4,5y6.
Calculamos la derivada de forma general y la evaluamos en cada uno de los puntos pedidos.
o faeh) - i)
1) = i S =
fx+h)-f(x) =3(x+h)?-5(x+h) +1 -(Bx*-5x+1) =
= 3x2 + 6xh + 3h2 = 5x— Sh + 1 — 3x% + 5x— 1 = 3h? + Ghx - Sh

2
fmo=g%§£;ﬂﬁ£:ﬂl=$@§m+6x-ﬁ=6x_5

h
fi2) =-17
f(=1) =11

£ =-5
F)=1

=7
£'3)=13
fi4)=19
£'5)=25

£1(6) =31
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E Funcidon derivada de otra
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y=f+5
1 ;Verdadero o falso?

Las rectas tangentes en un punto cualquiera, x, alas grificasde y=f(x) e y=f(x) +5
son paralelas.

=1

Eso significa que las dos funciones tienen la misma funcién derivada. X,

Verdadero, porque al ser paralelas las rectas tangentes en cualquier punto, deben tener la misma pen-
diente en todos los puntos.

2 Halla la derivada de f(x) = x%Z y; a partir de ella, calcula f'(4), f'(-1), £'(1) y f'(5).

3 3 x—2—-x—-h+2
Sl +h)— flx) _ x+h—2 x-2 _3. (x+h-2)(x-2) _ -3
h h h (x+h-2)(x-2)
o fesh- ) 5
S = fim, h = @+h-2)(x-2) (x-2)2
4y = =3
f@-=
(1) = =L
S 3
f'1)=-3
(5) = =L
f'6) = 3

3 Halla la funcién derivada de f(x) = yx—3 y calcula las pendientes de las rectas tangentes a la

curva en los puntos de abscisas x=4 y x=7.

Slx+h)— flx) _ Jx+h-3-Jx-3 A Wx+h—-3—-yx-3)(Wx+h-3+x—3) _

h h h({x+h=3+{x-3)
_ x+h-3—(x-3) _ 1
h(/x+h-3+yx-3) Jx-3+Jh+x-3

v g Saerh) = fly 1 1

f(x)_hl% h _f{%«/x—3+«/h+x—3_2«/x—3

4y - L

f-1

7y - L

f'7) = i

4 Halla la funcién derivada de f(x) = x° + x2.
fle+h) = fx)  (x+h)?+x+h)? (P +x%)  x3+3hx?+3h%x+h3 + h2+ 2hx + 52 — 2% — &2
h - h - h

_ 3hx?+3h%x+h3+h?+2hx
- h

=3x2+3hx+h?+h+2x

Sl +h)— flx)
h

(%) = lim = lim (3x% + 3hx + h? + h + 2%) = 3x2 + 2x
h-0 h-0
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5 En la férmula que sirve para hallar la ecuacién de la tangente a la curva y = f(x) en un punto

y=f(a) + f(a)(x-a)
di el papel que desempefia cada una de las letras que intervienen. La x es la variable indepen-

diente, ;de qué funcién?
a es la abscisa del punto en el que se halla la recta tangente.

fla) es la ordenada de dicho punto.

f'(a) esla pendiente de la recta tangente o, también, la derivada de la funcién en el punto de abscisa a.
x es la variable independiente de la recta tangente.

y es la variable dependiente de dicha recta.
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E Reglas para obtener las derivadas de algunas funciones
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3 3/ 4
1 Calcula: 2) D) b) D(%) 9D(x)  §DE) o D(iﬁ;za)
X
a) D(x°) = 5x4

b) D(b) D )=—2x="2

X3

0 D(3«/§)=D(x1/3)=%x(“3)‘1=lx‘2/3= 1

3 33
3[2) - D(y23y_ 2, 213)-1_2 ~1/3__2
d) D(x2) = D) Zx R
3 X312 543 5/16) _ 5, (5/6)=1_ _5
C) D( xz —DT —D(X )-Zx —ﬁ
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Hazlo ti. Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:
a) f(x) = Sx%—2x% +3x-7 b) g(x) = {5x — 3% c) h(x) = 3x
R

Q) f(x) =5 - 4x> =2 2x+3=20x> —4x + 3
b) g(x) = V5 e = 3 = 5 5112 - 33 403

vy 2 1 3z 4.as_ 5 4335
g(x)—ﬁzx B3x Y N\ Vx

3x ~4/3
c) hix) = =3x
x2 X1/3

) 4 _ 4 4
b (x) = 3'<—§>X 7/3=—ﬁ=—x23‘/§

Hazlo tu. Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:

_ 5% _x*-3x+1 X -5x%+2x -1
a) f(x) = 125 b) g(x) = Pir_3 c) h(x) = -

2) flx) = %(5%%1—;562596

' _L x _/n625 X

f(x) = 125625 n625= 25 625

) (2x=3)- (X +x—-3)—(x*=3x+1)-(2x +1) =2x3—x2—9x+9—(2x3—5x2—x+1) _ 4x?—8x+8
(x?+x—-3)? (x*+x-3)2 (x*+x—3)*

b) g'(x)

) /7(x)=x2—5x+2—l
x

h'(x) = 2x—5 + Lz
X
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Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:
2 fx) =5x% + 7x-2x

1 1
L _jox+7-L
24x Jx

f)=5-2x+7-2-
3 f(x) = 32> . €*
f(x)=6@€xzﬁx3/2€x

fx) = «B(%x“zex+x3/ze")=B(%‘/;fxﬂf xé’x) = m"x(%”‘)

4 f)- cox

1 écosx
9=

f,(x):L‘(excosx—exsenx)2x—excosx2"ln2:L.excwx_exsmx_exmsxlnz:
24 (2%)2 Y 7%

1 e* (cos x — sen x — In 2 cos x)

24 2%

5 fx)=x-3"-1gx

f'(x)=3x'tgx+x-3xln3-tgx+ x.fx
cos” x
log, x
6 flx) = —=—
x
1.1 1
=.——.x—lonyx-1 ———log, x
() = X_In2 In2 1- In2log, x
6= : 2

X x2n2

3
7f(x)= 2x —2x+3
x
5.3 1 -2
f(x)=2x—;+?=2x—5-;+3-x

)= 2+%+3~(—2)x‘3=2+%—%

2
8 fx)= X +L
= x*-1

(x*—1)2 (x%2-1)2 (x%—1)2

9 f(x) = (arc sen x)(x + 3)

f’(x): 2x(x2_1)_(x2+1)2x=2x3_2x_2x3_2x_ _4X

f'(x) = 1 (x+3)+(arcsenx)-1= x+3 +arc sen x

1—x2 V1-x?

10 f(x) = arc sen x

cos x

L osx— (arc sen x) (—senx)  —E5X_ cos x + (arc sen x) sen x

flx) = /1-x V1—x? =6052x+m(¢rcsenx)smx
cos? x cos® x V1= x? cos’x
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11 f(x) = 225

X

B
fe) =5

£ =—§sx + %sxm:sxxln%

X
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Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:
12 f(x) = sen ?=5x+7)

F'(x) = (2x = 5) cos (x* = 5x +7)
13 f(%) = ¥(5x +3)? = (5x + 3)%/3

' 2 -1/3 10
==(5 3 N pum—
fx) 3(9€+ ) 335 3

14 f(x) = sen® <3x + %)

(O0%)'=20
D(senz (3x+%>)= (sen0)' =cos O
(3v+%) =3
"(x) = T ). 3= T T
f'(x) = 256n<3x+ 2>cos<3x+ 2) 3 636n<3x+ 2>cos<3x+ 2>

También, usando la férmula del seno del dngulo doble, podriamos dar el resultado de esta otra ma-
nera:

f'(x) = 2sen <3x + %) cos <3x + %) -3 =3sen (6x + 1) =—3 sen 6x

2
15 F(x) = loix
_ 2logx o 2(1=In10log x)
e = x = f@- x%In10

16 f(x) = cos 3x—m)
f'(x) = =3 sen (3x—m)

17 f(x) = y1+2x

N 1
FO=

18 f(x) =xe>*!

f'(x) — €2x+1 +x€2x+1 _2=€2x+1 (1+2.X‘)

n(x* +1)

19 f(x) = “ﬁ
—x
_ 2x«/1—x2605(x2+1)+[xsen(x2+1)]/«/1—x2: 2x (1= x2) cos (x2 +1) + x sen (x* +1)

A - -2
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B Utilidad de la funcidn derivada
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Hazlo tu. Halla las rectas tangentes a y = x> — 2x? paralelasa y = —x.
Buscamos las rectas de pendiente —1:

F) =x3-2x2 > f(x) = 3x% - 4x

La ecuacién f'(x) = -1 nos proporciona las abscisas de los puntos en los que las rectas tangentes son pa-
ralelas a la recta dada.

f)=-1 - 3x2—dx=-1 - 3x2—4x+1=0 - x1=%, Xy =1

3 2
1 1) (1), (1) s s 4
¥=3 - f(3>—<3> 2 <3> 27 — Recta tangente y=-1 ( 3) 57 -y x+27

x=1 —>f(1)=13_2.12=_1 — Recta tangente y=—1-(x-1)-1 > y=—x
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Hazlo tu. Halla los puntos singulares de y = 2x> — 3x? — 12x + 3 y determina los intervalos donde
crece o decrece.

Resolvemos la ecuacién f"(x) = 0:
fl(x) = 6x2—6x—12
F)=0 = 6x2—6x=12=0 - x2—x-2=0 = x=-1, x,=2
f(1) =2(-1)3 = 3(-1)> = 12(-1) + 3=10 — (=1, 10) es un punto singular.
f(2)=2.22-3.22-12.2+3=-17 — (2,-17) es otro punto singular.
Teniendo en cuenta las ramas infinitas:
xéﬁnmf(x) = xéinm (2x3 = 3x2 = 12x + 3) = +o0
xé@of(x) = xéi(nw (2x3-3x% - 12x+3) =—

Tenemos que los intervalos (oo, —1) y (2, +o0) son intervalos de crecimiento. En el intervalo (-1, 2) la
funcién decrece.

Pagina 314

1 Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica de la funcién y = x*— 2x— 3 en los puntos
de abscisa -1, 0y 2.

F)=xt—2x-3  fl(x)=4x3-2
s f(-1)=6 f'(-1)=-6
La recta tangente en x=-1 es y=—06(x+ 1) + 6, es decir, y=—06x.
< f0)=-3 f(0)=-2
La recta tangente en x=0 es y=-2(x—0) — 3, esdecir, y=-2x-3.
cf2=9 f(2)=30
La recta tangente en x=2 es y=30(x—2) +9, esdecir, y=30x-5I.



Unidad 12. Derivadas NNTNSAC HILLERATO

Matematicas |

4
2 Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la grifica de la funcién y = xz —2x% + 3x cuya pen-
diente sea 3.

Para que la pendiente de la recta tangente sea 3, debe ser f'(x) = 3.
f'(x) =x3—4x+3

f)=3 > x3-4x+3=3 > x(x*-4)=0 = x,=0, x, =2, x3=—-2 son las abscisas de los puntos
en los que la pendiente es 3.

x;=0 — f(0) =0 — Larecta tangente es y = 3x.
=2 — f(2) =2 — Larectatangentees y=3(x—2) + 2, esdecir, y=3x—4.
x3=-2 — f(-2) =-10 — Larecta tangente es y = 3(x + 2) — 10, es decir, y=3x—4.
3 Halla el valor médximo de la funcién y = —x% + 12x + 3 en el intervalo [0, 3] y en el intervalo
[-5, 3]. Halla el minimo en cada uno de esos intervalos.
Calculamos primero los puntos singulares de la funcién:
f'(x) = —3x%+12
F)=0 > 3x2+12=0 - x,=-2, x,=2
¢ En el intervalo [0, 3] evaluamos:
f0)=3 f2=19 f(3)=12
El maximo se encuentraen x =2 y vale 19.
El minimo se encuentraen x =0 y vale 3.
* En el intervalo [-5, 3] evaluamos:
f(=5)=68 f(-2)=-13 f(2)=19 f(3)=12
El méximo se encuentra en x=-5 y vale 68.

El minimo se encuentra en x=-2 y vale —13.

4 Halla los siguientes limites aplicando la regla de L'Hoépital:

2
lim % -5x+6
2) xt—'mzx2+3x—10
, 5x
b) :gz—% tg 3x
c lim log x

m

a) I 962—57:”6_(2): i 2%=5 _—1

¥=2 x243x—10 \0/ «x-22x+3 7
b) lim 2% =(2)=1' 5 5
)x% tg 3x o)< (1+tg23x)3 3
p 1.1
o dogx oo x Inl0 _ 11
) xl—l’@w x +00 _xér*r”w 1 _x£'+°° x nl0
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E Representacion de funciones
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1 Representa estas funciones:
a)y=2x>—3x2-12x+8 b) y = —3x% + 423 + 3652 - 90 Q) y=x*+4x3
Q) i) =6x2—6x—12=0 — x;=-1, x,=2

AV

Miximo en (-1, 15).

Minimo en (2, —12). [ Y

b) f'(x) = —12x3 + 12x% + 72x = —12x (x> —=x—-6) = 0

pAUY
x=0 L
141424 115 x=3 -
R T e
4 | A
Miximo en (-2, -26) y en (3, 99). / _:}

Minimo en (0, —90).

2
[y

=0
c) f'(x) =4x3 4+ 12x2 = 4x%(x+3) =0 <z=—3

Minimo en (-3, -27).

1Y)

o
D
\\\

Punto de inflexién en (0, 0). /
0 = e d)-0 < "0 2 ‘
f@=0 = Peed)=0 <77 \

Puntos de corte con los ejes: (0, 0) y (-4, 0).
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2 Representa las siguientes funciones racionales, siguiendo los pasos de la pigina anterior:
_ x*+3x+11 _ x?+3x _ X
a)y= x+1 b)y= x+1 9= x2+1
2 2
dyy=—1_ o)y X2 £)y o =1
)y 22 +1 )y x?-2x )y x?
2) f(x) = (2x +3) (x+1) = (x* + 3x +11) _ 2x2 + 2x+3x+3+3—x*—3x—11 _
(x+1)2 (x+1)2
x2+2x—8 1>
=X TEED 20 > x;=2, xy=—4 -
(x+1)2 ! ; g
N=A
Miximo en (-4, —5). Minimo en (2, 7). 2
8 4 ' 4 Q
Asintota vertical: x = -1 - 10
Asintota oblicua: y=x+2 ‘l 0
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b) /() = (2x+3) (x+1) = (x? + 3x) _ 2%+ 2x+3x+3—x2—3x _ x*+2x+3 20 2

(x+1)2 (x+1)2 (x+1)2 1.

Puntos de corte con los ejes: (0, 0) y (=3, 0)

[«=}

Asintota vertical: x=—1

(=}

Asintota oblicua: y=x+ 2

= 5 x=
(x*+1)2 (x*+1)2 (x*+1)2 T — T |

2 —x2. 3 3
c)f'(x)= 2x(x”+1)—x 2% 23 +2x—2x0  2x x=0

M

Minimo en (0, 0). 4D

Asintota horizontal: y =1

d) f'(x) = ﬁ — x=0 :

Miximo en (0, 1). 41 h

Asintota horizontal: y=0

o) f1(x) = 2 (x? —2x)2—(x2 +22) (2x-2) _ 253 — 42 —22x3 +2;c2 —4dx+4 _
(x* —2x) (= —2x)

x,=0,73
xy=-2,73 a4

(x? — 2x)2

_2x* —dx+ 4 _ _ﬂ_
0 - x="55 - <

Miximo en (0,73; =2,73). =
Minimo en (-2,73; 0,73). 7 RS D | 4

Asintotas verticales: x=0, x=2

IS

[—
\)

—

Asintota horizontal: y=1
f) * Dominio = IR — {0}
 Asintota vertical:

2
lim X =1
x—0" X
2 _

=—0Q

x =0 es asintota vertical

lim % 21
x — 0+ X

= —0Q0

* Asintota horizontal:

x? -1 1 . ;
y="—5—=1-—5 y=1 esasintota horizontal
X X

Cuando x — —oo, y<1; ycuando x — +e0, y< 1.
Por tanto, la curva estd por debajo de la asintota.

* Puntos singulares:

£ = 236'962—(962—1)'236: 2x3 — 23 + 2x _2x _ 2

x4 x4 X4 x3 )

f'x) =0 — f(x) no tiene puntos singulares

Observamos que f'(x) <0 si x<0; yque f'(x) >0 si x>0.

Luego la funcién es decreciente en (— o, 0) y es creciente en (0, +oo).
* Cortaal eje X en (-1, 0) y (1, 0).
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Ejercicios y problemas resueltos
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1. Funcidn derivada a partir de la definicién

Hazlo tu. Dada f(x) = xxT’ halla f'(x) aplicando la definicién.

_ x+h  x _(+h)x+D)—x(x+h+1) 2ixs+he+h-x2—xh—x _ h
Sorb) =f0) = T T (x+h+l)(x+1) (x+h+1)(x+1) T rh+l)(x+1)
Slx+h)— flx) :
N1 x+h)—flx) . (x+h+])(x+1) 1 1
f169 = fim, h = h T TR G D) e D)2

2. Reglas de derivacién
2
Hazlo ti. Halla f'(x) siendo: f(x) =ln<x+1>

X

f(x):2/n%=2[ln(x+l)—lnx)]

f’(x)=2(%-1—l)= 2

X+ x)  xlx+1)

3. Ecuacion de la recta tangente en un punto

3n

Hazlo tu. Halla la ecuacién de la recta tangente a f(x) = 7gx en x = Vi
3m)_,, 3m__
EAREES
F)=1+tg’x > f (%) =2 (pendiente de la recta tangente).
La ecuacién de la recta tangente en x = 34—n es y = 2<x - 3771) —1, esdecir, y=2x— in -1
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4. Recta tangente paralela a una recta

Hazlo tu. Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva f(x) = 3x% — 4x que sea paralela a la recta
2x—-y+5=0.

Despejando y en la ecuacién de la recta dada, podemos obtener su pendiente.
y=2x+5 — Lapendiente de la recta es 2.

Las abscisas de los puntos en los que la recta tangente es paralela a la recta anterior son las soluciones de la
ecuaciéon f'(x) = 2.

f'(x)=6x—4 — 6x—4=2 — x=1 esel punto en el que la tangente y la recta dada son paralelas.

Finalmente, como f(1) = -1, la recta buscadaes y=2(x—1) -1, esdecir, y=2x-3.
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8. Puntos de tangente horizontal
Hazlo tu. Halla los puntos singulares de la funcién f(x) = x> — 6x? y di si son mdximos o minimos.
Hallamos las abscisas de los puntos singulares resolviendo la ecuacién f'(x) = 3x2 — 12x:

F)=0 > 3x2—12x=0 — x,=0, x,=4
Calculamos las ordenadas de estos puntos:

£O)=0 f(4)=-32
Los puntos singulares son (0, 0) y (4, -32).
Ramas infinitas:

lim (x3—6x?%) = +00 — (4, —32) es un minimo.

X — 400

xl_)z’@o (x3 - 6x2) = -0 — (0, 0) es un maximo.

6. Coeficientes de una funcién que tiene puntos singulares
Hazlo ti. Halla & y ¢ de modo que la funcién f(x) = x> + bx? + ¢ pase por (1,0) y f'(1) = 5.

Si f pasa por (1, 0), entonces (1) = 0.
Ptb-1240=0 > c=0
f(x) = 3x% + 2bx
f(1)=5—>3-1242b-1=5 > b=1
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7. Intervalos de crecimiento y de decrecimiento

x2

Hazlo tu. Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcién f(x) = 3

Dom =R - {2}

2x2-x)—x*(-1) 4y —x?
2-0%2  (x-2)?

1) =

2
flx)=0 — L’Czw — 4x—x2=0 = x,=0, x, =4
(x—2)
Estudiamos los signos de f* dentro del dominio de definicién en los intervalos cuyos extremos son los
puntos singulares.

f'<0 . f'>0 . f'>0 f'<0

\0/2/4‘\

Por tanto, f crece en (0, 2) U (2, 4) y decrece en (—oo0, 0) U (4, +oo).

8. Problema de optimizacién

Hazlo tu. De todos los rectingulos de 36 m de perimetro, halla las dimensiones del que tiene la
mayor superficie.

Llamamos & y h alabasey ala altura del rectdngulo, respectivamente.

Como el perimetro es 36, se tiene que 26 +2h =36 — h=18-4
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Buscamos el rectingulo de drea mdxima:
A=0bh=56(18-10)

Hallamos los puntos singulares:
A'=0 > A'=18-2b=0 - b=9

Estudiamos si el valor obtenido es un méximo:

A'>0 A'<0

0o _~—7 9 T~

Por tanto, para b =9 el drea es mixima.

Calculamos h: h=18—-9 =9 y obtenemos el drea maxima A4 = 81 m?.
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9. Estudio y representacion de una funcién polinémica
Hazlo tu. Estudiay representa esta funcién:
f@) =14+ (x-3)3

* Por ser una funcién polindmica, su dominio es IR, es continua y no tiene asintotas.
* Ramas infinitas:

L 1+ (x— 3)3] = +o0

Jim [ (=37 = oo
* Puntos singulares:

£/(x) = 3(x—3)?

f)=0— 3x-3?%=0 = x=3

Como f(3) =1, el punto (3, 1) es el tnico punto singular.
* Crecimiento y decrecimiento:

Como f'(x) = 3(x—3)?>0 paratodo x= 3, la funcién crece a ambos lados de x =3 y no es ni maximo
ni minimo.

* Cortes con los ejes:
x=0 = y=-26
9=0 > 1+(x=3°=0 > (x=3)°=-1 > x=2

e Grifica:

W O\ GO

-8 64 — 2 4 6 8X

\S)

S

-8
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10. Estudio y representacién de una funcién racional

Hazlo tu. Estudiay representa esta funci6n:

_ 2x*+8
f(x)——xx

* La funcién no estd definidaen x=0 — Dom =R — {0}
* Asintota vertical: x=0

Posicién:

Si x>0, flx) > —o

Si x—= 0%, f(x) =+
* Asintotas horizontales y oblicuas:

Como el grado del numerador es una unidad mayor que el grado del denominador, tiene una asintota
oblicua. Dividimos:

fx) =2x+ 8 Laasintota es y=2x
x
Posicion:

Si x—=—o0, fl)—y= % < 0. Curva bajo la asintota.

Six—> +oo0, flx)—y= 8 - 0. Curva sobre la asintota.
x
* Puntos singulares:
2 _
fl=228
x
' _ 2X2 -8 _ 2 _ - =
f)=0—> =220 > 2x"-8=0 > x=-2, x=2
x
f(=2) =-8, f(2) = 8. Por tanto, (-2, —8) y (2, 8) son los puntos singulares.
* Crecimiento y decrecimiento:

f'>0 f'<0 . f'<0 f'>0

/_2/0\2/

* Cortes con los ¢jes:

No corta al eje OY.

_ 2x2 -8 _ 2, q_ : ., .
y=0 — 5 =0 > 2x"+8=0 No tiene solucién (no cota al eje OX).

x
e Gréfica:
_ 2x*-8
y 2
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11. Funcidn derivada de funciones definidas “a trozos”

Hazlo tu. Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:

x? .
a)f(x)=[7_1 s1 x<4
2x-5 si x24

x*+3 si x2-1

b) g(x) = {3—x si x<-1

2) Llamamos £(x) - %2_1 y A6 =2x=5
Ambas funciones son continuas.
fid)- 472 _1-3
A@=24-523

Como ambas coinciden, la funcién es continua en x = 4.

frl(x)=% - f'1(4)=2

Como coinciden, la funcién es derivable en x=4 y f'(4) = 2.
f’z(x)=2 - f’2(4)=2

X

La funcién derivada es f'(x) = {?

si x<4
2 si x24
b) Llamamos g;(x) =3 —x y £(x) =x2+3
Ambas funciones son continuas.
s1(=1)=3-(-1)=4
ED)=(-1)%+3=4

} Como ambas coinciden, la funcidn es continua en x = —1.

g1x)=-1—> g1 (-1)=-1

, , Como son distintas, la funcién no es derivable en x = —1.
gh(x)=2x = gh(-1)=-2

—1si x<-1
La funcién derivada es g'(x) =

2x si x>—1
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12. Parametros para que una funcidn sea continua y derivable
Hazlo tu. Calcula 2 y b para que las siguientes funciones sean derivables en los puntos que se

indican:

ax*+1 si x<2
= =2.
2 f® {4x—b six>2 o

b) g(x) = {a—x si x<-3 en x=-3.

X +bx si x=-3

a) Llamamos fi(x) = ax? + 1 y £(x) = 4x— b.
Ambas funciones son continuas.
Para que f(x) sea continuaen x =2, se debe cumplir que f£(2) = /(2).
fi(2)=4a+1

£(2)-8 b}Portanto: 4a+1=8-4
£(2)=8—
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Para que f(x) sea derivable en x =2, se debe cumplir que f',(2) = f'5(2).
f,I (x) =2ax — f,I (2) =4a L 4 4
=4 > fH2)-4 uego 4a =

Resolvemos el sistema resultante:
4a+1=8-0 L b3
—> =1, =
ba=4 “
b) Llamamos g|(x) =a—x y g(x) = x2 + bx
Ambas funciones son continuas.

Para que g(x) sea continua en x = -3, se debe cumplir que g;(-3) = 2,(-3).

gl(—3)=ﬂ+3
0(3)=9-3b Por tanto: 2+ 3=9-3b
,(=3)=9-

Para que g(x) sea derivable en x=-3, se debe cumplir que g';(-3) = ¢',(-3).

g'l(x)=—1 - g'l(_3)=_1 . 1 .
gh(0)=2x+b > g, (-3)=—6+b uego —1=—6+

Resolvemos el sistema resultante:

a+3=9-3b o b5
—1=-6+5b —a= b=
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Ejercicios y problemas guiados
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Derivadas sobre la grafica

Observando la grdfica de esta funcion y = f(x):
Y
4

2

-2 246§\X

a) Hallar el valor de f'(-2), f'(3), f'(6).
b) ;Para qué valores de x es f'(x) < 0?

a) f'(=2) = 0 porque es constante en las proximidades de x = 2.

f'(3) =0 porqueen x=3 hay un minimo.
—5x +40
3

b) f'(x) <0 en (1, 3) U (5, +e) porque la funcidn es decreciente en estos intervalos.

5

con pendiente — 3

f'(6) = —% porque la grafica es la recta y =

Funcién polinédmica
Representar una funcién polindmica sabiendo que lim_f(x) = —co, que sus puntos de tangente ho-

rizontal son (0, -3) y (3, 2), y que corta al eje X soloen x=2 yen x=>5.
T

X

| ‘: | /
}7 /

Triangulo rectangulo de drea maxima

De todos los tridngulos rectingulos cuyos catetos suman 12 m, hallar las dimensiones del que tiene el
drea mdxima.

Supongamos que @ y & son los catetos del tridngulo rectdngulo: 2+ 6=12 — b=12-a.

El 4rea del tridngulo es el semiproducto de la base por la altura, luego:

_ab_a(12-4a)
A= 2 2

Para hallar el drea médxima, calculamos los puntos singulares: A'=0 — A'=6-2a=0.

Veamos si 2 =06 es un mdximo:

A'>0 . A'<0

0o _— 6 T~

En efecto, lo es. Por tanto, si @=6 y b=12 -6 =06, se obtiene el tridngulo rectdngulo de drea méxima.

La hipotenusa es V62 +6%2=642.
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4. Grafica de la funcidn derivada

Esta es la grdfica de f', funcién derivada de f ¥ 7

a) Obtener f'(0), f'(2) y f'(4). 2

b) s Tiene f algiin punto singular? ] 4 X
¢) Estudiar el crecimiento y el decrecimiento de f. _2/

) f'0)=-3 f@=0 f@=3

b) En x =2 seanula la derivada primera. Ademds, esta es negativa a la izquierda de 2 y positiva a la dere-
cha. Por tanto, la funcién pasa de decreciente a creciente en x =2 y este punto es un minimo.

) La funcidén decrece en (—oo, 2) y crece en (2, +o0).

5. Regla de la cadena

Si f(1)=2, f'(1)=-1, g(2) =3, g'2) = 1, ;cudl es la ecuacién de la tangente a y = g[f(x)] en x=1?
glf(]1=¢(2)=3

DglfMN=¢gfM]-fN=¢g'Q-f1)=1-(-1)=-1

La ecuacién de la recta tangente es y = —1(x— 1) + 3, es decir, y=—x+ 4.
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Ejercicios y problemas propuestos
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Para practicar

M Tasa de variacién media

1 Halla la tasa de variacién media de estas funciones en el intervalo [1, 3] e indica si dichas fun-
ciones crecen o decrecen en ese intervalo:

a) flx) = 1/x b) f(x) = (2 —x)3 o) flx) = P-x+1 d) flx) =

T.V.M. [1, 3] = f(3; {(1)_f(3);f(1)

a) TVM. [1, 3] = %=—% — Decrece

b) TV.M. [1, 3] = % =—-1 — Decrece

o) T.V.M. [1, 3] = 72;1 =3 — Crece

d) T.V.M. [1, 3] = 8;22 -3 — Crece

2 a) Halla la T.V.M. de las funciones f(x) = —x? +5x-3 y g(x) = " 1 T en el intervalo [1, 1 + h].

b) Calcula la T.V.M. de esas funciones en el intervalo [1; 1,5] utilizando las expresiones obteni-
das en el apartado anterior.

a) Para la funcién f(x):

_ 2
TVM. [1, 1+ h] = f(1+h})1 A _—(1+h) +5151+h)_3_1 :—1—2h—h;+5+5h—4 i

Para la funcién g(x):

" 1 1 2-h-=-2
Cg+h)-¢g(1) Tihe1 2 22+h) 0
TVM. [1,1+h] = - - . =2 =L

b) Para la funcién f(x):
TV.M. [151,5]=3-0,5=2,5

Para la funcién g(x):

151 =L _-1
TVM‘[1’1’51‘2.0,5+4 5

3 Compara la T.V.M. de las funciones f(x) = x*> y g(x) = 3* en los intervalos [2, 3] y [3, 4], y di

cudl de las dos crece mds en cada intervalo.

Para f(x): T.V.M. [2, 3]

T.V.M. [3, 4] = 37
Para g(x): T.VM. [2, 3] =
T.V.M. [3, 4] =54

En [2, 3] crece mds f(x).

En [3, 4] crece mds g(x).
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4 Esta grifica muestra la longitud de un feto durante el embarazo. Es-

tudia el crecimiento medio en los intervalos [5, 15] y [20, 30] y di en 50 1 LONGITYD ()
qué periodo es mayor el crecimiento: 40 5
15)— _ 30

TV.M: [5, 15] = SU5) - f0) _17-2 1,5 cm/semana

10 10 20 /

/

0)— 20 — 10 % TIEMT

TV.M. [20’ 30] — f(3 )lof( ) = 421025 = 1,7 cm/semana r semands)

5 10 15 20 25 30 35 40
El crecimiento medio es mayor entre las semanas 20 y 30.

M Definicién de derivada

5 Halla la derivada de las siguientes funciones en x = 1, utilizando la definicién de derivada:
a) flx) = 3x2 -1
b).fx) = (20 + 1)2
o) flx) =3/x
d) fx) = 1/(x + 2)?

f+h)- A1) Iom 3(1+h)2-1-2 Iim 3(1+h?+2h) -3
. - - -

) f(D)= }{l—% h—0 h h—0 h

2
i 3+30*+6h-3 . hBh+6)
h—0 h h-0 h

fl+h)— A1)
Lo/l

2 2
Iim 2+h)+1)“-9 - Iim (2h+3) -9 _

h—0 h h—0 h

b) £/(1) = Jim

i 402+9412h-9 _ . h(4h+12)

T h=0 h h—0 h 12
iy SAsh)= A 3/(1+h)-3 . 3_3_3h _
W= fin TSI - iy FUSHED - iy 3235 -3
1 1 9—h?-6h-9
o g fAsh) = A1) (1+h+2)2 9 L 9(h+3)2
R L

C h2_6h .. —h-6
= / _=imabll ] =0
520 Oh(h+3)2 b0 9(h+3)2 27

6 Aplica la definicién de derivada para hallar la pendiente de la tangente en x =2 de las curvas

JiGE b — x> y glx) =

1
3x-7"

,S@+h) - f12) 4Q2+h)-Q2+h)*-4 844h-4-4h—h2—4
h ) h ) h

f2+h)-f2)
e

—_h

r- fm fim =0

__ 1 1
L g@+h-¢@ a7 ) gt 3

h h h " 3h-1

oy 1 82+h)—g2) . 3
g = fim h =yt
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7 Observa la gréfica de f en la que se han trazado las tangentes en x = -3,
. % x=0y x=4 yresponde.
/ a) ;Cudl es el valor de f'(-3), f'(0) y f'(4)?
5 b) ;:En qué puntos es f'(x) = 02

©) En x =1, ;la derivada es positiva o negativa? ;Y en x = 3?

-2 24\

Df3-3 fO-3  f@--2
b)En x=-2 y x=2.
¢) En x=1 la derivada es positiva porque la pendiente de la tangente lo es. Andlogamente, la derivada

en x =3 esnegativa.

8 Halla la funcién derivada de las siguientes funciones, aplicando la definicién:

) flog = B2

b) f(x) =x% + 7x - 1

o) flx) = x° —5x

_x-1
d) f) = %=
S+h)-3  5¢-3
2 fle+h) - flx) 2 2 _5x+5h-3-5x+3 _5
h h 2h 2
vy g Jerh)=fly 5 5
T N )

flx+h)— flx) (x+h)2+7x+h) —1-(2+7x-1)
b) = =
h h
x2+2hx+h?+7x+7h—1—-x2—7x+1

- L =2x+h+7

feerh)— f)
Lo

f(x):}{% }{%(2x+h+7)=2x+7

Sflx+h)— flx) _ (x+h)3=5(c+h)— (x> -5%) ~
© h - h -

- x3+3hx2+3hZX+hh3_5x_5h_x3+5x =3x? + 3hx+ h* -5

vy g Jerh) = fl) 2 2 _ 23,2
f(x)-}{%f—l{%(Sx +3hx+h*-5)=3x"-5

h-1 -1
d Jle+h)— fGo) X;Hh ‘xx _xx+h-D—(r+h)(x-1) _
h h hx(x +h)
_x2+hx—x—(x2—x+hx—h)_ 1
hx(x + h) ~x(h+x)
vy g Jerh) = fly) 11
S = i e = e
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M Reglas de derivacién

9 Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:

a) flx) = x? + 7x% — 4 b) f(x) = 3 cos 2x + 7)
_ 1 82
o) flx) = —+J§ d) f(x) = xx+ ;
= _
e) flx) = 7x+1 3 f)f(x)—xsen%
g flx) = «/j h) f(x) =ln3x+ e
D) flx) = tg_x j) flx) = 3 arc sen 2x

a)f(x)- Bx2 47 2x—4d=x?+14x—4

b) f(x) = —3cos 2x
[ (x) = —3(—sen 2x) - 2 = Gsen 2x

ol -1, 1 __ 11
R R Y e Y
' 2x-(x+1)—x2.1 X2+2X
d = -
e) Teniendo en cuenta que £ £ Jx:

f,(x)=0-(7x+1)—1-7+ﬁ. 1 7 . 2
(7x+1)? 3 2Jx (x+1)2 6yx

£) f'(x) =1 sen %+x-cos%-%=sen%+%cos%

) f(0) = (x= 4712

) = — L — 4)-32 = 1
£ 2( & 2(x—4)Jx—4

h)f(x)=ln3+Inx+e*
f'(x) = +e‘x( 1)—;—6

1
2 cos® x

D f'(x) _ 1+t§2x

o también f"(x) =

N ) B L, 203
LAY Ih—(zx)z V1= 4x2
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10 Aplica las reglas de derivacién y simplifica si es posible.

) f) = (522 b = (L e 5]
) f) = 6> I =

O f)= | 0f0 = (5] -1
g) f(») = x> cos? 3x h) f(») = 1g° 4

D f8) =7 Inx D f) = are1g %

a) f'(x) =3(5x—2)% -5 = 15(5x — 2)*

oL

3
v 4 (1 V1 4 [1ea?) (221 4 (P -D(Pe1)?

X X X

O f() = (6-2*?

D) e 2 (60BN 2. 1L 2
F6 = 36 == = T s

& (1+e%) oy

ex

=1l+e

d) f(x) =
Fl) =e.(=2) =27
0 f WL 32C-H-2c 1 [2-4 1022

3 (x2—4)2 », 3 (x2—4)2 -
x2—4

2

_ 1 [x*-4 x(x3—l2x)=L x*—4 x> —12x
2x X (x2-4)2% 2 X (x*—4)?

2 3 2 +1
00 = 320 2 2t gL €0 (0345

g) f'(x) = 3x% cos® 3x + x7 - 2 cos 3x - (=sen 3x) - 3= 3x% [cos? Bx — 2x cos 3x sen 3x] = 3x? [cos® 3x — x sen 6x]
h) £1(x) = 3¢ x? - (1+ g% x?)- 2 = 6x tg® x> - (1 + g% x?)
D) &) =7 {lnx

f@ =47 2% s 2x%

Ny 1 9 1__3
J) f(x) = 1+(£>2 3 x2+9 3 x2+9
3
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11 Deriva las siguientes funciones:

a) f(x) = Yarc cos €* b) f(x) = log (sen x?)
) f(x) = sen® x + e“°* d) flx) = ;ﬁ
e) fix) =e*"*.Intgx f) f(x) = 3 cos (In x)
g)f(x)=«/x+«/; h) f(x) = arc tg }:z
i) flx) = 7&1_ cos x i) fx) = eX—e*
x> e +e*
’ - 1 . -1 _ex= —fx
A 2yarccose® {1—(¢*)2 2 are cos & (1= ¢¥)
1/2
i |—x X Ly x
b) 1) = fn x2+1 _ln<x2+l> _2lnx2+l
w11 _1(X2+1)—x'29€_ix2+1 1-x2  1—x?
£ = 2 _«x (x%+1)2 2 x (x2+1)2_2x(x2+1)
x2+1

) f'(x) = 2sen x cos x + e ¥ (=sen x) = sen 2x — sen x - ¢~

1/4
B =225
1 4
1. ~3/4 gx—1 _ 1/4_2x—1.1 2.1 —/nZ«/;
Foo- 447 . 1T . AN _afz. 1= dxln2
(2x—1)2 236—1 2x+1‘4‘/;
e) f(x =e“’”x-cosx-lntgx+e“”x-tg%-ﬁ=e‘m"(cosx-lntgx+m>

) f(x) = 3[—5671(/}195)].%:%

X

g)f/(x) _ 1 <1+ 1 >: 1 . 2\/;1'1 _ 2\/}'}'1

24x +4x 2Vx) 2fxadx  2dx  4{xPix

, “1(1+x)—-(1-x)1 (1+x)? ) ) 1
h - 1 - _ __
1f6 (1) (1+2)2 (1+02+(1-92 (412 2+22  1+x2
1+x
o I - 2 — . In7-7%  xsenx+2cos x
_ 7 7. sen X -x“—cosx-2x _ in B

D f') Ay ) e 5

Fl—e®) Qg
i) fx) = =—=¢

& (1+e2) Sl

(2 1+ e?) = (1—e2) 2 (=2) _ 2075 (1472 4 2e7 2 (1-e7%) _ 472
(1 +€—2x)2 (1 + €—2x)2 (1+ €—2x)2

Fl) = —
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12 Aplica las propiedades de los logaritmos antes de aplicar las reglas de derivacién, para obtener
la derivada de estas funciones:

a) fx) = In ;flil b) f(x) = In /x;i . ) f(x) =In (x-e™
Ofw -log B o f9-logg? 6 f - log

a) flx)=In 2+ 1) =l (x2=-1)

) 2x 2x 263 —2x—2x3 —2x _ —4x
(x) = —_ = =
f 2+l x2-1 -1 -1

b) f(x) = % (nx—In(x*+1)]

_1 [x2+1—2x2]: 1—x?

2 X+ x 23 + 2x

) 2
fo- Lo 2

x“+1

o fx)=lnx+lme*=lhx-x
= L_1-d=x
f(x)_x 1= xx

d)f(x)=3log(3x—5)—logx

111 1 1
S = 3 5 10 x 10 Inl0 3x 5 ]
1 9%x—3x+5 _ 6x +5

T 10 (3x2-5%)  In10(B3x%—5%)
e) f(x) = 2 log (zg x)

iy 1rex 1 2(1+1% )
fe=2 tgx 10 tgx-In10
£) f(x) =xlnx

fx) = an+x-%=lnx+l
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M Recta tangente y recta normal

13 Halla la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a la funcién f en el punto de abscisa
indicado en cada caso.

a)f(x)=x2—5x+6 en x=2 b) f(x) = yx+1 en x=3
o flw) = 2—3x en x=-1 d)f(x) =Inx en x=e?
e)f(x)=sen<x+%) en x=%
a) f'(x)=2x-5

f@2)=0

f'@2)=-1

La recta tangente es y = —1(x—2) + 0, esdecir, y=—x+2

La recta normal es y = _—%(x —2)+0, esdecir, y=x-2
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DS =3 ;+1
f3)=2
f3) =+
La recta tangente es y = %(x— 3) + 2, esdecir, y= %x +%
La recta normal es y = 1_—/14(x—3)+2, es decir, y=—4x + 14

12— %) 3x2
PRSI SR Y
Fe1) =3

Fe=-8

La recta tangente es y = —8(x + 1) — 3, es decir, y=—-8x— 11

La recta normal es y = _—é(x +1) =3, esdecir, y= Lx _23

8
-1
dfe -1
fle) =2
f@==5

La recta tangente es y = Lz(x —¢?) +2, esdecir, y= sz +1
¢ e

-1
1/¢%

2 4

La recta normal es y = (x —e?) +2, es decir, y=—ex+et =2

e) f'(x) = cos <x+%>
152
r--2
La recta tangente es = —ﬁ (x Y %) + %

2
<x 735)+2, es decir, y= x 735 )

La recta normal es y= 1
—y3/2

14 Halla los puntos en los que la pendiente de la recta tangente a cada una de las siguientes funcio-
nes es igual a 2:

a)y=a2-2x
b)y= X

x+2

) y=4/x+3
d)y=h(4x-1)

a) fi(x)=2x-2
F)=2 - 2x-2=2 — x=2

b) () = l-(x+2)—-x-1 2

(x+2)2 (x+2)2
fl)=2 > ( 22)2 22 5 (x+2)2=1 > x =1, x,=-3
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c) fl(x) = 2
) f'(%) e

fl)=2 - szT3 =2 > Yx+3=1 - x=-2

df 0=

oy 4 1 _3
f(x)—2—>—4x_1 =2 — 4x 1—2—>x—4

15 Escribe, en cada caso, la ecuacién de la recta tangente a f; que sea paralela a la recta dada.
a) f(x) =x* + 4x + 1 paralelaa 2x+y+1=0
b) f(x) = x> — 3x paralelaa y=6x+ 10

o) flx) = ’;:g paralelaa 5x—y=0

Q)20+ y+1=0 > y=—2x-1
Por tanto, la recta tangente debe tener pendiente —2 para que sea paralela.
') =2x+4
fx)=-2 - 2x+4=-2 - x=-3
f(=3) =-2 ylarecta tangente es y = —2(x + 3) — 2.
b) La recta tangente debe tener pendiente 6 para que sea paralela.
F'(x) =3x> -3
fx)=6 — 3x2-3=6 - X -3, Xy = 3
Si x=—y3 = f(=43)=0
La recta tangente en x = —y3 es y=6(x + {3)
Si x=y3 = f(y3)=0
La recta tangente en x = 43 es y = 6(x— y3)
0)5x—y=0 - y=5x
Por tanto, la recta tangente debe tener pendiente 5 para que sea paralela.

oy x+2)-x-3) 5
£ = (x+2)2 _(x+2)2

F@=5 > —22=5 > x+22=1 - x =1, x,= 3

(x+2)
Si x=-1 = f(-1)=-4
La recta tangente en x=-1 es y=5(+1)—4
Si x=-3 = f(-3)=6

La recta tangente en x=-3 es y=5(x+3)+06

16 Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes y de las rectas normales a la funcién y =4 —x? en
los puntos de corte con el eje de abscisas.

Los puntos de corte con el eje de abscisas se obtienen haciendo y = 0.
y=0 — 4-x2=0 > x=-2, x=2

f(x) = —2x

Si x=-2 — f'(-2) =4. Larectatangenteen x=-2 es y=4(x+2)
Si x=2 — f'(2) =—4. Larectatangenteen x=2 es y=—4(x—2)
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17 Obtén los puntos donde la recta tangente es horizontal y escribe su ecuacién.
a)y=3x-2x+5
b)y=2x3-3x7 + 1
) y=x*— 443
dy=x-12x

2
e)y= x“+1

2
f - 2x
)y 2%+l

Los puntos donde la recta tangente es horizontal son aquellos en los que f'(x) = 0.
a) f'(x) =6x—-2

f'x)=0 > 6x-2=0 — x=%

)l -4

La ecuacién de la recta tangente es y = 174
b) £'(x) = 6x% — 6x

f0)=0— 6x>-6x=0 = x=0, x=1

f(0) =0 — La ecuacién de la recta tangenteen x=0 es y=0.

f(1) =0 — Laecuacién de la recta tangente en x=1 esy=0.
Q) f(x) = 4x3 — 12x2

fx)=0 — 453 -12x%2=0 > x=0, x=3

f(0) =0 — La ecuacién de la recta tangente en x=0 es y=0.

f(3) =27 — Laecuacién de la recta tangente en x=3 es y=-27.
d) f'(x) = 3x2 - 12

F0)=0— 3x2-12=0 - x=-2, x=2

f(=2) =16 — La ecuacién de la recta tangente en x=-2 es y = 16.

f(2) =-16 — La ecuacién de la recta tangente en x=2 es y=-16.

O fl) = £=1

X

' _ Xz—]._ 2 _ — —
fx)=0 — 5> =0 > x*-1=0 > x=-1, x=1
x

f(=1) =1 — Laecuacién de la recta tangente en x=-1 es y=-2.

f(1) =1 — Laecuacién de la recta tangente en x=1 es y=2.

£) f1() = 2

(x*+1)2

' 4x
X =0%7=0%X=0
£ (x*+1)2

f(0) =0 — La ecuacién de la recta tangenteen x=0 es y=0.
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M Puntos singulares. Crecimiento y decrecimiento

18 Halla, en cada caso, los puntos singulares de la funcién y determina los intervalos de crecimiento
y de decrecimiento.

a) flo) = %% ~8x+ 3 b) f(x) = 12x — 352 ) flx) = %3 — 32

D=2 +62+12x &) fl)= 5 £ f) = *=1

a) f'(x) =2x-8
fx)=0 > 2x—8=0 > x=4 f'<0 : f>0
Como f(4) =-5, el punto (4, —5) es un punto singular. ~ 4
Intervalo de crecimiento (4, +o0). Intervalo de decrecimiento (—oo, 4).

b) f'(x) =12 — 6x
fx)=0 > 12-6x=0 - x=2 f>0 : f'<0
Como f(2) =12, el punto (2, 12) es un punto singular. — 2 ™

Intervalo de crecimiento (—oo, 2). Intervalo de decrecimiento (2, +oo).
Q) f(%) = x?—6x
f)=0—> x2-6x=0 - x=0, x=6
Como f{(0) =0 y f(6) =36, los puntos (0, 0) y (6, —36) son puntos singulares.

f'>0 . f'<0 . f'>0

/0\6/

Intervalos de crecimiento (—oo, 0) U (6, +eo). Intervalo de decrecimiento (0, 6).

d) /() = 3x2 + 12x + 12
F)=0—> 3x2+12x+12=0 = x=-2 f>0 . f>0
Como f(-2) = -8, el punto (-2, -8) es un punto singular. — 2

Intervalo de crecimiento R.

e) Dom =R — {1}
’ _ x2 — 2X
£ = (x-1)2
(=0 = =2 0 5 4.0, x-2
(x-1)?
Como f(0) =0 y f(2) = 4, los puntos (0, 0) y (2, 4) son puntos singulares.

f'>0 . f'<0 . f'<0 . f'>0

/0\1\2/

Intervalos de crecimiento (—oo, 0) U (2, +0). Intervalos de decrecimiento (0, 1) U (1, 2)

f) Dom =R — {2}
vy 3
£ - (x+2)2

No tiene puntos singulares. Como f"(x) > 0 siempre que x = —2 y la funcién no estd definida en
x = =2, los intervalos de crecimiento son (—oo, =2) U (=2, +00).
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19 Comprueba que las siguientes funciones no tienen puntos singulares y determina los intervalos
donde crecen o decrecen:
a)y=x+3x b)y=% Qy=x dDy=Inx
a) f(x) = 3x2 4+ 3

f'(x) =0 — 3x2+3 =0 no tiene solucién. Por tanto, no tiene puntos singulares.

Como f"(x) > 0, la funcién es creciente en todo [R.

b) Dom =R — {0}
fly=--L
x
fx)=0 - — Lz =0 no tiene solucién. Por tanto, no tiene puntos singulares.
x

Como f"(x) <0 siempre que x = 0 y no estd definida en x =0, los intervalos de decrecimiento
son (—oo, 0) U (0, +o0).

c) Dom = [0, +o0)

' 1
@=L
f9=55
fx)=0 — —L__0 no tiene solucién. Por tanto, no tiene puntos singulares.

2yx

Como f'(x) >0 siempre que x = 0, el intervalo de crecimiento es [0, +0).

d) Dom = (0, +o0)
() = L
fe=1
fx)=0 — L _ 0 no tiene solucién. Por tanto, no tiene puntos singulares.
x

Como f"(x) >0 en su dominio de definicidn, el intervalo de crecimiento es (0, +o0).

20 Halla los puntos singulares de las siguientes funciones y, con ayuda de las ramas infinitas, deter-
mina si son miximos o minimos:

Ay=a>-20%+x+2 b)y=3x-x3
Q) y=x4—8x2+10 d)y=-3x%—12x
3 +4
- £y X +4
e)y Py | )y X

a) f'(x) =3x2 —4x+ 1
fx)=0 — 3x2—4x+1=0 — x=%, x=1

Como f(%) =;—§ y f(1) =2, los puntos <%, ;—?) y (1, 2) son puntos singulares.

lim_ f (x)=+oo 3’27

i, f )= ;
Por tanto <L 5—) es un maximo y (1, 2) es un minimo.
X —+ o0

b) f'(x) = 6x — 3x2
fx)=0 — 6x—3x%2=0 —> x=0, x=2

Como f(0) =0 y f(2) =4, los puntos (0, 0) y (2, 4) son puntos singulares.

S f ()=
lim £ (x)=—oo Por tanto, (0, 0) es un minimo y (2, 4) es un mdximo.

X —>+ o0

Matematicas |
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o) f'(x) = 4x3 — 16x
fx)=0 — 4x3 - 16x=0 = x=-2, x=0, x=2

Como f(-2) =-6, f(0) =10 y f(2) =-6, los puntos (-2, —6), (0, 10) y (2, —6) son puntos sin-
gulares.
Gm f ()= reo

lim  f(x)=+co

X — + 00

} Por tanto, (-2, —6) y (2, —6) son minimos.

El punto (0, 10) debe ser un méximo porque estd entre dos minimos.
d) f(x) = —12x3 - 12

Fl)=0 - -12x>-12=0 = x=-1

Como f(~1) =9 el punto (-1, 9) es un punto singular.

xél:;zlw f (X) =—0°
lim f(x) = —o0 Por tanto, (_1; 9) €S un maximao.

X —+ oo

&) f/(x) = —fx

Como f{(0) = 3, el punto (0, 3) es un punto singular.

G f(2)=0
S, £ 09=0

} Por tanto, (0, 3) es un mdximo.

f) Dom =R - {0}
f'(x) =2x— iz
x

f'x)=0 — 2x—%:0 — x=32

Como f(3ﬁ> =3 3«/2, el punto (3«&, 3 3«/Z> es un punto singular.
i ()=

lim  f (x)=+oo

X —+ oo

} Por tanto, (3«/5, 3 3«/Z> es un minimo.

21 Indica en cada una de estas funciones los valores de x en los que f' es positiva y en los que f’
es negativa:

b) © 2

2
a)f'>0si x<-1
<0 si x>-1
b)f" >0 si x<0
f'<0si x>0
) f'>0 si x€ (—oo,—1) U (1, +0)
f'<0sixe (-1,1)
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M Graficas de funciones polinémicas y racionales

22 Representa una funcién y = f(x) dela que sabemos que:
* Es continua.
o din )= iy fi) ==
* Sus puntos de tangente horizontal son (-3, 2) y (1, 5).

Indica si los puntos de tangente horizontal son méximos o minimos.

(=3, 2) es un minimo.

(1, 5) es un méximo.

23 De una funcién polinémica sabemos que:
o lm f(x) =+o0o5  lim f(x) = +oo
* Su derivada es igual a 0 solo en (-2, 2) y en (2, -1).
* Corta a los ejes solo en (0, 0) y en (4, 0).

Represéntala graficamente.

24 Representa una funcién continua y = f(x) de la que sabemos que:

* Sus puntos de tangente horizontal son (-1, -2) y (1, 2). -
—~
* Sus ramas infinitas son asi:
N
AVSEAN
[ N\
1 -2 | -1
N\, /1,
A\
\ )
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25 Comprueba que la funcién y = (x - 1)3 pasa por los puntos (0, —1), (1, 0) y (2, 1). Su derivada
se anula en el punto (1, 0). ;Puede ser un mdximo o un minimo ese punto?
£'() =3(x— 1% f(0)=-1 — pasapor (0, 1)
f(1) =0 — pasa por (1, 0)
f(2)=1 — pasapor (2, 1)

f=0
El punto (1, 0) no es ni méximo ni minimo.
2
26 Comprueba que la funcién y = 2" +1 iene dos puntos de tangente horizontal, 2z
x %
(-1,-2) y (1, 2); sus asintotas son x=0 e y=x y la posicién de la curva respecto
de las asintotas es la que se indica en la ilustracién. Represéntala. ’
f) =x+ - AN
x
2
F=1-L L0 5 o1, x=1 p
x x P4
y4
Puntos (-1, -2) y (1, 2). p4
4
P4
lim f(x) = +o0; lim_ f(x) = —oo 7
x—0* x—0" i
Asintota vertical en x = 0. =
7
Asintota oblicua en y = x. pd
'
7
/}’
/)V
'
A
Pagina 328
. . @ Y
2'7 Observa estas graficas y describe:
a) Sus ramas infinitas, asintotas y posicién de la curva 2 /‘\
con respecto a ellas.

—4\ -2 / 2 4 X
b) Sus puntos singulares, crecimiento y decrecimiento. \/

a) ® Funcién I
Tiene una rama parabdlica cuando x — —oo.

Larecta y=0 es una asintota horizontal cuando x — +o y la funcién queda por encima de la
asintota.

* Funcidn II

Larecta y=x—2 esuna asintota oblicua cuando x — —oo y cuando x — +oo. En ambos casos,
la funcién queda por debajo de la asintota.

Larecta x=0 es una asintota vertical y la funcién tiende a — o por los dos lados.
b) * Funcién I
El punto (-2, —4) es un minimo. El punto (3, 2) es un mdximo.
Hay otro punto singular, (0,5; —1), pero no es ni mdximo ni minimo.
* Funcién II

Solo tiene un punto singular, el méximo (-1, —4).
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2

28 Dada la funcién y = %x comprueba que:
x“+1

¢ Tiene derivada nula en (0, 0).

*Larecta y =2 esuna asintota horizontal.

* La posicién de la curva respecto a la asintota es:
Six > —o0, y<2

Six = +o0, y<2

Represéntala.
4 4x
FAC P
f (x%+1)2
f©0)=0 ,
F1(0)=0 — La derivada en (0, 0) es nula.
2 2
o lm 2 lm 222 5 Larecna y =2 es una asintota horizontal.
Yoo l+x” YT lex

2x* 2
o flx) —2=-—22_—_2=—
f() 1+ x2 x%+1

Como la diferencia siempre es negativa, la funcién queda por debajo de la asintota y = 2.

i |
3 |
_________ o A N
! N
—“4-32-1.] 123 4X
P
lof L 1
LT
BEEE
=~ |
29 Completa la grifica de una funcién de la que sabemos que tiene tres puntos singulares: 1 it
-5 5 i L —
-3,—, (0,0), ! v
(3} 00 (3) REs
y que sus ramas infinitas son las representadas a la derecha. 2. 2
, UL
Y :\/
F\2 R 1
A\ L
R L
,\ oL\
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30 Representa una funcién y = f(x) dela que conocemos:
¢ Dominio de definicién: IR — {0}
* Cortaal eje X en x=1.
* Asintota horizontal: y =0
Six > +oo, flx) <0
Six — —oo, flx) <0
* Asintota vertical: x=0
Six — 0% flx) > +o0
Six = 0, flx}) > —o

* Minimo en (2, -1).

31 Representa y = f(x) dela que conocemos:

* Asintota vertical: x =2 * Asintota oblicua: y = x/2
Six — 2% flx) - —oo Si x = +oo, flx) <x/2
Six — 27, flx) = +o0 Si x > —oo, flx)>x/2

* Cortes con los ejes: (0, 1), (-2, 0), (3, 0)

4 r +7‘ Yl

SR i

1
‘ .-
oo e
-
P ]
-
r"
.-
—"
-
4"
-

Para resolver

32 a) Halla el vértice de la paribola y = x + 6x + 11 teniendo en cuenta que en ese punto la tan-
gente es horizontal.

b) Halla las coordenadas del vértice de una parébola cualquiera y = ax? + bx + c.
) f'(x)=2x+6=0 > x=-3

Punto (-3, 2).
b) f'(x) = 2ax + b

f'(x)=0 = 2ax+b6=0 — x= =t es la abscisa del vértice.

2a
2
—b\_ (b —b _ —b*+4dac focs
f <_2¢z> = a( 24) +b ( Za) +c= i es la ordenada de vértice.
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33 Determina la pardbola y = ax? + bx + ¢ que es tangente a larecta y = 2x—3 en el punto A(2, 1)
y que pasa por el punto B(5, -2).

flx) =ax? + bx+ ¢

f'(x) =2ax+ b
f(2)=1 = 4a+2b+c=1 a=-1
f'(2)=2 — 4a+b=2 b=6

f(5)==2 = 25a+5b+c=-2 c=—7
La funcién es f(x) = —x2 + 6x— 7.

34 Halla el valor de x para el que las tangentes a las curvas y = 3x2 - 2x+5 e y=x? + 6x sean
paralelas y escribe las ecuaciones de esas tangentes.

x)=3x2—2x+5 = f'(x)=6x—-2
g((x))=x2+6x - g'(x):fZ(x)+6 Gr=2=2046 > x=2
Para f(x) = 3x? —2x+ 5 latangenteen x=2 es:
y=10x-2)+13 = y=10x-7
Para g(x) = x? + 6x latangenteen x=2es:

y=10(x-2) + 16 — y=10x—4

35 Halla @, b y ¢ en f(x) = x> + ax? + bx + ¢ de modo que la grifica de f tenga tangente horizontal
en x=—-4 yen x=0 yque pase por (1, 1).
) =x3+ax® + bx + ¢
Fx) =3x%+2ax+ b
f'(-4)=0 — 48-8a+b=0| 4
f0)=2—=56=0 b
f()=1 > l+a+b+c=1 c=-6

=6
6

La funcién es f(x) = x3 + 6x% - 6.

36 Laecuacién delarecta tangente a una funcién f(x) en el punto de abscisa x=2 es 4x—3y+1=0.
:Cudl es el valor de f'(2)? ;Y el de f(2)?

Despejamos y de la ecuacién de la recta tangente: y = %x + L

3

f'(2) esla pendiente de la recta tangente en x = 2, es decir, f'(2) = %

Como la recta tangente y la curva pasan por el punto de tangencia, f(2) = %-2 + % =3.

3'7 Halla una funcién de segundo grado sabiendo que pasa por (0, 1) y que la pendiente de la recta
tangente en el punto (2, -1) vale 0.

flx) =ax? + bx+ ¢

f'(x) =2ax+ b

f0)=1 = 1=c a=1/2
f2)=-1 > -1=4a+2b+c; b=-2
£ (2)=0 = 0=4a+b c=1

La funcién es f{x) = %xz —2x+ 1.
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38 Representa las siguientes funciones hallando los puntos singulares y las ramas infinitas:

a) flx) =2 -3x% + 1 b) fx) = x + 443 o) flx) = 12x— 3 d) flx) = —x* + 4a?
a) f(x) = 3x2% - 6x

() =0 = 3x2—6x=0 — x=0, x=2 i
f
3
f(0) =2, f(2)=-3 — Los puntos singulares son (0, 1) y (2, -3). 5
(i (63 =3x% 4 1) = weo N
xl_)l’i’fioo (X3_3x2+ 1):—00 52 \i/?’ X
P
alah
b) £'(x) = 4x3 + 12x2 E 7
Fl)=0 — 4x3+12x2=0 - x=-3, x=0 L TI 20
f(=3) =27, f{0) =0 — Los puntos singulares son (-3, —27) y (0, 0). \j—‘ N o
xéi-;-”oo (X4+4x3)=+oc L‘#
lim (% + 4x3) = 4oo 30 10 10 20 | X
e -10
—20
) f(%) = 12 — 3x? .
F(9)=0 - 12-3x2=0 = x=-2, x=2 16
f(=2) =-16, f(2) =16 — Los puntos singulares son (-2, —16) y (2, 16). 8
, ) e
im (12x—x7) = _16 | 8 8§ | 16X
xl_)z’rzzoo (12x — x3) = +o0

d) f1() = —4x + 8x
Fl)=0 > —4x3+8x=0 - x=—2, x=0, x=42
f(=42) =4, f0)=0, £(2) =4 — Los puntos singulares son (—42,4), (0, 0) y (2, 4).
im (—x* + dx?) = —oo

xlz’m (—x* + 4x2) = —o0

DO 00 N
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39 Estudiay representa.
a)y=x°-3x+2 b) y = 23 — 9x% + 24x - 20 Qy=x—-6x>-8x-1 d) y=x%—8x2+2

a) f(x) = 3x2-3
fx)=0 = x=1zl

£(1)=0 = (1,0)
F)=4 = (-1,4)

[}

§§~

Y= r3x+2

xi[(nm(xa—3x+2)=—w 5

xéﬁﬂm (63 = 3x+2) = +o0

———

b) f'(x) = 3x2 — 18x + 24
' 6+436-32 6+2 x=4 = x93 — 9x} +24x 4
flx)=0 > x= 5 = ; <x=2 oxt +[2 23”

’ |

f4)=—4 — (4,-4)
f@2)=0 - (2,0 . 7

xé{nw (x3 — 9x + 24x — 20) = —

——l_

xél:rﬁo (x3 — 9x + 24x — 20) = +oo

) f'(x) = 5x% - 18x2 -8 "
, x=2 — f(2)=-33 — (2,-33) 3
f=0- {x:—Z 5 F(2)=31 - (<2,31) ;

xl_)z’;:nm (x> —6x3 - 8x—1) = —oo

lim (x> —6x3 —8x—1) = +oo —15/-10o[ 5 10 | 15

X — +00
0

>
(=}

d) £'(x) = 4x3 — 16x
x=0 = £(0)=2 — (0,2) T p

=0 > lx=2 > F2)=-14 - (2,-14) :
x==2 = f(-2)=-14 — (-2,-14) y

IS

im (x4 = 8x2+2) = +o0

xLinlo (x*—8x2+2) = —oo
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40 Comprueba que estas funciones no tienen puntos de tangente horizontal. Represéntalas estu-
diando sus ramas infinitas y los puntos de corte con los ejes:

a)ys= z:g b)y=sz_1 c)y=§+4x d)y-= (x—12)2
a)f(x)zmsto

Los puntos de corte son: (0, —%), (3, 0).

|
2 =3 6
i /
pd -
=d 5
—10/ = 6| 4 _ P, 4
¥
|
1
b f) = XL
=43
Los puntos de corte son: (1, 0), (-1, 0)
. 7
2 |1 yil
T /
1 1A
5 L7
A
Jo 1 [ D/ )
I(/ 2 I
)4
vd
yZdl .
yZ >
rd
) f()=x?+4=0
El punto de corte es (0, 0).
|
]
= X +4 5 I
3 4
6| 4 | 4 4
|
|
|
D) =—"2_20
(x-2)3
El punto de corte es (O, %)
5 (x=2)2
4 | 2 4
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41 Estudiay representa las siguientes funciones:

a)y= % by=—* Q) y=-—X*t2
Y x*-16 Y 1- 2 Y x?—6x+5
_ (x— 1)2 _x*-1 %2
Dy=3 I Dr=12
2
' —x*-16
a) flx) = —=X—22 Y|
f (X2 _ 16) 2 PREES
Asintotas verticales: x=—4, x=4 6
Asintotas horizontales: y =0 N
No hay asintotas oblicuas ni puntos de tangente horizontal. \\
—
e - N X
5 \
b) £(x) = s Y
(1-x%?
Asintotas verticales: x=1, x=-1 3 .
Asintotas horizontales: y =0 21l T
AR
No hay asintotas oblicuas ni puntos de tangente horizontal. '
X
B D50 1
T
IL
, —x? —4x +17 : :
O f) - a1 g -
f (x*—6x+5)2 L !
Asintotas verticales: x=5, x=1 It e ]
Asintotas horizontales: y =0 059/ \\
At i
No hay asintotas oblicuas. =t T y =
Sus puntos de tangente horizontal son, aproximadamente: NAmE
(-6,58; =0,052), (2,58; -1,197) e ]
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oy xt+dx—5 Y]
f'6) = (x+2)2

Asintotas verticales: x =—2 V=T

W
—
|
—
=

[«=)

Asintotas oblicuas: y=x—4

No hay asintotas horizontales.

W

Sus puntos de tangente horizontal son: N B rE

(1, 0), (-5, 12)

AV,

4
L/

W

oy X dxrl
e)j[(x)—i(wz)2 Y y

Asintotas verticales: x = -2 /

Asintotas oblicuas: y=x—2 =5 4 P

No hay asintotas horizontales. 2 pi

Sus puntos de tangente horizontal son, aproximadamente:

(-0,26; —0,54), (—3,73; —7,46)

NS

(o) = 2% Y]
£) f'x) = =7

Asintotas verticales: x=1, x=-1

Asintotas horizontales: y = -1

No hay asintotas oblicuas. [

Sus puntos de tangente horizontal son:

(0,0)




Unidad 12. Derivadas NNTNSAC HILLERATO

Matematicas |

Pagina 329

42 Halla las asintotas, los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, los méximos y los minimos

y representa las siguientes funciones:
a) y= x? b)y = x? Qy= ¥t —x+1 d)y-= x*-5
x%—4x+3 (x—2)2 rx+l 2x -4

oy —4x?+6x
A (x% —4x +3)2

Asintotas verticales: x=3, x=1 6

Asintotas horizontales: y =1

No hay asintotas oblicuas.

Sus puntos de tangente horizontal son:

foN
-

0, 0), <% —3)

b) Flx) = — 4%
) (%) PRDE ;

Asintotas verticales: x =2

x2

Asintotas horizontales: y =1

—

No hay asintotas oblicuas.

Sus puntos de tangente horizontal son: (0, 0)

oy 2x2=2 %
9 f) = (?+x+1)2

Asintotas horizontales: y =1 YET AL

—

No hay asintotas verticales ni oblicuas.

Sus puntos de tangente horizontal son: 6|4 -

()

oy 2x2—8x+10
fw) = 2 =Sl : :

Asintotas verticales: x =2 6

Asintotas oblicuas: y = % +1 ’ ;;7'

7 . . . 7z
No hay asintotas horizontales ni puntos de tangente horizontal. A X
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43 Calcula el valor de a4 para que f(x) = In <x’fa) verifique que f'(2) = 0.
fl) =2lnx—In(x + a)

)= 21 )1 1
f(x)_x X+a —)f(2)-1 2+a

: 1
2)=0 - 1- -0 = a=-1
£ 2+a “

44 Dada f(x) = 2x° + 12x? + ax + b, hallael valorde 2 y b para que la recta tangente a f en
x=-2 sea y=2x-3.
Como la recta tangente en x=-2 es y=2x— 3, se tiene que:
f(=2)=2(-2)-3=-7
f(=2)=2 }
Flx) =6x% +24x+a
F(2)=2 > 6(-2)?+24(2) +a=2 = a=26
A2)==7 = 2(=2)> +12(-2)2+26(-2) + b=-7 — b=13
45 Halla el valor de % para que la tangente a la grifica de la funcién y=x?>-5x+ £ en x=1 pase
por el origen de coordenadas.
* Pendiente de la recta tangente:
f')=2x=5 > f(1)=-3
* Punto de tangencia: x=1; y=1-5+%, — (1,4 + k)
* Ecuacién de la recta tangente:
y=—4+k-30x-1)
* Para que pase por (0, 0), debe verificarse:

0=—4+k+3 = k=1

46 Hallalos puntos de la grifica de f(x) = x> —3x? + x en los que la recta tangente forma un dngulo
de 45° con el eje de abscisas.

Si la recta tangente forma un dngulo de 45° con el eje OX, su pendiente es 7g45° = 1.

Buscamos los puntos donde £(x) = 1.

Fi) =3x2—6x+1

F)=1—>3x2-6x+1=1— x=0, x=2

Como £(0) =0 y £(2) =2, los puntos (0, 0) y (2, —2) son los que cumplen las condiciones del problema.

47 Dadalaparibola y =5 + 6x—3x?, se traza la cuerda que une los puntos de abscisa x=0 y x = 3.
Halla la ecuacién de la recta tangente a la pardbola que es paralela a esa cuerda.

f(0) =5 y f(3) =—4. Por tanto, la pendiente de la cuerda que pasa por estos puntos es _34 _05 =-3.

Tratamos de encontrar el punto que cumple la igualdad f"(x) = —3:
f(x) =6-06x
F)=-3 - 6-6x=-3 —> x= %

2
Como f(%) =5+6- 3 3. (2> = 2, la recta tangente es y = —3<x—%>+2,

2 2 4
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El coste total (en délares) de fabricacién de g unidades de cierto articulo es: C(g) = 34° + 5 + 75

El coste medio por unidad es: M(q) = %

a) ;Cudntas unidades se deben fabricar para que el coste medio por unidad sea minimo?

b) Calcula C(q) y M(q) parael valor de ¢ que has hallado en el apartado a).

2
a)M(q):M

(a2 2. 22 = 2
M) - (69+5)q (qu +59+75) 64" +5q qu 59 75=3qqz75 o0

- qz =25 — g =5 unidades
Se deben fabricar 5 unidades.
b) C(5) = 175; M(5) = 35

La funcién f(x) = 00%_ ;ndica los beneficios obtenidos por una empresa desde que comenzé

x2+9
a funcionar (f(x) en miles de euros, x en afios).
a) Represéntala grificamente.
b) ;Al cabo de cudnto tiempo obtiene la empresa el beneficio maximo? ;Cudl es ese beneficio?

¢) ;Perdera dinero la empresa en algin momento?

2 fi) =5 (* +9)—60x - 2x _ 60x? +540 —120x _ —G0x? +540
(x?+9)? (x?+9)? (x?+9)?
Miximo en (3, 10).

=0 — x=3 (x=-3 no estd en el dominio).

im_ f(x) =0 — asintota horizontal: y =0

La grafica serfa:

/
/
[

N N o O

2 4 6 810121416 18

b) Beneficio mdximo en x=3 — A los 3 afios.
El beneficio serfa f(3) = 10 miles de euros.

¢) No perderd dinero ni llegard un momento en que no obtenga beneficios ni pérdidas, pues f{x) = 0
y f(x) >0 paratodo x> 0.

Aplica la regla de L'Hopital para resolver los siguientes limites:

a) lim € *-1 b) lzm = c) lim lnix
x—0 sen x x=0 Sx x=ve0 42 4551

d) lim e* I —sen x £) lim _Senx
)x—'+°° ln(2x+1) © xl—% sen x ) 0 it x X+1gx

x—0 senx 0 x-0cosx

a) lim =1 _0 _ jpy €

b) lzm gx _g_ lim 1+tg2x_1

Sx x—»O 5 "5
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51

52

83

I Inx _te g Us g 1 _
C) x—lfzzoo x2+5x—1 + oo x—ljzzoo 2x+5 X—{qioo x(2x+5)
d) x—ljzzoo ln(2x+1) - + oo _xélj;noo 2 _xélj;noo 2 = 400
2x+1
o) lim X=senx _ 0 _ jp, 1-cosx _
x—0 Senx 0 x20 cosx
f) [z’mﬂzg: [l’m%—l

x—»OX+Z‘gX O x—»O 1+1+tg2x_2

Halla los limites siguientes:
a) lim 1-cos x b) lim 4[x—In(1+x)]
=0 (¥ _1)2 x—0 xln(l+x)

Y L=cosx _ 0 _ 1 sen x iy senx 0 _ o cosx _ _1
2 < (=12 0 20 2(¥=1)e* F 202 2 0 20 42 265 2
4[1— 11

b) ll'naW:%: li ——
= XImALEX o I (1+x) +—=
1+
X
. 1+x y 4x _0 _
20 T+x)ln(Q+x)+x fa (l+x)n(1+x)+x O
1+x
= Zl’}’}/([) 4 =%=2
o n(1+x)+ lex g
l+x

Dada la funcién f(x) = ax® + bx, halla 2 y b para que f pase por el punto (1, 3) y en ese punto
la tangente sea paralela a la recta y = 4x + 1.

Pasapor(1,3) = f(1)=3 > a-13+b6.-1=3 = a+b=3
Para que la recta tangente sea paralela a la recta dada, f7(1) = 4
(%) = 3ax*+ b

F()=4 > 3a-12+b=4 - 3a+b=4

Ahora, resolvemos el sistema:

a+ b = 3 1 5
= a==, b==
3a+b= 4} 2’ 2
Determina, en cada caso, los valores mdximo y minimo de la funcién en el intervalo que se in-

dica.

a)y=x2-6x-4, x€[0,5]
b)y=x3—6x2+12x—5, x € [-1, 4]
Q) y=x>-3x% xel-2,4]

d)y= Ll’ x € [0, 2]

x2+

Hallamos los puntos singulares que quedan dentro de los diferentes intervalos, evaluamos en ellos y
en los extremos de los intervalos.
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a) f'(x)=2x-06
fx)=0 > 2x-6=0 - x=3
f0)=-4 f3)=-13 f(5)=-9
El mdximo se encuentraen x =0 y vale —4.
El minimo se encuentraen x =3 y vale —13.
b) f'(x) = 3x? = 12x + 12
F)=0 - 3x2—12x+12=0 — x=2
f=1)=-24 f(2)=3 f(4) =83
El mdximo se encuentra en x =4 y vale 83.
El minimo se encuentra en x =—1 y vale -24.
o) f'(%) = 3x% — 6x
F)=0 = 3x2-6x=0 = x=0, x=2
f=2)=-20 f0)=0 f(2)=-4 f(4) =16
El mdximo se encuentraen x =4 yvale 16.

El minimo se encuentra en x=-2 y vale —20.

T Y
A6 = (x*+1)2
_ 2
f(x):O - ()32*-71)2=0 - x=-1, x=1
O =0 fen=f)=3 f2)=2

El mdximo se encuentraen x=1 y vale .

El minimo se encuentra en x =0 y vale 0.

54 Halla los méximos y los minimos de las funciones y = sen x e y = cos x en el intervalo [0, 2x].

* y=senx
f'(x) = cos x
f)=0 > cosx=0 — x:%, x:%t

fO)=0 f(Z)=1 f(—”)_—l 2w =0

El mdximo se encuentra en x = % y vale 1.

El minimo se encuentra en x = 3771 y vale —1.
* y=cosx
f'(x) = —sen x

fx)=0 = senx=0 = x=0, x=mn, x=2n
f0)=1 fin)=-1 fQ2n)=1
Los méximos se encuentranen x=0 y x=2n yvalen 1.

El minimo se encuentraen x =7 y vale —1.
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55 Estudia el crecimiento de las siguientes funciones y di cudles son sus mdximos y sus minimos:
a)y= (2 =3x+1)e*
2
b)y= %"

o~

Oy=ln xZ+1)

dy=xlnx

a) Puntos singulares:
F) = 2x=3)e¥ + (x2 = 3x+ 1)e¥ = e*(x> —x - 2)
fx=0— At —x-2)=0 5 x2-x-2=0 > x=-1, x=2
Crecimiento y decrecimiento:

. f'<0 f'>0
—

\[2
/

f=1) = % - <—1,%> es un mé4ximo.

f2) =—e? — (-1, -¢?) es un minimo.
Intervalos de crecimiento (—oo, —1) U (2, +00).
Intervalos de decrecimiento (-1, 2).

b) Puntos singulares:

) Q- —x*. 8 Dx—x*
x) = =
f() (ex)z g‘x

2
F)=0 - 2X=X -0 5 x-0, x=2
€

Crecimiento y decrecimiento:

f'<0 f'>0 | f'<0

\ (I) / 2 \

f(0)=0 — (0, 0) es un minimo.

f2) = iz - <2, %) es un mdximo.
e e

Intervalos de crecimiento (0, 2).
Intervalos de decrecimiento (—oo, 0) U (2, +o0).

¢) Puntos singulares:

£l = —E

x“+1

F=0— -0 - x=0
x“+1

Crecimiento y decrecimiento:

f'<0 . f'>0

\ 0 /

f10) =0 — (0, 0) es un minimo.
Intervalos de crecimiento (0, +co).

Intervalos de decrecimiento (—oo, 0).
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d) Dom = (0, +o0)
Puntos singulares:
fx)=lhx+1
fx=0 > lnx+1=0 — x=e!
Crecimiento y decrecimiento:

. f'<0 . f'>0
0 ~ Ie*/'

f(e_l) =—¢1 = (¢71,—¢!) es un minimo.

Intervalos de crecimiento (7!, +o0).

Intervalos de decrecimiento (0, ¢71).

X —
X+

56 Prueba que existe un punto de la curva y = arc tg en el que la recta tangente es paralela a
la bisectriz del primer cuadrante.

La bisectriz del primer cuadrante tiene pendiente 1. Por tanto, el punto en el que la recta tangente es
paralela a ella, cumple la ecuacién.

' 1 2 1
(x) = . =
f 1+ -1V (+D)?% x*+1
x+1
f=1—> x21+1 =1 - x=0
f(0) = —% — En el punto (0, —%) la tangente a la curva es paralela a la bisectriz del primer cuadrante.

57 Estudia la continuidad y la derivabilidad de estas funciones:

a) fx) = {x2—2x+1 si x<2

2x+5 si x>2
2x—5 si x<3

b =

)8) {x—l si x=3
32 si x<0

dhbx)=1¢"

) b ) {x2+x+3 si x>0

a) Llamemos f(x) = x2-2x+1y f(x) =—2x+ 5. Ambas funciones son continuas y derivables por
ser polindmicas.

f1(2)=1}

Por tanto, la funcién f(x) también es continua en el punto de ruptura y, en consecuen-
cia, lo es en todo IR.

£@2)=1

f10)=2x-2y fH(x) =-2

f1@)=2

0 2} Como f"(2) =" (2), lafuncién f(x) no es derivable en x = 2.
L(2)=—

La derivada queda asi:

2x—2 si x<2

6= {_2

si x>2
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b) Llamemos g;(x) = 2x —5 y gy(x) = yx—2. Ambas funciones son continuas y derivables donde
estin definidas.

213)=1
2,3)=1

Por tanto, la funcién g(x) también es continua en el punto de rupturay, en consecuen-
cia, lo es en todo IR.
’ ’ ].
x) =2 X) = ——
£13)=2

253) 1/2} Como g';(3) # ¢',(3), lafuncién g(x) no es derivable en x = 3.
2 =

La derivada queda asi:

2 si x<3
gk = 1 si x>3
24x =2
¢) Llamemos A;(x) = ¢+ 2 y h,(x) = x> + x + 3. Ambas funciones son continuas y derivables.
Por tanto, la funcién 4(x) también es continua en el punto de rupturay, en consecuen-
}.72 (0) = 3 .
cia, lo es en todo IR.

h'i(x)=ey h'y(x) =2x+1

b (0)=1

1,(0) 1} Como /',(0) =/4',(0), lafuncién A(x) esderivableen x=0y A4'(0) = 1.
,(0)=

La derivada queda asi:

b - {e" si x<3

2x+1 si x>3

58 Calcula, en cada caso, los valores de m y n para que las funciones siguientes sean derivables

en R:
x*—S5x+m si x<2 mx?+nx—3 si x<1
= b =
2) f) {—x2+nx six>2 )£ 2nx — 4 si x>1
3 o 2 .
bx) = (x—1)° si x<0 d)i(x) = 1% +3x  si x<-2
9 b(=) {mx+n si x>0 ) () —nx—4 si x2-2

a) Llamemos f;(x) = x2 = Sx + m y f5(x) = =x? + nx. Ambas funciones son continuas y derivables
por ser polinémicas.

Para que la funcién sea continua en el punto de ruptura x =2 debe ser:

fi(2)=—6+m

f2(2)=—4+2ﬂ} - —6+m=—4+2n

f160=2x=5y fH(0) =-2x+n

Para que sea derivable en el punto de ruptura x =2 debe ser:

f1@2)=-1 L4
Fo@=—dben| 7 T T
Resolvemos el sistema:
—6+m=—4+2n
— Los valoresson m =8, n=3.
—l=—4+n
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b) Llamemos g;(x) = mx?

+nx—3 y g(x) = 2nx— 4. Ambas funciones son continuas y derivables
por ser polindmicas.

Para que la funcién sea continua en el punto de ruptura x =1 debe ser:

g1i(D)=m+n-3

o (1)=2n—4 }—)m+n—3=2n—4
,(1)=2n-

21(x)=2mx+ny gh(x)=2n
Para que sea derivable en el punto de ruptura x =1 debe ser:

g1()=2m+n

, > 2m+n=2n

Resolvemos el sistema:

m+n—3=2n—-4

— Losvaloresson m=1, n=2.
2m+n=2n

¢) Llamemos 4;(x) = (x— 1) y h,(x) = mx + n. Ambas funciones son continuas y derivables por ser
polindmicas.

Para que la funcién sea continua en el punto de ruptura x =0 debe ser:

h(0)=-1
hy(0)=n — n=-1

b)) =3x-12%y hyx) =m

Para que sea derivable en el punto de ruptura x =0 debe ser:

h'(0)=3
b, (0)=m - m=3

d) Llamemos j;(x) = mx? + 3x y j,(x) = x> — nx — 4. Ambas funciones son continuas y derivables
por ser polinémicas.

Para que la funcién sea continua en el punto de ruptura x = -2 debe ser:

j1(=2)=4m-6
h(2)=2n — 4m—-6=2n

J1) =2mx+3y jH(x)=2x—n
Para que sea derivable en el punto de ruptura x = -2 debe ser:

() =—4m+3

722 =—bn } = —4dm+3=-4—-n
L (-2)=—4—

Resolvemos el sistema:
4m—6=2n

— Los valoresson m =2, n=1.
—4m+3=—4-n
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59 Dada las funciones f(x) = x* - 5x% + 6x y f(x) = ¢?* halla, en cada caso, f', f", f'", f. ;Cuil

sera la derivada enésima de cada una de las funciones dadas?
* flx) = x4 = 5x% + 6x

f(x) =4x3 - 10x + 6

F(x) = 12x2 - 10

F(x) = 24x
FV(x) =24
F7(x) = 0 y, desde esta, todas las derivadas sucesivas siguientes.
.f(x) — €2x
i) =2 e
) = 4 e
() = 8 e

FV(x) =16 %
La férmula general, teniendo en cuenta que los coeficientes son potencias de 2, es:
() = 2762
60 Halla dos niimeros positivos cuya suma sea 100 y su producto sea méximo.

Sean x e y dos niimeros positivos.

x+y=100 — y=100-x

El producto es P =xy = x(100 — x) = 100x — x2

Buscamos que el producto sea maximo:

P'=100-2x

P'=0 — 100-2x=0 = x=50 — y=100-50=50

Ahora comprobamos si el valor x =50 es un méximo:

P'>0 . P'<0

0 _—7 50 T~

Por tanto, cuando x =y =50 se obtiene el producto maximo que es, P =2500.

61 Calcula dos niimeros cuya suma sea 50 y tales que la suma de sus cuadrados sea minima.
Sean x e y dos niimeros.
x+y=50 = y=50-x
La suma de los cuadrados es § = x2 +y2 =x%+ (50 —x)% = 2x2 - 100x + 2500
Buscamos que la suma de cuadrados sea minima:
S'=4x-100

§'=0 = 4x—100=0 — x=25 = y=50-25=25
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Ahora comprobamos si el valor x =25 es un minimo:

§'<0 . §'>0

~ 75 _—

Por tanto, cuando x =y =25 se obtiene la suma de cuadrados minima que es, S=1250.

62 Encuentra dos niimeros positivos cuyo producto sea 100 y su suma sea minima.

Sean x, ¥ los nimeros positivos.

xy=100 — y= —120

100

Lasumaes S=x+y=x+ —
x

Queremos encontrar la suma minima:

: 100
§'=1-100
x2

§'=0 > 1- LZO =0 = x=+10 = x=10 (solo es vélido el resultado positivo)
X

Veamos si es un minimo:

§'<0 . §'>0

0 T~~~y 10 _—

Por tanto, cuando x =10, y= =10, se obtiene la suma minima, que es § = 20.

100
10
63 Hallalabasey la altura del tridngulo is6sceles de perimetro 30 cm cuya 4rea sea la mayor posible.

* Llama x a la mitad de la base.

Sillamamos x ala mitad de la base y h ala altura del tridngulo, el lado desigual mide 2x y cada

30 —2x
2

Por el teorema de Pitdgoras: h = y(15— x) 2_x2=y225-30x

=15-x.

uno de los lados iguales mide

El 4rea del tridngulo es A = w =x4225-30x

. —-30) 225-30x—15x _ 225—45x
A'= {225-30 al - -
25 30x | {225-30x  225_30x

A'=0 = M:O — 225-45x=0 — x=5cm

¥225-30x

Comprobamos si hemos obtenido un méximo.

En efecto, x =5 cm es un maximo. La base mide 10 cm, la altura mide h = y225-150=5y3 cm y
el 4rea maxima es A = 2543 cm?.
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64 Con 100 m de valla queremos delimitar una parcela rectangular aprovechando una pared, de
modo que solo tengamos que vallar tres de sus lados. Calcula las dimensiones de la parcela de
drea mdxima que podemos vallar.

Llamamos x a los lados del rectdngulo perpendiculares a la pared e y al lado paralelo a ella.
2x+y=100 — y=100—2x

El 4rea del rectdngulo es:

A =xy=x(100 - 2x) = 100x — 2x

Queremos hallar el valor que da lugar al drea maxima:

A'=100 — 4x

A'=0 - 100-4x=0 - x=25m

Comprobamos que es un méximo:

A'>0 . A'<0

0 7 25 ~

Por tanto, el drea mdximasedasi x=25m, y=100-50=50m yes A=25-50=1250 m2.

65 Halla los lados del rectingulo de drea mixima entre todos los que tienen la diagonal igual a
12 cm.

Llamemos x, y alabasey a la altura del rectdngulo, respectivamente.
x2 +y2 =122 > y= V144 — x?
El 4rea del rectdngulo es:

A:xy:x«/144—x2

Hallamos el valor que da el drea maxima:

2 2
e Tdh Pt 1442y

J144—x2 1442

2
A'=0 = 144 2x" _ 0 — 144 —2x%=0 — Obtenemos solo una solucién vilida: x = 642 cm.

V144 — x?

Comprobamos que es un maximo:
A'>0 . A'<0

0 — &7 T~

Los lados x = 642 cm, y=+144—(6 ¥2)2=642 cm nos dan el rectdngulo de drea mdxima, que es
A=72cm?.

66 Se quiere construir un barril cilindrico con una capacidad de 150 /. Halla el radio y la altura del
cilindro para que la cantidad de chapa empleada en su construccién sea minima.

Sean 7 y h el radio y la altura del cilindro, respectivamente.

150

7'572

nr’h =150 — h=
La cantidad de chapa es igual a la suma del 4rea lateral mds las dreas de las tapas:

A=2nrh + 2nr% = 2<7tr 150 + m'2>= 2(—150 + m'2>
r

7'[7'2
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Hallamos el valor que da el drea minima.

A'= 2(— 150 +27'cr>

;,2

A=0 —» -9 o0 — 25 =150 73=% - r=3lﬁ -
n n

72 7,2

150 150 75
—h-10. ;=232

"

Comprobamos que 7= 3,/ﬁ es un minimo:
s

A'<0 . A'>0

0 \3\/5/

Por tanto, las medidas son » = 3,/ﬁ dm, h=23 75 dm.
T

T

67 Detodos los ortoedros de base cuadrada y drea total igual a 20 cm? halla las dimensiones del que

tiene el mayor volumen.

Supongamos que x es el lado de la base cuadrada y que y es la altura del ortoedro.

10 — x2
2x

2 10— x? _ 10x — x°
2x 2 ’

2

El drea total es igual a 20 cm? — 2x2 + 4xy =20 — y=

El volumen del ortoedro es V= x2y = x

Hallamos el valor de x que da el volumen méximo.
_ 10-3x?
Vo U oxT
2

2
V=0 — % =0 > x= /13—0 (el resultado negativo no tiene sentido).

V'>0 . V'<0

0/\/?\

10-410/3*  [10 . 10 /10
Laalturaes y= ———~ - /XY vl volumen mdximo, V= —2 [+) cm3.
7 2410/3 5 7 3 V3

68 En un semicirculo de radio 10 cm se inscribe un rectingulo. Calcula las dimensiones de dicho
rectingulo para que su drea sea mdxima.

Sean x e y la semibase y la altura del rectdngulo, respectivamente.

10 C X

x2+)/2= 102 > Y= V100 — x2
Eldreaes A =2xy100 — x2
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Hallamos el valor de x que da el drea mdxima:

2 2
A'=2 ’100—362— X =2100—2x
( «/1oo—x2) v100 — x?

2
A'=0 — 2100=2x" _ 5 100-2x2=0 — x= 542 (el resultado negativo no tiene sentido).

V100 — x2

A'>0 . A'<0

06— 2 T

Si x=5y2 cm — y= y100—(542)%2 =542 cm y el drea mdxima es 4 = 50 cm?.

Cuestiones tedricas

69 Dibuja una funcién que tenga derivadanulaen x=1 yen x=-1, derivada negativa en el in-
tervalo [-1, 1] y positiva para cualquier otro valor de x.

ERS

70 Pon ejemplos de funciones f cuya derivada sea f'(x) = 2x. ;Cudntas existen?

Existen infinitas.

fx) = x% + k, donde x es cualquier nimero.

71 Esta es la grifica de la funcién y = x3.

a) ;Tiene algiin punto singular?

(o

b) :Es creciente o decreciente en x = 02

©) ;Cudl es la ecuacién de la recta tangente en x = 02

a) El punto (0, 0) tiene tangente horizontal. Este es el tnico punto singular.
b) La funcién es creciente en x = 0.

¢) La recta tangenteen x=0 es y=0.

72 ;Existe algiin punto de la funcién y = 4x — x> en el que la tangente sea 4 /
paralela a la recta 7? En caso afirmativo, héllalo. "
74N\
f(x)=4-2x 3 .
4-2x=1 == I \
Pendiente de la recta =1 eIy

Punto <%, %)

73 Demuestra, utilizando la derivada, que la abscisa del vértice de la paribola y = ax? + bx + ¢ es
x = _—b
2a

f'(x)=2ax+b6=0 — x=5—j
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74 Sabiendo que f'(2) = 0, ;cudl de estas afirmaciones es correcta?
a) La funcién f tiene méximo o minimo en x = 2.
b) La recta tangente en x =2 es horizontal.

¢) La funcién pasa por el punto (2, 0).

La correcta es la b).

75 Y Esta es la grifica de f', la funcién derivada de f.
JilC) a) ;Tiene f algian punto de tangente horizontal?

x b):Es f creciente o decreciente?

a) Si, en x =2, puesto que f'(2) = 0.
b) Si x <2 es creciente, pues f'> 0; ysi x> 2 esdecreciente, pues f'> 0.

76 Y Observa la grifica de la funcién y = f(x).
f®) :Cudl serd la gréfica de una funcién y = g(x) tal que g'x) = f'(x) y

. g0 =-12
Como f(0) =1, debe ser g(x) = f(x) — 2, es decir, seria la misma gréfica que la de f{x) pero des-
plazada dos unidades hacia abajo. De esta forma:

g0)=f0)-2=1-2=-1
2(x) = D[flx) - 2] = f"(x)

77 Sabemos que f'(x) = ﬁ y g(*) = x* + 1. Halla, si es posible:

a) Df[g(2)]
b) Df[g(x)]
) Dg[ f(2)]

3) Df[g@)] = DF@*+ 1) = Dfi5) = 515 = 3

b) Df[g(x)] = Df (x> + 1) = ——L 1

x*+1-3 =x2—2

¢) No es posible porque no se puede determinar f(2).
78 Sabemos que f(0)=0y f'(0) =1y h(x) = ef®, :Cual de estos tres valores corresponde a 5'(0)?:
a) L b) 0 91

h'(x) = e/ f(x)
Por tanto, 4'(0) = e/ - f'(0) = 0.1=1, que se corresponde con b).
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79 ;Cudl de estas grificas corresponde a la funcién derivada de una curva que tiene un méximo en
x =12 ;Por quéz:

a) v b) Fo c)

Yf'()
. 1)
T ) 1
YO T

La grafica del apartado b), porque f'(1) = 0.

Ademis,

En consecuencia, x =1 es un mdximo.

80 ;Verdadero o falso? Justifica tu respuesta.
a) Si f'(a) > 0, entonces f es creciente en x = a.
b) Si f'(a) = 0, entonces f no crece ni decrece en x = a.

©) Si f es decreciente en x = a, entonces f'(a) < 0.
a) Verdadero.

b) Falso. Hay funciones con puntos singulares donde la funcién es creciente. Por ejemplo, f(x) = x>
es creciente en el punto singular (0, 0).

¢) Falso. La funcién f(x) = —x3 siempre es decreciente y f'(0) =0.

Pagina 331

81 Esta es la grifica de una funcién y = f(x).

La gréfica del apartado ), porque f'(-2) = f"(3) =0 al ser x=-2 y x=3 puntos singulares de f{x).

Como f(x) crece en el intervalo (-2, 3), f'(x) > 0 y esto solo curre en el apartado c). El resto de la
gréfica de c) es coherente con la de f{x).
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82 Asocia a cada una de las gréficas I, II, III la grifica de su funcién derivada.

O @y @
2 2
X
Y @ ij \Y ©
1A\
2 X

. 2 X 2\
2 | X

[-c II—sa HI-b

N

Para profundizar

83 Representa una funcién y = f(x) de la que sabemos que f(-1) =2, f(2) =3 y que tiene por
gréfica de su funcién derivada f'(x) la siguiente:
Y

Jil&))

gRVasE

1

Y,‘4L
7#‘,

h f(x)
- Q/\

N\ _h X

84 Observa la grifica de la funcién y = f(x) y representa de forma aproximada la funcién y = f'(x).

ESd e
TR
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85 Halla las asintotas oblicuas de la funcién f(x) = yx2+1 y estudia la posicién de la curva con
respecto a ellas. Calcula los puntos singulares y representa la funcién.

Asintotas oblicuas:
Como la funcién no es un cociente de polinomios, hallamos las asintotas oblicuas usando limites.

Recordemos que si la asintota es y = ax + b, entonces:

2

x
[}

+

—

a= lim = lim Y= g X 21
X — +oo X X — +oo X X = too A
241 - 241 2 2
b= xél:’ﬁo («/x2+1—x) = lim <«/x i x)(«/x i +x> - gy XAl=xt g, 1

roe («/x2+1 +x> roe («/x2+1 +x) e («/x2+1 +x>

Cuando x — +oo, la asintota oblicua es y = x.

a= lim = lim —— = lim = =-1 (porque x es negativa)
x

’ / ) <«/x2+l+x><«/x2+1—x> . 1
b= din (WFeT-9) = tim (P +1vx) = lim (R R Ter i

Cuando x — —oo, la asintota oblicuaes y = —x.

Puntos singulares:

'.X'= Z.X'
SO

Esta derivada solo se anulasi x=0. Como f(0) = 1, el dnico punto singular es (0, 1).

86 Prueba que la funcién f(x) = yx no tiene derivadaen x = 0.

El dominio de definicién de f(x) es el intervalo (0, +o0), por tanto, para poder usar la definicién de
derivada, solo podemos calcular el limite por la derecha.

La derivada en x =0 deberia ser el limite:

g FODSO_ TR foh

x—0* h x—0*

Jh 1

lim — = lim —= =+

x—-0* h x—0* ‘/H

Como el limite anterior no existe, la funcién f(x) = yx no es derivable en x = 0.
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ax?+bx+c si x<0

In(x+1) si x>0

87 Dada la funcién: f(x) = {

, determina los valores de @, b y ¢ paraquela

funcién sea continua, tenga un méximo en x = -1 y la tangente en x = -2 sea paralela a la recta

y=2x.

Llamamos f{(x) = ax? + bx + ¢ y f,(x) = In (x + 1). Ambas funciones son continuas y derivables
donde estdn definidas.

Para que sea continua en x = 0, debe ocurrir que f;(0) = £(0).

f10)=c
f2(0)=0 — ¢c=0

Para que tenga un mdximo en x = -1, debe ocurrir que f'(-1) =0, es decir, f";(~1) = 0.

f1x) =2ax+ b

20(-1) + =0 > 2a+b=0

Para que la tangente en x=—2 sea paralelaalarecta y=2x, debeser f'(-2) =2, esdecir, f';(-2) = 2.
Por tanto, 2a(-2) + b=2 — —4a+b=2

Resolvemos el sistema:

2a+b=0 L pes
Ldarbo2| T AT

—x%—2x si x<0
La funcién es f(x) =

In(x+1) si x>0

Ahora podemos comprobar que el punto (-1, 1) es un maximo de f(x) estudiando [} (x) = —2x—2
en el intervalo de definicién de f;(x).
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1 Observa la gréfica de la funcién y = f(x) y responde. 1) Y
a) ;Cudl es la T.V.M. en los intervalos [0, 3] y [-4, -2]? .
b) ;Tiene algiin punto de tangente horizontal? / l 1 X

©) ;Para qué valores de x es f'(x) > 0?

d) Sabemos que la tangente en el punto de abscisa x = 0 es paralela a la bisectriz del segundo cua-
drante. ;Cudnto vale £'(0)?

_fB-A0) 1p2-2 1
Q) TVM.[0,3] - Jo—= 12=2 1

S-S 40 _
TVM. [-4, 2] = &= op =t =2

b) Si, P(-2, 4).
o Si x<-2, f'(x) > 0.

d) Larecta y = —x (bisectriz del 2.° cuadrante) tiene pendiente igual a—1. Por tanto, f'(0) = —1.

2 Dada f(x) = x> — 3x, prueba que f'(~2) = —7 aplicando la definicién de derivada.

fl-2+h)= fi-2)
h

f=2) = (2)2-3(-2)=4+6=10

2= lim

f=2+h)=(2+h?-3(2+h)=4-4h+h?+6-3h=h2-7h+10
(=2 +h)—f(-2) =h?-7h

f=2+h)-f=2) h2_7h
h "~ h 4y’

limh -7 =—7
h-0
Por tanto, f'(-2) =-7.

3 Halla la derivada de las siguientes funciones: s
2 _x ?
a)y=3x+? b)y:ln(%-e > o) y = cos* nx d)y:(xx_ )

a) flx) = x13 4 2x72

Fl() = Lx—2/3 4y 1 _%
x

3 332

b) f(x) = /n<%>+/ne_x=lnx—/n3—x

' 1 1-x
B S
S x x
) f'(x) = 21 cos 0 x (—sen mx) = —2m cos mx - sen TX

- >2D< - )‘3 K xx=2)-x 3t - 4y)
x=2 (x—2)? x-2)2 (x—2)%

d)f'(x)=3( >
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4 Escribe la ecuacién de la tangente a la curva y = Inx? en el punto de abscisa x = 1.
Punto de tangencia: x=1, y=/n 12=0 — P(1,0)
Pendiente de la recta tangente: f'(x) = i—’zc :% - f(1)=2
Ecuacién: y=0+2(x—1) — y=2x-2
5 Halla los puntos singulares de la funcién y = 2 + (1 — x)3. ;Tiene mdximo o minimo relativo esa
funcién?
F)=2+1-x° = f'(0)=31-%%-1) =-3(1-x?
f)=0 > 31-x%?=0 > 1-x=0 > x=1
fD)=2+1-1)0°=2
Punto singular: (1, 2).

Como f'(x) =-3(1 - x)? es menor que 0 para cualquier valor de x = 1, [ es decreciente en todo su
dominio y, por tanto, el punto singular no es maximo ni minimo.

6 Dada la funcién: f(x) = 3‘2%’;‘:4

a) Estudia las asintotas y la posicién de la curva respecto a ellas.
b) Halla los maximos y los minimos.

©) Represéntala.

a) * Asintotas verticales. Recta x =2 porque este valor anula el denominador pero no el numerador.

1,992 -2.1,99+4

IZQUIERDA: 31,99 =398 — flx) = +
DERECHA: 2’012_2'2’0“4——402 — flx) > —o0
' 2-2,01 -

* Ramas infinitas. Como la diferencia entre los grados del numerador y del denominador es 1,
tiene una asintota oblicua.

2
x"—2x+4 =—x— 4 — Larecta y=—x es la asintota oblicua.
—x+2 x—2
___ 4
S = (=) == —

Si x— —oo0, flx) — (%) >0 — La funcién estd encima de la asintota.
Si x = —o0, f{x) — (—x) <0 — La funcién estd debajo de la asintota.

2x=2)Q2-x)-(?—2x+4)-(-1) _ _x?+4x

A 2-22 S 2-9?
fx=2— L+4’26=0 - x2+4x=0 > x=0, x=4
(2-x%)

f(0) =0, f(4) =—6 — Los puntos (0, 2) y (4, —6) son puntos singulares, donde el primero es un

minimo y el segundo es un maximo.

c)"
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7 Representa la funcién f(x) = x—12x + 16.
y=x%—-12x+ 16 es una funcién polinémica, por ello es continua en IR.

¢ Ramas infinitas:

Jim (67— 12x+ 16) = +eo
xé(nw (x3 - 12x+ 16) = —oo

* Puntos singulares:
f(x) = 3x% - 12
F6)=0 = 3x2-12=0<__ ’;:2
f2)=22-12-3+16=0 — (2,0)
f=2) = (-2)° - 12(=2) + 16 =32 — (-2,32)
Los puntos singulares son (2, 0) y (-2, 32).

Esta es su gréfica:

»
t

~NL

T ——

8 Estudia y representa f(x) = xzx; 1

x2—
fl) = 251

x
Dominio de definicién: IR — {0}
x— 07, flx) > —oo

Asintota vertical: x = 0. Posicién <
X —> 0+, f(x) —> —o0

Asintota horizontal:

2 x —> +oo, flx)<1

) 1
xlggo 2 =1; y=1. Posicién <x_)_°°’ A<l

Puntos singulares:

) - 2x x2 —(x2-1)2x 2% _ 2

(XZ) 2 x4 x3

fx)=0 — % = 0. No tiene solucién.
x

No tiene puntos singulares.

Esta es su gréfica: v
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3
9 Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f{(x) = x? —x*—3x.

10

11

3
fl) = x? —x2-3x > f'(x) =x%_-2x-3
Buscamos los valores de x paralos que f'(x) >0 — x2-2x-3>0

fW>0 f)<0 = f>0
/—1\3 /

Intervalos de crecimiento de fi (—oo0, —1) U (3, +o0)

Intervalos de decrecimiento de f: (-1, 3)

La funcién tiene un mdximo en x =-1 y un minimo en x = 3.

Calcula el valor de & y ¢ para que la funcién y=2® + bx? + ¢ tenga un punto singular en P(2,-3).

Si P(2,-3) es un punto singular, entonces:

f2)=-3
£2)=0

fx) = 3x2 + 2bx
Resolvemos el sistema:

23+b-22+c=—3} 4b+c=-11

b=-3, c=1
3.22426.220 | 4b=-12 }_> 5 ¢

Halla dos niimeros cuya suma sea 34 y tales que su producto sea méximo.
Supongamos que los niimeros son x e y:

x+y=34 = y=34-x

Buscamos el producto médximo:

P=xy=x(34—x) = 34x—x?

P'=34-2x

P'=0 = 34-2x=0 - x=17 = y=17

Comprobamos que el valor obtenido es un méximo del producto

P'>0 . P'<0

R VA

Por tanto, los nimeros son x =17, y=17 y el producto médximo es 289.
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Unidad 13. Distribuciones bidimensionales

Resuelve
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Relacién funcional y relacién estadistica

En cada uno de los siguientes casos debes decir si, entre las dos variables que se citan, hay relacién
funcional o relacién estadistica (correlacién) y, en este wltimo caso, indicar si es positiva o negativa:

a) En un conjunto de familias:

Estatura media de los padres - Estatura media de los hijos
b) Entre los paises del mundo respecto a Espana:

Volumen de exportacion - Volumen de importacion
) En los paises del mundo:

Tasa de mortalidad infantil - Médicos por cada 1000 habitantes
d) En las viviendas de una ciudad:

kWh consumidos durante enero - Coste del recibo de la luz

Niimero de personas en cada casa - Coste del recibo de la luz
e) En los equipos de fitbol:

Posicion al finalizar la liga - Niimero de partidos perdidos

Posicion al finalizar la liga - Niimero de partidos ganados

a) Estadistica, porque la estatura media de los padres no nos permite saber exactamente la estatura media
de los hijos. Hay correlacién positiva. Normalmente, los hijos de padres altos son altos.

b) Estadistica, porque el volumen de exportacién no nos permite saber exactamente el volumen de impor-
tacién. Hay correlacién negativa. Normalmente, los paises que exportan mucho, importan poco.

c) Estadistica, porque la tasa de mortalidad infantil no nos permite saber exactamente el nimero de médi-
cos por cada 1000 habitantes. Hay correlacién negativa. Normalmente, los paises que tienen una tasa
de mortalidad infantil grande, tienen pocos médicos por cada 1000 habitantes.

d) EWh consumidos durante enero - Coste del recibo de la luz — Funcional; si conocemos los kWh consumi-
dos durante enero, podemos calcular el coste del recibo de la luz.

Niimero de personas en cada casa - Coste del recibo de la luz — Estadistica, porque el niimero de personas
en cada casa no nos permite saber exactamente el coste del recibo de la luz. Hay correlacién positiva.
Normalmente, cuantas mds personas hay en una casa, mds luz se consume.

e) Posicion al finalizar la liga - Niimero de partidos perdidos — Estadistica, porque la posicién al finalizar la
liga no nos permite saber exactamente el niimero de partidos perdidos. Hay correlacién negativa. Nor-
malmente, cuanto més alta es la posicién en la liga, menos partidos se han perdido.

Posicion al finalizar la liga - Niimero de partidos ganados — Estadistica, porque la posicién al finalizar la
liga no nos permite saber exactamente el niimero de partidos ganados. Hay correlacién positiva. Nor-
malmente, cuanto mds alta es la posicién en la liga, mds partidos se han ganado.
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Ejemplo de relacion estadistica

En la siguiente gréfica, cada punto corresponde a un chico. La abscisa es la estatura de su padre, y la
ordenada, su propia altura:

ESTATURA
HIJOS
190
L 2
L 2

180 °

L 2 L 2 L 2

L L 2 L 3

L 2
170 oo °
L 2
L 2
160 ESTATURA
PADRES
7/

160 170 180 190
a) Identifica a Guillermo y Gabriel, hermanos de buena estatura, cuyo padre es bajito.
b) Identifica a Sergio, de estatura normalita, cuyo padre es muy alto.

¢) ;Podemos decir que hay una cierta relacién entre las estaturas de estos 15 chicos y las de sus pa-
dres?

a) Guillermo y Gabriel estdn representados mediante los puntos (160, 175) y (160; 177,5).
b) Sergio estd representado con el punto (192,5; 172,5).

c) Si; en general, cuanto mds alto sea el padre, mds altos son los hijos.
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E Distribuciones bidimensionales. Nubes de puntos

Pagina 339

1 ;Verdadero o falso?
a) En una distribucién bidimensional, para cada valor de x solo puede haber un valor de y.
b) Cuantos mds puntos tenga una distribucién bidimensional, mds fuerte es su correlacién.

¢) Las series temporales son distribuciones estadisticas en las que una de las variables es el tiempo.
Aunque no sean distribuciones bidimensionales propiamente dichas, pueden tratarse del mis-
mo modo que estas.

a) Falso, se pueden mirar las nubes de puntos de esta misma pdgina.

b) Falso, la correlacién depende de la relacién entre las caracteristicas que se estudian en una poblacién,
no del nimero de elementos de la poblacidn.

c) Verdadero.
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B Correlacidn lineal

Pagina 341

1 ;Verdadero o falso?

a) Cuanto mds préximos estén a una recta los puntos de una distribucién bidimensional, mds
fuerte es su correlacién lineal.

b) Si la recta de regresién tiene pendiente negativa, la correlacién lineal es negativa.

©) Si los puntos de la nube no se aproximan a ninguna recta, entonces las variables estdn incorre-

ladas.

a) Verdadero. Porque la correlacién estudia las distancias de los puntos a la recta de regresién. Cuanto
mds pequena es la distancia a la recta, mayor es la correlacién.

b) Verdadero. Una recta de pendiente negativa indica, como el signo del coeficiente de correlacién, que
al aumentar una variable, la otra disminuye.

¢) Verdadero.

2 La siguiente tabla muestra cémo se ordenan entre si diez paises, A, B, C..., segin dos variables,
R.L.C. (renta per cdpita) e 1.N. (indice de natalidad). Representa los resultados en una nube de
puntos, traza la recta de regresién y di cémo te parece la correlacién.

PASES| A (B | C|D|E | F |G| H|I|]J]
RPC.|1 |23 |4|5|6|7|8|9]|10
I.N. 10,6 (9 (5|7 |4|1|3|8]|2

La correlacién es negativa y moderadamente alta (-0,62).

LN.
10

8 N

6 N

R.PC.
2 4 6 8 10 12
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B Pardmetros asociados a una distribucidon bidimensional
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1 ;Verdadero o falso?

a) El signo de la correlacién () coincide con el de la covarianza (ny).

b) Si cambiamos las unidades en que se expresa la variable x, entonces se modifican los valores de
X, O, ny y 7

¢) Aunque cambiemos las unidades en que se da la variable x (o la y, o ambas) el valor de la co-
rrelacién, », no se modifica.

a) Verdadero, 7=

5.0, ; como G, y O, son positivas, el signode r esel de O
b) Falso. Varian todos los pardmetros menos 7, porque 7 es el Gnico que no tiene dimensiones.

¢) Verdadero.

2 Obtén mediante cdlculos manuales los coeficientes de correlacion de las distribuciones con las que
hemos trabajado en el epigrafe anterior:

Salto de altura - Salto con pértiga

Salto de altura - 1500 m lisos

Salto de altura - Lanzamiento de peso
Hazlo también con una calculadora con modo LR.

a) x: salto de altura
y: salto con pértiga

Elaboramos la tabla como en el ¢jercicio resuelto:

xi | yi | x? | y? |xy %= % =45 j= % —45
1 1 1 1 1
2| 4] 4 16| 8 6, =294 45222913
3| 2 9| 4| 6 8
410 3] 16| 9| 12 _ (204 4 e
s | 5| 25| 25| 25 0, = 20t — 4,52 - 2,0913
6 7 36 49 42
7 6 49 36 42 Gx}l = % - 4’5 * 4)5 = 4’75
8 8 64 64 64

AT 090475
36 36 | 204 | 204 | 200 r= 2.2913.2,2913
b) x: salto de altura
y: 1500 m lisos

xi | yi | x? | y? %y X= % =45 jy-= % =4,5
1 3 1 9 3
2| 2| 4| 4| 4 .- 204 _452_22913
3 5 9| 25| 15 8

40 1| 6| 1| 4 _ (204 4 <2
s | 71 25| 4! 5 0, = 2%~ 4,52 - 2,2913
6 6 36 36 36 189
7| 4| 49| 16| 28 Oy=—g —45-45=3375
8 8 64 64 64 3.375

36 | 36 | 204 | 204 | 189 "= 3 3913.2.0913 - 04285
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) x: salto de altura

y: lanzamiento de peso

X; yi | X2 | y? %y X = % =45 y= % =45
1 7 1| 49| 7
2 5 41 25| 10 G, - [204 457 22913
31 8 9| 64| 24 8
4 6| 16| 36| 24 _ \/20472 ]
s | 4| 25| 16| 20 Oy= g —457=22913
6 1| 36 1 6
70 3| 4| of 0y= 128 45 45--425
8 2| 64| 4| 16 45
36 | 36 | 204 | 204 | 128 r= m =-0,80952
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ﬂ Recta de regresion
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1 ;Verdadero o falso?

a) Cuanto mds fuerte sea la correlacién, mds puntos habri de la nube que se encuentren exacta-
mente sobre la recta de regresién.

b) Cuanto mds fuerte sea la correlacién, mds cerca de la recta de regresion estardn los puntos de la
nube.

©) Cuanto mis fuerte sea la correlacién, m4s fiables serdn las estimaciones hechas a partir de la
recta de regresién.

a) Verdadero. Como 7 es muy grande, la distancia de los puntos a la recta es muy pequefia o nula.
b) Falso. Habrd muchos puntos cerca de la recta, pero puede haber puntos aislados lejos de la recta.

¢) Verdadero. Los valores de una de las variables son mds predecibles, puesto que estdin muy préximos a
la recta de regresién.
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E Hay dos rectas de regresion
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1 ;Verdadero o falso?

a) En una distribucién bidimensional en la que se estudien conjuntamente las estaturas (x) y los
pesos (y) de un grupo de jévenes enla cual x =170 cm e y = 65 kg, es imposible que las rectas
de regresién sean y = 0,8x—67 e y=1,1x—121.

b) Si en una distribucién bidimensional es x =3 e y =5, entonces es posible que las rectas de
regresién sean y=2x—1 e y=—-x+ 8, pues ambas se cortan en (3, 5).

©) Si las rectas de regresién son y = %x +10 e y=11x-2, entonces la correlacién es débil porque

las rectas forman un 4ngulo préximo a 90°.

a) {y:O,Sx—67

L1 121} x=180,0; y=77,0 — Se cortan en (180, 77).
y=5Llx-

El punto de corte de las rectas de regresién debe ser (x, y) = (170, 65), luego es verdadera la afirma-
cion.
b) Verdadero, por el razonamiento anterior.

) Verdadero. Se puede observar en las grificas de esta pdgina.
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E Tablas de contingencia
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1 Calcula la media y la desviacién tipica de la distribucién marginal de la x. Para ello, asigna a cada
intervalo de edades su marca de clase (punto medio) y al dltimo intervalo asignale el valor 75.

Xj f; x;+ f; x? x? f;

21,51 50 1075 462,25 23112,5
30,5 85 2592,5| 930,25 79071,25

43 140 6020 |[1849 258860
58 100 5800 |3364 336400
75 125 9375 |5625 703125
500 24862,5 1400568,75
~  24862,5
=222 - 4972
x 500 9,725
o = M_49’7252 = 18,126

* 500

2 La distribucién marginal de la y corresponde a una variable cualitativa. Por tanto, no tiene media
ni desviacién tipica. El inico pardmetro que podemos asignarle es la moda. ;Cual es?

Moda = Deportes.

Pagina 348
3 Comprueba que la siguiente tabla corresponde a la
distribucién de x condicionada a y € {INF, DOC}. X | 18-25 | 26-35 | 36-50 | 51-65 |MAS DE 65
Halla su media y su desviacién tipica. i ? 21 36 26 46
x| 21,5 | 305 | 43 | 58 75
INF 4 6 15 11 25 61
DOC 5 15 21 15 21 77
INF-DOC 9 21 36 26 46 138
Xi f; x;- f; x? x? f;

21,5 9 193,5 | 462,25 4160,25
30,5 21 640,5 | 930,25 | 19535,25
43 36 1548 | 1849 66564
58 26 1508 | 3364 87464
75 46 3450 | 5625 258750

138 7340 436473,5

_ [436473,5

_ 2 _
; g 531887 = 18,273
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4 Haz la distribucién de y condicionada a x < 36.

Yi f;
INF 10
DOC 20
ENT 20
DEP 54
PEL 26
OTR 5

5 Comprueba, calculando las frecuencias relativas, que el suceso PEL no es independiente de la edad.

X; 21,5 30,5 43 58 75
PEL 11 15 20 16 11 73
0,15068493 | 0,20547945 | 0,2739726 | 0,21917808 | 0,15068493

Se observa que las frecuencias relativas varian segtin la edad.

6 Haz la distribucién de x condicionada a NO DEPORTE y compara sus frecuencias relativas con las
de la distribucién marginal de la .

X; 21,5 30,5 43 58 75
NO DEP 61 105 166 119 138 589

i f; x;- f; x? Xiz‘ f;

21,5| 61 1311,5 462,25 28197,25
30,5( 105 3202,5 930,25 97 676,25

43 166 7138 1849 306934
58 119 6902 3364 400316
75 138 10350 5625 776250
589 28904 1609373,5
__ 28904 _,
- - 49,073
Y= 7589
1609 373,5 5
_4 - 28,471
\/ oS 0,0732 = 28,47

La media es similar; sin embargo, la desviacién tipica es mayor si consideramos los datos de las personas
que no ven deportes.
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Q&
i ) yi9ol1]2]|3]4
7 Otro grupo de 154 personas han realizado los mismos tests, con los resul-
tados que se dan en la tabla de la derecha. Halla el coeficiente de correla- 0|17)22 411
cion. 1/15/14|8 (2|0
2 |13/ 6 (105 |1
De los datos obtenemos las siguientes tablas: 3514|262
g 4a|3/1]0]3]4

0 1 2 3 4
Yi

0 [17]22] 6 4 1 |50
2

1 |15| 14| 8

13| 6 |10

N
[a—

35

5 4 2 |6 2 (19

AW DN

3 1 0 3 4 |11

53 | 47 | 26 | 20 | 8 |154

Distribucién marginal de la x:

Xj f; x;- f; Xiz Xiz' f;
0 53 0 0 0
1 47 47 1 47
2 26 52 4 104
3 20 60 9 180
4 8 32 16 128
154 191 459
- 194
=—="=1,2
¥= T4 =120

459 2
O, = | g5 ~126° = 1,18

Distribucién marginal de la y:

yi | £ | yirfi | y2 | y*f,
0 50 0 0 0
1| 39 39 1 39
2 | 35 70 4 | 140
3 19 57 9 171
4 | 11 44 | 16 | 176
154 | 210 526

210 _15_
y= 5 1 1,36

/526 2
C,= 154 —136% =1,25

400
Oy = Jog— 136 1,18=0,99

099
"= 125118 0%
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Ejercicios y problemas resueltos
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1. Relacién funcional y relacién estadistica

Hazlo ti. Haz lo mismo con las variables Horas de sol - Temperatura media en Almeria.

E|F |Mr|Ab My|Jn | JI |[Ag| S |O | N | D
HORAS DE SOL 216|251 (271|300 | 335 (329|377 | 321|244 |225|159 | 194
TEMPERATURA MEDIA |12,2(10,8|14,5|15,6|20,4(24,1|25,8/|26,7|23,7(19,3(16,4|13,5

a) Es una distribucién bidimensional en la que se relacionan las variables x: horas desol e y: temperatura
media en Almerfa, correspondientes a un afio.

b)  TEMPERATURA MEDIA

35
30
25 CE
20 - .
15 ¢ "

10 2

5

HORAS DE SOL
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

¢) Es una relacién estadistica, el nimero de horas de sol no determina la temperatura media.

&. Analisis grafico de una distribucion bidimensional

Hazlo tu. Estudia la correlacién entre la NOTA de un exdimen de Matemiticas y las otras variables que
aparecen en la siguiente tabla:

NOTA 3 4 5 6 6 7 7 8 8 9
NOTA DEL ANO PASADO | 4 2 6 6 8 5 6 9 7 | 10
COCIENTE INTELECTUAL | 120|102 (118|105| 95 (110|103 |107|115|125

a) x: Nota

y: Nota del afo pasado

NOTA DEL ANO PASADO
| —’7 ‘7
11 I~
10 °
9 ®
8 °
7 ®
6 o o o
5 °
4 °
3
2 °
1
NOTA

1 23 45 6 7 8 910

Hay una correlacién positiva bastante fuerte.
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b) x: Nota

y: Cociente intelectual

COCIENTE INTELECTUAL

225
200
175
150
125
100
75
50
25

NOTA

1 2 3 4 5 6 7 8 910

Hay una correlacién positiva bastante fuerte.
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Ejercicios y problemas guiados
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Dos rectas de regresion. Estimaciones
La siguiente tabla relaciona las variables
x: gastos en publicidad (miles de euros)
y: ventas (miles de euros)

durante los 6 primeros meses de promocién de un cierto producto:

x| 1|2 |3 |4|5]|6
10 (17|30 | 28 | 39 | 47

a) Hallar las dos rectas de regresion.
b) Efectuar la estimacion y (5,5) y explicar su significado.

¢) Para obtener unas ventas de 20 000 €, ;cudntos miles de euros se estima que hay que gastar en pu-

blicidad?

;Serdn fiables estas estimaciones?

2

)| x Yi | X Yi© | XitYi
1 10 1 100 10

2 17 4 289 34

3 30 9 900 90

4 28 16 784 112

5 39 25| 1521 195

6 47 36| 2209 282

21 171 91 | 5803 723

§=%=3,5
o171
V=" 28,5

723
Oy = 122 ~3,5.28,5=2075

Pendiente de la recta de regresién de Y sobre X:

20,75
m,, = 712 =71

y-28,5=7,1(x—3,5)

Pendiente de la recta de regresién de X sobre V:
- 12,452

720,75
y - 2835 = 7747(x_ 375)

= 7347

b) 7(5,5) = 7,1(5,5 — 3,5) + 28,5 = 42,7

) ¥(20) — 20-28,5=7,47(x-3,5) — y=2,36

20,75
"= 1711045 - Y
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2. Tabla de doble entrada
Una compaiiia discogrdfica ha recopilado en la tabla de la derecha la

siguiente informacién sobre el niimero de conciertos dados por 15 gru-
pos musicales durante un verano, y las ventas de discos de estos grupos

CONC. (y)

DISCOS (x) 10-30(30-40/40- 80

(en miles). 1oe 3 0 0
’ . . . 5-10 1 4 1

a) Calcular el nitmero medio de discos vendidos.
10 - 20 0 1 5

b) ;Cudl es el coeficiente de correlacion?

¢) Obtener la recta de regresion de Y sobre X.

d) Si un grupo musical vende 18 000 discos, ;qué niimero de conciertos se prevé para él?

a) CONC. (y;)
DISCOS (X;, A o 12
2,5 3 0
7.5 1 4 1
15 0 1 5
4 5 6
b)
Xj f; x;- f; Xiz Xiz -
2,5 3 7,5 6,25 18,75
7,5 6 45 56,25 337,5
15 6 90 225 1350
15 142,5 1706,25
- 142,5
X = 5 = 9,5
GX: \#65,25_9352:4’85
Yi f; yi- fi .Yiz .Yiz &
20 4 80 400 1600
35 5 175 1225 6125
60 6 360 3600 21600
15 615 29325
- 615 _
AT
_ 29325 4q2
0, = s 41< = 16,55
Xx-y-f=06825
0,= 85 _95.41-655
65,5
=—=2- __ =-(,81
" 4,85-16,55
65,5
C) }/x= 4 852 = 2,78

Recta de regresiéon de ¥ sobre X
y—41=278(x-9,5)
d) 7(18) = 2,78(18 - 9,5) = 64,63
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Ejercicios y problemas propuestos
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Para practicar

M Sin férmulas

1 Para cada uno de los siguientes casos, indica:
* Cuiles son las variables que se relacionan.

* Si se trata de una relacién funcional o de una relacién estadistica y, en este ltimo caso, deter-
mina el signo de la correlacién.

a) Renta mensual de una familia - Gasto mensual en electricidad

b) Radio de una esfera - Volumen de esta

) Litros de lluvia recogidos en una ciudad - Tiempo dedicado a ver la television por sus habitantes
d) Longitud del trayecto recorrido en una linea de cercanias - Precio del billete

e) Peso de los alumnos de 1.° de Bachillerato - Niimero de calzado que usan

f) Toneladas de tomate recogidas en una cosecha - Precio del kilo de tomate en el mercado

g) Superficie de una vivienda - Valor de la misma
a) Renta (€), gasto (€).

Correlacién positiva.
b) Relacién funcional.

¢) Relacién estadistica. Seguramente muy débil. Positiva (;cabe pensar que cuanto mds llueva mds tiem-
po pasardn en casa y, por tanto, mds verdn la televisién?).

d) Aunque lo parezca a priori, seguramente la relacion no es funcional. Es una correlacién positiva fuerte.
e) Correlacién positiva.
f) Correlacién negativa (cuanto mayor sea la cosecha, mds baratos estardn los tomates).

g) Correlacién positiva.

2 a) Copia en tu cuaderno y traza a ojo una recta de regresién para cada una de estas distribuciones

bidimensionales:
A B c . D
101 10 . 10 10
L 2 L 2 L 2
* L 2 L 2
@ &
* L 3 L 2 L 2 L 2 L 3
5 5 . 5 ° 51 °
L 2 L 2 L 2 L 2 L 2 *
L 2 L 2 2
L 2 @ L 2 L 2
L 2
5 10 5 10 5 10 5 10

b) ;Cuiles de ellas tienen correlacién positiva y cudles tienen correlacién negativa?

¢) Sin hacer célculos, elige, de entre los siguientes valores, la correlacién de cada una de las dis-
tribuciones:

0 0,64 1 -0,98 095 -1 -0,76

d) Una de ellas presenta relacién funcional, ;cudl? Da la expresién analitica de la funcién que
relaciona las dos variables.
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a)® 10 10

5 10 5 10
b) B y C tienen correlacién positiva; A y D, negativa.
oA — -1;B — 0,95 C — 0,64;D — -0,76

d) La A es relacién funcional: y =12 — 2x.

3 Cada una de estas seis distribuciones bidimensionales estd representada por sus dos rectas de
regresion:

® @ @

Sus coeficientes de correlacién son, no respectivamente:
-0,9 0,99 0,6 -0,2 -0,5 0,1

Asigna, razonadamente, a cada una su valor.
=06

II—0,1

III - -0,9

IV—>-0,5

vV —0,99

VI— -0,2
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4 Representa la nube de puntos de esta distribucién y estima cudl de estos tres puede ser el coefi-
ciente de correlacién:

a) r=0,98 b) r=-0,87 c) r=0,58

0|1 |2|3|3|4(|5]|6
1| 4|6|2|4|8|6]|5

(3]
A_
o
o
o
)

c)r=0,58

5 Representa sobre papel cuadriculado la nube de puntos correspondiente a esta distribucién:

x | 1 [ 2 | 3 | 4
y | 10| 8 | 6 | 4 | 2

:Cudl crees que es el coeficiente de correlacién?

Y 1]

114 —
T
9 T
. L
T 11 T
17
541 —
} .
3_7
L2
1_

r=—-1 porque estdn alineados.

. . . 10
6 a) En tu cuaderno, en una cuadricula como esta, sitda diez puntos de modo que esti-
mes que su correlacién sea 0,9 y una de sus rectas de regresién sea la que ves.
b) Repite la experiencia para conseguir un coeficiente de correlacién de 0,6. 5

¢) Haz lo mismo para un coeficiente de 0,3.
* Atencidn: se pide estimar, pero no calcular.

a) r=0,9

10

b) r=0,6

10

c)r=03

10

10

10
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7 Las estaturas de 10 chicas y las de sus madres son:

x; | 158 | 162 | 164|165 168 [169 | 172|172 | 174|178
y; 1163|155 160|161 | 164|158 | 175|169 | 166 | 172

a) Representa estos valores mediante una nube de puntos.

b) Traza a ojo una recta de regresién y di si la correlacién es positiva o negativa y mds o menos
fuerte de lo que esperabas.

Y

1801
170

1601

1501

AN\
\Y

A\

A\\ T T T T
150 160 170 180 X

La correlacién es positiva y fuerte.
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M Con férmulas

8 Esta es la distribucién bidimensional dada por la nube de puntos B del ejercicio 2:

0|1|2(3|4|4|5|6|7|8|9]10
02243 |6|4|5|7|7]|9]10

Halla:

a) X, J> Oy Oy O,y

b) El coeficiente de correlacién, r. Interprétalo.

c) Las ecuaciones de las dos rectas de regresion.
n=12, Xx =59, Xy=59

Tx? =401 Ty? =389 Zxy = 390
) x=492 j=492

0,=304 o0,=287 G, =833

9
b) r= z =0,95. Se trata de una correlacién fuerte y positiva.
x=)

) Recta de regresiéon de Y sobre X:

(&)

—2 20,90 = y=4,92+0,9(x—4,92)
Gx

Recta de regresién de X sobre Y:

(¢
2 1,01 = =492+ —L (x—4,92) > y=4,92+0,99(x - 4,92)

cg 1,01
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9 a) Representa la nube de puntos correspondiente a la siguiente distribucién bidimensional:

0| 12|33 |4(|5]|6
1| 4

b) Comprueba con la calculadora que sus pardmetros son:
x=44 y=49 Oy = 3,67
o,=2,77 G, =2,31 r=0,58

c) Halla las ecuaciones de las dos rectas de regresién, X sobre ¥ e Y sobre X, y represéntalas
junto con la nube de puntos.

a) Representada en el ejercicio 4.
b) Se comprueba.
c) * Recta de regresién de Y sobre X:

© 3,67
_ 99 _ 3
T =62 T 772

=0,48 = y=4,9+0,48(x—4,4) — y=0,48x+2,79

* Recta de regresién de X sobre Y:

o
my =2 = 367 069 o L 145 — y=49+ 1,45(c—44) — y=1,45x— 1,48
i GJ’ 2’312 m"j’
g_ L] X sobre ¥

Y sobre X

10 Una distribucién bidimensional en la que los valores de x son 12,15, 17, 21, 22 y 25, tiene una
correlaciéon 7= 0,99 y su recta de regresién es y = 10,5 + 3,2x.

a) Calcula y(13), y(20), y(30), y(100).
b) ;Cuéles de las estimaciones anteriores son fiables, cuil poco fiable y cudl no se debe hacer?
) Expresa los resultados en términos adecuados.

Por ejemplo:

y(13) = 52,1. “Para x = 13 es muy probable que el valor correspondiente de y sea préximo
a52”.

a) 5(13) =52,1; 5(20) =74,5; 5(30) = 106,55 5(100) = 330,5
b) 9(13) e 5(20) son estimaciones fiables, 5(30) es poco fiable e 7(100) es una estimacién nada fiable.

c) Son fiables 5(13) e 7(20), porque 13y 20 estin en el intervalo de valores utilizados para obtener
la recta de regresién.

9(30) es menos fiable, pues 30 estd fuera del intervalo, aunque cerca de él.

9(100) es una estimacién nada fiable, pues 100 estd muy lejos del intervalo [12, 25].
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11 Observa la distribucién D del ejercicio 2.
a) Describela mediante una tabla de valores.
b) Realiza los cdlculos para obtener su coeficiente de correlacién.
©) Representa los puntos en tu cuaderno.
Halla la ecuacidén de la recta de regresion de Y sobre X y represéntala.

d) Calcula y(4,5), y(11), y(20) dilucidando cuinto de fiables son dichas estimaciones.

a)
x| 1|2 44 6789
5087 945 3|1
b)7=10 Sx = 49 5:%:4,9
_ =_50 _
2y=50 T 5

Tx2 = 301 o, - ,/%—4,9%2,47
) _ 301 oo
252 =310 O, = |2 —57=2.45

Txy=199 nyz%—4,9-5=—4,6
46
24704 0 00

) Recta de regresién de Y sobre X:

y=5- é’f(x—4,9) — y=28,675-0,75x
\
104

d) 5(4,5) = 5,56
7(11) = -3,04
9(20) = -14,95

Como 7= 0,76, la estimacién para 4,5 la podemos considerar fiable, pero las de 11 y 20, que no
estdn en el intervalo de datos, no se pueden considerar muy fiables.
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12 Calcula las correlaciones correspondientes a las nubes de puntos que inventaste en el ejercicio 6.
Comprueba si las correlaciones obtenidas se parecen a las que pretendias alcanzar.

a) r=0,97
b) r= 0,64
c) r=0,25

Para resolver

13 La siguiente tabla recoge los datos econémicos de algunas de las peliculas mds rentables de un
ano (las cantidades estin dadas en millones de euros):

X: GASTOS 18/15|20|11|10| 6 | 6 (14 (16|12
y: RECAUDACION | 93 | 83 | 80 |47 | 46 | 44|36 (34|33 |26

a) Halla el coeficiente de correlacién.

b) Obtén la recta de regresién de Y sobre X y estima qué recaudacién cabe esperar si se invier-
ten 30 millones de euros en una pelicula.

a) r=0,6
b) y = 3,05x + 13,05
9(30) = 104,55
Cabe esperar que se recauden 104,55 millones de euros.
14 Un excursionista, en diez marchas distintas, toma las siguientes medidas:
x: altura de lugar (en m)

y: presién atmosférica (en mm Hg)

z: niumero de pulsaciones en reposo

0 |184|231(481|730|911(1343|1550(1820|2184
y | 760 | 745|740 | 720|700 | 685 | 650 | 630 | 610 | 580
z 73|78 (75|78 |83 |80 | 89 80 85 92

Halla el coeficiente de correlacién y la recta de regresién para la distribucién x-y y para la dis-
tribucién x-z y analiza los resultados.

* x: altura del lugar (en m)
y: presion atmosférica (en mm Hg)
r=-0,99
Recta de regresion: y = —0,08x + 759

Hay casi una relacién funcional entre la altura de un lugar y su presién atmosférica. Ademds, cuan-
do aumenta la altura, disminuye la presién.

* x: altura del lugar (en m)
z: niimero de pulsaciones en reposo
r=0,85
Recta de regresion: y = 6,87x + 74,8

Hay una correlacion fuerte entre la altura de un lugar y el ndimero de pulsaciones, en reposo, de una
persona. Ademds, cuando aumenta la altura, aumentan las pulsaciones en reposo.
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15 En la siguiente tabla se consignan los goles a favor (x) y los goles en contra (y) al final del
campeonato de liga de 1.2 divisién de fitbol de 10 equipos:

95102 64 |54 | 62 | 60 | 62 | 46 | 45 | 35 | 54 | 41
21 (33 |44 | 44|61 |55(53 (55|46 42|68 |56

Halla el coeficiente de correlacién entre las dos variables y analiza lo que has obtenido.

x: goles a favor
y: goles en contra
r=-0,61

7 es negativo, luego cuantos mds goles a favor tiene un equipo, menos goles en contra tiene. La co-
rrelacién no es muy fuerte, por lo que no es demasiado fiable estimar los goles en contra sabiendo los
goles a favor.

16 Lasiguiente tabla relaciona el niimero atémico de varios metales, x, con su densidad, y:

ELEMENTO K |Ca|Ti| V [Mn| Fe | Co | Ni
N.° ATOMICO | 19 [ 20 | 22 (23 | 25| 26 | 27 | 28
DENSIDAD 0,86|1,54|4,50|5,60|7,11(7,88|8,70|8,80

a) Representa los puntos, halla el coeficiente de correlacién y calcula la ecuacién de la recta de
regresién de Y sobre X.

b) Estima la densidad del cromo sabiendo que su niimero atémico es 24 — Cr (24).

c) Estima la densidad del escandio — Sc (21).

a) DENSIDAD

— N W AW O\ N 00 O

N.° ATOMICO

19 21 23 25 27

r=0,98

y =-16,5+0,93x
b) 9(24) = 5,86

La densidad del cromo se estima en, aproximadamente, 5,86. Su valor real es 7,1.
) 9(21) = 3,06

La densidad del escandio se estima en, aproximadamente, 3,01. Su valor real es 2,9.
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17 La siguiente tabla relaciona tres variables sociomé- - (NDICE | z: ESPECTATIVA
tri lati d {ses: . X: RENTA PER y: :
ricas relativas a doce paises: PAIS CAPTA (§) | DENATALIDAD |  DE VIDA AL
o =
a) Halla el coeficiente de correlacién entre las varia- (%o) NACER (afios)
bles x-y y entre las variables x-z. A 873 50 49
b) ;Qué conclusiones sacas de los resultados obteni- B 402 48 >0
dos? C 536 47 54
D 869 44 57
a) x: renta per cipita ($) E 1171 41 61
y: indice de natalidad (%o0) F 636 36 64
,e0.68 G 1417 35 59
_ , o H 2214 31 63
La correlacién es negativa; es decir, si aumenta la ; 1334 > 3
renta per cdpita, disminuye el indice de natalidad. ] — 6 o1
x: renta per cdpita ($) K 1720 25 64
z: expectativa de vida al nacer (afios) L 2560 24 70

r=0,82

La correlacidn es positiva; es decir, si aumenta la renta per cdpita, aumenta la expectativa de vida al
nacer.

b) La correlacién es mayor en valor absoluto en el segundo caso, luego la renta per cdpita es mds de-

terminante de la expectativa de vida al nacer que del indice de natalidad.

18 La siguiente tabla recoge datos de ocho alumnos de secundaria de un centro escolar, relativos al
nimero de horas por dia que ven la televisién y la nota media obtenida en la dltima evaluacién:

X:N.°DEHORASDETV| 0 (2 |1 |3 |4|2]|1]|3

y: NOTA MEDIA 8|6 |8 |6|1|4)|7

a) Representa grificamente los datos. ;Permite el andlisis grifico deducir el signo del coeficiente
de correlacién de Y sobre X? ;Y el de X sobre ¥?

b) Halla el coeficiente de correlacién de las dos variables.
¢) Calcula la ecuacién de la recta de regresién de Y sobre X.

d) ;Qué nota media puede esperar quien ve la televisién tres horas y media diarias? ;Y quien la
ve cinco horas?

a) Y ™= Los dos signos son negativos; es decir, si aumentan las horas por dia
84— T y que ven la televisién, disminuye la nota media obtenida en la tltima
ABRGEE evaluacién.

64 e e

\
5_ —
44 o
34 °
2_
1 o

123 4 X

b) » = —0,87 — correlacién fuerte
) Recta de regresion de Y sobre X: y=-1,67x + 8,70
d)5(3.,5) =-1,67-3,5+ 8,70 = 2,86
9(5) =-1,67-5+8,70 = 0,35
Si ve la televisién tres horas y media diarias, cabe esperar que saque un 2,86.

Si ve la televisién cinco horas, cabe esperar que saque un 0,35.
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19 Elegimos seis automéviles al azar. Su antigiiedad, en afios, y el niimero de kilémetros que han
rodado, en miles de kilémetros, estdn relacionados por la siguiente tabla:

ANTIGUEDAD 1(2|4|4(5|6)|7

KILOMETROS RECORRIDOS | 15 | 45 | 32 [ 61 | 60 |132| 93

a) Calcula la media y la desviacién tipica de las dos variables que intervienen.
b) Calcula el coeficiente de correlacién e interprétalo.
¢) Si un automgvil tiene tres afos, ;cudntos kilémetros estimas que ha rodado?

d) ;Y si tiene cinco anos? ;Y diez? Justifica tus respuestas.

x: antigliedad
y: kilémetros recorridos
a) x=4,14
o, =196
y =62,57
G, = 36,37
b) »= 0,81

Es positiva; es decir, si aumenta la antigiiedad, aumentan los kilémetros recorridos. La correlacién
es fuerte porque 7 estd préximo a 1.

¢) Recta de regresion de Y sobre X:
y=151x
9(3) = 15,13 =453 — Se estima que recorre 45300 km en 3 afos.
9(5)=15,1-5=75,5 — Se estima que recorre 75500 km en 5 afios.
5/\(10) =15,1-10=151 — Se estima que recorre 151000 km en 10 anos.

Esta tltima estimacidn es menos precisa que las anteriores, pues 10 no estd en el intervalo [0, 7] del
que se tienen los datos.

Cuestiones tedricas

20 EFEl coeficiente de correlacién de una distribucién bidimensional es 0,87.

Si los valores de las variables se multiplican por 10, ;cudl serd el coeficiente de correlacién de
esta nueva distribucién?

El mismo, puesto que » no depende de las unidades; es adimensional.

21 Hemos calculado la covarianza de una cierta distribucién y ha resultado negativa.

Justifica por qué podemos afirmar que tanto el coeficiente de correlacién como las pendientes de
las dos rectas de regresién son niimeros negativos.
0.0,

Como O, y G, son positivas, el signo de r es el mismo que el de ©,,, luego si la covarianza es
negativa, r también lo es.

(e}
My = (szy » cuyo signo es el mismo que el signo de o,
X
G.X:y . . .
My = o cuyo signo es el mismo que el signo de O,y
Y

Luego si la covarianza es negativa, M. Y My, SON negativas.
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22 ;Qué punto tienen en comiin las dos rectas de regresién?

El centro de gravedad de la distribucién, (x, y).

23 ;Qué condicién debe cumplir » para que las estimaciones hechas con la recta de regresién sean

fiables?

|7| debe estar préximo a 1.

24 Prueba que el producto de los coeficientes de regresioén es igual al cuadrado del coeficiente de

correlacion.
2
ny,%_( ny) _ 2
2 2 = =
oz o \o.0,

25 Explica como se calculan x e y a partir de las dos rectas de regresién de una distribucién bidi-
mensional. Aplicalo a este caso:

La recta de regresiéon de Y sobre X es: y=8,7 —0,76x
La recta de regresién de X sobre Y es: y=11,36 - 1,3«

(x,7) son las coordenadas del punto de interseccién de las dos rectas de regresion.

y=8,7-0,76x x=4,9259
{y=11,36—1,3x = x=49259; y=4’9563<§=4,9563

26 Explica cémo se halla el coeficiente de correlacién a partir de las dos rectas de regresiéon de una
distribucién bidimensional. Aplicalo al caso del ejercicio anterior.

(&)
r= 2
0,0,
2
- 1 =6xy ny= N =2
e 2 2 22
My Oy Oy 0.0y
Luego 7= m),x-—ml
Xy

En el ¢jercicio anterior:

my,.==0,76; m,, =-1,3

— — . 1 =
r=,/-0,76 — 5 = 07646

2'7 La estatura media de 100 escolares es de 155 cm con una desviacién tipica de 15,5 cm.

La recta de regresion de la estatura respecto al peso es y = 80 + 1,5x (x: peso; y: estatura)

a) ;Cudl es el peso medio de esos escolares?

b) ;Cual es el signo del coeficiente de correlacién entre peso y estatura?

a) La recta de regresién pasa por (x, y), luego el peso medio serd la solucién de la ecuacién:
y=80+1,5x = 155=80+15x = x=50kg

b) El signo del coeficiente de correlacién entre peso y estatura es el mismo que el de la pendiente de la
recta de regresion, luego es positivo.
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28 ;Verdadero o falso?

a) Si la pendiente de la recta de regresién de Y sobre X es 1, la correlacién entre las dos varia-
bles es muy fuerte.

b) Si la pendiente de la recta de regresién de Y sobre X es negativa, la pendiente de la recta de
regresiéon de X sobre Y también es negativa.

©) En una relacién funcional lineal las dos rectas de regresién coinciden.

d) Cuanto mis fuerte sea la correlacién entre las variables x e y, mayor es 72.

a) Falso. Si la pendiente de la recta de regresién de Y sobre X es 1, sabemos que la covarianza es igual
ala varianza de x, pero no que r esté préximo a 1.

b) Verdadero, porque m,, - 1 _,2.0
P m
Xy
El producto es un niimero positivo, luego las dos pendientes tienen que tener el mismo signo.

¢) Verdadero. En una relacién funcional, »=1.

f 1 1
r=1m, -— > 1l=m, -—— = m. =m
yx X Xy Jx

My My

Como las dos rectas pasan por (x, y) y tienen la misma pendiente, coinciden.
d) Verdadero, porque 0 < 7> < 1.

2

Si la correlacién es muy fuerte, |r| estd préximo a 1, luego 7* se aproxima a 1.
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Para profundizar

29 En una autoescuela, cada alumno realiza un total de 80 tests repartidos en 4 tandas de 20. La
siguiente tabla relaciona las variables niimero de la tanda (x) y nimero de fallos (y):

03|47 |8-11]12-15
10 0 | 4 | 1| s
2 0| 7 | 2
3| 12 | 7 0
4| 16| 4 [ 0o | o

Por ejemplo: En la tercera tanda, en 12 de los tests se encontraron de 0 a 3 fallos; en 7, de 4a 7

fallos...
a) Calcula el coeficiente de correlacién y halla la ecuacién de la recta de regresién de ¥ sobre X.

b) ;Cudntos fallos se estima que tendrd un alumno en la primera tanda? ;Y en la segunda? ;Y en
la dGltima?

a) FALLOS = y;
1,5(55|95 (13,5
TANDA = X;
1 0 4 |11 5120
2 1 10 | 7 2 120
3 12 | 7 1 0 |20
4 16 | 4 0 0 | 20
2912519 7 | 80
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Xj fi | x-f; X,Z Xi2 f;
1 20 20 1 20
2 20 40 4 80
3 20 60 9 180
4 20 80| 16 320

80 200 600

Yi f. \yi-f; Yiz .Viz - f;
1,5 29 | 43,5 2,25 65,25
5,5 25 | 137,5 30,25 756,25
9,5 19 | 180,5 90,25 1714,75

13,5 71 945| 182,25 | 1275,75

80 | 456 3812
y- 48506 T =57
0,= 252 =572 - 3,89
Sx-y-f=876
o, - 88706 2,5.57=-33
, ﬁ - 0,76
My = 1_,31’232 =-2,63

Recta de regresion de Y sobre X: y—5,7 = -2,63(x - 2,5)
b) 5(1) = =2,63(1 = 2,5) + 5,7 = 9,645

Se estima que tendrd entre 9 y 10 fallos en la primera tanda.

9(2) =-2,63(2-2,5) + 5,7 =7,015

Se estima que tendrd 7 fallos en la segunda tanda.

9(4) =-2,63(4 -2,5) +5,7 = 1,755

Se estima que tendrd entre 1 y 2 fallos en la cuarta tanda, mds veces 2 fallos que 1.
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30 En un estudio realizado a los trabajadores de una cadena de fabricacién de piezas de coches sobre
su productividad quincenal, se relacionan las horas trabajadas (x) con las unidades producidas

(-
Sabemos que:
* La recta de regresién de Y sobre X es:
y=3,47x + 32,01
* La recta de regresién de X sobre Y es:
y =3,81x + 5,36
* El intervalo de horas empleadas por los trabajadores es [60, 85].
a) Halla x, y y el coeficiente de correlacién.

b) Si un operario trabaja 70 horas en una quincena, ;cudntas unidades se estima que produzca?
:Cémo de fiable es esta estimacion? ;Y si trabaja en total 40 horas? ;Y si fueran 120 horas?

©) Si un empleado esta quincena ha llegado a producir 300 piezas, ;cudntas horas se estima que
ha trabajado?

a) (x,y) es el punto de corte de las dos rectas de regresion:

y=3,47x+32,01
y=3,81x+5,36

} — ¥=78,38; j = 304

22 My 3,47

- My, 3,81

=091 — r=40,91 =0,95394

b) 9(70) = 3,47 - 70 + 32,01 = 274,91
Se estima que el operario produzca unas 275 unidades trabajando 70 horas.

Como 7 es muy préximo a 1y, ademds, 70 estd en el intervalo de horas empleadas, la estimacién
es muy fiable.

9(40) = 3,47 - 40 + 32,01 = 170,81

Se estima que el operario produzca casi 171 unidades trabajando 40 horas. Esta estimacion no es
tan fiable como la anterior porque 40 ¢ [60, 85].

9(120) = 3,47 - 120 + 32,01 = 448,41

Se estima que el operario produzca alrededor de 448 unidades trabajando 120 horas. Esta estima-
cién no es muy fiable porque 120 ¢ [60, 85].

¢) 300 = 3,81x + 5,36 > x=77,33

Se estima que ha trabajado entre 77 y 78 horas.
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Autoevaluacién
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1 Observa estas distribuciones bidimensionales:

L4 L4
a) I b) 9].. d)
L 4 L 3 L4 L4 *—@ *
* * - * @ L 2 L 2 L 2
* * * * * * *
L 2 L 2 L 2 L 2 & L 4 L4
* * * * - * * *

Asigna razonadamente uno de los siguientes coeficientes de correlacion a cada gréfica:
0,2 -0,9 -0,7 0,6

La correlacién de a) es positiva, y las de b) y ¢), negativas. En d) no se aprecia correlacién. La correlacién
de c) es mds fuerte que la de b). Por tanto:

a) = 0,6
b) —-0,7
c) > -0,9
d)— 0,2

2 Representa esta distribucién bidimensional:

x|1|22|3|4|6|7|8]8
y|2|4[3|4|6|5|8|9]10

a) Calcula los pardmetros x, y, C,, Gy Y Oy
b) Halla el coeficiente de correlacién.
¢) Halla la recta de regresién de Y sobre X.

d) Estima el valor de y para x=5 y para x=10. ;Son “buenas” estas estimaciones?

a)x=5 7=0
G, =28 0,=27; 0,,=7,1
b) »= 0,95
c) y=091x+ 1,45
d) 5(5) = 6; 5(10) = 10,55

Las estimaciones son muy fiables porque 7= 0,95 es un valor muy alto. Si se tratase de "notas" (de
0 a 10), la segunda estimacién habria que "hacerla real" y darle el valor 10.



Unidad 13. Distribuciones bidimensionales VAWANTANSAC HILLERATO:

Matematicas |

3 La recta de regresiéon de Y sobre X de una cierta distribucién bidimensional es y = 1,6x — 3.
Sabemos que x=10 y r=0,8.

a) Calcula y.
b) Estima el valor de y para x =12 y para x =50. ;Qué estimacién te parece mds fiable?

¢) Halla la recta de regresién de X sobre Y.
a) Puesto que la recta pasa por (x, y):
7=16x-3=1,6-10-3=13
b) 7(12) = 1,6 - 12 -3 = 16,2
7(50) = 1,6 - 50 -3 =77

La primera estimacién es aceptable por ser 12 préximo a x = 10 (carecemos de informacién sobre los

valores que toma x). La segunda estimacidn es muy poco significativa, pues 50 se separa demasiado
de x.

¢) Conociendo 7= 0,8 y el coeficiente de regresién de Y sobre X (pendiente de la recta), 1,6:

(Coef. Y sobre X) - (Coef. X sobre Y) =r?
0,82
1,6

Por tanto, la pendiente de la recta de regresién de X sobre Y es M, = 01 %" 2,5.

Ecuacién de la recta de regresion de X sobre Y: y=6+2,5(x—5)

Coef. X sobre Y= =0,4

4 El consumo mensual de energia per cdpita, y, en miles de kWh, y la renta per cdpita, x, en miles
de euros, de seis paises son:

A B C D E F
11,1 | 85 (11,3 | 45 | 99 | 6,5
y 57 | 50 | 51 | 2,7 | 46 | 3,1

a) Calcula la recta de regresién de Y sobre X.
b) Halla el coeficiente de correlacién entre el consumo y la renta.

©) :Qué prediccion podemos hacer sobre el consumo de energia per cipita de un pais cuya renta
per cépita es de 4400 €2 (Recuerda que en la tabla se da la renta en miles de euros.)

d) Estima la renta per cdpita que tendrd un pais en el cual el consumo de energia per cdpita ha sido

de 9000 kWh.

e) ;:Cémo de fiables son estas estimaciones?
x=8,63; y =437
o, =246, 6,=1,09, 0,, = 2,51

a) Recta de regresiéon de Y sobre X: y=4,37 + 22,45612 (x—8,63) = y=0,80+0,41x
b) Coeficiente de correlacién: 7= 251 0,93
1,09-2,46 ’

c) Para x=4,4 estimamos el valor de y: §(4,4) = 0,79 + 0,41 - 4,4 = 2,59
Se le estima un consumo de energia de 2,59 miles de kWh por habitante.
d)9=0,80 +0,41x(9) — x(9) =20 — Se estima una renta per cipita de 20000 €.

e) En la primera estimacién (apartado c), el valor x =4,4 es préximo a los valores de la tabla. Como el
coeficiente de correlacién es alto (0,93), la estimacién es razonablemente fiable. En la segunda esti-
macion (apartado d), el valor y=9 eslejano a los de la tabla. Por tanto, la estimacién es poco fiable.
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