Unidad 4 — Trigonometria |
PAGINA 87

cuestiones iniciales

1. Un dngulo e, situado en el sequndo cuadrante, tiene por coseno
cos a=-0,2. Determina el resto de las razones trigonometricas de
este angulo.

2. Discute si son verdaderos o falsos los siguientes enunciados:

a) El seno de un angulo vale 1,5.
b) La tangente de un angulo vale -5 000.
c) El coseno de 720° vale 1.

3. Calcula el &rea de un pentagono regular de 12 c¢m de lado.

4. Dos amigos, situados a 1 500 rn de distancia, observan en un mis-
mo instante una avioneta, tal como se rmuestra en la figura. Las vi-
suales que cada uno de ellos dirigen a la avioneta forman, respec-
tivarmente, angulos de 40°y 25° con |a horizontal. Calcula la altura
a la que se encuentra la avioneta.

SOLUCIONES

1. Sabemos que cosa=-0,2y que 90°<a<180°. Utilizando la férmula sen®a+cos®a=1
hallamos sena=0,98. Por otro lado quedaria:

2. Ladiscusion quedaria:

a)Falsa pues sena e [-11]

b)Verdadera pues tga e (—oo, + )

¢)Verdadera pues cos 720° = cos 360° = 1.
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3. Segun el esquema:

360°:5=72°

En el triangulo rayado calculemos el valor de la apotema del pentagono.

tg36°=§ = a=8,26cm
a

5-12-8,26

Area = = Area=247,8cm?

4. Segun el esquema:

A

+——X— 1500m

De los dos triangulos rectangulos de la figura obtenemos:

1500-tg 40°-tg 25°
tg 40°= h h= g g
X tg 40° +tg 25°
h

tg250= ———
1500 — x h=449,61m
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u
e

Intenta utilizar las ideas referentes a la fase de llevar adelante la estrategia en la resolucién de los siguientes problemas:

El pequeio astuto. El pequefio astuto tiene mas de 36 cajas, pero menos de 1 991. Las dispone todas en una pila trian-
gular y luego las coloca formando una pila cuadrada. ¢ Cuantas cajas tiene?

. lgualdad. ;Sera cierta la siguiente igualdad?

1 + 1 + ! + ...+ 1 + L = (0,999
1:-2 2:3 3-4 988 - 999 999 -1 000

. Tostado rapido. Hay que tostar en un tostador tres rebanadas de pan. En el tostador caben dos rebanadas a la vez, pero

solo se tuestan por un lado. Se tarda 30 segundos en tostar una cara de una rebanada de pan; 5 segundos en colocarla en
el tostador; 5 segundos en sacarla; y 3 segundos en darle la vuelta. ; Cual es el minimo de tiermpo que se necesita para tos-
tar las tres rebanadas?

SOLUCIONES

1.

Hay que buscar un nimero que sea a la vez triangular y cuadrado.

n®+n

Numeros triangulares: 1,3,4,10,15,21,...,

NUmeros cuadrados: 14,9,16,25,...,n°

2 2
n“+n 8°+8
=x* = esto se cumple para n=8, pues 5 =x> = x°=36.

Como dice que hay méas de 36 cajas, hay que buscar otra solucion, y ésta es:

2
n=49, pues #:352 =1225 = Luego x*=1225cajas tiene.
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2. Observamos que:

1 :i—l con n>2.

(n—l)n n-1 n

Luego:
1 11
12 1 2
1 11
23 2 3
1 11
3.4 3 4
1 1 1
998-999 998 999
1 1 1
999.1000 999 1000
Sumando:

1 1 1 1 1
— ot +
1.2 2.3 34 998-999 999-1000

=0,999

3. Sean A, B, C, las tres rebanadas. Con Al indicamos que se tuesta la cara 1 y con A2 indicamos
gue se tuesta la cara 2.

1°AB, tarda: 30s:tostarcaraA, y B,
5s:colocar A,
5s:colocar B,
5s:sacarB;
2°AC tarda: 3s:darlavuelta A
5s:meterC,
30s :tostarcaraA, yC,

3s:dar la vuelta C,
3.°B,C, tarda: 5s:sacarA,

5s:meterB,

30s :tostarcaraB, yC,
5s:sacar B,
5s:sacarC,

En total se necesitan: 136 s en tostar las 3 rebanadas.

63



PAGINA 106

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

B 1. Completa en tu cuaderno la siguiente tabla referida a la equivalencia de angulos en los distintos sisternas de medida:

90° 120° 225° 39° 42" 135°22'42"

-:— rad 25 rad —4;— rad 1 rad 2,5rad

W 2. Resuelve los siguientes triangulos rectangulos:

B B
3 9 & -
C=140m
a
&
| f
A
b=12Em
b -
A b A b=40m c 2

B 3. Desde un cierto punto del suelo se ve un drbol bajo un angulo de 42°. ;Bajo qué angulo se vera colocandose a distan-
cia doble? jy colocandose a distancia triple?

M 4. Calcula la altura de un poste, sabiendo que desde un cierto punto del suelo se ve este con un dngulo de 30° v, si nos
acercarmos 30 m, lo verros con un angulo de 45°,

B 5. Calcula los angulos de un trapecio isésceles de altura 60 m cuyas bases
miden 83y 51 m.

B 6. Calcula el perimetro de un pentagono reqular inscrito en una circunfe-
rencia de 30 cm de didretro.

B 7. Silas puntas de un compas distan 8 cm y cada rama mide 15 cm, ¢qué
angulo forman?

B 8. Sabiendo que cos o =— % y que el angulo estd en el segundo cua-

drante, halla las demas razones trigonométricas.

4 1 Los astrolabios se utilizan para determinar
B 9 Sabiendo que tg x = - y que 180° < x < 2707, calcula las demas angulos.

razones trigonornétricas.

M 10. Calcula las restantes razones trigonométricas de un angulo A cuya tangente es positiva y sen 4 = — %
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SOLUCIONES

1. Latabla queda:

90° 450 120° 270° 225°

I rad L rad ﬁ rad 3—n rad 5—“ rad
3 2 4

240° 390 42 57°20' | 135°22'42" 143° 19'

il rad | 0,22rrad 1rad 0,75nrad 2,5rad

La resolucion de los triangulos queda:

D) c =50°; b=130-sen 40°= 83,56 m;
¢=130-c0s 40°=99,59m

I) C=35°; c= S _g652m:
tg 55°
a=— __11597m
sen 55°

1) cosé:g — C=52°1'; B=37°59";

c =+/65? —40? =51,23m
IV) a =+/140% +125% =187,68 m;

gl =240 _ & _4go1ar 23"
125

B =41°45'37"
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3. Sealafigura:

A
Al

-

g

g .
— X —
2x

- >

h

Queda:

tg 42°=ﬁ 1
= tga =Etg 42°=0,45; «o=24°14'15"

Qa=—
g 2X

Si nos colocamos a distancia triple se verificara:

tgp=t —Lligaz_03 = p-16042'23"
3x 3

4. Sea lafigura:

Queda:

tg a50- 11
X

, _ 3019 45°9 30°

h=40,98m

h tg 45°—-tg 30°
30+ x

tg 30°=



5. Sea la figura:
51m

82 m

Queda:
tgazﬂ = a=75°4'7"
16
S =90—a =14°55"'53"

Los angulos del trapecio miden 75°4'7" los dos agudos y 104°55'33" cada uno de los dos
obtusos.

6. Sea la figura:

Llamamos / al lado del pentagono. De la figura obtenemos:

)
sen 36‘5% = [=30-5en36° = [=17,63cm
Perimetro=5-17,63 =88,15cm

7. Sea la figura:

)

i
[\

~—T5enm

8 (I:m
Llamamos a al angulo que forman las ramas del triangulo rectangulo de la figura. Obtenemos:

Sen%:% = a=30°55"'55"
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8. Quedan:

9. Quedan:

10. Quedan:

Ssena =

cos’x =

R =
5|5
(]

1+tg®x

119

=0,9L tga=———=-218

= COSX=— Yy Senx=—
5 5

SitgA>0 = O<A<g 6 n<A<3?n

ComosenAz—g = T<A<—
5 2

senA+cos’A=1 = cosA:—% y tgA:3

3

4
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M 11. Simplifica las siquientes expresiones trigonométricas:

1 +td’x
il A f) cos’a + sen’a + cos’a - sena + cosa - sen‘a
1 + cotg®er
cos*a sen’e
B W
1+ sena 1 + cosa
5 cos’er - (1 + tg’ed) seca
cotger 1+
d) sene - cose - (tge + cotga) i) 1g?e—tge - sen‘a
e) seno + send - cos*a j) sen*er— coster

B 12. Determina, sin hacer uso de la calculadora, las siguiente razones trigonoréatricas:

a) sen 120° ) cos 210° e) tg300° g) cotg 225°
b) sen 1 215° d) tg(-60%) f) sec e h) cosec%

M 13. Sabiendo que sen @ = 0,6y que & es un angulo del primer cuadrante, calcula:
a) sen (180° - @) ¢) cos (180° + a) e) cos (90° - a)
b) tg (80° + @) d) sen (270° + &) f) cotg (360° — o)

W 14. Demuestra, de forma razonada, si son o no dertas las siguientes igualdades:

tga+tgh «tga-igb o 1-sena _  cosa

cotga + cotg b cosa 1 +sena

b) sen'x —sen’x = cos’x —cos’x  d) tg’x - tg’x - sen’x = sen’x

M 15. En la figura aparece dibujado un faro de 50 m de altura situado so-
bre un promontorio. Las respectivas distancias desde los extrernos
superior e inferior del faro a un barco son de 85y 65 m.

Halla 1a altura del promontorio.

M 16. Resuelve cada uno de los siguientes triangulos:

C g




SOLUCIONES

11. Las simplificaciones quedan:

1+t°a  1+tdfa
= = =
l+cotg’a 4. 1

t92 a

th a

cos’a l-sen‘a
) = =l-sena
l+sena 1l+sena

cos’a -
0 cos’a-(1+tg°a) cos’a
cotg a

d) sena-cosa(tga +cotga)=1
e) sena +sen a -cos’a = sen «

f) cos’a +sen’a +cos’a sen a +cos a sen“a = (sen a + cos «)(Cos’ a + sen’a) = sen a + Cos a

sena 1-cos’a

= =1-cosa
l1+cosa 1+cosa
1
Sec « cos a
— = =CcoSa
1+tg°a 1
cos’a

) tg°a —tg°a-sena =tg’a - (1-sen’a) =tg°a - cos’a = sen“«

) sen*a —cos’a =(sen’a —cos’a)- (sena +cos’a) = sen“a — cos’a
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12.

13.

Queda:

oG

a) sen120°=—

b) sen1215°=sen135°=sen 45° =%

Ne

C) cos 210°=—cos 30°=——
d) tg (-60°) = —tg 60°= -3
e) tg 300°=—tg 60°= —/3
f) secﬁzsec 33002£
6 B
g) cotg 225°= cotg 45°=1
h) cosec%zcosec 2250=—+/2

Los célculos quedan:

a) sen (180°—a) =sen a =0,6
4
b) tg (90°+a) =—cotg @ =— 3

c) cos (180°+«a)=-cos a =-0,8
d) sen(270°+a)=—cos o =-0,8

e) cos (90°—a) =sen a =0,6

f) cotg (360°—«a) =— cotg « z_%
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14. Se comprueba del siguiente modo:

tga+tgb  tga+tgb (tga+tgb)-tga-tgb
cotga+cotgh 1 1 tga+tgh
tga tgb

=tga-tgb

b) sen’x —sen’x =sen’x (sen’x — 1) = (1- cos®x) (—cos’ x) = cos* x — cos® x

l-sena  cosa

= < 1l-sena =cos’a
CoS l1+sena

sen’x

.C0S?X = sen®x

d) tg®x —tg*x -sen’x = tg’x (1-sen’x) =

cos’ X

Todas lasigualdades son verdaderas.

15. Sea la representacion del problema:

Por Pitadgoras obtenemos:
85° = x* + (50 + h)®
= h=5m
65° = h* + x°

También podemos calcular el angulo a por el teorema del coseno:

852 =50% +65° -2-65-50-cosa = a =94°24'42"

Portanto f=180°-« =85°35'18" = cosﬂ:% = h=65-cosf=5m
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16. Los triAngulos se resuelven del siguiente modo:
a) 50°=60°+¢c*-2-60-c-c0s42° = ¢c=74,39m 6 c=14,79m

2 2 2
.Si c=74,39m = cosC=>0 +26c5)0 67;’39 — C=84°35'9" y B=53°24'51"

2 2 _ 2
«Si c=14,79m = COSC=50 +2620 61:)1,79 = C=11°25'5" y B=126°34'55"

b) 6°=10°+a”-2-10-acos 45° = a no es un nimero real. Este triangulo no tiene solucion.

c)c?=9°+10°-2.9-10-cos70° = ¢=10,93m
102 =92 110,932 -2.9.10,93-cos A = A=59°17'35" y B=50°42' 25"

2 Y
d) CosA:w = A=0°
2-12-20

Imposible. Ademas un lado es igual a la suma de los otros dos, por tanto no existe este
triangulo.

e)8°=4°+c*-2-4.c-cos40°= ¢ =10,64m

2 Y
COSA=8 +10,64" -4 A=18°44"'44" y C=121°15'16"
2-8-10,64

f) B = 60°.

Utilizando el teorema del seno obtenemos :

a _ 10 . ._g16m
sen 45° sen 60°
c 10

= = ¢=1115m
sen 75° sen60°
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ACTIVIDADES FINALES

17

W 18

M 19

W 20.

21
W22
W2
W 24

W25

W 26.

Desde dos puntos A y B situados en la misma orilla de un rio y distantes entre
si 80 m, se observa un punto C, situado en la orilla opuesta, bajo angulos de
607y 45°, respectivarnente.

Calcula las distancias desde los puntos A y B hasta el punto C.

A 80 m
La figura muestra la forma de construir un tunel que atraviesa una rmontafa, perforando simultanearrente por armbas
caras de la montafa. Fijamos la direccién de perforacién ofrecida por
r, por lo que el problerna consiste en encontrar la direccion de perfo-
racion dada por r'. En la practica, se procede de la forrna siguiente: fi-
" jamos un punto A en la recta r . Elegimos un dngulo A, por ejermplo
46°, y medimos una distancia A8 de 1 500 m, por ejemnplo. En 8 to-
rmarnos un angulo, por ejernplo, de 110° Con estos datos podernos
determinar el dngulo C y la distancia BC. A partir de armbos datos
queda determinada la direccién r* de perforacién. Calcula estos datos.

& r

La figura rmuestra el corte transversal de una rmontafa en la que se quiere cons-
truir un tunel. La cima o punto C, visible desde A y B, se encuentra a 400 m de
Ay 520 m de B, y el dngulo C rride 40°.

Calcula la longitud del tinel AB.

A

Halla el area de un decdgono regular circunscrito a una circunferencia de 10 ¢ de radio.

En un trapecio isosceles conocernos |a diagonal, gue mide 15 cm; el lado oblicuo, gue mide 5 cm; y el dngulo que este
forma con la base mayor, que es de 60°. Halla el area del trapecio.

Las diagonales de un paralelograrno rriden 20 y 16 cm, respectivarnente, y uno de los angulos que forman al cortarse
rride 120°. Halla el area y el perimetro del rrismo.

Dos barcos salen de un puerto, y desde un mismo punto, segun dos rectas que forman entre si un angulo de 60°, Cal-
cula la distancia gue los separara al cabo de dos horas de navegacién suponiendo que rnantienen velocidades cons-
tantes de 50y 65 km/h, respectivamente.

Calcula los radios de las circunferencias inscrita y circunscrita a un dodecagono de 6 drm de lado.
El angulo en el vértice de un cono de revolucion mide 60° y |a generatriz 12 m. Halla el volurnen del cono.

En la vida real se presentan rmuchas situaciones en las que se necesita
conocer |a distancia entre dos puntos inaccesibles. Este problema fue
resuelto ya en el afo 1615 por el sabio holandés Snelius. En la figura
tenemnos dos drboles a los que no podemos acceder, porque noslo -
impide el rio. Desde dos puntos A y 8 medimos los angulos o, B,

y 8, y la distancia d entre armbos puntos. Calcula la distancia x  —
sabiendo que @ =50° f=75° y=110° 6=40"yd =120 m.
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SOLUCIONES

17. Un esquema del problema seria:

— T

AEEOA L NS

/ -
A 7 80m

El angulo C =75°. Utilizando el teorema del seno obtenemos:

a 80
sen 60° sen 75°
b 80
sen 45° sen 75°

= a=7173m

= b=58,56m

Las distancias pedidas son 71,13 m y 58,56 m.

18. Un esquema del problema es el siguiente:

1500m

El angulo C=240.
Determinamos la distancia BC (lado a) mediante el teorema del seno:
1500 BC

= = BC =265285m
sen 24° sen 46°
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19. La figura queda:

Mediante el teorema del coseno:
c?=400% +520% —2-400-520-cos 40°= ¢ =334,25 m=AB

20. Como el decagono esta circunscrito a la circunferencia, el radio de ésta es la apotema del
poligono. El angulo central del poligono es 36°.

Obtenemos el lado del triangulo de la figura:

El calculo queda:

10-6,5-10

) p
t918°=% = /=6,5cm = Area = =325 cm?

21. la figura es:

5ecm 15 cm

g

En el triangulo rayado aplicamos el teorema del coseno y obtenemos la base mayor B.
15° =B* +5°-2-B-5-c0s 60°= B =16,86 cm

La altura h del triAngulo mide: h=5-sen60°=4,33cm
La base menor mide: B-2-x=B—-2-5-c0s60°=1186 cm
El area total queda:

p _B+b

Area h- 16,86 +11,86

h

4,33 =62,18 cm?
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22. Lafigura queda:

Los calculos son:

/?=8%+10°-2-8-10-c0s120°= | =15,62 cm
a’=8%+10-2-8-10-cos60° = a=9,17cm
Perimetro=2-15,62+2-9,17 = 49,58 cm

a*=20*+1>-2.-20-1-cosa =
= 9,17? =20°+15,62°-2-20-15,62-cosa =« = 26° 20' 50"

sena=£:>sen 26°20'50":£:>h=8,88cm
20 20

Area=base-altura=1-h=15,62-8,88 = Area=138,71cm?
23. La distancia d que los separa viene dada por:
d* =100° +130%* -2-100-130-cos 60°= d =117,9 km

24. Las soluciones en cada uno de los casos:

A El radio de la circunferencia inscrita es la apotema
/,.x"3,0 \ del dodecagono, por tanto:

\
/o 0.3 _
VA tg15 =7 = r=1120dm

| \
f \
/ \

Gdm

A El radio de la circunferencia circunscrita lo
/30°\ calculamos en el triangulo:

/s
/| \ o 3
/Y senl15 :E = R =1159dm

6dm



25. La solucién queda:

=391,7m’

r=12-sen30°=6m v nr’h m-6°-10,39
- = =
h=12.c0s30°=10,39m 3 3

26. Segun la figura:

Los célculos quedan:

Sean Py Q los arboles.
En el triangulo ABP hallamos PB::

PB 120

= = PB=225,53m
sen110° sen 30°

En el triangulo ABQ hallamos BQ':

BO__ 120 . p5_11222m
sen50° senb55°

En el triangulo PBQ hallamos x:

x* =PB? +BQ*-2-PB-BQ-cos 35°=> x =148,30 m
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PAGINA 111

cuestiones iniciales

1. Razona la veracidad de las siguientes igualdades:
a) cos (60° + 45°) = cos 60° + cos 45°
b) sen (2 - 30°) = 2 - sen 30°
c) tg (45° - 30°) = tg 45° - tg 30°

2. En una circunferencia de 10 cm de radio inscribirros y circunscribirmos
sendos octégonos regulares. Calcula el drea de la superficie compren-
dida entre ellos.

3. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:
a) sen(x+ 25° =05 b) sen x =cos x o tg (2x) =V3

4. Deduce la expresién que perrnite calcular el area de un triangulo del
que se conocen dos lados y el angulo comprendido entre ellos.

SOLUCIONES

1. Las tres igualdades son falsas. Para probarlo basta con utilizar la calculadora.

2. Calculamos el area del octégono circunscrito y le restamos el area del octégono inscrito
obteniendo la superficie pedida.

« El octégono circunscrito consta de ocho triangulos como el de la figura:

/
22,5°
t922,5°=% = [=8,28cm

Area del octégono circunscrito=331,2cm?

« El octégono inscrito consta de ocho triangulos como el de la figura:
)
22,5° sen 22,5°=% = [=7,65cm

10 cos 22,5°=% = a=9,24cm

Area del octégono inscrito =282, 744 cm?

El area comprendida entre ambos sera: 331,2-282,744=48,456cm?
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3. Las soluciones quedan:

a) sen(x +25°)=

1 [x=5°+360°K
- =
2 7 |x=125°+360°K

X =45°+360°K
b) senx=cos x =
x =225°+360°K

c) tg(2x)=+/3 = {x=30°+90°K

4. Supongamos conocidos los lados b y c y el angulo A comprendido:

Calculamos la altura: h=b-senA
El area sera:
_base-altura c-b-senA

Area = = Areazl-b-c-senA
2 2 2
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M Practica la fase de revisar el proceso y sacar consecuencias de él en los siguientes problemas:

1. Vacas lecheras. Cuatro vacas blancas y tres vacas negras dan tanta leche en cinco dias como tres vacas blancas y cinco
negras en cuatro dias. ;Qué clase de vaca es la més lechera, la blanca o la negra?

2. Igualdad. En un almacén de fruta almacenamaos naranjas en pilas can forma de pirarride de base cuadrada. Cada lado
de la base lo forman 15 naranjas, jcual es el maximo nurrero de naranjas que podemos apilar? Intenta generalizar este
problema.

SOLUCIONES

1. Llamemos B a las vacas blancas y N a las vacas negras:

5.(4B+3N)=4-(38+5N) = 20B+15N=12B+20N = 8B=5N

Dan mas leche las vacas negras.

2. El numero de naranjas en la piramide es:

1 +22+3%+4%+...+14° +15% =1 240 naranjas.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

I

W2

N3

W14

. Sabiendo que tga = V24, y que a es un angulo cuyo seno y coseno

. Sabiendo que tg 2a=4/3, halla tg a

. Simplifica las expresiones:

Sabiendo que sen a = —% ytgb= % yque 270°<a < 360° y 180° < b < 270°, calcula:

a) sen(a+h) b) cos (a + b) ) tg (a +b).

. Partiendo de las razones trigonométricas de 30°, 45°y 60°, calcula:

a) sen 90°  b) cos 90° ¢) sen 120° d) cos 120° e) tg120° f) sen 105> @) cos 105° h) tg 105°

. Sabiendo que el seno de un dngulo es sen a = % y % <a<m, hallalas razones trigonomeétricas de a —30°.

. Justifica las siguientes igualdades:

a) sen (180° + a) =-sen a €) sen (270° + a) = —cos a e) cos (90° + a) =-sen a

b) tg (% + a) =—cotg a d) tg (n + 2a) =tg 2a ) tg (270" + a) = —cotg a

. Calcula el valor de la siguiente expresion:

sen a-sen(b—c)—senb - sen(a—c)+senc-senfa-h)

. Dernuestra que cos (a + b) - cos (a— b) = cos? a—sen? b = cos® b —sen’ a.
. Dernuestra que sen (a + b) - sen (a — b) = sen? a — sen® b = cos® b — cos® a.

. Halla las expresiones que se piden usando los teorernas de adicién:

a) cos 3a en funcién de cos a
b) senda en funcién de sen a

son negativos, calcula las razones trigonormétricas del angulo 2a.

sen 2a sen2a  1+cos2a

Q) ——— b)

1+ cos 2a sena cos a

Demuestra que tg x = cotg x — 2 cotg 2x.

tga

—— =05 2a.
tg2a-tga

Comprueba que

Calcula las razones trigonométricas de 22° 30" y las de 75°. En ambos
casos, utiliza las expresiones del angulo rritad.

82



SOLUCIONES

1. Quedan:

12 5 12
sena=-— = cosa=-— y tga=——
13 13 5

tgb=ﬁ = cosbz—l y senbz—E
7 25 25

36 323 36
b)=—-——; b)y=——=; t b)=——
sen(a+Db) 375 cos(a+b) 325 g(a+b) 323

2. Los célculos son los siguientes:

sen 90°=sen (30°+60°) =1

cos 90°=cos (30°+60°)=0

&

sen120°=sen (60°+60°) =

cos 120°= cos (60°+60°) = —

N~ N

tg120°=tg (60°+60°) = —/3

sen105°=sen (45°+60°) =

V2 +6
2R

G
2

tg105°=tg (45° +60°)=-2—+/3

cos 105°=cos (45° + 60°)

3. Quedan:

3 4
sena=— = cosa=-—
5 5

3\3+4
10

3-43
10

sen(a—30°)=sena-cos 30°-sen 30°-cosa=

cos (a—30°)=cosa-cos 30°+sena-sen30°=

_ o
tq(a - 30°) = Sen(@ =30 ) 48+25\3
cos (a—30°) 39

4. Para ello es suficiente con utilizar los teoremas de adicion para el seno, coseno y tangente
estudiados en esta unidad didactica.

83



Queda de la forma:

sena-sen(b-c)-senb-sen(a—c)+senc-sen(a—b)=
=sena-senb-cosc—-sena-senc-cosb —senb-sena-cosc+senb-senc-cosa+
+senc-sena-cosb-senc-senb-cosa=0

Queda de la forma:

cos(a+b)-cos(a—b)= (cosa-cosb —sena-senb)-(cosa-cosb +sena-senb)=
=cos’a-cos’ b —sen’a-sen’b

A partir de esta expresion obtenemos las dos igualdades:

. cos’a-cos’ b —sen’a-sen’b=cos’ a-(1-sen’ b) —(1-cos® a)-sen’b=cos’ a —sen’b
. cos’a-cos? b —sen’a-sen’b=cos’ b-(1-sen’a) —(1-cos’ b)-sen’a=cos’ b—sen’a

Queda de la forma:

sen(a+b)-sen(a—b)= (sena-cosb +senb-cosa)-(sena-cosb —senb-cosa) =
=sen’a-cos’ b —sen’ b-cos’a

A partir de esta expresion obtenemos las dos igualdades:

. sen’a-cos’ b —sen®b-cos’ a=sen’a-(1-sen’ b)—(1-sen’ a)-sen’b=sen’ a—sen’bh
. sen’a-cos’ b —sen?b-cos’ a=cos’ b-(1-cos® a) —(1-cos’ b)-cos? a=cos? b—cos’ a

Queda:

a) cos3a=cos (2a+a)=4cos’a—-3cosa
b) senda=sen2-2a=(4sena-8sen’a)-/1-sen’a
También se puede resolver esta actividad mediante la formula de De Moivre.

Las razones trigonométricas quedan:

tgazx/ﬂ y (n<a<3—2nj = senaz—g; cosaz—%

sen2a=23ena-cosa=@; cosZazcosza—senzaz—é; tg2a = 2tgza =—2'24
25 25 1-tg°a 23
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10.

11.

12.

La tangente queda:

2tga

tg2a=+/3
g \/7:1—tgza

Las simplificaciones quedan:

sen2a 2sena-cosa _

= > =tga
1+cos 2a 2cos’ a
b) sen2a 1+cos2a  sen2a-cosa
sena  cosa sena-(1+cos 2a)

Partimos del segundo miembro para llegar al primero:

2 1 2(1-tgx) 1-1+tgx

cotg x —2 cotg 2x = - = tg x
tgx tg2x tgx 2tgx tg x
13. Partiendo del primer miembro obtenemos:
_ 2
tga _ tga =(1 tg a)tzgazc032a
tg2a-tga 2tga ¢ tga (1+tg’ a)
1-tg°a

14. Quedan:

2 2

45°)_ 1-c0s45° 2-+2
- 2

sen 22°30'=sen (

o o
cosz2°30':cos(4g j: 1+002345 :\/2;7\/5

, 45° 1-cos45° 2-+/2
1922730 :tg( 2 j:\/1+cos45°: J2

sen 75°=sen(150°j: 1-cos150° _ 23
2 2

2

=3 = Btga+2tga-/3=0 = tgazg obien tga=-

J3
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cos 75°= cos [150°j _ [1+cos150° _ P2-3
2 2

tg 75°= tg(

150°

2

2

1-cos 150°
- =2++/3
j 1+ cos 150° V3
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PAGINA 127

M 18

W19

N 20.

M 24,

. Sabiendo gue cotg a = -2 y a es el mayor dngulo negativo que verifica esta igualdad, calcula las razones trigonormétri-

cas del angulo mitad.

. Expresa, en funcién de una razén trigonométrica del angulo mitad:

1-cosa sen 2a cos a
sen a 1+ cos 2a 1+cosa
) X 2
. Sabiendo que cos >3 y que x es un angulo del tercer cuadrante, halla sen x, cos x.

Simplifica las expresiones siguientes:

sen 40° +sen 20° sen 195° — sen 75° cos 60° — cos 40°
a) b) c)

cos 40° + cos 20° sen 195° + sen 75° sen 60° —sen 40°

cos (x — y) — cos (x + y)
sen (x + ) +sen (x—y)

Demuestra que =tg y.

Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

3
a) sen (%+2x)=% o tg (2x+%)=—\/§ e) sen 3x—sen 30°=0
T 1 1 V3 X+ 45°

b) COS(SX_T)__T d) COS(T(X+TI:))— 2 f) cotg( 2 )-\@
. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) sen 2x =2 cos X d) cos 2x —cos 6x = sen 5x + sen 3x

b) sen x + sen 3x = cos x e) sen 2x - cos X = 6 sen® x

C) sen 4x = sen 2x fy 2sen x=1g x
. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) senx=1+2cos’x d) 6 cos’ + 6 sen’x =5 + sen x

b) secx +tgx =0 e) t{g2x tgx=1

0) 6cos® X 4 cosx=1 1) cos’x = 3 sen’x
. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

E
a) sen x+ V3 cosx=2 b) sen x + cosx = V2 c senx+cosx=7

Resuelve los siguientes sistemas:

. X+sen’y=2 . €COSX+Cosy=1
X+costy=1 cos (X + ) =1
3 b
Sen x - Ccosy =— X+J’=7
b) 4 d)
1 sen x = Ve
cosx-seny:I +SenJ/—T

87



SOLUCIONES

15. Quedaria:

3 2
2 NG

sen? _ /1—cosa:_ \/5—2; Cosi:_/ﬂcosa: \/§+2; tgi:— Hﬂzz_\/g
2 2 2.5 2 2 2.5 2 1+cosa

16. Queda expresado del siguiente modo:

T a 1
cotga=-2 = ( <a<2n) = (§<§<nj = tgaz—E; cosa=

2d 2d 24
1_cosg 1—cos §+sen ) 2sen 2 3
B a a a a:tg_
sena 2sen —-cos — 2sen —-cos — 2
2 2 2 2
2.2sen? .cos 2 . cos?
b) sen2a cosa _ 2sena-cosa cosa ' 2 T o a tga
= 2 2 . = = —_—
1+cos2a 1+cosa 1+cos"a-sen a 1+coszg—senzg (200328)-(20082%) 2

17. Ambas razones trigonométricas quedan:

Lo lreosx 2 i 1 genxo =5
2 3 9 9

18. Las simplificaciones quedan:

X
cos = =-
2

sen 40°+sen 20° 2sen 30°-cos 10° o 1
= =tg30°=—
cos 40°+cos 20° 2 cos 30°-cos 10° J3

sen195°-sen 75° 2 cos 135°-sen 60°

= = cotg 135°-tg 60°= —/3
sen195°+sen 75° 2 sen135°-cos 60° ¢ g \/7

cos 60°—cos 40° -2 sen 50°-sen 10°
sen 60°-sen40° 2cos50°-sen10°

c)

= -tg50°=-1,19

19. Se demuestra del siguiente modo:

cos(x—y)—cos(x+y) -2senx-sen(-y)
sen(x+y)+sen(x—y) 2sen x-cosy

=gy
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20. La solucion queda:

21.

a) X=—"+Kn 6 Xzﬁ—f-KTE
24 24

1M 2Kn |, 19 2Kn
b) X=—+— 6 X=—°0+
36 3 36 3
Kn
C) X=—+—
2

d) x=—23—n+4Krc o] x=8—3TE+4KTc

e) x=10°+120°K 6 x=50°+120°K
f) x=15°+360°K
Las soluciones quedan:

a) sen2x=2C0Sx = 2Senx-cosx =2c0sx = 2senx-cosx—-2cosx=0

= cosx=0; senx=1 = |x=90°+180°K

b) senx+sen3x =cosx = 2sen2x-cosx=C0Sx = 2sen2x-cosx—cosx=0

= cosx=0; sen2x=% = [x=90°+180°K|[x =15°+180°K | x=75°+180°K |

C) sendx=sen2x = 2sen2x-cos2x =sen2x = 2sen2x-cos2x —sen2x=0
|x=0°+90°K | x=30°+180°K |
x=150°+180°K |

= sen2x-(2cos2x-1)=0 = cos2x:%; sen2x=0 =

d) cos2x—-cosbx = sen5x+sen3x = —2sendx-sen(—2x)= 2sen4x-cosx

— 2sen4dx-(sen2x —cosx)=0 = sendx=0 = = sen(2x)-cosx=0
[x=90°+180°K||x =30°+360°K |
|x=150°+360°K |

= cosx(2senx-1)=0 = cosx=0; senx=§ =
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e) sen2x-cosx = 6sen’ x = 2senx-cos’x-6sen’x =0 = 2senx-(cos’ x—3sen’x)=0

= senx=0 = [x=0°+180°K| = cos’x-3sen’x=0 = cos’x-3(1-cos’ x)=0

V3

= cosx=t—- = [x=30°+180°K| [x=150°+180°K

f) 2senx=1tgx = senx(2cosx-1)=0 = senx=0; cosx:1

= [x=0°+180°K| [x=60°+360°K| |x=300°+360°K

22. La solucién de cada ecuacion queda:

a)senx=1+2cos’x = senx=1+2-2sen’x = 2sen’x+senx—3=0
= senx=1 = [x=90°+360°K

1 senx
+
COSX COSX

= senx=-1 = [x=270°+360°K|

2
C)60082%+ cosx=1 = 6{ /HC%J +cosx=1= 3+3cosx+cosx=1

= cosx:—% = |x=120°+360°K ||x=240°+360°K

b) secx+tgx=0 =

=0

d) 6cos® x + Bsen’x=5+senx = 6=5+senx

= senx=1 = [x=90°+360°K

2
e)tg2x-tgx=1 = 2t92X=1
1-tg°x

[x=30°+180°K |

— =
V3 [x=150°+180°K]|

= tgx==

f) cos® x=3sen’x = 1=4sen’x
[x=30°+180°K |
= senx=f— =

2 [x=150°+180°K|
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23. La solucion queda:

a) senx++/3cosx=2 = %senx+§cosx=1

= sen(x+60°)=1 = [x=30°+360°K|

b) senx+cosx=+2 =

2
V2

= sen(x+45°)=1 = [x=45°+360°K|

1
—senx+7cosx:1

5 .
c) senx+cosx=§ = Imposible senx+cosx%2

24. Las soluciones de los sistemas quedan:

a) x+sen’y =2
x+cos’y =1

seny=1=seny=41= |y=

b) senx-cosy =

cos x-seny =

I NN N

Sustituyendo enla 12 ecuacion:

Sumando ambas _ —
ecuaciones: =2x+1=3 =
Tily3r
2 2
Sumando ambas

ecuaciones obtenemos:

sen(90°—y)~cosy=% = coszyzg = cosy=i7

J3

= |y=30°; X =60°

y =150° x =300°

y =210° x =240°

y =330°% x=120°

c) cosx+cosy =1
cos(x+y)=1

Sustituyendo enla 12 ecuacion:

Dela 22 ecuacion
obtenemos:

= cosy=% =

d) x+y =90°

senx+seny=§

sen x +sen(90°-x)=

= cos (45°-x)=

NG
2

J6
2

=>x+y=0° = x=-y

- ¥y =90°-x
Sustituyendo enla 22 ecuacién

= x-45°=30°

J6

= 2-sen45°.cos (90°-x)= -

6 x-45°=330° =

cos(-y)+cosy =1 = 2cosy =1

y =60° y =300°
x=300°|| x=60°

=sen(x+y)=1=x+y=90° = x=90°-y

y=T75°
x =15°

y =15°
x=75°
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PAGINA 128

ACTIVIDADES FINALES

M 25. En una de las orillas de un rio hay un pedestal de 60 m de altura sobre el que se apoya una estatua de 9 m de alzada.
Halla la anchura x del rio, sabiendo que desde un punto 4, situado en la orilla opuesta al pedestal, se ve |a estatua bajo
el rnisrno angulo que se verfa a un hombre de 1,80 m situado delante del pedestal.

M 27. Una calle mide 12 m de ancha. Desde el punto medio de la misma
se observan los aleros de sendos edificios de alturas H y h bajo an-
gulos 28 y B, respectivarnente.

En el caso de que los angulos sean de 60° y 30°, calcula Hy h. En-
cuentra la relacién general que liga a las alturas H y h, y com-
prueba que las alturas calculadas anteriormente verifican la rela-
cion general.

2p

I 12 m |

W 28. Siendo 4, B, Clos angulos de un triangulo, demuestra que:
tgA+tgB+tgC=tgA-tgB tgC
Nota: ayddate del desarrollo de tg (A + B + C), y recuerda que A + B+ C = 180°.

W 29. En los manuales de agrimensura aparece la siguiente férmula
para calcular el drea de un tridangulo, siernpre que se conozcan o
los elernentos que en ella aparecen:

1 -
5:_.CZ.M
2 tgA+1tg B

Ayudandote de la altura correspondiente al vertice C, demuestra 4
la férmula anterior.
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SOLUCIONES

25. Segun la figura siguiente:

60 m

Llamando B al angulo bajo el cual se ve el pedestal, tenemos:

60+1,8

tgp+tga . 60+9  x T
tg(B+a)= ; =

9P+ =195 9o X 60 18

1_9%
=7,2x*=7452 = | x=3217m

X X
La anchura del rio es de 32,17 metros.

26. Queda del siguiente modo:

tgﬂ:_\/§ = + 1_CiAz—\/g = cosA:—l;senA:—
2 2 1+Ccos A 2 5

Hallamos:

cos3A—cosA=—23en2A-senA=£

@: 618-x
x x?-108
J24
T<cosA
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27. Sea el esquema:

Los calculos quedan:

t960°:%:H=6-\/3 = |H=10,39m
h 1

tg30°=— = h=6-— = |h=3,46m

g 6 J3

h
2.0
2tg B . H h H 6

tg2B = . Sustituyendo tg2B=— vy tgp =— obtenemos: —=
9[31_@2B Yy QBGYQBB 6 _’i
36

= H-h*+72h-36H =0 =

,_636+H’ 36
H

Esta es la relacién que liga ambas alturas. Relacién que se verifica para los valores obtenidos
anteriormente.

28. A partir del desarrollo de tg(A+B+C) y de sustituir A+B+C=180°, obtenemos la expresion
buscada:

tgA+tg(B+C) tgA+tgB+tgC—-tgA-tgB-tgC
-tgA-tg(B+C) 1-tgB-tgC-tgA-tgB-tgA-tgC

tg(A+B+C)=tg[A+(B+C)]:1

Como A+B+C=180° entonces tg(A+B+C)=0 y queda tgA+tgB+tgC=tgA-tgB-tgC
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29. Sea un triangulo:

El area del triangulo es:

Szlbase-alturazlc-h
2 2

Vamos a calcular h:

tgA:ﬁ
X =

=
h tgA+tgB
c—Xx

_c. tgA-tgB
tgB =

De modo que sustituyendo en el area obtenemos la formula buscada:

1c-c- tgA-tgB —1c2- tgA-tgB
2 tgA+tgB 2 tgA+tgB
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