NUMEROS COMPLEJOS
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PARA EMPEZAR, REFLEXIONA Y RESUELVE

Elpasode Z a Q

B Imaginemos que solo se conocieran los nimeros enteros, Z .

Sin utilizar otro tipo de nimeros, intenta resolver las siguientes ecuaciones:

a)3x=15 b) 2x =18

©) 11x = 341 d) 4x =34
ma)x=5 b) x =-9

o) x=-31 d) No se puede.

B Di cuales de las siguientes ecuaciones se pueden resolver en Z y para cuiles es
necesario el conjunto de los niimeros enteros, Q.

a) —-5x = 60 b) —7x =22
oO)2x+1=15 d)6Xx-2=10
e)-3x—-3=1 f)—=x+7=6
Ha)x=-12 b)x=—g
>
Ax=7 dx=2
e)x=—% Hx=1

Para b) y e) necesitamos Q.
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Elpasode Q a R

B Intenta resolver, sin salir de Q, las siguientes ecuaciones:

a)3x2-12=0 b) x2—6x +8=0
)2x2+x-1=0 dDx2-2=0
Ba)x =-2 x,=2 b)x, =2, x,=4

1

Ox, =-1, x,= = d) x? =2 — No se puede.
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H Resuelve, ahora, las siguiente ecuaciones:

a)x2-9=0 b)5x2-15=0
A)x2-3x—-4=0 d)2x2-5x+1=0
e)7x2-7x=0 f)2x2+3x=0

¢Qué ecuaciones se pueden resolver en Q?

¢Para qué ecuaciones es necesario el conjunto de los nimeros reales, R?

ma)x =-3 x=3 b x =-V3, x,=13
C).Xl:—l, x2=4 d)x1=5_T‘\/1777 2=5+4—\/177
- - -3 -
& x, =0, x, =1 D =-2, x,=0

Para b) y d), necesitamos IR.

IR aiin no es suficiente

B Intenta resolver en IR las siguientes ecuaciones:

A x2-2=0 b)2x2-5x+1=0
c)5x2—-x-2=0 d)x%2+1=0
e x2-_2x+5=0 f)5x2+10=0
la)x1=—\/5,x2=\/5 b)x1=—5_4\/177,9€2=#
C1-V41 o 1+441 5
C)xl_T’ xz—T d) x*=-1 — No se puede.
e)x=2iT V-16 — No se puede. f)x2=-2 — No se puede.

H Resuelve las tres ultimas ecuaciones d), e) y f) utilizando para las soluciones

numeros reales y la expresion \-1.
[ | d)x=J_r\E, xl=—\E, x2=\E

e)xl=1—2ﬁ, x2=1+2\/j1

f)x1=—\E\E, x2=\/§\m
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1. Representa grificamente los siguientes nimeros complejos y di cuailes son
reales, cuiles imaginarios y, de estos, cuales son imaginarios puros:

5-3i L+ 55 7 3k 0 -1-d T 4
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e Reales: 7,0 y —7

Imaginarios: 5 — 31, % + %z 5i, N30, —1—i, 4i

Imaginarios puros: —5i, \/31', 41

e Representacion:

4t

3i

oA

]

)4

2. Obtén las soluciones de las siguientes ecuaciones y represéntalas:

AXx2+4=0 b) x2+6x +10=0 ©)3x2+27=0 d)3x2-27=0

b) x =

Unidad 6. Nmeros complejos

2i

-2

5

\
\l/




dDx2=9 - x=13

X, =3, x,=3

3. Representa graficamente el opuesto y el conjugado de:

a)3-5i
o) -1-2i
€5
g) 2i

a) Opuesto: =3 + 5i
Conjugado: 3 + 5i

b) Opuesto: =5 — 2
Conjugado: 5 — 27

¢) Opuesto: 1 + 2§
Conjugado: —1 + 2i

Unidad 6. Nmeros complejos

b) 5 + 2i
d)2+3i
Do
h) —-5i
-3 + 5§ 3 +|5i
\ \ //
\ 4
\ | /
\\
\
\\
3 —|5i
5 +|2i
A
/,
7 ~~.
A N
=5|- 2§ 5—Ri
—1+2i 1 +[27
—1|- 21




d) Opuesto: 2 — 3i
Conjugado: -2 — 3i

e) Opuesto: =5
Conjugado: 5

f) Opuesto: 0
Conjugado: 0

2) Opuesto: —2i
Conjugado: —2i

h) Opuesto: 5i
Conjugado: 5i
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3i

\>\
/
-2} 31 2—[3i
0

2i




4 22

4. Sabemos que i2=-1. Calcula i3, i%, i5, i% 420, 21, 22, 23, Daun criterio

para simplificar potencias de i de exponente natural.

i3 =i it = 5= i0=—

iZO =1 i21 =1 l‘22 =_1 i23 =_q

CRITERIO: Dividimos el exponente entre 4 y lo escribimos como sigue:

1n=l4c+r=l4c,lr=(l4) L= 1€ T =1 4" ="

Por tanto, i” =", donde 7 es el resto de dividir 7 entre 4.
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1. Efectia las siguientes operaciones y simplifica el resultado:

a)(6-5) + (22— —2(-5 + 67) b)(2—3i)—(5+4i)+%(6—4i)
o) (3 + 20 (4—2d) d) (2 +3)(5-6D)
©) i+ 1) (B-2i) (1+3) £) 24
4 — 24

1-—4i 4 + 44
® 3. Ry
N S+ .~ 1+5i
D50 D34

4—2i 2
o 2=2 1)6—3(5+;1)

2+ 2i

DG =5)+2=1)=2(=5+6)=6-5i+2—i+10—12i = 18 — 18i
b)(2—3i)—(5+41')+%(6—41’)=2—3i—5—4i+3—2i=—9z‘

A)B+2)(4-2))=12-6i+ 8 —4i2=12+2i+4 =16+ 2i
d @2 +30) (5-060) =10 —12i + 15i — 18i> = 10 + 3i + 18 = 28 + 3i

(= +1DB-200+3)=(3i+2i>?+3-21)(1+3)=B3-2-5) (1 +3i) =
=(1-5DA+3D=1+3—5i—15i2=1+15-2i =16 — 2i

2440 _ Q2+ 40D 4 +20) _ 8+ 4i+ 16i + 8> _ 20i _ 20i

f)4—2i GG —2) 4+ 2D 16 — 472 T 16+4 20 !
yAd=—di (A -4DG-D _ 3-i-12i+4i* _ 3-13i—4 _ -1-13i _
357 T G+rnG-D 9_ 2 9+1 10
-1 13
10 10
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4 + 4i (4 + 4 (=3 - 50 —12 — 20i — 12i — 20i* _ —12 - 32i + 20

h = = =
) -3 +5i (=3 +51) (-3 = 50) 9 — 2542 9+ 25
_8-3%2u _ 8 32, 4 16
34 34 34 17 17
D 5+i _ G+D2+i) _ —10+5i—2i+4> _ -10+3i—1 _ —11+3i _
2-i  (2-DE2+1D) 4+1 5 5
=i+il‘
5 5
yo L5t (A +5DG-4D) _ 3—4i+15i—20i* _ 3+ 11i+20 _
V354 T G A G-4b 9 1612 9+ 16
_B+1l 23, 11,
25 25 25
o Az20 L G-20Gh | Aiv2r | g 50 5y,
i i (=1) 1
D 6—3(5+%z‘)=6—15+%i=—9+%i
my B32A =20 _ 9i2A-2D _ =90 -2 _ —9+18i _
Q2+ 2D 2+ 2i) Q2 +2D 2+ 2D)
_ (-9+18) (2-2i) _ —18+18i+36i—36i* _ —18+54i + 36 _
(2 +2i) (2-20) 4 — 442 4+ 4
=—18+54i =£+5_4i=2+£i
8 8 8 4 4

2. Obtén polinomios cuyas raices sean:
a)2+\3i y 2—\3i
b) 3i y 3i
A1+2iy 3—4i

(Observa que solo cuando las dos raices son conjugadas, el polinomio tiene coeficientes reales).
@) e =2+ V3i)l e - (2 V3i)) -
=2 V3] [x—2 + V31| = - 22~ (V31) -

=x?—4x+4-32=x’—4x+4+3=x’—4dx+7
b) [x = (=3D] [x = 3d] = [x + 31] [x — 3i] = x% = 9i* = x* + 9

Dlx—A+2D] x—B -4 =[x -1 —2i] [(x—3) +4i] =
=(x-Dx-3)+4x—-1Di-2(x—-3)i-8i%=
=x24x+3+Ux—4-2x+06)i+8=x2—4x+ 11+ QRx+2)i=

=x2—4x+ 11+ 2ix+2i=x2+ (=4 + 2Dx + (11 + 21)
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3. ¢Cuanto debe valer x, real, para que (25— xi)? sea imaginario puro?
(25 — xi)? = 625 + x2i? — 50xi = (625 — x%) — 50xi
Para que sea imaginario puro:
625-x%2=0 — x2=0625 = x=+V625 = £25
Hay dos soluciones: x; = -25, x, = 25

4. Representa graficamente z, =3 + 24, z, =2+ 5i, z, + z,. Comprueba que
z, + z, es una diagonal del paralelogramo de lados z, y z,.

Zy 2z, =5+7i

1

NS
\\ N N

Pagina 153

1. Escribe en forma polar los siguientes nimeros complejos:

a) 1+ V3i b) V3 +i O-1+i
d)5-12i e) 3i -5

D1+ \3i=2 D) V3 +i= 24, O-1+i=2
d)5—12i = 13,0 5 ©) 3i = 34, f)-5=5

2. Escribe en forma binoémica los siguientes niimeros complejos:

a) 5(Tt/6) rad b) 21350 c) 24950
D 3240 €) 51500 £) 4 44

T 4 isen & V3 1|_5V3 5.
a>5(n/6)=5Cosg+15€”€)=5(7+z?)= S5

=

a
&
=

D) 2,55 = 2(cos 135° + i sen 135°) = 2(__ y
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c) 24950 = 1350 = \/5 + \/5 i
d 30400 = 3(cos 240° + i sen 240°) = 3(_? _i 0=

e) 5]800 = _5

£ 490O =

3. Expresa en forma polar el opuesto y el conjugado del mimero complejo z = r.
Opuesto: =z = 7gpo 4 ¢

Conjugado: Z = ry0.

4. Escribe en forma binémica y en forma polar el complejo:

z=8(cos 30° + i sen 30°)

o4y o _of V3, 1)_8V3 8
Z=83Oo=8(cos30 +zsen30)=8(7+17= 2 ?= \/§+4z
5. Sean los miimeros complejos z; =4 ¥ Z,=3,;¢0-

a) Expresa z, y z, en forma binémica.

b)Halla z, -z, y z,/z,, y pasalos resultados a forma polar.

c) Compara los médulos y los argumentos de z, -2, y z,/z, conlosde z, y
z, e intenta encontrar relaciones entre ellos.

a) 2y = 440 = 4(cos 60° + i sen 60°) =4(% +1§) =2+ 2\/51’

ﬁ_,.i)_ 3V3 3

2, = 35100 = 3(cos 210° + i sen 210°) = 5(— > >

b)z -z (2+2\F)( 3\/7 %l)=
= 3V3 —3i-9i-3V3i2 = 33 - 12i + 3\3 = —12i = 12,
(——3@ —ii) (——5@ —ii) (2-2v3i)

2 2 22 .

z (2+2\/_3i) B (2+2\/§i)(2—2\/€i)
3V3-3i+9i+3V32 _ 3V3+6i-3V3 _ —6V3+6i =(j)
4 J1s00

4 — 1242 4+ 12 16

©) 2y + 2, = Age * 35100 = (4 Do + 2200 = 122700

22 _ Bae _ (é) _ (é)
Zy Ao 4 o100 -6 \4 )
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1. Efectiia estas operaciones y da el resultado en forma polar y en forma binémica:
a) 14500 * 5300 b) 645023450 ©) 290" Lgoo " 3900
35 p ;
D 5 2n/3praa * Leor ) (1-V34) £) 3+ 20) + (3 + 20)

) Lys0 * 5300 = S1g00 = D

oy o ! ,
b) 6450 : 3150 = 2500 = 2(cos 30 +zsen30)=2(7+15 =3 +i
©) 2450+ Lygo * 3500 = 01500 = 6(cos 120° + i sen 120°)=6(—%+i§)=—5+3\/3i

D 5m/310ad * Tooe = S1200 + Loe = Sgpe = 5(c05 60° + i sen 60°) =

=5(l+iﬁ)=2+5_\6,-
2 2 2 2

e) (1 - \/51)5 = (235000)> = 321 5000 = 32400 = 32(c0s 60° + i sen 60°) =

=52(%+i§)=16+16\/§i

£ 4i = 4oy

2. Compara los resultados en cada caso:

b) (2600, (21500% (25700)% (2330*

32023 =
) 2300)7 = 2755300 = Bggp

@] =25

31500 = S4500 = 8

3
150") 90°

2700 = 832700 = Bgar = Booe

42 o -
b) (240)* = 2%, g0 = 10,400

42 -

(21500) - 166000 - 162400
42 -

(2702 = 16, g0 = 1040
4 -

(23302 = 16, 3300 = 10,0

3. Dados los complejos z =5 4500 W= 2,5, t=4i, obtén en forma polar:

3 w3
C) z d)zw

a)z -t b) =
w? w - 2 t
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Az w= 10400

o 2 125550 _ (ﬁ) _ (1_25)
w2 25500 10,40 32 )60\ 32 /3000
w3 Ouse Byse

d) Zw 45 45 1000 =10

t 4o

4. Expresa cos 300 y sen 30, en funcion de sen o0 y cos o utilizando la formula
de Moivre. Ten en cuenta que (a + b)3 = a3 + 3a?b + 3ab? + b3.

1(cos o + i sen o) =

(1)}

Por otra parte: (1m)3 =1, = cos 30 + i sen 30.

Por tanto: cos 30 = cos> o, — 3 cos o sen? o

sen 300 = 3 cos? o sen o — sen’ o
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= cosd o+ i3 cos? o sen o + 3i% cos o, sen? o + i sen3 o, =
cos3 o+ 3 cos? o sen oL i — 3 cos o sen? o — i sen’ o =

(cos3 o0 — 3 cos o sen? o) + (3 cos? o sen o, — sen> a)i

1. Halla las seis raices sextas de 1. Represéntalas y exprésalas en forma binémica.

6 9
1 = Vg = Lagoe . pse = Lo ps #=0,1,2,3,4,5

Las seis raices son:

1. \3.
1oo=1 1600=E+Tl
NS, U R
180° = 7 2400775 T !
Representacion:

T
1

1

[l
hy
U

)
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2. Resuelve la ecuacion z3 + 27 = 0. Representa sus soluciones.

3 3
Z3+27=0 = z=3-27 = N27.400 = 31500 + 360° my/3 = J60° + 12005 7 =0, 1,2

2z, = 3400 = 3(cos 60° + i sen 60°) = 3(% + i g) = % + #z
Zy = 31800 = 3
23 = 35400 = 3 (cos 240° + i sen 240°) = 3(—% —q g) = —% - #z
,’4
/
EZ)
3
/
I'4
=z
3. Calcula:
a) V=i »\-8 +8V3 o) \-25 @’ 22
1+V3i
33
D V=i = V1,00 = Lo 1 36005 =0, 1,2
Las tres raices son:
. V3 o1, V3 1,
19Oo=l 1210():—7—?1 133()0:7"'?1

4 Y 4 _ _ . _
b) \/—8 + 8\/?1 = \/161200 - 2(]200 +360° k)/4 2300 +90° k> k = 07 17 2» 3

Las cuatro raices son:

2300=2(§+i%)=\6+i

1, .3 .
21200=2(_?+17)=—1+’\/51

22100=2(—l—i\/g)=—1—\/gi
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O N=25 = N25.500 = 51500 + 360° /2 = Do + 1800 k5 K =0, 1

Las dos raices son: 5qp. = 5i; 5,500 = =5i

-2+ 21 1350 _ 0 -
V 1+43 V 2600 W2so = V2504 36003 = V2o s 120045 £=0, 1,2

6 6
250 V2 1459 V2 265°

Las tres raices son: \/7

4. Resuelve las ecuaciones:
aA)xt+1=0
b) x6+64=0

Y _ _ N A
Dxt+r1=0 5 x=3V-1 =141 Ligoe = Laasoe + 3600 /2 = Liso s 000y #=10,1,2,3

Las cuatro raices son:

2. URES \z
2

bt T b e Tty T

[9 6
b)x(’ +64=0 > x= N—64 = V6418O° = 2(180°+360° /6 = 230°+60° b k= O, 1, 27 3, 4, 5

Las seis raices son:

V3 o1 .
2300:2(T+ZE=\/§+1 29Oo=21

21500=2(—§+1%)=—\6 +i 221Oo=2(—§—i%)=—\/§ _i
. V3 .1
22700 = —21 25300 = 2(7 — E

5. Comprueba que si z y w son dos raices sextas de 1, entonces también lo son
los resultados de las siguientes operaciones:

z-w, z/w, =z23 =23

z y w raices sextas de 1 — 20=1, w0=1

(z-w)l=20-w0=1-1=1 - z w es raiz sexta de 1
6 6

(5) =Z—(=—=1 — = esraiz sexta de 1

w w®

22=()0=22=(H3=13=1 > 22 esraiz sexta de 1

23 = (230 =28 =210 222 (). 22214.12=1-1=1 — 23 esraiz sexta de 1
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6. El niimero 4 + 3i es la raiz cuarta de un cierto niimero complejo, z. Halla las
otras tres raices cuartas de z.

4+ 30 =555 5

Las otras tres raices cuartas de z seran:
536052 + 900 = D1age sz = D + A4l

5360 52+ 180° = 2160 527 = —4 = 31

5360 52+ 270° = D306°52 = 3~ 41

7. Calcula las siguientes raices y representa graficamente sus soluciones:

D9 w2z olz-22 oV L1=L oV-32%2 pisi

1+ i

D N=9 = V9500 = 31800 + 360° ko2 = Jo0 + 180° 43 R = 0, 1

Las dos raices son:

3900 = 313 35900 = =31

9
+0

3 _ 3 _ _ . _
b) -2 - 271800 - 3(1800 +360° k)/3 - 3600 + 120° k2 Ie - 07 17 2
Las tres raices son:

1 .\@)=2+i5\@i
2

zl=36Oo=3(cos60°+z’5en60°)=3(2 == 5

2y = 31800 = 3

o4 o) = ; _3
Z5 = 3300 = 3(cos 300 +zsen500)—3(?—z—)_?_

2 2
P
/
22
-3
\
"
3
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1N
-
=y

3L _ TS
C) 2—-2i = —\/83150 = \/5(3150 +360° k)/3 = \/E 105° + 120° k3 k= 07 17 2

Las tres raices son:
=-0,37 + 1,37i
— 3

2= V2 050 =
%= \/5225" -
7= V255

3 1 — 1 3 ﬁSlso 3
D \/ T+ \’—ﬁ450 = Vlyge = Leazoe + 3600 ko3 = oo+ 12005 R =0, 1,2

=1,37-0,37i

Las tres raices son:
PRI I ST CR i
o0° = B a0 T T T 5B dase T 5 T R
120o 1300
Zigo s ps R=0,1,2,3,4

5
= N3200 = 20900 + 360° )/5 =

5132 5[ 32(=i) -
e)\/—ﬁ.— =\/—3.—(.Z) = 32
i i (=1)
Las cinco raices Son: >
2
z, = 2150 = 1,9+ 0,6 ,67\33
. 23 |1
2, = 2900 = 20 7<
23 = 24550 = =1,9 + 0,6 \$""A¢/
1,2 — 1,6 &

Z4 = 2o340 =

2y = 2300 = 1,2 - 1,6i
33— _ B o
D N8i = N8ye = 2900 + 3600 k1/3 = 2300+ 120065 =05 1, 2
Las tres son:
z = 230(, 2, -
_ <~ 7
25 = 24500 . .
23 25900 N
23
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Numeros complejos en forma binémica

1 cCalcula:
aAB+2)2-9)-A-9)(2-370) b) 3 + 2i(-1 + i) — (5 — 4i)
c)2i—(4—-19)5i d) (4-3i) (4 + 3i) — (4 - 30)?

DGB+2D0QR-D-A-DQ-3D)=6-30+4i—2i%-2+3i+2i-3i*=
=6-3i+4i+2-2+3i+2i+3=9+6i
D)3+ 2i(-1+)—(5-4)=3-2i+2i>-5+4i=3-2{-2-5+4i=—-4+2]
©) —2i — (4 — )50 = =20 — 20i + 5i% = =22 — 5 = -5 — 22i
D@ -3D) 4+ 30— (4 -30% =16 - (31)? — 16 — 9i% + 24i =
=16+9—16+9 + 24i = 18 + 24i

2 Calcula en forma binémica:

(G +3) (4—2D) -2+ 3i
a) 2-2i D) Gi2n i+
2+5i . 1+i . —3-2i
3 5 -9 D 13

o B3 -20) _ 12-6i+12i-6i* _ 18+06/ _ (A8+06) 2+2i) _

2 —2i 2 —2i 2 —2i =21 @+ 2i)
_ 36 +36i+12i—12 _ 24+48i _ . . ..
4+ 4 8 3+ 060
by =2+ 3i 243 _ 2+30 _ (243D (-6-2i) _

4+ 2i) (=1 +14) —4 4+ 47— 2i -2 -6+ 2i (=6 + 2i) (=6 =21)
_12+4i—18i+6 _ 18—14i _ 9-7i _ 9 7 .

B 36+ 4 T 20 20 20
O 25y o 2-2i%5i45 _ T+3 _ G+3D0B+2D) _
32 32 32§ (3-20) (3 +2i)
_ 21+ 14i+9i—-6 _ 15+ 23i _ 15,23,
9+ 4 13 13 13

d 1+ + 3-2i _ A+ Q+1) + (-3-2i) (A -30)
24 1+ 3§ Q-0DQ+1) (1+30) A -3

2+i+2i—-1 + 3+9i—2i—6 _ 1+3i + -9+ 7i _

4+ 1 1+9 5 10
_2+6i-9+7i _ -7+13i _ =7 , 13
10 10 10 10
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3 Estos nimeros complejos son los resultados de las operaciones que los
siguen. Opera y di cual corresponde a cual:

. 1i_1. , 1 _17.
2i, 20, 5 51, 2, 5 51
aAA-9DG-2) @A+ 39D b) 1+2.i Q+d+ 1—2? 2-9
2—1 2+
2-i _1(1+8i 2+)%2+A-D2
93, 5(1+3z‘) D TG
2-2i 3 —-5i
©) i * 2—1

DA-9DU-200+3D=04-2i—4i—-2) (1 +3i) =
=Q2-6i)(A+3)=2+06i—6i+18=20

1+2i R N Q+20Q+0) Q-2 Q- _
D5 @ 5 QD= TG
_A+20Q+ i)+ =20)Q2=i)? _
Q- Q@+
_Q+20U-1+4D+ A =20 (4 —-1-4D) _
4+1
_Q+20B+4D+(1-20) 3-4i) _ 3+4i+6i—8+3-4i—6i—8 _
5 5
5

(1+8)A-3D]_
(1+30) (1—-37)

1
G-DGB+i) 5
_6+2i-3i+1 1[1-3i+8i+24]_7

o 2-i 1 (1+8z’)= Q-9 B3 +1)

3—i 5\1+3;

—i_l(25+5i)=7—i_5+i_

9+1 5 1+9 10 5 10 10 10
_J-i-5-i _2-2i _1-i _1 1,
10 10 5 5 5
a Q+iP+A - _4-1+4i+1-1-2i _ 3+2i _ 6+4 _
1-(/2)i (2 - 3i)/2 Q2-3)/2 2-3i
_(6+4)+30) _ 12+ 18i+8i—12 _ 26i iy
= - — = == =2
(2-3i0) (2 + 3i) 4+9 13
© 2-2i 3-51 _ Q-2  B-50@+1D) _
i 2—1i i(=1) Q-DQ2+1)
o 20-2  6+3i-10i+5 _ —2-2i  11-7i _
1 4+1 1 5
_-10-10i+11-7i _1-17i _ 1 17,
5 5 5 5
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4 Calcula:
a) i37 b) i126 ¢) ;87
d) i64 e) i_216
a) i =il=i
b) 126 = 2 = -1

o) i% =i3=—j

di%=i"=1
. 1 1 1

@io= = = =
i216 i0 1
) a1, V3,

5 Dado el niimero complejo z =— 2 + - b prueba que:

2 1_ 2

aAl+z+z%=0 b);—z

2 4 2 4 4 2
__2 N3, 1 N3,
4 2 2 2
1+Z+Zz=1+(_l+£1)+(_l_£1')=1_l+£1_l_
2 2 2 2 2 2 2
plo_ L .t 2 21 -34)
e O L LI GS I V) FaS P )
2 2 2
_ 2l -V3i) _ 2l-v3) -1+ _ 1N,
1+3 4 2 2 2
22 = L_ \/gz (lo habiamos calculado en a)

6 Calcula m y n para que se verifique la igualdad:
Q+mi)+n+5i)=7-2i

Q+mi)+(n+5)=7-2i

Q+n)+(m+35)i=7-2i _){2+n=7 } n=5

m+5=-2 m=-7
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7 Determina k para que el cociente seaiguala 2 —i.

k+i _(k+i)A-i) _ k-—ki+i+1 _ (k+D+A-Ri _

1+ A+ A-1 1+1 2
k1 =2 > k=3
(/e+l)+(1—/e)‘_ .
= i=2-1—
2 2 1%]6=—1 - k=3

Por tanto, k= 3.

8 Calcula a y b de modo que se verifique (a + bi)2=3+4i.
@ Desarrolla el cuadrado; iguala la parte real a 3, y la parte imaginaria a 4.
(a+bi)=3+4i

a?+ bi? + 2abi =3 + 4i

2_ 2
a’—b*+2abi=3+4i — {“ -b°=3
2ab = 4
po 4 _ 2
2a a
2
dz_(é) “3 s a2- A o3 4t 4-302 5 at_3a2_4-0
a a?
» 329416 _3x5 @ =4 Da=x2
- > T T2 ™~ a’=-1 (no vale)

a=2 > b=1

9 Dados los complejos 2—ai y 3—bi, halla a y b para que su producto sea
igual a 8 + 4i.

Q2-—ai) (3-bi)=8+4i

6 — 2bi — 3ai + abi* = 8 + 4i
6 —2bi—3ai—ab =8 + 4i
(6—ab) + (-2b—-3a)i=8 + 4i

{6—ab=8

—2b—-3a =4

p= 4+3a
-2

Unidad 6. NGmeros complejos 0



2
6—a(4+23“)=8 —>6+—4“+23“ =8

2
Aa+3a° _ 5 4u+3a2=4 — 302+ 4a—4=0

2
a=2_2 L po3
Lo —4xN16+48 _—dxs 0 3
6 6 N iT2 L,
6
. ._2+bi
10 cCalculaelvalorde a y b para que se verifique a—3i = 5_3i"
._2+bi
a_ =
Ry

(a-3i)(5-3i)=2+bi
Sa—3ai—151-9 =2+ bi
Ga—-9) + (Ba—-15i=2+ bi
5a-9 =2 } a=11/5
—3a-15=b) b=-108/5
11 Halla el valor de b para que el producto (3 —6#) (4 + bi) sea:
a) Un namero imaginario puro.
b) Un nimero real.
(3—-60) (4 + bi) =12 + 3bi — 24i + 6b = (12 + 6b) + Bb - 24)i
a)12+6b=0 = b=-2
b)3b-24=0 - b=8

12 Determina a para que (a-—27)? sea un nimero imaginario puro.
(a—2i)* = a?+ 4i> — 4ai = (a® — 4) — 4ai
Para que sea imaginario puro, ha de ser:
a’*-4=0 > a=+2 - a,=-2, a,=2
13 Calcula x para que el resultado del producto (x + 2 + ix) (x —7) sea un nu-
mero real.
@ Efectiia el producto. Iguala la parte imaginaria a 0 y resuelve la ecuacion.
(x+ 2+ ix) (x— 1) = x? — i + 200 = 2i + x% — xi? =
= X2 —xi+ 26— 20+ ix? + x = (x% + 3x) + (x%—x—2)i
Para que sea real, ha de ser:

Z_x_2=0_>x=1im=1i5=/xl=—1
2 2 T~ x, =2

Unidad 6. NGmeros complejos @
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Numeros complejos en forma polar

14 Representa los siguientes niimeros complejos, sus opuestos y sus conjuga-
dos, y exprésalos en forma polar:

1-i b)—1+i A3 +i 3 —i
e)—4 f) 2i g)—%i h) 2 +2V3 i
a)l—i=\/53150 1+ 1+
Opuesto: —1 + i = V2 1350
11—
Conjugado: 1 + i = \/5450
b) -1 +i=12 sy
Opuesto: 1 —i = \/53150
1= 1—
Conjugado: -1 — i = \/52250 ' '
C)\/g"'i:zgoo \/€+i
el
Opuesto: —\/g —1=250
210 | N
Conjugado: V3 —i = 23300 k. V3
d)_\/g _i=22100 —\/—3—4'1' ‘/3‘*’1
N el
Opuesto: \/g+ =200
30 _—/
Conjugado: V3 +i= 2500 ~Vq-i
) —4 =4y
Opuesto: 4 = 4, — 4

Conjugado: —4 = 4

£) 20 = 2,

Opuesto: =2i = 2,5,

Conjugado: =2i = 2,
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15

(3
& l ( 4 )270° 30/

b)S(n/6)=3 COS£+i5en £)=3(_+Z—

8) 1500 = cos 150° + i sen 150° = —

C3._(3 —31/4
Opuesto: 7 i ( 4 )90o
- 3= (3
Conjugado: ik ( 4)900
h 2+ 2V30 = V144 2+ b3
Opuesto: =2 — 2 V3i= \/ﬂw)o /
Conjugado: 2 — 2 V3= VT43000 /
/ N 11
V3 2 =2V 3t

Escribe en forma binémica los siguientes nimeros complejos:
a) 2. b) 3 /6 ) V2 g0 d) 17,
€) 12 0 55700 8) 14500 h) 44400

a) 250 = 2(605450+lsen450)_2(£+ \/7) NCR Y

V3 1)_52fs+3

6 6 2 T3 2!

) \61800 = V2 (cos 180° + i sen 180°) = V2 (=1 + i - 0) = -2

)17, = 17

n T
e 1y = cos?+zsen5—z

£) Symge = =5i

|3
|3

+il=_ +ll
2 2

h) 4100o = 4(cos 100° + i sen 100°) = 4(=0,17 + i - 0,98) = —=0,69 + 3,94i
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16 cCalcula en forma polar:

4
a) (-1— )5 b) N1 -3 i o Y64
D Vsi (213 +2i)° £) G403
a)(—l—z’)5=(\/52250) 4\/71129’ 4\/74> _4\/7(£+£ ) 4+ 4
i e 4
D V1-V3i = 23000 \/7(3000 +360° m)/4 \57?’ rooe s 1 =0,1,23
Las cuatro raices son:
4 4 4 4
\/E 75° \/E 165° \/E 255° \/E 345°
O Vo4 = Vody = V20 a0 s = 2290045 £=0,1,2,3
Las cuatro raices son:
2V20=2V2 22 =2V21 2V2 g =2V2 2v2 .-

D Vsi = s 000 = 20000 + 360° k3 = 2300 + 1200 k5 R =0, 1,2
Las tres raiCCS Son:

=340 2. =-V3 40 2,.=-2
6
) (23 + 2i) = (4,500 = 4096, = 4096 . = —4 096

£) (3 =40 = Gyp50 5207 = 1250500 36 = 125500 3¢

Pagina 163

17 Calcula y representa griaficamente el resultado:

7 a7 —_7\3 3 + 7
a) £ =i b [ L7 o AL
2i \/§+z 2—1i
i7—i7 i1 iY—d 21
2) - - - -
2i 2i 28 2
-i=1_ =2 _
2 2

Unidad 6. Nmeros complejos
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o - - (2

V3 +i 2300 2 4 4
= g (cos 135° + i sen 135°) =
1 1
4| 4
B2 ),
4 )" 4 "3 i
),J1+z_3(J+0@+¢)=V1+3i=3__ 3.
Q-2+ 5 5 5
3 6
_ (1@2) =(iﬂq —1l2 . k=0,1,2
5 /71034 Vs 710 34 + 360° /3 523051+ 120
Las tres raices son:
of2
=2 = 0,785 + 0,347i
5 23° 51! +
612 D
— =-0,693 + 0,56i "
5 143° 51 \
b4
6f2
=2 = 0,092 — 0,853i
5 263° 51
18 Calcula y representa las soluciones:
a) —4\3i b) 1-16 o) si
v—w - _ _
DN 4=4N3i = N800 = 23000 + 360° /3 = 21000 + 1200 &3 R =0, 1,2

Las tres raices son:

200 = =0,35 + 1,97

22200 = _1753 - 1,26Z

o T

2,00 = 1,88 — 0,68i

340°

5%
\ .
Vi L
\ 2
7 g

b) V_l = V16180° = (1800+3600 /@)/4 243°+9O° /6" /e O 1 2 3

Las cuatro raices son:

P

2450 = V2 + \2i 2550 = N2 + V21

2= N2 -NZi 2 =2 -2
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o i =V =2

90° ©0° + 360° k/3 = 2300 + 120045 R =0, 1,2
Las tres raices son:
2,00 =3 +i 2

1500 = N3 +i 2700 = =21

19 cCalcula pasando a forma polar:
a(1+i3)° »(1-iv3)¢ (V3 -
oN=2+2V3i d)ﬁ
e 64 £)V-1-i
DR n 22

-3 +3i

D) (1 + 1 V3)5 = (24)5 = 32, = 32(cos 300° + 7 sen 300°) =

=52(%—gi)=16—16\/gi

) (1= iV3)° (V3 = i) = (2,400 QRugee) = (64 4400 2yz00) =

=128(§+¢%)=64\f—64i

1285300 = 128 (cos 330° + i sen 330°) =

4 . i 4 4
O N=2+2V3i = 41p00 = \/2(120°+360° /4 @30°+9o°/e -

- \5300+9M; k=0,1,23

Las cuatro raices son:

V6 2, 2 6,
Vgt Vg mog r
Vo 2. V2 6.
V2oy =5 -5 V=5 =5
8 _ 8o _ 8o _ Bgo =( ] ) _[2
(1-19)5 (\/33150)’ 4\/515750 4\/7135o 42 )3 \W2

i)

= \/52250 -2 (cos 225° + i sen 225°) = \2 (—g V2 z) =-1-1

Unidad 6. Nmeros complejos



20

21

66— G 6
e) _6 = 641800 = @ (1800 + 3600 /@/6 = 2300 + 600 /e; Ie = 03 15 23 33 4’ 5
Las seis raices son:
2500= V3 +i 2900 = 2i 21500 = —N3 +1i

2100 = V3 i 25700 = 2 23300 = V3 -

[ 7= 4 4
DN-1—i = VW2, = \/5(225°+360° k2 = V2,5 30 + 1800k #= 0,1

225°

Las dos raices son:

V2 150 50 = 0,46 + 1,1d V2 3950 30 = 0,46 — 1,10

3. _ 3 _ _ . _
» =i = Lygge = L2moo + 360° /3 = Looo + 120005 £ =0, 1,2

Las tres raices son:

V3 o1, V3 o1,

19Oo=i 12100=—7—71 13500:7_51
b /2-2;‘ =4/2“/73150= (g) =(1[1) -
-3+ 3i 3\/51350 3 |1s0° 3 Jasoe + 360° k2

=(Vi) ; k=0,1
3 90° + 180° k

Las dos raices son:
( [2 ) [2. ( [2 ) [2
—| =A/57 — =—-\|=i
3 Joge 3 3 o700 3
Calcula m para que el nimero complejo 3 — mi tenga el mismo médulo

que 2\/§ + \/gz

13- mil =NVo+m2 | Vo+m2=5—>9+m2=25 — m?2=16

1245 +Vs5il =5 m=+4

Hay dos posibilidades: m=-4 y m=4

Expresa en forma polar z, su opuesto —z, y su conjugado z en cada uno
de estos casos:

a)z=1-3i b) z=—2—2i &) z=-2V3 +2i
Dz=1-V3i=20; =2=-1+V3i=2, =1+ 31=2,

b z=-2-2i=2V2 5 —2=2+2i=2V2 5 T=-2+2i=2V2 4
O z=-2V3+2i=4 0 —2=2V3-2i=4d,,; T=-2V3-2i=4,,
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22 Representa los poligonos regulares que tienen por vértices los afijos de las si-
guientes raices:

a) i b 1 o\ 2\3 +2i

. _ 3 _ _ . _
D Vi = Vg, = g+ 3600 /5 = Lige w7005 £=0,1,2,3,4
Las cinco raices son:

Lig Lo Lige 1 1

Representacion del poligono (pentdgono):

234° 306°

P

\

~_1 —

of Of
b) - = 11800 = 1(1800 + 3600 k)/() & 1500 + 600 /@’ k = Ov 17 27 37 47 5
Las seis raices son:

1 ) 1,-

90° 150° 1

30° 210° 270° 330°

Representacion del poligono (hexagono):

N
\
]
o

4 _ 40 i
C) 2’\/3 + 21 = 4300 = WQ%O" + 3600 ]e)/4 = \/570 30' + 90° ]e7 k = Oa la 2; 3

Las cuatro raices son:

\/E 7° 30" \/E 97° 30! \/E 187° 30' \/E 277° 30"

Unidad 6. Nmeros complejos 6
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Representacion del poligono (cuadrado):

AN

PARA RESOLVER

23 Halla dos nimeros complejos tales que su cociente sea 3, la suma de sus

argumentos %, y la suma de sus modulos 8.

@ Llamalos r y sg ¥ escribe las ecuaciones que los relacionan:

r
si(; =340 (0°es el argumento del cociente, 0.—3=0°); r+s=8 y o +f= %

Hallamos sus modulos:

%=3 r=3s

r+s=38 3s+s5=8; 4s=8; s=2; r=06

Hallamos sus argumentos:

T
o+p=—

R e
oa-B=0

Los nimeros serdn: 6., y 2.

24  El producto de dos nimeros complejos es 2i y el cubo de uno de ellos divi-
dido por el otro es 1/2. Hallalos.
z w=2i

223 =w; z-223=2i; 224=2i; 4=
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dr _Af _ _ . =
z=Ai = Loge = Leooe + 3600 /4 = 1220 30 + 90° &3 k=0,1,2,3
Hay cuatro soluciones:

= = 3=-9. =

21 = lppesy = Wy =227 = 20 10 30 = 270 30

23 = Lpge 30 ™ Wy = 2350050

23 = Loope 30 = W3 = 2607030 = 22470 30

25 = Lagpe 30 ™ Wi = 2577030 = 21570 30
25 El producto de dos nimeros complejos es —8 y uno de ellos es el cuadrado

del otro. Calculalos.

z-w=-8 w3=—8
z=w?

i Ire _ L
w=N=8 = N850 = Z180° + 360° bo/3 = 2600 + 1200 &5 R =0 1, 2
Hay tres soluciones:

Wy = 2500 = 2= Ay

Wy =250 = 2, = 4p =4

Wy = 23000 = 23 = 4gp00 = 42400

26 De dos nimeros complejos sabemos que:
e Tienen el mismo médulo.
¢ Sus argumentos suman 1771/6.
e El primero es conjugado del cuadrado del segundo.

¢Cuales son esos nimeros?

Llamamos a los numeros: z =7, y w= sg

Tenemos que:

r=s
171
C\F* N o=2t-203
— 2 =2 _ .2 B
6 To =S85 on—28 = "2n— 28 9{’,:’”2 o {7—10 (no vale)
_T .
Va_(53)7
r=1
mo2p BT B T g s = Mg
6 6 6
Por tanto, los nimeros son:
Liws YV Lswe = Lo

Unidad 6. NGmeros complejos



27 Calcula cos75° y sen75° mediante el producto 1y, 1 ..

28

29

30

1300 + 1ys0 = 1550 = cOS 75° + i sen 75°

Lyge = 1450 = (cos 30° + i sen 30°) (cos 45° + i sen 45°) = (g + %z) (@ + gz)

B A 4

V6 N6, N2, N2 _NEANT, NGT,
4 4 4

Por tanto:

V6 -2 sen 75° = —\/E+\/?

- 750 = —
cos 75 — % %
Halla las razones trigonométricas de 15° conociendo las de 45° vy las de

30° mediante el cociente 1 450 ° 1 3000

—_
Il
[

o
I

Lyso: cos 15° + i sen 15°
1yse _ COs 45° + isen 45° _ \/E/2+¢(\/E/2) _ V2 +iv2 _

1300 cos 30° + i sen 30° V3/2 + i (1/2) 3+

W2+ iV2)W3-1) _ N6-V2i+V6i+N2 _N6+Vz2 , V6+2
(V3 +1)(V3-1) 3+ 1 i 4

Por tanto:

Gz )

cos 15° = ——= sen 15° =

4 4

2 . I . x+2+ xi
¢Para qué valores de x es imaginario puro el cociente ——————2

x+1i
x+2+xi _ (x+2+x0) (x—i) _ xP—ix+2x—2i+x%+x _
X+ (x+1) (x—1) x2+1
_ f 430+ (et -x—2)i _ x*+3x . x2-x-2
x%+1 x%+1 x?2+1

Para que sea imaginario puro, ha de ser:

X2+ 3x __—x=0
=" =0 5 x?+3x=0 > x(x+3)=0

x2+1 ( ) \x=_3
Halla, en funcion de x, el modulo de z = 1+ ..:: .

Demuestra que |z| =1 para cualquier valor de x.

1 x| N1
|z|— ~| = =1
1—xi V1 + a2
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O bien:

_ltx  Axxd)+(Qtxd)  1-a?+2wi _ 1-x2 0 2w
1—xi (1 —xi) (1 + xi) 1+ x2 1+ a2 1+ x2

| 2| =\/(1—x2)2+( 2x )2=\/1+x4—2x2+4x2 =\/x4+2x2+1 _
1+ x? 1+ x? (1 + x2)? (1 +x%?

_ A+ x?? 1 =1
(1 +x??

x + 2i
4—3i

31 calcula x para que el nimero complejo que obtenemos al dividir
esté representado en la bisectriz del primer cuadrante.
@ FEl niimero complejo a + bi se representa como el punto (a, b), su afijo. Para

que esté en la bisectriz del primer cuadrante, debe ser a =b.

x+2i _ (x+20)(4+30) _ 4x+3xi+8i-6 _ 4x-0 . 5x+81.
4 —3i (4 —3i) (4 + 310) 16 +9 25 25

Ha de ser:

4x—-6 _ 3x+38
25 25

— 4x-6=3x+8 = x=14

32 1a suma de dos nimeros complejos conjugados es 8 y la suma de sus mo6-
dulos es 10. ;Cuiles son esos nimeros?

Z+Z=§ } Como |zl =1z] = |zl =5
|zl + 1z =10

Si llamamos:

z=a+bi > zZ=a-bi

z+Z=a+bi+ta-bi=2a=8 — a=4

lzl=12] =Na2+ b2 =N16+ b2 =5 - 16+ b2=25 -
- b2=9 — b==xV9 =+3
Hay dos soluciones:
Z =4+3i > Z =4-3i
2,=4-30i > Z,=4+3i
33 Lasuma de dos nimeros complejos es 3 + i. La parte real del primero es 2,
y el cociente de este entre el segundo es un nimero real. Hallalos.
Llamamos z=a+bi y w=c+di
Tenemos que:

z+rw=3+1 a+c=3
a=2 > c=1 b+d=1 > b=1-d
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34

35

2+bi _ Q+b)A-di) _ 2-2di+bi+bd _ 2+ bd + —2d+bl.

z
w  1+di (A +di)1-di) 1+d? 1+d?
Para que Z_ sea un nimero real, ha de ser:

—2d + b
1+ d?

=0 > 2d+b=0 — b=2d

2d=1-d — 3d=1 — d= b=

L 2
3’ 3

Por tanto, los nimeros son:

2. 1.
Z=2+ =i w=1+—i
307 3

1+d?

Representa grificamente los resultados que obtengas al hallar {_2_2; y

calcula el lado del triangulo formado al unir esos tres puntos.

35 5, - Ao _ -
-2-2i = \/82250 - \/5(22? +360° /3 \5750 +120° b
Las tres I'ZliCCS son:

7 = V25 2= V2 105 7= V2

A,
'z

Para hallar la longitud del lado, aplicamos el teorema del coseno:

2=(2) + (N2) -2z -2 '605120°=2+2—4(—%)=4+2=6

1= 6

Los afijos de las raices cubicas de 8i son los vértices de un triangulo equila-

tero. Compruébalo.

¢Determinan el mismo triangulo los afijos de J_8i, s o A-g?

Representa graficamente esos cuatro triangulos que has obtenido.

3 .3 _ _ . _
* N8i = N8y = 2900 + 360° ka3 = 2300+ 120065 R0, 1,2

Unidad 6. NGmeros complejos
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Las tres raices son:

21 = 2500

25 = 24500

23

=2

270°

Al tener el mismo modulo y formar entre ellos un angulo de

que determinan es

eV-8i =38, . =2

270°
Las tres raices son:

3 3
8 = N8 = 23600 /3 = 212003 # =0, 1,2

Las tres raices son:

Las tres raices son:

e Representacion:

equilatero.

(270° + 360° /3 = 2000 + 1200 k5 =10, 1,2

z, = 2900

z, = 200

21 = 2500

25 = 29100

25 = 29500

3 3 _ - .
*N-8 = 81800 - 2(180" +360° R)/3 260° +120° k>

z, =2

237 23500

Z5 = 23400
k=012

23 = 23000

120°, el triangulo
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37

¢Puedenser z,=2+14, z,=-2+1, Z3=-1-2iy z4,=1-2i, las raices de un

numero complejo? Justifica tu respuesta.

No. Si fueran las cuatro raices cuartas de un ndmero com-
plejo, formarian entre ellas un dngulo de 90°; y ni siquiera
forman el mismo angulo, como vemos en la representacion

grafica:

L
/N

Halla los niimeros complejos que corresponden a los vértices de estos hexa-

gonos:

Unidad 6. Nmeros complejos




38

39

40

1¢* hexagono:

2, =2 =2 2= 260 = 1+ \31i 2= 2500 = =1 + V3i

24 = 29990 = 2 Z5=2240°=_1_\/gi Z(=23000_1_\6i

0

22 hexagono:

z, = 300= 3+ ZZ=2900=21 25=21_—)Oo=—3+z
2= 200 = N3 — i Z5 = 29900 = 21 Z6 = 23300 = \ERY
¢Pueden ser las raices de un nimero complejo z, los nimeros 2,4, 2,400

217200 22460 Y 23167
@ Como todos tienen el mismo modulo, solo tienes que comprobar que los dngulos

o

entre cada dos de ellas son = 72° Para ballar z, eleva una de ellas a la quin-

ta potencia.
28° + 72° = 100° 100° + 72° = 172°
172° + 72° = 244° 244° + 72° = 316°

Si son las raices quintas de un nimero complejo. Lo hallamos elevando a la quinta
cualquiera de ellas:

z = (2552 = 32400
El complejo 3 ,,. es vértice de un pentagono regular. Halla los otros vértices
y el niimero complejo cuyas raices quintas son esos vértices.
@ Para obtener los otros vértices puedes multiplicar cada uno por 1 ,,,.
Los otros vértices serdn:

31120 31840 32560 33280
El nimero sera:

z= By = 243
Una de las raices cubicas de un nimero complejo z es 1+ i. Halla z y las
otras raices cuabicas.

s

@ Ten en cuenta que si Nz =1+i — z=(1+i)3.
1 + 7= ’\/5450
Las otras raices cubicas son:
\5450 +120° © V2 165° V2 165° + 120° V2 28
Hallamos z:

z=(1+?=(V2,5P =8
\F( V2, 2

SR —)=—2+21

50

350 = V8 (cos 135° + i sen 135°) =
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Ecuaciones en C

41 Resuelve las siguientes ecuaciones y expresa las soluciones en forma biné-

mica:
A x2+4=0 b)x2+x+4=0
O)x2+3x+7=0 dDxZ2-x+1=0

DX2+4=0 = x2=—4 — x=+\V_4 = +2j

Xy =21, x,=72i

a2+ 2+ 4=0 = xm —11\/21—16 _ —112\/—15 =—1¢2\T51'

1 \1s, 1,15

=_- _ 2 =___ 4+

MNTT Ty bR Ty T

Ox2+3x+7=0 > x= —Bi\ém _ _3i2\/j9 =—3i2\F9¢

s V., 3,

MTTy Ty bR T Ty T

1xV1-4 _ 1+V3 _ 123
2

+£i
2

Dx?-x+1=0 - x=

|3

_ 1
.xl—?—

|
1, x2 = ?
42 Resuelve las ecuaciones:

aA)x3+32=0 b)ix3-27=0

AXT+32=0 > x°=-32

ST 5
X = _3 = 521800 = 2(18()° +360° »/5 = 23()0 + 720 1(” /e = O, 1, 2, 3, 4
Las cinco raices son:
2 2

2 2

30° 108° 180° 252° 324°

b)ix3-27=0 — x3+27i=0 — x3=-27i
3 .o 3 _ _ . _
X = _271 - 2727Oo - 5(2700 +360° k)/3 - 5900 +120° k? /e - O, 1, 2

Las tres raices son:

3900 32100 33300
43 Resuelve las siguientes ecuaciones en C:
a)z2+4=0 b)z2-2z+5=0 ©)2z2+10=0
ADz2+4=0 o> 2?2=-4 > z=+\-4 =2}

zy =20, z,=2i
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b22-2z+5=0 — z= =2 = = —— -1+

z;=1-2i, z,=1+72i
0222+10=0 — 222=-10 - z?=-5 - z=\5i
z, =-N51, ZZ=\F5'
44 Obtén las cuatro soluciones de las siguientes ecuaciones:

a)zi-1=0 b)z%4+16=0 A)z4i-8z=0

@ En a) y b) despeja z y balla las cuatro raices. En c) baz 2(z3-8)=0 e
iguala a 0 cada factor.

D2t =120 5 29=1 5 2=V1 = V1, = Ly s = Lo s £=0,1,2,3
Las cuatro raices son:

1 1 1

0° = 900 = 1 Tygpe = -1 Ly700 = =1

4 _ 4_ _ 4 _ 4 Q _
D)zt +16=0 = 2%=-16 — 2 =N-16 = V16,500 = 21500 + 360° /4 =
= 20 o s #=0,1,2,3

Las cuatro raices son:
2450 = N2 + 21 2,550= V2 + V21

2,550 = N2 = 2i 2550= V2 = \2i

z=0
Oz -82=0 — 2(23—8)=0<Z=§/§

Vs = 8. = 26600 43 = 220 43 k=0, 1,2
Las soluciones de la ecuacion son:
0 2.=2 2000 =1+ V31 2, =-1-3i
45 Resuelve estas ecuaciones y expresa las soluciones en forma binémica:

a)z3+8i=0 b)iz¥+4=0

, 3o 3o
a) 22+8i=0 — z=3-8; = 82700 = 2(2700 +360° R)/3 2900 +120° k> k=0,1,2
Las tres raices son:
200 =21 2y00= N3 -0 250.=V3 i
b izt +4=0 - 29—4i=0 — z¥=4i
AT A _ . b=
z=4i = 49()0 - \/5(900 +360° k)/4 \5220 30" + 90° k? k=0,1,2,3
Las cuatro raices son:
V2,00 59 = 1,3 + 0,51 V2 10 50 = 0,5 + 1,30
V2,000 50 = =13 = 0,50 V25050 39 = 0,5 = 1,30
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46 Escribe una ecuacion de segundo grado que tenga por soluciones:
1+i y 2-3i

@ Ten en cuenta que si z; y z, son soluciones de una ecuacion de segundo grado,
esta serd de la forma (z —z ) (z —z,) = 0.

La ecuacion pedida serd [z —(1 +i)] [z —(2 —3i)] = 0. Multiplica y exprésala en for-
ma polinomica.

-Q+Dz-Q=-3D1=2>-Q-3Dz-A+iDz+1+i) (2-3i) =
=22_(2-3i+1+i)z+ (2 —3i+2i—3i2)=
=22_-3-2Dz+G5B-1)=0

47 Escribe una ecuacion de segundo grado cuyas soluciones sean 2—3i y 2 + 3i.
[z-Q2-3DIz-Q2+ 3D =[(z-2) + 3i] [(z-2) - 3i] =
=(z-22-BiH=22-4z+4-9i*=
=z2-4z+13=0

Interpolacién grafica de igualdades entre complejos

48 Representa los niimeros complejos z tales que z + z =-3.

@ Escribe z en forma binomica, siimale su conjugado y representa la condicion
que obtienes.

Llamamos z = x + 7y
Entonces: z = x — iy
Ast:

Z+tZ=x+iy+tx—iy=2x=-3 —>x=—%

Representacion:

49 Representa los nimeros complejos que verifican:
a)z=-z b) |[z+z]| =3 o |z—z| =4
Dz=x+iy >Z=x-1)

zZ=—2z 5> x—-iy==x—-1iy = 2x=0 — x =0 (es el ¢je imaginario)
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Representacion:

b)z+Z=x+iy+x—1iy=2x

o _a_— 2x=3 - x=3/2
|2+ 2l = [2x| 5\2x=—5 - x=-3/2

Representacion:

(38

-2 -1 1

=2
1l
oo

Oz—-Z=x+1iy—z+iy=2yi

_ . 2y=4 > y=2
—Z| = [2yil = [2y] = 4
|Z Z| | j/l| | y| 2)/:—4 - y==2

Representacion: 5

50 Escribe las condiciones que deben cumplir los niimeros complejos cuya re-
presentacion grafica es la siguiente:

a) b) )

\w

d e) V
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@ En a), b) y f) es una igualdad.
En c) y d), una desigualdad.

En e), dos desigualdades.
a) Rez = -3 b) Imz =2

c)-1<Rez<1 DO Imz<2

e){—3<ReZ<2 f)|Z|=5

2<Imz<3

Pagina 165

CUESTIONES TEORICAS

51 ;Se puede decir que un nimero complejo es real si su argumento es 0?
No, también son reales los nimeros con argumento 180° (los negativos).

52 Pruebaque |z| =Vz-Z
Si z=x+1iy, entonces z=x-—1).
Asi:
z-Z=(x+1) (x—0)) =x2—(YP? =x2—i%p?=x2 + y?

Por tanto:

Vz -z =Vx2+,2 = 2]

53 Si z-= 7, équé relacion tienen con z los nimeros 7, 1500 ¥ 3600 ?
Ty 41800 = =% (opuesto de 2)
T3g00 - o = 2 (conjugado de z)
54 Comprueba que:
Az+rw=z+w bz w==z-w Okz=kz con ke R
z=a+bi=ry > Z=a-bi=r5._,
w=c+di=r’B %w=c—di=r’3600_3
Dz+rw=@+o+b+d)i >zFvw=(@+0)—-(Db+d)i

Zrw=a-bi+c—-di=(a+o)-(b+d)i=ZFw

bx-w= (- 7”’)(“[3 -z w=(- 793600—(o¢+[3)

Zw=Myepe_g43600-8= T Moo _qap= 2 @

©) kz = ka + kbi — kz = ka — kbi
k% =bka—kbi= kz
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55

56

57

58

59

60

Demuestra que |l| -1
z z|

1_100_(1) _(1) ‘1‘_1_ 1
_— = — = | — = | — % _— = _ = —
z 7, o 7 7360° — o z r |Z|

El producto de dos niimeros complejos imaginarios, ¢puede ser real? Aclara-
lo con un ejemplo.

Si. Por ejemplo:

z=1i w=1

zrw=i-i=i*=-1€lR

Representa el nimero complejo z = 4 — 3i. Multiplicalo por i y comprueba
que el resultado que obtienes es el mismo que si aplicas a z un giro de 90°.

iz =4i—3i%>=3+4i

3+ |4
/|
/
g
N
N
N
4 —[3i

Halla el nimero complejo z que se obtiene al transformar el complejo 2 + 3i
mediante un giro de 30° con centro en el origen.

2+ 31 = V135
z= @560 18' ’ 1500 = @860 18' = 0,25 + 5,601

¢Qué relacion existe entre el argumento de un complejo y el de su opuesto?
Se diferencian en 180°. Si el argumento del nimero es o, el de su opuesto es:
180° + o

1,

¢Qué condicion debe cumplir un nimero complejo z = a + bi paraque z =
z

@ Halla i, eiguala a a —bi.
z

1 a— bi _ a-bi

= = =a—bi
a+bi @b a—bh  grepr 477

1
z
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a =a 4 _ a2+ p2 5 a2+ b2=1 (médulo 1)
a’+ b? a
z_bbz =-b Ha de tener moédulo 1
a?+

PARA PROFUNDIZAR

61

62

63

La suma de dos niumeros complejos, z =a + bi, w = ¢ + di, dividida por su
diferencia, es un nimero imaginario puro.
Prueba que los dos nimeros z y w han de tener el mismo médulo.

(a+c)+(b+d)i
(a—-c)+(b-ad)i

@ Haz , calcula la parte real de ese cociente e iguala a 0.

w=c+di | z—w=(—-c)+b-d)i

z+w _(a+o)+b+d)i _ [a+o)+b+d)illla—-c)—(b-d)i]

z—w (a-c)+b-d)i [(a-—c)+B-d)illla-—c)—(b-d)i]

z=a+ bi }z+w=(al+c)+(b+d)z’

_@-A+@a+ro+b-dit+tb+d+a-0i-(*-dHi* _
(a-02%+(b-d)?>
(@>—c2+b2—dH+[a+c)b-d)+b+d) (a-0o)li
(a—0?+b-d)?

Para que sea imaginario puro, su parte real ha de ser 0O:

az_cz+b2_d2
(a-0)%2+(b-d)?

=0 > al-c2+b2-d?=0

a2+ b2=cr+d> - Na?+ b2 =Nc2+d? — |zl = |wl
: _ 1, V3. .
Sea z# 0 un complejoy w = -5 + - Prueba que los afijos de z, zw y

zw? son los vértices de un triangulo equilatero.

@& Expresa w en forma polary recuerda el significado de la multiplicacion por 1 ,

Z =7

w W= 1500

Zow =7y Lipge = Ty h 00

Z w? =1y (1 = Ty Logge = Tt 2400

Como los tres tienen el mismo moédulo y forman entre si 120°, sus afijos son los
vértices de un tridngulo equilatero.

Un pentagono regular con centro en el origen de coordenadas tiene uno de
sus vértices en el punto (\/E N2 )

Halla los otros vértices y la longitud de su lado.
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64

65

El punto (\/E , \2 ) corresponde al afijo del nimero complejo z = V2 +\2i=2 50
Para hallar los otros vértices, multiplicamos z por 1.,
2, =215 = 0,91 + 1,781 2y = 2,90 = =197 — 0,31i
Z, = 25610 —0,31 = 1,971 25 = 23330 = 1,78 = 0,914
Los otros tres vértices seran:
(-0,91;1,78)  (-1,97,-0,3D  (=0,31;-1,97)  (1,78; -0,9D
Hallamos la longitud del lado aplicando el teorema del coseno:
[2=22+22-2-2"cos72°
2P=4+4-4-031
~ 12=8-124
[2=6,76
[ = 2,6 unidades

/

Si el producto de dos niimeros complejos es —8 y dividiendo el cubo de uno
de ellos entre el otro obtenemos de resultado 2, ;cuanto valen el médulo y el
argumento de cada uno?

z=r,
w=r s =
B ot (. _ r-1r'=38
—8 = 81500 L « r,)(“ﬁ Sis0r = {Oc+|3=180°
2=2,
3
3 o
(7’O,L) _ 73,a =(7,_3) N e 7_
r r / b
B B 7isa=p 30— B = 0°
Asi
,_ 8
P N r=2
rr 2= 516=r 5
r3 =27 a2 r'=4
2
o+ B =180 }oc+5oc=180° - 4o =180° — {oc=45
30= B B - 135°

Por tanto: 2z = 25, W =4 350

Calcula el inverso de los niimeros complejos siguientes y representa grafica-
mente el resultado:

a) 3n/3 b) 2i co-1+i

¢Qué relacion existe entre el médulo y el argumento de un nimero comple-
jo y de su inverso?
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a
[N

/\
N

i
—n/3 /5

O-1+i=V2 e
1 1_(¢) (L) Sl 1,
i N2 \Walsse \W2)pse 2002
Si z=r, entonces  _ (l) 11 .
z 7 /360° — o =1

66

Representa graficamente las igualdades siguientes. ;Qué figura se determina
en cada caso?

a)|z-A+D| =5 b) [z-(5+2)| =3

a) Circunferencia con centro en (1, 1) y radio 5.

(1D

R
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b) Circunferencia de centro en (5, 2) y radio 3.

165, )

67 Escribe la condiciéon que verifican todos los niimeros complejos cuyos afijos
estén en la circunferencia de centro (1, 1) y radio 3.

lz—(1+D]| =3

PARA PENSAR UN POCO MAS

68 Demuestra, utilizando nimeros complejos, que en
un paralelogramo cualquiera la suma de los cuadra-
dos de las diagonales es igual al doble de la suma de

los cuadrados de los lados.

@& Al formar un paralelogramo cuyos lados contiguos
sean dos niimeros complejos, z y w, observa qué rela-

cion tienen con estos las diagonales.

Y recuerda (ejercicio 52) que el cuadrado del modulo de un complejo,

igual al producto de z por su conjugado z. Es decir |z|?=z-z ()

Para demostrar la igualdad propuesta, exprésala utilizando los cuadrados de los
modulos de los complejos correspondientes, desarrollala utilizando la propiedad

(), opera y simplifica.

Suma de los cuadrados de los lados: |z]% + |w]?

Suma de los cuadrados de las diagonales: |z + w|? + |z — w|?

Operamos:
|z +w|?+

Unidad 6. NGmeros complejos

2(|z]2 + |w|®

lz—w|]?=CG+w E+i)+(E-w (Z-) =

ZZVrZWHZW+ WW+2Z2Z—2ZW—2W+ W =

ZZHzZzZrww+rww=2z -Z+2w w=2ZZ+wi) =

|z|2 es
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RESUELVE TU

Aparte de la Luna y el Sol, los objetos celestes que se nos presentan con mas bri-
llo son planetas: Venus, Marte y Jupiter. Después de ellos, el astro mas brillante
es la estrella Sirio. Observandola con seis meses de diferencia, presenta una pa-
ralaje de 0,72". ;A qué distancia se encuentra?

Como hemos visto:

_ 150000 000
sen (0/2)
Si a=0,72", quedaria:
d= 150000000 _ 8,6 - 1013 km = 9 afos-luz

sen(0,72"/2)
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