DERIVADAS. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DERIVABLES.

FUNCIONES DERIVABLES. PROPIEDADES.

DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO.

El limite
m f(x)- f(a)
x-a  X—a

si existe y es finito, recibe el nombre ABERIVADA de la funcion f en el

punto a’ vy representa la variacién de la funciben el puntox = a. Se representa por
f'(a). Si una funcion tiene derivada en un punto se dice qderasble en dicho punto.

Si en la definicion anterior hacemos—a=h = x= a h cuandox tiende a'a",
entoncesh tiende a ceroy la derivada de la funcién en el puataos queda de la forma:

f (@)= im &= 1

Geométricamente, si vamos acercando el pBritacia el punt@\ (h tiende a cero), la recta

B f secante se transforma en tangente a la

gréafica de la funcién. En consecuendia,

Af derivada de una funcidén en un punto es

AL igual a la pendiente de la recta tangente

i a la grafica de la funcion en el punto de

abscisa x= a
m, = f'(a)
(@) a a+h

La ecuacion de la recta tangente en el puAfa, f(a)) nos viene dada por:

y- f(a)= f'(a).(x-a)
NOTA: Para calcular la ecuacion de la recta tangente utilizamos la ecuacion de la recta en la forma
punto-pendiente: Y=Y, =m.(X = X,)
La normal a una curva en un puAtes la perpendicular a la recta tangente en dicho
punto.

Si la pendiente de la tangente @s, = f a '(I§ pendiente de la normal sera

1 L .
my =- @ y la ecuacion de la normal nos viene dada por:
a

y—f(a)=—f.i@ux—a)
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DERIVADAS. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DERIVABLES.

EJEMPLOS.

1. Hallar la ecuacion de la recta tangente y normal a la curva dadd @9r= x*> en el punto
de abscisax = 2.

Calculamos la derivada de la funcion dada en el punto que nos indican. Aplicando la propia
definicion tendremos:

f+h)-1@Q) _ . @+h)’-2 . (2+3Zh+320°+h’)-2°

f'@=li =lim
h-0 h h-0 h-0 h
2 3 2
= fim 32+ 3207407 o h. @2+ 320HNT) s 3 den? )= 322 =12
h-0 h h-0 h h-0
En consecuenciaf '(Z 12= =f'2=12y m -1 __1
m N 12

Una vez que hemos obtenido las pendientes de las rectas tangente y normal a la curva,
podemos escribir sus ecuaciones, utilizando la ecuacién de la recta en la forma punto-
pendiente:

Si tenemos en cuenta que el punto de tangencia tiene por coord€)dd@3) = (2, 8), las
ecuaciones de las rectas pedidas son:
Ecuacion de larecta tangente: y— & 12X- 2) = y=2x-16

1 49

Ecuacioén de la recta normal: y-8= _1 Ok-2) = y=-—X+—
12 12 6

2. Dada la parabola de ecuaciony = x* — 8x +12, hallar el punto donde la tangente es
paralela al eje de abscisas.

Calculamos la derivada de la funcion dada en un punto cualquiera x

fOcHR) = F09 _ o (Ot hf = 8k 12)- (@ = 8+12) _

09 =lim == im :
—lim (X + 2xh+ If — &— &+ 12— (X* — 8 +12) _ i 2XD h’ -8h _
B h-0 h - h-0 h -
= lim N8 ok h-g)=2x -8
h-0 h h-0

Como la tangente es paralela al eje de abscisas, las dos rectas tendran igual pendiente: si
tenemos en cuenta que la pendiente del eje de abscisas es igual a cero, al igualar la derivada
a cero nos queda:

m=f Xy 0= Z2-8 0= x=4

Obtenida la abscisa del punto de tangencia, la ordenada correspondiente del punto la
obtenemos sustituyendo en la funcior: (4= 4 — 84+12=-4

En consecuencia, el punto de tangencia tiene por coordenaday. (4, -
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DERIVADAS LATERALES.
Puesto que la derivada de una funcion en un purdefiaimos mediante el limite de una

f(x)-f(a)
X—a
en dicho punto. Aparece asi el concepto de derivadas laterales.

funcion ( j en un puntx = a, podemos considerar la existencia de limites laterales

Derivada por la izquierda.

Se llama derivada por la izquierda de la funci@n el puntox = a al siguiente limite,
Si es gque existe:

im 1 (@+h)-f(a) o lim f)- 1)

h-0" h X=a~ X—a

La derivada por la izquierda en el punto x = a se representh (@ro f'(a’).

Derivada por la derecha:
Se llama derivada por la derecha de la fundiéan el puntox =a al siguiente limite, si es que
existe:

imf@+rh-f@ - f(x)-f(a)

h-o0* h x-a* X—a

La derivada por la derecha en el punte a se representa pdr.(a) o f'(a*).

Evidentementeyna funcién es derivable en un punto si, vy sélo si, es derivable por la
izquierda vy por la derecha en dicho punto v las derivadas laterales son iguales

Si las derivadas laterales existen pero no coinciden, se debe a que la funcion tiene un
punto anguloso Este es el caso de la funcidin(x) =\ x\ gue en el puntox = 0 tiene por

derivadas laterales '(0 -1y f'(0")=+1

DERIVABILIDAD EN UN INTERVALO.

Una funcién es derivable en un intervalo abierdd ( si ¢s derivable en cada uno de

Sus puntos.
Una funcion es derivable en un intervalo cerre{@cb] si es derivable en cada uno de

los puntos del intervalo abiert@ b , y)derivable por la derecha en=a y por la izquierda en
x=h.

CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD.

La derivabilidad es una propiedad de las funciones mas restrictiva que la continuidad, ya
gue existen funciones continuas que no son derivables.

La implicacion de que una funcion derivable es continua se demuestra en el siguiente

TEOREMA.
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DERIVADAS. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DERIVABLES.

"Si una funcién es derivable en un punto (derivada finita), entonces es continua
en dicho punto”

Demostracion:

Sabemos que una funcién es continua en un usito
limf a+rhFfq) - Ling[f(a+ h)- f(a)] =0

En nuestro caso, tendremos que demostrar cualquiera de estos resultados:

@ fimh= f'(2)[0=0

h-0 h_.O

im] f(a+ 1)~ ()] = im &1 iy = gy AL

Sin embargo, el reciproco de este teorema no es cierto: Una funcion continua en un
punto no es necesariamente derivable en dicho punto.

Esto podemos verlo facilmente estudiando Iafunci‘c’(m):|x| en el puntox = 0.
En efecto, esta funcion es continuaen 0
lim f(x)= lim(-x) =
X-0" X-0"

0

i i = Olimf(x)=0
lim f(x)=lim(x)=0 x~0

x-0" x-0*

Como {0) = 0, entoncesds continua en x =0.
Veamos ahora la derivabilidad er %:

@)= lim A= 1@ _ o ~h_
" f hh f " hh — £'(07)% '(0%)
£(0") = lim O+ r)]' ©._ = lim = +1

Por tanto, la funcionf(x) = |x| no es derivable en el punto=X.

En consecuencia, las funciones derivables forman un subconjunto de las funciones
continuas.

LA FUNCION DERIVADA.

Hasta ahora s6lo hemos estudiado la derivada de una funcion en un punto y el resultado
es un namero real por tratarse de un limite.

Si una funciorf es derivable en un subconjuri@dde su dominid (D' O D), podemos
definir una nueva funcién que asocie a cada elemento sled2rivada en ese punto:

DOd - R /xOD' 00~ f(XOR

Esta nueva funcion asi definida recibe el nombreFd&CION DERIVADA o,
simplementeDERIVADA vy se representa pdr .
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A patrtir de la funcién derivada primera se puede definir, si existe, también su derivada
gue recibe el nombre dierivada segundg se representa pof

Andlogamente se definirian la derivada tercera, cuarta, quinta,..., n-ésima, y se
representarian pof "X ),f “ &), f® &),..., " (x)

Otras formas de representar las derivadas son:

Df D?f ,D3f,...,D"f

2 n
N ST
dx dx dx"

REGLAS DE DERIVACION.

Aplicando la definicion de derivada a las cuatro operaciones definidas entre funciones
(adicion, multiplicacidén, producto por un namero y composicion) obtenemos las reglas de
derivacién de ellas. Aplicando la misma definicion a algunas funciones elementales obtenemos
también formulas de derivacion para ellas.

Estos resultados, de todos conocidos, los reunimos en la siguiente tabla:
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- Reglas de Derivacion:

OPERACIONES REGLA
SUMA Y DIFERENCIA (f£g)= f'+g'
PRODUCTO (flg)=flg+ flg
f._f'g-f.g
COCIENTE ) &
Producto por un nimero k.f)=k.f'
COMPOSICION Qo f)=g'(f (x)).f'(x)

A modo de ejemplo, podriamos comprobarlas con la suma y diferencia:

Suponiendo que las funciones f ggan derivables, tenemos:

(fxg)(x+h)=(f£9)(x) _
h

(f£g)(x) =lim

[ {x b= 1] [dx+ B -g()] _
h

=mthbquWLHMimmﬂm

h-0 h h

=i TN = 1) ey
h-0 h h-0

o x+h-g(x) _

h

:“m[ﬂx+m—fupt4x+m—m@}
h-0 h h

= (09X
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Derivadas de Funciones Elementales:

TI POS F O R M A S
SI MPLES COVPUESTAS
Constante: f(x) =k f'(x)=0
F. Identidad: f(x)=x f'(x)=1
Potencial Dx' = nx"™* Df"=n.f"Lf
Potencial DX = n¥*?*, aOR Df* = n.f**.f', aOR
D(Lx) -1 D(Lf) :];
Logaritmico X 1 f
Dlog, x=~[og, e Dlog, f :Ttﬂogae
X
g)=¢" Y= fef
Exponencial De)=e e ) €
D(a*) = a*.La D(a")= f'a'.La
Potencial-exponencial Df9=g.f9" f+g .foLf
1 f'
Raiz Cuadrada D/x=—— D,/f =
2./x 2./t
Seno D serx = cosx D senf = f [cosf
Coseno Dcosx = —senx D cod =-f kenf
Dtgx=1+1tg°x Dtgf = f'.(+tg*f)
Tangente D tgx =sec x D tgf = f 'se f
fl
Dtgx = Dtgf =
d cos® X g cos’ f
D ctgx = — (1+ ctg®x) Dctgf =—f ".(L+ctg’f)
Cotangente D ctgk = —coseéx D ctgf =-f [?ose&f
Dctgx = - Dctgf =-
J ser’x J serf f
Darcsernx = ! D arcsenf = r
Arco seno 1-x2 1- f2
Darccox = - ! D arccosf =- r
Arco coseno 1- 2 1-f2
Arco tangente D arctgx = 1 D arctgf = r
J J 1+ x? J 1+ f°2

Arco cotangente

D arcctgx =

Darcctgf =————
1+
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EJERCICIOS RESUELTOS.

* Dada lafunciéon f: R — R definida por

-x*, six<0
f(x)={x*, si0sx<3
&, sSi3<x

Determina los puntos en los que la funci@s derivable y en cada uno de ellos calcula su
derivada.

» Nuestra funciéri es una funcion definida a trozos en cada uno de los cuales esta definida
como una funcion cuadratica o como funcion lineal. Tanto una como la otra son
funciones continuas y derivables en tddoy, por tanto, en el trozo en el que estan
definidas.

En consecuencia, la funcidres continua y derivable éR—  {08%r serlo las funciones
mediante las que esta definida.
Estudiemos la continuidad y la derivabilidad de la funcién lios puntos x 0 y x= 3.

= En x=0:

Como en este punto hay un cambio de definicion de la funcion, para estudiar la existencia
de limite en él tendremos que calcular los limites laterales de la funcion:
lim f(x)= lim(-x*)=0
=0 -0 = Oimf(x)=0
xI|’rgl f(x)= XI|’r(§1+(x2) =0 x-0
Por otra partef (B  lafuncion seria continua en el pumte 0.

Estudiemos la derivabilidad tendremos que calcular las derivadas laterales

— — 2 —
f'(07) = mw - ||'mX70 = lim(-x)=0
X—0 f x—(]z X—0 ;(—O X—0 :>[f'(0)=0
f'(0") = im =10 _ . xX"=0_ lim(x)=0
X—0" x—0 Xx-0" X — X0

= En x=3.

Continuidad: operamos de igual manera que en(

Iir;] f(x)= |I'rg](X2)=9
xS X = limf [imf naexiste lim f(x
lim f (x)= lim(6x)=18 X3 ¢ )tx~3+ X P x-3 (x)
x-3" x-3"

Por tanto, la funcion no es continua gr= 3 (presenta en este punto una discontinuidad
inevitable de salto finito) y, en consecuencia, sera no derivable en él.

» Laderivada de la funciormios vendria dada por:
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- X, six<0
0, six=0
X, si0O<x<3
6, si 3< X

Estudia, segun los valores del parametra, la continuidad y derivabilidad de la funcién
f: R - R definida por

fr(x)=

x?+ax si x<2
f(x)=

a-x? si x>2

Para cualquier valor distinto de 2, la funcféesta definida como funcion cuadratica en
cada uno de los segmentos, para cualquier valor del parame@omo las funciones
cuadréticas son continuas y derivables en tedeambién lo seran en cualquier intervalo
abierto deR y, por tanto, la funciér sera continua y derivable, para cualquier valor del
parametro gen R-{2}.

Estudiemos la continuidad de #n el punto 2:

Para que sea continua tiene que existir limite en el punto 2 y, para ello, los limites laterales
tienen que ser iguales:

lim f(X)= Iir2r_1(><2 +ax)=4+2a

X2

lim (¥ = lim(a-x*)=a-4
x-2"

x-2"

Igualando estos limites laterales obtenemos:
4 BA=a-4 = a=-8

En consecuencia, la funcion seria continua en el punto®=st+ Par8. este valor del
parametro la funcion nos queda de la forma:

f(x)z{xz—& Si x<2

-8&x six>2
y su derivada, salvo en el punto 2, es:

f'(x):{ X- 8 si X<2
- X sl x>2
Calculamos la derivada en el punto 2:
f'(Z)=limf'x)= lim(2x-8) =-4
X~ X2 S>f'@2)=f'@)>0'Q=-4

f'(@2)= Ilrzrg f'(x)= Ilrzr](—2x)=—4

La funcion es derivable en el punte 2.
* Enresumen:

Si a# -8, la funcién es continua y derivable Br- {2}.

Si a=-38, lafuncion es continua y derivable en R.
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RELACION DE PROBLEMAS.

1. Hallar la ecuacion de la tangente a las curvas en los puntos que se indican:
f(x)=3x*+8 enelpunto P(1,11).
f(x)=x>+1 en el punto P(0,1)
f(x)=3>*"  en el punto de abscisa= .
f( X = xe* en el punto de abscisa= X.
2. Escribe la ecuacién de la recta tangente a la hipérkola= en el punto de abscisa=x3.
3. ¢En qué punto de la grafica de la funciornf(x)=x*-6x+8 la tangente es
paralela a la bisectriz del primer cuadrante?
4. Determinar los puntos de la curvay= X+ 9%°* - 9+15 en los cuales la tangente es
paralela alarectay= &2 5.
5. Buscar los puntos de la curvay= X' — 7’ +13x* + x+1 que tienen la tangente formando

un angulo de 45° con el eje de abscisas.

1 si x<1
6. Estudiar la derivabilidad de la funciéri(x) ={ 5 o ¢ Dibujar la grafica.
si x>

7. Demostrar que la funcion f(x):|x—2| no puede tener tangente en el punto de abscisa
X=2
8. Dada la funcion f(x) = x[|3><], hallar f'(x) y f"(xX). Representar graficamente los
resultados.
9. Estudia la derivabilidad de la funciéri(x) = (1-|x))? en el intervalo[- 11]
10. Estudia la derivabilidad de la funciorf (x)=|cosx en el intervalo[O, n]
11.Halla la derivada de la funcion
1 :
x*Ben- si xz0
f(x) = X
0 si x=0
SEsf 'continuaenx= 0%Esf 'derivable enx= 07?
12.Calculam yn para que la funcién
X - %+m six<l
f(x) = .
-X+nx si x>1

sea derivable en tod®.
13. Estudiar la derivabilidad de las siguientes funciones y, en caso de no sean derivables en algun
punto, dar el valor de sus derivadas laterales:

£(x) = 8- 1 si x<3 £(x) = x>~ 1 sixs<1
X -x+ 3 si x=3 1 2-2 six>1
14.Consideremos la funcionf( X = x[ g(x). Sabiendo queg(x) es continua en 0, probar que

f(x) es derivable en 0 y calcular su derivada. (No se puede suponer que g es derivable; puede
no serlo).
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