LIMITES DE FUNCIONES, CONTINUIDAD Y RAMAS FINITAS

Las numeraciones indicadas entre paginas se refieren a las paginas del libro de matematicas aplicadas
a las ciencias sociales I, de primero de bachillerato de la editorial Anaya, Andalucia, cuyos autores
son J. Colera, R. Garcia y M.J.Oliveira.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 a) iCual de las siguientes graficas corresponde a una funcién continua?

b) Senala. en cada una de las otras cinco, la razén de su discontinuidad.

N > ~ A
f J e
I 2 ¥ 12 P 2 ]
1 17 \[/
M
d) - €) : £) - —
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N A L 7T
o 2l 21
—P 4 X ] P r 4

a) Solo la a).

b) b) Rama infinita en x = 1 (asintota vertical).
) Rama infinita en & = {0 (asintota vertical).
d) salto en x = 2.
e) Punto desplazado en x=1; f(1) =4 Jim flx) = 2.
a—1

) No esta definida en x = 2.

2  Halla los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones:

3 X
a)-y - b} ‘]! -
x% 4+ (x—2)?
x—1 1
p= = dy=— +
R A e )3 X2+ 2x+ 3
2 1
e)y=—=— fry=——
Sx— a2 x2_2
a) v —1 )y 2
1 .
C) —5 ) Continua

)0y 5 fyvz y—2




Comprueba si las siguientes funciones son continuas en x =0 yen x=-2:

1 ;
a)y=— b)y = —~
N Xe—4
Ady=vyxi-4 d)y=7-2x
a) No es continua nien x =0 nien x=-2.
b) Sies continuaen x =0, noen x=-2.

¢) No es continua en x =10, sien x=—2.

d) Continua en x=10 ven x=-2

Indica para qué valores de R son continuas las siguientes funciones:

ﬂy=5—%
)y =3«
a) R

) (—oo, (]

Calcula los siguientes limites:

i x
a) lim [5 - E]

x—=0

- X

c) lim
x—>33 X=—2

€e) lim V10 + x—x2

x—=-=2

g) lim cos x
xX—=0

a)s
c) -2
e) 4

gil

Calcula el limite cuando x — += de cada una de las siguientes funciones.

b)y=Vx_3
d)y=v5-2x
b) [3, +e°)

b) Iim (x3-x)

x——1

d) tim 2¥

x— 0.5

f) tim log,x

X — 4

h) tim e®
x— 2

b) 0
d) V2
f) 2

h) e2

Representa ¢l resultado que obtengas.

a) flx) = x3_10x

N=3=X
c) f(x) 3

b) flx)=vVx2-4

d)ﬂv\'} - xz—%Z.t‘



& Dale a x “valores grandes” y saca conclusiones.

a) Jlim [filx) = +oo by Jim flx) = +eo

.ﬂr—:>+m“|r / x_>+m-f /
c) lim flx) =—o &) Jim fx) = —ea

X —% tee X —3 +oo

Calcula el limite de las funciones del ejercicio anterior cuando x — —e=
representa la informacion que obtengas.

X —F —o0 A — —oo

a) lim flx) = —eeo b) lim [f(x) =+ \

<) lim  flx) = +eo
X — —oa

dj IUP? _fi."'l.,_] = —on

X — —ea

—
AW

Comprueba, dando valores grandes a x, que las siguientes funciones tienden :
0 cuando x — +eoo,

) () =—1— b)./(x) = 223

a f . 210 ﬂ‘x 5.t2

&) flx) ==L D)= 2
It N S, 102 — x3

Representa griaficamente su posicion sobre el eje OX o bajo el eje OX.

a) lim flx)=10 b) fim flx)=10
X — +oe X —s +eo
N N
oy lim flaoy=10 d) fim o) =10
A= toe X —s +eo
= — [ 7




9  Calcula los siguientes limites y representa la informacién que obtengas:

2 -
a) Iim (7+x-x3) b) tim AT 10x—32
X = tom X = oo 5
té X . 2
c) lim |[-=2—+2=_17 dy lim (7-x)
X = +eo 3 2 . X — +oo

10 cCalcula el limite de las funciones del ejercicio anterior cuando x — —= vy
representa la informacion que obtengas.

Resolucion de los ejercicios 9 v 10:

A lim (T+x—axd=—eor Jim (T+x—x2)=+e
a— toea A ——oa o,
T
b I x%—10x =32 _ e
mn f =
X —3 teo T —
. —x4 X .
) lim A + — - J_-'r) = _oo
X —koa | 2 )
— S—
dj lim (7 — J'Jz = too
X — tea
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11 calcula los siguientes limites y representa las ramas que obtengas:

2
a) lim % b) Him _2—"
x4 (x— 1) X+ DX
-1 .
c) Iim ——— d) lim
rstee x2 -1 xosre (2—x)3
. .
e) Iim 2x-1 £)Y tim X7+5
s tes XN F2 N 4o 1—x
B 2-3x 3 3—2x
Y i ———— h) tim =———
& X — oo .1'+5 . X —3 +oo 5—2{

12 cCalcula el limite de todas las funciones del ejercicio anterior cnando x — —co,

Resolucion de los ejercicios 11 v 12:



) . ) 3 oo
a)  lim ;) = () lim ——— =10 }’ |
= tes (r— 1) x——oa (X —1)° 47
4/ gl i \-.,
B R
21 :
L
—4f !
1
) —2x2 ) —2x2
by lim ———— =+, i ——— =—c= Y,
X—s 4= I —X X¥—s—oe 3 —X
¥l o
; -1 - By —1 - L
c fim ——=0; lim ——=0 41 |
X = 4es x=— 1 X ——ee x5 —1 L
12T 1
1 1
L]
VTR RER
4t !
_ 1 _ 1
Ay lim —— = 0, lim — 0 -
x = 4o (2 —x) x—=—= (2 —x)
’,-?‘
.
. 2v—1 . 9 2v—1 4t
e) lim T =2 fim T =2 _._'/
X = ten X = X ——ea X <  mmmmmememeee 3 —"-/:;-“-
-4 =2 2 4
_21
—41
v’ + 5 X<+ 5 \
ty lim —= =—c0; Jim ——— = +e
X —4ee 1 —X F——e 1 —x \
.
4_.
. 2 - 3x . 22— 3x
g lim ———=-3 lim ———=-3 21
[ X X*3
A RS
21 ™~
1\\_4 |
Y|
4._ 1
_ 3-2x B 3 - 2x _ i
h)  lim T o L, lim = ax 1 AN
X s foe 3 — 2X Xy —ee O — 2% SNl ISR
Y S o 0
-4 -2 2 4
24 :
4t




13 Dada la funcion y = 12—* halla:

— X *
a) lim b) Iim 2x
=1 1= =1t 1—x
c) lim d) Iim
X 4o L =X x—=-—e 1—=X

Representa grificamente los resultados obtenidos.

a) teo :
b)) —ee }:
)2 :1
d) -2 —
) I
{

]d Pl ey Ll '\.I
oyt T3]
|
/ -
=2
5 |
I

Estas son, respectivamente, las graficas de las funciones:

Y= 1 . -
-fl('x] f_.l.‘ + 2]2 y -fz(x:l a+ 2

;Cuil es el limite de cada una de estas funciones cuando x — -2?

& Observa la funcion cuando x — =2 porla izquierda y por la derecha.

lim _fi(x) = +eo
xX—=-2 )
lim  fi(x) = +eo

lim  fi(x)=+eo | x—=-2
X —=-2F

lim _f3(x) = +oo

x—-2
. No existe  [im f5(x)
lim f5(x) = —e x—-2
x—=-2"
15 ; » Sobre la grafica de la funcién f(x), halla:
P
a) lim f(x) b) lim f(x)
A s I x ——3"
P PN
T N
3 3 c) tim f(x) d) tim f(x)
[} =0 A ——oa
r’




16

17

e) tim f(x)

) tm f(x)

x> x 2t

g) lim f(x) h) Iim f(x)
X = +e X -2

a) +eeo h) —eo

c)2 d) 0

e) 0 f)3

g) +oo h) 0

Comprueba que las graficas de estas funciones corresponden a la expresion

analitica y di si son continuas o discontinuas en x = 1.

a) f(x) = { 1-x? si x<1

x—1 six>1

)
b) .x}={x+2 si <1 2
S 3 six>1
v2 sixzl I‘l\ /
c) flx)=:" 2
St {—1 si x=1 /
1]

a) Continua
) Discontinua

¢) Discontinua

[§¥]

2 "
Dada la funcion f(x) = at+losi <0 . halla:
x+1 si x=0

a) Iim f(x) b) Iim f(x) c) Ilim f(x)

x——2 X —3 x—0

W Para gque exista limite en el punto de ruptura, tienen que ser iguales los limites
faterales.

a)s
b) 4

o) lim flxy= lim flax)= lim flax)y=1
x =0

A =0 x—



J' x2-1 si x<0

es continua en x =0,
1 x—1 six=z=0

18  Comprueba si la funcion f(x) =

* Recuerda que para gque [ sea continuwa en x = 0, debe verificarse que

Hmo Sx) = foo.
lim_ flx)= lim [f(x)= lim flx)=-1=/f(0)
x—=10 x—=0* x—=0

Es continua en x = ().
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19  Comprueba si las siguientes funciones son continuas en los puntos que se¢
indican:

a) f(x) = [ (3=x)/2 si x<-1
o 2x+4  si x>-1

en x=-—1

b) f(x)= l 2-x? si x<2 en x =2
| (aw/2)=3 si x22

le(_.:t‘) - I 3x si x=1 en x=1
x+3 six>1

a) No, pues no existe f(-1).

by fim flx) = lim flx) =f(2)=-2. Siescontinua en x= 2.
X =2 x— 2

c) Iim flxy =32 lim jflx)=4. Noescontinuaen x=1.
x—=1" x—=1

PARA RESOLVER

20 calcula los siguientes limites:

A .2 T oae
a) Ilim 3—.&_.3 b) Iim 2x°+ 3%
x—=0 x°=2x x—=0 X
203 _ 2 2_ =
c) lim b7 =27 d) lim b =T7h
h—0 b b =0 Y]

W Saca factor comiin y simplifica cada fraccion.

ﬂ} II”? L =_2 I'}:I h-}."? M = 5
x—p Xlx—2) =0 q
2(3h — _7 i
<) Iim HGh-2) _ 0 d)y fim M =—-—

h—=0 b h—0 4h



Resuelve los siguientes limites:

2 .3

a) lim X — 1 b) lim ‘127”

r—1 x—1 xXx—=-1 x“+ x

.2

c) lim -~ +2 d) lim XT—x—2

X—=-2 x° -4 x—2 x—2

. o

€) lim 3";}’ £) tim =1

Xx—=-3 X +4x+ 3% x—=1 x2-1

. (x+ 1)ix—=1)

a) [im =2

x—=1 (x—1)

a3+ 1 4+ 1) (xl—

b) lim = - lim EFDET-x+ D) 35

-1 X+ x—s-l xlx+ 1) -1

. (x+ 2) 1 ) (x+ 1)(x—-2)

c) lim =__ d) [im =3

s X+ D (x—2) 4 ) Im
&) lim (x +3) _ 1 £y lim x-—DOS+atrar D,

X —-3 (x+3)(x+1) 2 x _).'1 (v —1)(x+ 1)
Resuelve los siguientes limites:

22

a) Ilim J’—t, b) tim 1-(x-2)*

x— e (X —1)° A 3 —oa

— * 43

c) lim 1—‘*,} d) e X1

x =+ (2x+ 1)° x——s 55X
a)3 bh) —eo c) d) +ee

Calcula el limite cvando x — +o0 y cuando x — —« de las siguientes fun-
ciones y representa las ramas que obtengas:

a) ) ==L b) f(x) = 10x — x3
~

N xl S 1—12x2

0= DI

a) Iim f) =0, Iim flx)=20

X = oo PR s E—
i . L
b) lim  flx)=—ce;  lim  flx) = +eo
X =+ %% —oa —\
o) Iim o flx) = +oo lim f(x)=—oo e

X = oo g — -

d) lim flx)=—4,  lim flx)=-4
X — +oo X —p —oo — | -




Calcula el limite de la funcién f(x) = en x=3 x=0vy x=-1.

3

XS+ X
. A ; o
lim [flx)= = fim flxi=10
xX—3 + x—0
fim flx) = +oo fim  flx) = —oo
x——1" x—=—1"

Calcula los limites de las siguientes funciones en los puntos que anulan su
denominador:

- Jx a4 x=1
a) f(x) 2wt 4 b) f(x) 2
_xlo2x 322
O) flx) = X =2X D p = =20
X<—4 /

a) lim f(x)=+es;  lim f(x) = —oo

X ——=2 X — =2
b) fla) = & ‘21
2
lim f0) = oo lim f0) = —oo; lim f(2) =~
a0 x =0 x =1
N £l — xlx—2)
D= e+ D
. 2 1 . ) :
lim flx)=—=—; lim  flx) = +eo lim [filx)=—ee
=2 + 2y a— -2t
2 —
d) f(n) = Lzl’}: Iim f(t)=-2
i t—0

Halla las asintotas de las signientes funciones y sitiia la curva con respecto a ellas:

2x =1
I - - b ) =
Az x-3 ) S(x) x+3
) = ) = 1

C-)f(-l] 2—x d)ﬂ‘l} a2 9
) f(x) = 3% 0./ = —L_

4 x2-1 S (x +2)?
a) Asintota vertical: x =3 :\

Asintota horizontal: y=2  _________ 2l 1~

——




) Asintota vertical: x = =3

Asintota horizontal: =1

¢) Asintota vertical: x = 2

Asintota horizontal: y =10

d) Asintota vertical: p = ()

Mo tiene mas asintotas.

&) Asintota vertical: x =1, x=-1

Asintota horizontal: y =10

) Asintota vertical: x = -2

Asintota horizontal: y =10

p—"
_______ l________..__________
_55'
1
{
1
1
I
I
|
! |
" !
12—
I
|
I
fi
— T
— —1i 1l
Vol
| |
1
I
1
1
I
i

27 cCada una de las siguientes funciones tiene una asintota oblicua.

Hillala y estudia la posicion de la curva respecto a ella:

>

a) f(x) = 5-"1

X+

) f(x) = M
2x

3 .
€ flx)=22"=3
x=-2

b) f(x) = Dt x—a?

X

d)ﬂ.&')= .tz +x—-2

xX—3

_ _2‘1.2 +3
0./ 2x -2



.2
S

o
3+ —x? 3 :
by ——"= =_x+1+= ‘\
X X
it.
Asintota oblicua: p=-x+1 .

4x? -3 3 |/

) =2y - =
2x 2x '
Asintota oblicua: jy = 2x A1

X x-2 o, 10
x—3 x—3 s

Asintota oblicua: y=x+ 4

Fd
E'Jl": 5—Zx+'w; 3 /
x<—2 xc— 2 1

Asintota oblicua: y = 2x

P2
H==t3 +25=_.«;_1+_212 3
2x — X — .
Asintota oblicua: p=-w-1 h

28 Halla las asintotas de las siguientes funciones y sitiia la curva respecto a ca-

da una de ellas:

_ 33—« '=5x—2
a)y 2 -7 b)) 2x-7
+ 2 v
C) ‘}! = xz d) ‘}! = 2—
R | X+ x+1
- X _ 5.\:2
ely= f)y=

xi_4 X+ 2



29

Halla las ramas infinitas de estas funciones. Cuando tengan asintotas, siti:
la curva:

o 2
H)P=‘1 21 b}l]' (t+5)
.x ‘l"_
1 x-=1
c)y= d)y=
YT\ T
.2 3
') - 2x f‘) _ X
Yy xX+3 Y 2x—
a) lim f(x)=+ee;  Iim f(x) = +eo LN A
A — teo A= —eo

Asintota vertical: x = ()

W

h) Asintota vertical: x = 2 :T‘ A
Asintota oblicua: y=x+ 8§ )'
8
A B
Y4 i
C) Asintotas verticales: x =3, x =-3 i'i i
I 1
Asintota horizontal: p =10 i . - i
- — -3, IS a—-
| |
| 1
! !

d) Asintota horizontal: y =

Ix.'|l—'
—_

e) Asintota vertical: x = -3

Asintota oblicua: y = 2v -6

Asintota vertical: x = 5

—4 L 4
—6f
4V
£y lim flx)=+eo;  lim  f(X) = +eo ~ A
X = e X ——eo i
|
5 1273
I
|
I
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L
- X -4 . . .
30 Prueba que la funcién f{x) = ——— solo tiene una asintota vertical y otra
x<—2x

horizontal.

o Al ballar Hm f(x) verds gue no es ==
n— 2

lim f(x) =20 lim flx) = —e  lim flx)=+e  lim flx) =1

xX—2 x =0 x =0t X —p s
Asintota vertical: x =0

Asintota horizontal: y=1

31 calcula los siguientes limites y representa graficamente los resultados que

obtengas:
2
. x—1 . xc—1
a) lim —— b) tim ———
x—=0 X X1 X°=Xx
) 1
a) lim - !
x—=0 A
fim  flx) =+ee;  [im  flx) = —oeo
x—=0" =0
No tiene limite en x = () /
2 | | \
ooat—1 ) (x+ Dix—1 . ox+1 2r
b) lim ——— = lim o+ Dx—1) | lim =2 L
r—=l X°=x  x—1 xlx—1) r—a1 X |
La funcion no es continua en x =1, pero 1
tiene limite en ese punto.

32 Estudia el comportamiento de estas funciones en los puntos en los que no
estan definidas:

1
a)y=—— b)y =
(1-x)° x=5
Oy=—2=1 dy=—1
xi_2x xZ_
1

No definida en x = 1.

lim f(x) = oo, lim  flx) = +eo ‘

x—= 1 =17



34 Representa las siguientes funciones y explica si son discontinuas en alguno
de sus puntos:

’l)f'ff)=l. 2x—1 si x<3
T 15—.1: sixz=3

1 si x=0
b) f(x) = J
VS l.xz+1 six>0
| x2-2 si x<2
o) flx)=4" —
1 X six>2
a) Discontinua en x = 3. ¥l
4 4
2 /’
W X
//1' 34 :'\"‘l!
L7 T
/]
1) Funcion continua. ¥ )‘
’ f
NV
T
X
— = h &
¢) Discontinua en x = 2. ¥
2 e
_ | / ¥
\ F{ 4 13 i}
-2

35 a) Calcula el limite de las funciones del ejercicio anterioren x=-3 vy x=5.

b) Halla, en cada una de ellas, el limite cuando x — += vy cuando x — —ce.

a) fim flx)==T; lim flxy=10; [lim [flx)=—eo; [im [flx)=—o0

X —-3 X—35 x—3 e )

by lim Sl =1;  lim flx) = 20; lim flx)=+e;  [fim fla)=1

r—=-3 X =5 X = +eo X ——oo

<) lim =7, lim flx)=75; lim flx)=+eey  Jim  flx) =+
X —=-3 xX—+5 X =t X = —oe



Calcula los limites cuando x — +« y cuando x — —= de las siguientes fun-
ciones:

a) fx) =2%-1 b) f(x) = 0,75%
c) f(x)=1+e" d) f(x)=1/e*
al lim  flx)=+ey  Jim flx) =10

X — +eo o
by dim fl) =0 Iim f(x) = +ee

X — +eo A= —oe

) Iim  flx)=+e  Iim fla)=1

A= e X ——oo

dy fim flx) =0, Tim  [flx) = 4o

X — +ea X —p—ea

Halla las ramas infinitas de las siguientes funciones exponenciales:

a)y=2%*3 b)y=15%-1
cy=2+e* d)y=e™
a) fim  flx) =+eoy  Jim  flx) =0

X — +eo A e

Asintota horizontal cuando x — —ee: =10
by lim f(x)=+ee;  lim f(x) = -1

X — 4o Ay —oa

Asintota horizontal cuando & — —ee: 3= -1
) Ilim f(x) = +os; lim flx) =2

X —s +oo X = —oo

Asintota horizontal cuando x — —ee: p =2
dy Iim flx)=0. lim [f(x)=+e

X —s +ea X ——eo

Asintota horizontal cuando x — —ee: p= 1)

Calcula, en cada caso, €l valor de k para que la funcién f(x) sea continua

en todo R.

a) [‘(.x]=J- x2-4 six=3
R x+k six=3

J'G—(_.x,f}:) six<2
1a‘2+£:.t si x=2

b) flx)=

&) flx)= [ (x2+x)/x si x20
| - k si x=0



a) Iim filx)=15=f(3 l

X o= A

fim flx)y=3+Fk
. 5“'

A —

W

by Iim flx) =5 l
x — 27

S=4+ 2k — k=1/2
lim  f(x) = 4 + 2k = f(2)

xNo— 2

<) Jim flx) = [lim
a—s0 x—=0 X

Estudia la continuidad de estas funciones:

2) £(x) = [2—x siax<1
DS 1 1/x  sixz1

" —x—1 si -1=ux
b) f(x)=41—x2 si—-1<x<1
1.3:—1 si x=1

[ 1—x2 si x=0
) f(x) = |
JC | 2*1 si x>0

a) lim flxy= Ilim f(x)=f1)=1 — Continua en x =1
x— 1" a— 1t

x=1 — Continua

Es continua en IR.

by lime flxdy = lim flx) = f(—1) =0 — Continua en x =

x— =17 x——1"

lim flx) = Im [flx)=/f(1)=0 — Continuaen x =1
x— 17 x — 1%

x2E1l v x# -1 — Continua

Es continua en IR.

<) Jim flx)y=1= [im J[filx) =2 — Discontinua en x
a— 00 x— 0

0

S a0 # 0, es continua.



40

4]

Calcula a para que las siguientes funciones sean continuas en x = 1:

) f(x) = [x+1  siax<1 b) f(x) = [ (x2-D/(x=1) si xz1

li—ﬂx"- si x>1 a si x=1

a) lim_f(x)=2=f(1) l
X —=+1
Iim flx)=4-a

2=d4-a s a=2
x—= 1t [

by lim fG) = fim D@D l
o

x—1 x—1 (x—1)

fy=a

=2

En una empresa s¢ hacen montajes en cadena. El nimero de montajes reali-
zados por un trabajador sin experiencia depende de los dias de entrena-

miento segun la funcién M(r) = ")’P; (t en dias).

a) ;Cuantos montajes realiza el primer dia? ;Y el décimo?

b) Representa la funcién sabiendo que el periodo de entrenamiento es de un
mes.

¢) ;Qué ocurriria con el nimero de montajes si nunca acabara el entrena-
miento?

a) M(1) = 6 montajes el primer dia.

M(10) = 21,43 — 21 montajes el décimo dia.

b) o5 ="

20 L

15414

10

_—
et |

2

5 10 15 20 25 30

30¢

¢) Se aproxima a 30 [pues  [im
t—+ea |

- 3{:}].
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42 El gasto mensual en alimentacién de una familia depende de su renta, x. Asi:

]' 0,6 + 200 si 0=x=1000

8921 L 000x/(x +250) si x> 1000



donde los ingresos y los gastos vienen expresados en euros.
a) Representa g(x) vy disies funcién continua.

b) Calcula el limite de g(x) cuando x — +c= y explica su significado.

2) 1000

S00

, Es continua.
&0 g

400+

200

1000 2000 3000 4000

b) Iim g(x) = 1000.

X =3 s

Como maximo gastan 1000 € al mes en alimentacion.





