32 EJERCICIOS de LIMITES DE FUNCIONES y CONTINUIDAD

1. Calcular los siguientes limites no indeterminados®:

a) lim 1 b) lim 2= c) lim (x> —4x+3) d) lim (x? +4x" e) lim (3x+5)
x=3 X x=3 X+ x4 x-1 x- =1
f) lim (1+Inx) @) limlogx h) lim ®-3x%+4x: i) lim+/x )] Iimi
X-e ! x-0,1 X- -2 ! x-0" x4 \/;
2.
1 Dada la gréfica de la figura, indicar si existe lim f(x) en los

siguientes casos:

a) Cuandox —1
b) Cuandox — 2
¢) Cuandox— 4
d) Cuandox —5

\ 4

3. Representar la funcién

2 si x<1
f xF{4-x si1=sx<3
X—-2 si x=3

y obtener analiticamente lim f(x) cuando x —1, X —3, X =5, X — ®©, X — -

4. Dados los siguientes limites, se pide: i) Calcularlos.
A.V., indicar su ecuacion.
asintota:

i) En caso de deducirse de ellos la existencia de
iii) Explicar graficamente el comportamiento a ambos lados de la hipotética

. . . 2 . xX-2 . x—1
a) lim ) lim c) lim d) im ——— e) lm ———
4 (x—4F 1 (x—=17F x>3 x =3 x4 (X —=1)(x—4) 2 (x-2)(x-5)
. X = . X =1 . 1 - x+3 - x =1
f) lim —— AR h) lim — i) lim im —
) x>1 (X =2)(x —-3) 9 1["31 (x+15 ) x=0" X ) -2 (x—2% ) x>3 x2 -2x -3
. -1 . X+2 . x—-3
k X | AR — =~  (Soluc:  b)-00, C)#oo, d)teo; €)+oo; f) 0; Q)+
) Jimz x> +6x +8 >!»—2 x> —5x+6 m) [![nl x> —3x+2 ( oluc: g)ex b)- )2 dze e)r 1) 0; g

h)o, i)£c0; j)2as; K)zeo; 1)+co; m)z+co) A

5. a) Si la grafica de una funcion f(x) es la de la figura,
averiguar lim f(x) cuando x —0, X —X1, X —X3, X —Xg,

X —Xo
X1 X3

b) ¢ Qué rectas son asintotas? Xo X

! Es decir, se pueden hacer por sustitucion directa, ya que limite e imagen coinciden.

/,



%

X
1 \ I/ 9(x)
4 o 2
1
N T — >
-3 1
A
61— a) Dadas las funciones cuyas graficas
aparecen en las figuras, calcular sus limites
cuando x —0, x —2, X 53, X =4, X >,
X— =
— h(x)
b) ¢ Cudles son las asintotas en cada grafica?
1+
H
-1 2 5

Calcular los siguientes limites de funciones polindmicas:

a) lim KP+x+1) b) lim &> +x+1" c) lim x-15

e) lim *-2x*-3x-10" f) lim (x®+2x+5) g) lim *+3x+1;

i) lim (3x* ~100x -50) ) lim £2x* +100x +200)

(Soluc: @)7; b) e c)0; d)ew €)oo f-a; g) g h)-oo i) j) @)

Calcular:

a) lim (i+3j b) lim 1 c) lim [5—ij d) lim
X ® X2 X @ \/; x-1 X2 X—o
.2 .2 . 9x+2 .

f) lim — g) lim = h) lim —; i) lim
x-2 X X=X X—>® X X =0

K) tim 2X*2 ) lim 2¢ m) lim 2" n) lim
x-0 X X— o X = X— o

p) lim (1+e*) a) lim (1+e) 1) lim s) lim
X o X =0 X>© @ X =0

u) lim Inx

x-0"

V) lim log (x* +1}

W) lim In [1+lj _
X ©* 1+logy/x

d) Ixim x-17%

h) lim G +x2+x+7"

e) lim 1
Xomn X

i) lim 9x:—2
X2 X

0) lim 0,5

t) lim logx

y) lim Ini2
x> X



2) fim (Iogx+3);+2j a) lim (1+e—1x) B) lim [XX; In x] Y) fim X*2 8) lim (iz—xj

2

X0 X = Xo> o0 x>0 x2 |ng xoo | X
3x+2 3x2 +2 1 o, 1
€) lim [Inx— - ] Q) lim log x n) lim x2 sen— 0) lim x? sen—
x-0" X x—0 X2 +3 x-0 X X o X

(Soluc:a) 3; b)0; c)4; d)5; €)0; f)1; g)0; h)0; )0; j)5; k) e I)e m)0; n)0; 0) & p) o q) 1; 1)0; s) og
t) o U) -eg V) @ W) 0; X) 0; y) -5 2) @ a) o5 B) og Y) O; B) -eg; €) —e0; ) -5 ) O; 6) o)

Calcular los siguientes limites por sustitucion directa y, en algunos casos, operando:

—y2 2
a) lim (2x* -3x°) b) fim (2x° ~3x°) c) lim X*1 d) jim 12X e) lim X
X— = X o X 4 X = o0 X X - 00 X
f) lim vx-2 9) im 21 (Soluc: a) - b) @ ¢) @; d) <o, €) ; f) @; ) O)
X — 00 X — 00 X

Resolucion de indeterminaciones

10.

11.

Calcular los siguientes limites de funciones racionales (nétese que en el 2° miembro de la igualdad se
indica la solucién):

x* -8 _ x3 -1

a) i 3 im —— =
e ) fim ool
) x2+x-2 3 ‘-
I a7 i e 2
X 2 X°+6 2
.oox=-2 1 ’
o) im _1 X +a
)x42 2x-4 2 " le N e
°+x -2
d) lim X =2 m X *2
0 =-
o1 x2—1 ) xIJrTJZ X+5 2
3 2
e) lim — +9Xz+24x+16 = ) i S SR
x>=4 x° +11x° +40x +48 P m x*-2x2 -4x+8 4
2 _4x +
) lim xS, q) fim X2 =3x _4
-3 x> =5x2+3x+9 ol x3 -1 3
2 - 2
9) jim 2 rax-3a’ , X -4
x-a 3x%? —ax-2a r) l a4
x--2 x3+3x? -4
h) | X3P +4
) lim — 2 = de x-2
x-2 3x3 —18x2 +36x — 24 x+3+
S)  im X+1-9
- 3 2 _ X 2
) Jim, I o .
x212 4y +16x% —19x +5 X2

X' —5x% +6x% +4x~8 _ NOTA: Cuando sefialamos que el resultado de un limite

), xIiAm2 a1 a es #oo, no estamos indicando que haya dos limites

X X X (recordar que el limite, caso de existir, es Gnico), sino que,

K) lim b? —bx _ 1 a ambos lados de un valor finito, la funcion diverge a « o
x-b p? +5p*x —3bx* -3x> 10b -0

Calcular los siguientes limites infinitos (en algunos casos figura la solucién):

3

. -8 . -
a) lim Xz d) lim x3+2-x 2

xoe X -4 xame x5 -1

2 2

b) im —* X2 e) fim X _X*3

xom o x4 4x24+x -3 ) xo-o x® —5x*+3x+9
c) m X2

xow 2X—4




. 2x? +ax —3a’ . x®-3x?+4
DM S a—oa Mmoo axrs
. 2x° +3x° -1 _ X3 -1
g) II[TO]@ 3 7 0) xllrpm o7 Ao
x 4x° +16x° -19x+5 X +2X° =3x
3 2 X-2
h) i X* =3x°+4 X+3+
) M, o i8e r36x =24 P) lim 7;2*1=;
X+
i) i x* =5x% +6x° +4x -8 x-2
m ERyNe _
x X® —4X° +4x . Xx-3
a) lim - —
N X +a X=@ X°—3X+2
) iim N 2 _ay4o
X - - +
N lim X —9X+2
) im b* ~bx o
x- e p3 +5p2x —3bx? —3x° ) i X -1
im
|) i X2 -2x+5 x=-o x% =X +1
o X2 +6 x? -4
D im e
3 X——o Y X< =
m) jim X*2
x-o  X+5

12. En una empresa se ha comprobado que el nimero de unidades diarias producidas depende de los dias
trabajados, de acuerdo con la siguiente funcion:

30t
N (t)F T+a (donde t viene expresado en dias)
a) ¢ Cuantas unidades se producen el primer dia? ¢Y el décimo?

b) Representar la funcion N(t). ¢ Qué ocurre si el periodo de produccion se hace muy grande?

13. S d = x+1 :L_l = 2x -1 ,h ” .
iendo f(x) Ty g(x) VY h(x) arp  alar
) fim (9 = #or b) lim (9 = -1/2 €) Jim, [ (] = ~= 9 fm o =2/3
€) lim [f0-g09] = e ) im 669 =1 9) Jim, [0 we0] =0

14. Hallar una funcion f(x) que cumpla a la vez Iimzf(x) =y limf(x)=4

15. Calcular los siguientes limites de funciones irracionales (en el 2° miembro de la igualdad se indica la

solucién):

a) lim 1—7\/X><le_2 b) lim sz“‘ =1 c) |1rpm(m-x):1/z d) m%:m

) Jm((7Lx) = D m S1=y 9 jm =1 W im (keZ2-x2) =0
i) 1im)F+‘1:—J/z ) J[ngo[m—x]:-yz k) lim @:—1 ) Iirpw( X2 +1- x2—1)=0
m) m%w n) Xli[n_w( x2+1—x)=oo 0) fim x93 =4/3  p) jm VL xrL

<0 Jx+16-4 1 x1-x-1



2 2 —
Q) im 2By X g §) lim XXX o ) fim Y273 g3
x-1 X2 2X-3 X“w1lx3+x+x Xomo X x=2 X% =2Xx
- Wx+3 : 2 e +1-1
u V) lim (VX*-x+ w) i 0 x) fimX
) Jim o -5 =2/2 ) X"JL( XX X) ) ey JxT ) im -
i 2 _Jy2 -
y) x"f[’szT 1 z) Iirpm(\/x +x =X +1) 1/2

16. Calcular los siguientes limites, aplicando el procedimiento apropiado en cada caso (en el 2° miembro de la
igualdad se indica la solucion):

3 _py2 _ 2 2 _
a) fim x?+x-6 - b) fim X" -6x"+12x-8 _ _ <) tim [ X +1 x*-1 s
x=2 x% -6x*+12x -8 xo-o x> +x-6 xow | x+1 x-1
3 2 8 +4x% +5x +
d) fim X 3 X+, @) fim (Vi +3x -V 1) =2 f) fim X TAX *ox*2
-1 x3 4 x?-x-1 Xo 2 x--2 34 2x% -x -2
[v _ 3 _ny? _ . +
g) lim x-1 h) |im M:o i) lim m =1
- x—1 -1 x*—x?-x+1 xo o X3 = —x+1
. 2
) lim (\/x2+2x—x):1 K) lim Xis ) lim x*+x  x*+1 -0
X x-3 x* =5X +6 oo X2 -1 x+1
Continuidad :
RECORDAR:

f(x) continuaenx=a < _lim_ f(x) = f(a)| ES decir: “Una funcién es continua en un punto si el
X~ a limite coincide con la imagen en dicho punto”.

® A efectos practicos, para estudiar si una funciéon es continua en un punto, hay que comprobar:
1) que exista imagen
2) que exista limite
3) y que coincidan

17. Indicar en qué puntos son discontinuas las funciones cuyas gréaficas se muestran en los ejercicios graficos
2,5y 6, razonando el porqué e indicando el tipo de discontinuidad.

18. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones, indicando el tipo de discontinuidad:

X+1 2X x? + X

® 1= D) 0= ) 0= 4 109= 50
e) f(x)=vx-3 f) f) =vx*-x-6 g) f(X)=vx* +4 h) f(x)=tg x
i) f(x)=log (x+3) ) fx)=In(x*-4) k) f(x)=In(x*+4)

(Soluc: a) discont. asintética en x=2; b) discont. asintética en x=2 y x=3; ¢) continua 0J0; d) discont. asintética en x=n-1r
donde n/Z; e) continua en [3,«); f) continua en (-«,-2] /7[3, «); g) continua 0JO; h) discont. asintética en
x=(2n+1)- i1/2; i) continua en (-3,) ; j) continua en (-»,-2]U[2, «); k) continua IZIIZI)



19.Estudiar la continuidad de las siguientes funciones (caso de presentar discontinuidades, clasificarlas) y
representarlas graficamente:

: 2-1 six<0
x+1l six=0 X x+1 sixO(-»,2)
a) f(x) = b = i X = C) f = '
) 109 {x—l six<0 ) 109 22 . stx 8 ) 19 {2x—1 six 0(2,)
x-1 six>

Xx+1 six<3
—-x% sj X SixO(=,1
? f(x):{zzx—):s :iii ® f(x):{ i/+1 sixDEl )) ) ig=1 x* siz<x<4
0 six=4
XoLosixsd XL O , e six<0
9) f(x)= { x2-1 sil<x<?2 h) fx)={x-2 ' i) f(x)={ T
X2 si x>2 Lnx  sixO[Lo) Jx+2  six>0

(Soluc: a) discont de salto finito en x=0; b) discont evitable en x=0; c) discont evitable en x=2; d) continua /7,
e) discont asintética en x=0 y de salto finito en x=1; f) discont. de salto finito en x=3 y x=4; g) discontinua de
salto finito en x=2; h) continua /7, i) discont. de salto finito en x:O)

20.TEORIA: a) ¢Se puede calcular el limite de una funcion en un punto en el que la funcién no esta
definida? ¢Puede ser la funcién continua en ese punto? Razonar la respuesta con
ejemplos.

b) ¢Puede tener una funcién dos asintotas verticales? En caso afirmativo, poner algin ejemplo.

c) El denominador de una determinada funcion se anula en x=a ¢ Presenta necesariamente
una asintota vertical en x=a? Poner ejemplos.

d) ¢Puede tener una funcion mas de dos asintotas horizontales? ¢ Por qué?

e) Si Iin;f(x) =5, ¢podemos afirmar que f(x) es continua en x=27?

21. Probar que la funcion
2
x? -1

f(x)=—————
() x3+7x -8

no es continua en x=1 e indicar qué tipo de discontinuidad presenta en dicho punto.

(Soluc: no es continua pues r f(1); discontinuidad evitable)

22. Considerar la siguiente funcion:

x*-1

=

a) ¢ Es discontinua en algun punto? ¢,Por qué?
b) En x=1 la funcién no esta definida. Ampliar esta funcién de modo que sea continua 0.

(Soluc: discontinua en x=1 pues rC f(1); basta hacer f(1)=2)

Sy 2+ x+
23. La funcién f(x)=% no esta definida en x=1. Hallar el valor de a para que sea posible definir el
X e

valor de f(1), resultando asi una funcion continua.  (Soluc: a=-3; f(1)=6)



24. Hallar el valor de k para que la funcién

2
x°—9 .
~—— sSix#3
f(x)= 4 x-3
k Si x=3
sea continua OO. (Soluc: k=6)
25. Estudiar la continuidad de la siguiente funcion:
2 —
2x°+3x-2 Six*1/2
f X< 2x2-5x+2
5/3 six=1/2

(Soluc: discontinua asintotica en x=2)

26. Calcular cuanto debe valer a para que la siguiente funcion sea continua O0:

x+1 six<2
3-ax? six>2

f (x)={

(Soluc: a=0)

27. Se considera la funcion

Lnx si0<x<1
ax’+b si1sx<w

f (x)={

Determinar los valores de a y b para que f(x) sea continua y f(2)=3
(Soluc: a=1y b=-1)

28. Dada la funcién

x2+2x -1 six<0
f X1 ax+b si0<x<1
2 six21

hallar a y b para que la funcién sea continua y dibujar la grafica de la funcién.
(Soluc: a=3y b=-1)

29. Dada la funcién
X+3 six<1
f(x) = mx +n sil<x<3
-x*+10x-11 six>3

hallar los valores de m y n para que f(x) sea continua (puede ser util dibujar la grafica).
(Soluc: m=3, n=1)

30. idem:
—2x+1 six< -2
f(x) =4 ax+2 si —2<x<2
x?+b six=2

(Soluc: a=-1/2, b=-3)



31. idem:
-x?+a
fx)={ x*-4
In(x —b)
(Soluc: a=-2, b=1)

32. idem:

ax +2

f(x) =
CX

10
(Soluc: a=-52, bh=54, c=2)

six<-1
si —1<x<2
Six=2

six<-1
si —1<x<3
si3<x<5
six=5



