COMBINATORIA

10.1 Variaciones
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1. Enuna liga de futbol en la que participan 18 equipos, el primer clasificado acude a un
campeonato europeo y segundo tiene que ir a una eliminatoria previa. ¢, De cuantas formas
distintas se pueden ocupar estos dos puestos?
Hay 18 equipos para ocupar los dos primeros puestos, de forma univoca (si eres primero no
puedes ser segundo, y viceversa).

Son Vigy = (181§!2)! = %g: = 18 .17 = 306 formas distintas de ocupar los dos primeros

puestos.
Otra forma de verlo:
Vg, = 18 _ 1817 16!
’ 16! 16!
2. ¢ Cuantas apuestas habra que rellenar para acertar seguro una quiniela de 14 partidos?
Cada partido tiene tres posibles resultados {1, X,2}, es decir, tres resultados.
VR314 = 3 = 4. 7830 x 10°
3. ¢ Cuéantos numeros naturales de seis cifras distintas hay?
Las cifras con las que formo los niumeros son {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
0JO!! El cero no puede ir en primer lugar. Es decir, que para la primera cifra sélo tengo 9
opciones. Para las cinco siguientes, tengo 9 opciones para cada una, pues una cifra ya le he
utilizado.

Seran 9+ Vo5 =9:(9-8-:7-6-5) = 136080

10.2 Permutaciones sin repeticion
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4 ¢ De cuantas formas distintas se pueden colocar las letras de la palabra LIBRO?
Hay cinco elementos {L,I,B,R, O} que tomamos de cinco en cinco sin poder repetirlos. Se trata
de permutaciones sin repeticion de cinco elementos:
Ps=5=5.4.3.2.1=120

5 Seis amigos van al cine y compran seis entradas con asientos consecutivos. ¢ De cuantas
formas diferentes se pueden sentar?

Los seis amigos tienen que estar sentados y cada uno sélo puede ocupar una butaca; se trata
de permutaciones sin repeticion de seis elementos:

Pe=6!'=6:5:4.3.2.1=720

6 En un banquete de bodas, las mesas son redondas y con capacidad para ocho comensales.
a) ¢De cuantas formas distintas podran sentarse en una de las mesas?
Aqui interesa so6lo quien esta sentado a tu derecha y a tu izquierda sin importar la silla que
ocupes en la mesa. Se trata de permutaciones circulares de ocho elementos:
PCe=08-)!'=7"=7.6+5+4.3.2.1=5040
b) ¢De cuéntas distribuciones diferentes habra una mesa en la que dos personas

quieren estar juntas?

Como esas dos personas quieren estar juntas siempre, las convertimos en una sola persona.
Se trata de permutaciones circulares de siete elementos.
PC;=(7-1)!=6'"=6+5:4.3.2.1=720

10.3 Permutaciones con repeticion

7 Para acceder a una caja fuerte se tiene que introducir un nimero de 10 cifras. Se sabe que
dicho numero esta formado por 5 doses, 3 cincos y 2 seises. ¢, Cuantas claves diferentes se
pueden formar?
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532 10! _10.-9.8.7-6-5 _ _
P10 = 5 31.2r ~ 51.3.2.1.2.1 2 2°8-7=2520

Observaque 5+3+2 =10

Parecen muchas, pero piensa cuantos numeros de 10 cifras podemos formar con {2,5,6}. Se
trataria de variaciones con repeticion de 3 elementos tomados de 10 en 10:

VR310 = 31° = 59049
Luego no son tantas combinaciones distintas a probar!

Un equipo de baloncesto ha ganado una liga ganando 10 partidos, empatando 2 y perdiendo 4.
¢,De cuéantas formas diferentes ha podido hacerse?

La liga ha tenido 10 + 2 + 4 = 16 partidos
Se trataria de permutaciones con repeticion de 16 elementos tomados de 10,4,2 formas;

042 _ 16! _ 16.15.14.13.12.11-10" _ 4. 16.14.12.11 —
P = qorio-ar = 101.2-1-4-3.2.1 _4'15-14-13-11
= 120120

¢, Cuéntas quinielas distintas se pueden rellenar con 8 unos, 4 equis y 2 doses?
Hay en total 8 + 4 + 2 = 14 partidos.
Se trataria de permutaciones con repeticion de 14 elementos tomados de 8,4,2 formas;

8e2 _ _ 141 _ 14.13.12.11.10:9.8 _7.13.11.5.9_
P = grora =7 8.2:1-4.3-2.1 13159
= 45045

Por otro lado, ¢, cuantas quinielas distintas se pueden formar?

Tenemos tres elementos, {1, X,2},que se pueden repetir para cubrir 14 posiciones. Se trata de
variaciones con repeticion de 3 elementos tomados de 14 en 14:

VR314 = 31 = 4782969
Comparando los numeros, no tienes todavia todas las de llevarte el premio seguro.

10.4 Combinaciones sin repeticion
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Para decidir los ganadores de un concurso de poesia, un profesor debe elegir de jurado 3 de
sus 22 alumnos. ¢ De cuantas formas distintas puede realizar su eleccion?

Como lo Unico que te interesa es la composicion del jurado, quien lo forma, no influye el orden.
Claramente son combinaciones de 22 elementos tomados de 3 en 3.
Cops = 22! _22:21-20-19" _ 22.21-20 _ 1549
’ (22-3)! - 3! 191.3.2-.1 3.2-1
¢, Cuantas diagonales se pueden formar en un hexagono? ¢ Y en un dodecagono?
Hablando de diagonales, solo interesa que una dos vértices, no hay sentido en la diagonal; por
lo tanto, no hay orden.
e Hexagono

Se trata de combinaciones de 6 elementos tomados de 2 en 2.
Ces = 6! _6-5-4 _ 6-5_ 45
' 6-2)! .2 4 .2.1 2.1
e Dodecagono
Se trata de combinaciones de 12 elementos tomados de 2 en 2.
12! _12.11.10! —12‘11=66

Cr2= oo~ 10r.2.1 2.1

Con las cifras 1,2,3,5,6 y 7:
a) ¢Cuantos productos diferentes se pueden hacer con tres factores no repetidos?
En un producto, por la propiedad conmutativa, no influye el orden de los factores.

Se trata de combinaciones de 6 elementos tomados de 3 en 3.
Ces = 6! _6:5.-4.31 _ 6:5.4 _ 5
’ (6-3)! .3l 3.3.2.1 3.2.1

b) De todos los productos anteriores, ¢ Cuantos dan como resultado un multiplo de 6?
Aqui, tenemos dos posibles formas de obtener mdultiplos de 6:
e 2:3.
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El agujero se completaria con las cifras 1,5,7. Hay tres posibilidades.
e 6 .
Los dos agujeros se completarian con las cifras 1,2,3,5,7. Se trataria de combinaciones
de 5 elementos tomados de 2 en 2.
Csy = 5! _5-4.3 _ 5.4 _ 49
’ B5-2)!.2 g.2.1 2.1
Luego son 10 + 3 = 13 multiplos de 6.

10.5 Combinaciones con repeticion
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Se lanzan simultaneamente 4 dados. ¢ Cuantos resultados posibles se pueden obtener?

Al caer los dados, aunque estos sean distinguibles, lo Unico que te interesa es el resultado de
las cuatro caras de arriba de los cuatro dados.
Se trata de combinaciones con repeticion (cada uno de los cuatro dados, va numerado del 1 al
6) de 6 tomados de 4 en 4.

9l _9-8-7-6-51 _ 9:8-7-6 _ 105
9-4)! .4 5.4.3.2.1 4.3.2-1
Tenemos 6 pelotas de golf que se colorean con 3 colores diferentes. ¢ De cuantas formas
distintas se pueden colorear?
Las pelotas de golf son indistinguibles, por lo que lo Unico que interesaréa es el color que le
demos.
Se trata de combinaciones con repeticion (hay seis pelotas que pintar y solo tres colores
diferentes) de 6 elementos tomados de 3 en 3.

_ _ 8! _8:.7-6-5 _ 876 _

CRez = Corzaa = (8-3)1.3 5-.3.2.1 3-2-1 =6
En un restaurante de comida rapida se puede elegir entre hamburguesa con queso, sandwich
vegetal, sGndwich mixto, ensalada César y perrito caliente. ¢ Cuantos pedidos diferentes
pueden hacer un grupo de seis amigos?
Lo unico que interesa del pedido, son los platos que lo componen, no el orden en el que los
pedimos. Por otro lado, tenemos nada mas que cinco platos para seis amigos, pero todos
comen, de ahi que haya que repetir un plato.

Se trata de combinaciones con repeticion de cinco elementos tomados de 6 en 6.

_ _ 10! _10.9.8.7.6! _ 10-9.8.7 _ ; ‘ot
CRsg = Cei516 = (0-6) -6l 4-3-2:1:6 ~ 4:3-2-1 = 210 pedidos distintos

CRe4 = Co14-14 =

10.6 NUmeros combinatorios
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Calcula el valor de las siguientes expresiones:
A () +(3)+(5)-(5) = (& propiedad) -

= (3)+(5)-(G) = @ propiedad) = (3)-(3) =0
b) (5)+(1)+(3)+(3)=

= (4° propiedad) = 24— (%) = (1° propiedad) = 16-1=15
Simplifica la expresion:

29! 29! ]
[(E)+(5)1-4 _ [ (29-3)1-31 " (29-25)! .25 } *
630 B 630 B
[29-28-27-26! 4+ 29-28.27-26- 25 } .4l

206! .3.-2-1 4! . 25!
630

14.9.29:28:27-267.4.3.5.
|29-14.9+ 29, 821226 1.4.3.2.1

630
[29:14.9+29.7.9.13]:4:3-2-1  27405.24 _ _ 104
630 B 630 o
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29-14.9+29.7-9-13 = 3654 + 23751 = 27405
29-14.9 = 3654
29-7-9-13 = 23751

4.3.2.1=24
20 Simplifica la expresion:
23 .(n+2)! 20D .(n+2)! 92,17
2m1. (M2 Bl (n+2)! B 1 B

(N+2-2).2 nt.2.1
— 2. 1 _n.2_n
.2 T2 2

Binomio de Newton

21 Desarrolla el binomio (2x +y)°
(2x+y)° =
= (@0 + ()07 + ()07 + (@07 +
+(5)@0% 4+ (2)(@2070y° =
=1:(2)°1+5-(2)%y+10-(2X)°-y2+10-(2X)? - y3+5- () - y* +
+1+1.y5 = 32x° + 80x*y + 80x3y? + 40x2y? + 10xy* + y°

¢ (H-(H-1
. 4l
e (D-(D-g I -3E-®
ATENCION SE CUI\/IPLE QUE ( Y=(m)=m
c (D= -Garm - Fr1- 5 -

22 Calcula el coeficiente de x* en eI desarrollo de (x— 2)°.
Aparecera x* en (§)x®2(-2)% = 15x* - 4 = 60x*
Os recuerdo que (x—2)® = (x+ (-2))°
Entonces el coeficiente pedido es 60.

_6.5.4 _ 6.5 _
(D -Gz " azi-21-5

24 Calcula (x——)
(%)= (e (-3))-
S (R) s (e E) ()
K+ (D) () (o)
:1-x6-1+6-x5-<—7>+15-x4 ) = +20-x3- (X—l?))+
+15-x2-x—14+6-x1-< 1)+1 1.1

x5 X6
— X6 — BX5L + 15x42 — 20632 + 15x24 — 6x4 + x_16 =
- X —6x4+15x2—20+%—x—§1+x—16
(5)=(8) =
(3)=()=6
(g):(§)6:'15 6:5:4.3 _ 6.5.4
(3) - (6—33' 3 3!.-3.-2.-1 "6 =20

72 Calcula cuantos numeros capictas hay de:
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a) Dos cifra.

Un nimero es capicuUa si de izquierda a derecha, y viceversa, se lee igual. Por ejemplo, 22,
121, 32423,.......

Los nameros se construyen con las cifras {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}; en total diez cifras.

Habra 9 = 9. 10° pues como solo tienen dos cifras, las dos han de ser iguales; el 00 no vale.
b) Tres cifras.

Sera de la forma aba donde a y b son cifras.

Los valores que puede tomar a son {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, es decir, nueve valores distintos.
Los valores que puede tomar la b son {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, es decir, diez valores distintos.
Luego, podemos hacer 9 - 10 = 90

Hemos aplicado el principio de la multiplicacion.

c) Cuatro cifras.

Sera abba donde a y b son cifras.

Los valores que puede tomar a son {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, es decir, nueve valores distintos.
Los valores que puede tomar la b son {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, es decir, diez valores distintos.
Luego, podemos hacer 9-10 = 90 = 9. 10!

Hemos aplicado el principio de la multiplicacion.

d) Cinco cifras.

Sera abcba donde a, b y ¢ son cifras.

Los valores que puede tomar a son {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, es decir, nueve valores distintos.
Los valores que puede tomar laby cson {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, es decir, diez valores distintos.
Luego, podemos hacer 9 - 10 - 10 = 900

Hemos aplicado el principio de la multiplicacion.

e) ncifras, con n par.

Si fuesen seis cifras, seré abccba, y podemos hacer 9 - 10 - 10 = 900.

Si fuesen ocho cifras, sera abcddcba, y podemos hacer 9-10.10- 10 = 9000 = 9 - 10°.

Si fuesen diez cifras, sera abcdeedcba, y podemos hacer 9-10-10-10- 10 = 90000 = 9 - 10%.
Si fuesen n cifras, podemos hacer 9 - 10z 7%

Un director de teatro esta haciendo un casting para cubrir 10 personajes distintos, 4 de
hombres y 6 de mujeres. Si a las pruebas asisten 20 hombres y 23 mujeres. ¢ De cuantas
formas distintas se pueden asignar los personajes?

Es claro que los hombres sélo pueden ser hombres y las mujeres s6lo mujeres.

Los candidatos a los 4 personajes de hombres son 20 siendo los personajes indistinguibles, es

decir, no influye el orden, sdlo interesa los cuatro hombres elegidos. Esto se puede hacer de
Czo4 = ( 2f> =

_ 20! _20-19.18-17-16! _£.109.2.17 —
T (20-4)1.4 ~ 16/-4.3-2-1 =5.19.3.17 = 4845 formas
Analogamente, para las mujeres esto se puede hacer de Cy6 = ( 263> =
_ 23 _23.22.21-20-19:18-17" _ 52.11.7.4.10.2 —
~@-6l.6  in-6-5-4.3.2.1 _2°:11.7-4:19.3
= 403788

Finalmente, el casting se puede hacer 4845 - 403788
Aplicamos el principio de la multiplicacion.

En el Departamento de Matemaéticas de un instituto hay 8 profesores, en el de Fisica y Quimica
hay 3y en el de Biologia hay 4. Se quiere crear un tribunal de 6 profesores que juzgue los
trabajos cientificos de varios alumnos. ¢De cuantas formas se pueden agrupar en los
siguientes casos?

a) Puede pertenecer al comité cualquier profesor de estos Departamentos.

Hay 8 + 3+ 4 = 15 candidatos.

Como s6lo me interesa que haya ocho miembros sin importar el orden de eleccion, tenemos
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Cise = <165> _ 15! _

(15-6)! - 6l
_15.14.13.12.11-10-9! _ 3.7.13.2:11-10 _ 7.,13.11.5 —
B O .6+.5:4-3:2.1 = 4.3 =7-13-11:-5

= 5005 formas
b) El tribunal estara compuesto por 3 profesores de Matematicas, 2 de Biologiay 1 de
Fisica y Quimica.

Para elegir los de Matematicas hay Cgs = (8) = ®-3)13 3),3, =

_8:7:6:5 _g.7_
= B30 1 = 8.7 = 56 posibilidades

Para elegir a los de Fisica y Quimica hay Cs1 = (3) = W -

_ 3.2 _ .
=5 3 posibilidades

Para elegir a los de Biologia hay Cs, = ( ) —(4 2)! -

_4:-3:20 _ 5. q_
= S5 2 - 3 = 6 posibilidades

Por lo tanto, aplicando el principio de multiplicacion habria
56 - 6 - 3 = 1008 posibilidades para elegir el tribunal.

c) En el tribunal estaran los respectivos Jefes de Departamento y un profesor de cada
Departamento.

Los tres Jefes no son elegibles, estan por ser Jefes. Luego, en cada Departamento, habra que
elegir otro miembro.

En Matematicas hay siete profesores de a pie para elegir, o que se puede hacer de

Cru= (1) =1

En Biologia hay tres profesores de a pie para elegir, lo que se puede hacer de C3; = ( f) =3
En Fisica y Quimica hay dos profesores de a pie para elegir, lo que se puede hacer de

Car= (1) =2

Entonces aplicando el principio de multiplicacion se pueden formar

7+3.2 = 42tribunales.

Para guardar siete balones iguales de voleibol, el profesor de educacion fisica dispone de cinco
armarios. ¢ De cuantos formas distintas puede guardar los balones?

Tienes que puedes meter todos los balones en un armario; también puede ser que metes los
balones en solo dos armarios; otra forma, es que metas todos los balones sélo en tres
armarios; otra, todos los balones en sélo cuatro armarios; y que utilices los cinco armarios. En
este Ultimo caso, tienes dos formas de hacerlo: cuatro pelotas en cuatro armarios y tres en uno;
tres pelotas en tres armarios y las otras cuatro repartidas en los dos armarios; dos armarios
con dos pelotas, y las otras cinco repartidas en los tres armarios; un armario con una pelota, y
las otras seis repartidas en los cuatro armarios.

e La primera forma tiene Csy = ( ) = 5 posibilidades: los siete balones son un paquete.

e La segunda forma tiene Csz - 3 = 10 - 3 = 30 (donde 3 esel numero de formas de
distribuir siete pelotas en dos grupos.( g) = 10). Sumar siete se puede hacer de las
siguientes formas: 1+ 6,2 + 5,3 + 4; es decir, de tres formas distintas.

e Latercera formatiene Cs3 -4 = 10 -4 = 40 (donde 4 es el numero de formas de
distribuir siete pelotas en tres grupos.( g) = 10). Sumar siete se puede hacer de las

siguientes formas: 1+2+4,1+3+3,1+1+5,2+2+ 3.

e La cuarta forma tiene Cs4 -3 =5+ 3 = 15 (donde 3 es el nimero de formas de distribuir
siete pelotas en cuatro grupos. ( i) = 5) Sumar siete se puede hacer de las formas

siguientes: 1+1+1+4,1+1+1+3,1+2+2+2.
e La quinta forma, en la que utilizas todos los armarios, se diferencia a su vez en:

e Sitenemos 1+1+1+1+3, esto se puede hacerde Csz = (5) =10

e Sitenemos 1+1+1+2+2, esto se puede hacer de Cs, = (3) =10
Finalmente sumamos todas las posibles formas obtenidas:
10+10+15+40+30+5 =110
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En una clase hay 20 alumnos. Se quieren hacer 4 grupos de 5 alumnos cada uno. ¢De cuantas
formas distintas se pueden hacer estos grupos?

_ (20 _ 20! _20-19.-18-17-16-15 _ 19.6.17.9 — ‘
Cos=(%) = 20-5)1 -5 1B 4.3:2.1 =19.6-17 -8 = 15504 esto serian

todas las formas posibles de elegir los cinco primeros.

Ciss = (¢ ) = 3003 esto serian todas las formas posibles de elegir los cinco siguientes.
Cis = (¢ ) = 252 esto serfan todas las formas posibles de elegir los cinco siguientes.
Entonces se puede hacer, aplicando el principio de multiplicacién, 15504 - 3003 - 252 = 11
732745024

Los cbdigos de identificacion de algunos motores estan formados por cinco digitos, repetidos o
no, seguidos de tres letras que no se pueden repetir. ¢ Cuantos codigos diferentes se pueden
formar si el alfabeto tiene 26 letras?

Las cifras que se emplean son {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, es decir, diez cifras.

Hemos de contar todos los cédigos numéricos que se pueden formar y todos los codigos de
letras que se pueden formar.

Para los nimeros serd VRygs = 10°

Para las letras sera V3 = 26 - 25 - 24

Entonces, aplicando el principio de multiplicacion sera:

10° . 26 - 25 - 24 = 1560000000 formas posibles.




