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MATEMATICAS I Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

Instrucciones: El alumno elegira una de las dos opciones propuestas. Cada una de las cuatro cuestiones de la opcion elegida puntuard 2'5 punt
maximo. Cuando la solucién de una cuestion se base en un célculo, éste debera incluirse en la respuesta dada.

OPCION A

Xt y+z=m

Ejercicio 1°) Sea el sistema de ecuacior®s 2x+ 3z= 2m+1 , donde m es un
% 3y+(m-2)z=m-1

parametro real. Obtener razonadamente:

a ) Todas las soluciones del sistema S cuando m = 2.

b ) Todos los valores de m para los que el sistema S tiene una solucion unica.

c ) El valor de m para el que el sistema S admite la sol(gidn z):@, —%, oj.

Solucion
a)
Xt y+z=2
Para m = 2 el sistema s 2x+3z=5 .
x+3y=1

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

111 1112
A=|2 0 3|yA=|2 0 5|. Sus rangos son:
130 1301
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3|=6+3-9=0 = RangoA=2,
0
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112
{c.c,cl=|2 0 5/=12+ 5-15-2=0
131
112
RangoA = {{C, C,, C,}=|2 3 5/=3+5-6-2=0 | = RangoA'=2.
101
11 2
{c, c,c}=|0 3 5/=31518=0
301

Para m=2 = Rango M= Rango M'= 2< rP inc6g = Compatible Indeterminado

Para resolverlo despreciamos una ecuacion, por ejemplo la segunda, resultan
X+ y+z=2

. Haciendoz=A:
x+3y=1 -

sistemas: {

+y=2-A| - x-y=-2+4
-y } -y }:Zy:—1+)l $ y=—%+%)l.

x+3y=1 x+3y=1
X:1—3y:1— —E+£A :1+§—§/]:§—§A:X_
2 2 2 2 2 2
X:§—§/]
2 2

Solucion y:—%+%/1, OAOR

z=

b)

El sistema S tiene solucién Unica cuando sea compatible determinado, o
cuando los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada sean iguales e igu
numero de incognitas; en el caso que nos ocupa, el rango tiene que ser 3, para lo
basta con que sea 3 el rango de la matriz de coeficientes, es decir, que su determi
sea distinto de cero.

11 1 11 1
A=[2 0 3 |=|20 3 |=639%3dm-2=0;;m-2=0;; m=2.

1 3 m-2 1 3 m-2
Para que el sistema tenga solucién Unica tiene gue$&. m
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c)
Para determinar el valor de m para que S admita la sol@zi@nz):(g, —%, oj basta

con sustituir los valores en cualquiera de las soluciones, por ejemplo en la primera:

31
X+ y+z=m = §_§+0= m= m=1.

Paraque elsistema tengala solucién(x \ z):[g, —%, Oj tienequeser m=1

*kkkkkkkkk
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=2 2x-y=3
Xz {X V=3 Obte-

Ejercicio 2°) En el espacio se dan las recrtas{ y s=

2x-y+z=0 X—y—-z=2

ner razonadamente:
a ) Un punto y un vector de cada recta.
b ) La posicion relativa de las rectas ry s.

c ) La ecuacion del planoque contiene a r y es paralelo a s.

Solucion
a)
Para hallar un punto y un vector de las rectas r y s las expresamos por ecuaci
paramétricas:

r

X+z=2
{ = Z2=A > X=224 ;, y=2X+2=4-21+A=4-A=y >

2x-y+z=0
x=2-4 A(2.-4,.0)
= r=sy=4-A1 = Puntoyvectorder =
z=4 u=(11 -1
2Xx-y=3 2x-y=3 2Xx-y=3
S= = Z=U=> = X=1-u;; y=2x-3=
X-y-z=2 ——— X=y=2+U| —X+y=-2—-U
X=1-u B(l -1 0)
=2-2u-3=-1-2u=y—= s=<y=-1-2u = Punto yvectordes =
z=p v=(12 -1)
b)
Realizamos el estudio de la posicion relativa de las dos rectas mediante el sist
X+z2=2
. . . 2x-y+z=0
de cuatro ecuaciones con tres incognitas que determinan, gxe ys_3
X—y—-z2=2

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
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1 0 1 10 1 2
2 -1 1 2 -11 0
A= y A= .
2 -1 0 2 -1 0 3
1 -1 -1 1 -1 -1 2

Segun los rangos de A y A’ pueden presentarse los casos siguientes:

Rango A = Rango A’ = 2> Coincidentes;; Rango A = 2 ;; Rango A’ =3> Paralelas

Rango A = Rango A’ = 3» Secantes;; Rango A = 3 ;; Rango A’ =4»> Se cruzan

Empezamos calculando el rango de A’

10 1 2 2 -1 0 4 2)%1 4
2-110 . C+C 3 -2 0 2
e S D (-3 -2 2
2 -1 0 3 C, -~ C,+C, 2 -1 0 3
2 -1 3
1-1-12 1 -1 -12
2 1 4
=-3 2 2/=—( 12 12 4 16 2 9=—(28-27)=-1#0 = RangoA'=4.
2 13
Veamos ahora el rango de A:
10 1
1 0 1
2 -1 1
AL 1 o ={F, F, i} = |2 -1 1|=-2+2+1=1#0= RangoA=3
2 -1 0
1 -1 -1

Las rectas r y s se cruzan.
c)
El planon, por contener a r y ser paralelo a s, tiene como vectores a l0os vectc
directores de las rectas=(1, 3 -1) y v =(1, 2, -1). Por contener a la recta r, contiene a

todos sus puntos, por lo que contiene al punto de r A(2, -4, 0).

La expresion general del planas la siguiente:

Xx-2 y+4 z
”(A' u, v)E 1 1 -U=0;-(x 2-(w 4+ 2z z+ {x-2)+(y+4)=0;;
1 2 -1

(x— 2)+ z=0;;, X-2+z2=0= = x+z-2=0.

*kkkkkkkkk

5



| IES “CASTELAR” BADAJOZ Examen Junio de 2011(General) Solucién Antonio Mengiano Corbacho |

X
S . Obtener razonadamente:

Ejercicio 3°) Sea f la funcién definida poi(x)=
X" —3x+2

a ) El dominio y las asintotas de la funcion f(x).

b ) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x).

c) La integralf f(x)- dx:IWXerz - dx.

Solucion
a)
Por tratarse de una funcién racional, su dominio es R, excepto los valores
anulan el denominador.

_3:4/9-8 _3x41_3z1 N

X =3X+2=0:; x= :
2 2 2 A2

D(f)= R-{1, 2}

Las asintotas de la funcién son las siguientes:

Horizontales son los valores finitos que toma la funcién cuando x tiende a val
infinito; son de la forma y = k.

lim lim X
k= fx)= | %X =0=y (EeX
y=k= " )= T 5705 v (B X)

Verticales son los valores de x que anulan el denominador.

Oblicuas No tiene.

(Para que una funcién racional tenga asintotas oblicuas es necesario que el ¢
del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador).

b)
Una funcion es creciente o decreciente en un punto segun que su derivada se
sitiva 0 negativa en ese punto, respectivamente.

f'(x): 1'()8_3(+ j‘X-(ZX—3)= X — 3x+ 2—2x2+3X= —y2+2
(¢ -ace2f (e-acdf  (e-aedf



| IES “CASTELAR” BADAJOZ Examen Junio de 2011(General) Solucién Antonio Mengiano Corbacho |

Por ser el denominador positivo para cualquier valor real de x, la derivada es
sitiva 0 negativa cuando lo sea su numerador.

~X2+2=0 ;=2 x=+/2 = x =2 1 X, = +/2.

f'(x)<0 = X>‘\/_2‘ 5 P(X)>0= x<‘«/§‘.

Teniendo en cuenta el dominio de la funcién, los periodos de crecimiento y ¢
crecimiento son los siguientes:

Decrecimi@to :(—oo ,—\/_Z)D (\/_2 2)5(2, + o)

Crecimient I(—\/_Z, ])D (], \/E)

c)
=] 1(¥)-ax= Ix—3x+2 o= I = j[x 1 x- ZJ .

- Ax—22A+ Bx—B_dX:J-(A+ B)2x+(—2A—B)_dX:> A+B=1}:>_A:1;; A=-1:B=2=
X°—3x+2 X°—3x+2 -2A-B=0

x-2)

+C=|
[ x-1]

= =J'(_—1+%j dx=—1 x=1+ 2L x—2|+C=L(

*kkkkkkkkk
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OPCION B

-1 0 1
Ejercicio 1°) Sedalamatrizz=| 0 m 0 |, donde m es un parametro real.
2 1 m-1

a ) Obtener razonadamente el rango o caracteristica de la matriz A en funcion de lo:
lores de m.

b ) Explicar por qué es invertible la matriz A cuando m = 1.

c ) Obtener razonadamente la matriz inversad@ A, cuando m = 1, indicando los dis-
tintos pasos para la obtenciéon dé. AZomprobar que los productos A A& A - A
dan la matriz unidad.

Solucion

a)
10 1
|A=[0 m 0 |=-fmM-1-2m-n{m -1+2)=-n{n? + 1= 0= m=0.
2 1 m-1

Paramf 0 — Rango A=3 ;;: Param=0 — Rango A =2.

b)
Una matriz es inversible o invertible cuando su determinante es distinto de ceurc

Param =1 efA|=- 1{£+1)=-2#0.

Param = 1 la matriz A es inversible, como debiamos explicar.

-1 0 1
Par m=1la matrizes=| 0 1 0]|. Para obtener la matriz inversa de A vamos
2 10

a utilizar el método de Gauss-Jordan.

-1 01100 10 -1/-100
(A71)= 0 1 0/0 1 0|={F--F}=|01 0| 0 1 0|=
2 10/001 21 0[0 01
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10 -1/-100 10 -1/-1 0 0
={F,-F,-2F}=|01 0| 0 1 0|={F,-F-F}=|01 0|0 1 0|
012|201 00 2|2 -11
10-1/-1 0 0 100[0 -1 4
={F,-iF}=|01 0| 0 1 0|={F-F+FR}=|010[/0 1 0|
00 1|1 -1 4 00 1|1 -1 1

>
iR
Il
m o O
H
[@ XN

N
N

Vamos a comprobar que A /A At A=

-101)(0 -1 1) (-0+0+1 1+0-1 -1+0+i) (2 0 O
A-A'=| 0 1 0|0 1 0|=] GO0 O+1-0 O0+0+0 |=|0 1 O].
2 10)(1 -1 3 00 -H1+0 1+0+0 001
0 -3 ) (-101 -0r0r1 0-1+1 0-0+0) (1 0 O
A" A= 0 1 0|-]0 1 0|=|-G06GO0 O+0 0+0+0|=|0 1 0.
1 -1 1)12 10 -+ 01 0-1+1 1-0+0) |0 0 1

*kkkkkkkkk
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xX=A

Ejercicio 2°) En el espacio se dan las rectas y=1-1 y s= x-1= y=z-3. Obtener
z=3

razonadamente:

a ) Un vector director de cada una de dichas rectas ry s.
b ) La ecuacion del planpperpendicular a la recta r que pasa por el punto A(O, 1, 3).

c ) El punto P de interseccion de las rectas r y s y la ecuacion dekpgjaeacontiene a
estas rectasry s.

Solucion
a)

Por la forma en que estan expresadas las rectas, la deduccion de un vector de
una de ellas es inmediato:

v, =(1-10) y v, =(111)

b)

El planoa, por ser perpendicular a r, tiene como vector normal al vector direct
der, es decirn =(1, -1, 0).

El planoa tiene por ecuacion general= x-y+D =0.

Para hallar el valor de D tenemos en cuenta que contiene al punto A(0, 1, 3):

a=x-y+D=0

— 0-1+D=0= D=1.
w19

a=x-y+1=0

c)
No se nos pide la demostracion de que las rectas se cortan, lo cual damos
cierto.

Expresamos la recta s por unas ecuaciones paramétricas:

X=1+u
S x-1=y=z-3=Uu = S={y=U
z2=3+Uu

10
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El punto de corte se obtiene de la igualacién de las ecuaciones de las rectas:

X=A
r=qy=1-41
Z—3 A=lu
= 1-A=up = u=0;A=1= P(10,3).
X=1+u - —_—
3=3+u
S=Ey=u
z=3+u

El planon, por contener a las rectas r y s, tiene como vectores directores a
vectores directores de las rectas. Considerando, por ejemplo, el punto P(1, 0, 3), I
presion der por su ecuacion general es la siguiente:

x-1 vy z-3
”(R v, 73)5 1 -1 0 |=05-(x2+(z-9+(z-3-y=0;
1 1 1

(% )+ 27 3-y=0;;- x+1+22-6-y=0 = = x+ y- 2+5=0.

*kkkkkkkkk
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Ejercicio 3°) Se desea construir un campo rectangular con vértices A, B, C y D,
manera que:

Los vértices A y B sean puntos del arco de la paragela-x*, -2<x<2 vy el
segmento de extremos Ay B es horizontal.

Los vértices C y D sean puntos del arco de la parapoebd - 16 -4<x<4 y el
segmento de extremos C y D es también horizontal.

Los puntos Ay C deben tener la misma abscisa cuyo valor es el nimero real p
tivo X.

Los puntos B y D deben tener la misma abscisa cuyo valor es el nUmero real
gativo -Xx.

Se pide obtener razonadamente:

a ) La expresion S(x) del area del campo rectangular en funcion del namero real pc
VO X.

b ) El nimero real positivo x para el que el area S(x) es maxima.

c ) El valor del area maxima.
Solucion

YA . e . .z
4 . La representacion grafica de la situacion es,
[ aproximadamente, la expresada en la figura adjunta.

Los puntos A, B, C y D tienen las siguientes coor-
denadas:

A(x, 4-x%), B(-x, 4-X), C(x, ¥-16) y D(-x, X-16).

a)
La expresion de S(x) es la siguiente:

£X= 2x-l4—x2—(x2—1@J: 2x-(4—x2—x2 +16):

= 2x-(20-2 %) = ¥)= 4x{10-x?)

b)

El 4rea sera maxima cuando su derivada sea cel
y resulte negativa la segunda derivada para los valore
-16 que anulan la primera:

6= 4x(10- %)= 40c & = Sfx)= 40-12% ;; S'(x)=-24x.

12
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-3
3
S(x)= 0= 46-12°=0;10-3¢=0;; ¥° JE —_+E E—
3 3 3 J30
X = +—
. . V30 o : .

Como es evidente, x > 0, la solumom%T, como se justifica a continuacion
con la segunda derivada:

S(¥=-24x= S'(@)=—24-@:—8\/§)<0 — Méaximo para x=@.

x:@ unidades
3

c)

El valor del &rea maxima es la siguiente:

$3=2{10- ¥) = S= 4.30 -(10—3—0j 4. 30 60_B8O/30 s

3 9 3 9 9
Siixiva = 8030 O 30 u® 04869 u?

*kkkkkkkkk
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