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x=1 X=u
Se considera la recta r definida por r=<y=1  ylarectas definidapors=<y=pn-1.Hallala
Z=A-2 z=-1

ecuacion de la recta perpendicular cominary s.
MATEMATICAS I1. 2009. JUNIO. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION
Cualquier punto de la recta r tendrd de coordenadas A:(l,l,k—Z) y cualquier punto de la recta s
tendra de coordenadas B =(p,pu—1,-1).
El vector AB tendra de coordenadas: AB = (n—1,u—-2,-1+1)
Como el vector AB tiene que ser perpendicular a la recta r y s se debe cumplir que:

—

BU=0=-A+1=0
AB-V=0= u—1+u-2=0
Resolviendo las dos ecuaciones, obtenemos que A=1y p= 3

E.
Luego, la recta que nos piden pasa por el punto A:(l,l,—l) y su vector director es el

> 1 1
AB :(E,—E,Oj:(l,—l,())

x-1 y-1 z+1

La perpendicular comdn tiene de ecuacion:

-1 0
x=1 A=(11-2) X=p B =(0,-1,-1)
Otraforma: r=<y=1 =4, S=qy=p-1=<,
7=%—2 (u=(0,01) ;-1 v=(10)
i oK
Calculamos el vector uav={0 0 1|=(-110)
1 10
x-1 0 -1
Calculamos el plano determinado por (A,u,uAav)=ly-1 0 1|=x+y-2=0
z+2 1 0
x 1 -1
Calculamos el plano determinado por (B,v,uav)=|y+1 1 1|=z+1=0
z+1 0 O
. , X+y—2=0
Luego, la perpendicular comun es:
z+1=0
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. .. X+y=2
Considera la recta r definida por 0 y la recta s que pasa por los puntos A(2,1,0) y
y+z=
B(1,0,—1).
a) Estudia la posicion relativa de ambas rectas.

b) Determina un punto C de la recta r tal que los segmentos CA y CB sean perpendiculares.
MATEMATICAS I1. 2009. JUNIO. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

a) Calculamos las ecuaciones implicitas de la recta s.
x—2 y-1 z {x— y=1
= =

-1 -1 -1 |x-z=2
X+y=2
. ) y+z=0
Formamos el sistema con las ecuaciones de las dos rectas: ! y calculamos el rango de la
X—y=
X—2=2

matriz de los coeficientes y el de la matriz ampliada del sistema. Como sale que el rango(A) =3 y
el rango (M) = 3, las dos rectas son secantes.

b) Cualquier punto C tiene de coordenadasC(2 —t,t,—t). Calculamos los vectores CA = (t,1-t,t)y
CB = (-1+t,—t,—1+t) , y como tienen que ser perpendiculares, tenemos:

CACB=0=3t’-3t=0=t=0:t=1

Luego el punto C puede ser: C(2,0,0) ; C(1,1,-1)
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. . ) X+y=2
Considera el punto A(1,-2,1) y la recta r definida por las ecuaciones y
2X+y+z2=7
a) Halla la ecuacion del plano perpendicular a r que pasa por A.
b) Calcula la distancia del punto A ala rectar.

MATEMATICAS Il. 2009. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

X=5-t
L. X+y=2
a) Pasamos la recta r a paramétricas r = =>r=qy=-3+t
2X+y+z=7 St

El plano tiene como vector normal el vector director de la recta (—1,1,1) , luego, su ecuacion sera:
-X+y+z+D=0

y, como debe pasar por el punto A=(1,—2,1), se debe cumplir:
-11+1-(-2)+1-1+D=0=D=2
Por lo tanto, el plano pedido tendra de ecuacion:
—-X+y+z2+2=0
b) Calculamos el punto de corte de la recta con el plano

—6-t)+(3+t)+t+2=0=>t=2=P=(3,-12)

La distancia es el modulo del vector PA, luego:

\FA\:J(-2)2+(—1)2+(—1)2 -J6u
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_ 1 X =4+ 3\
Considera la recta r definida por ) y= 2} y la recta s definida por y=3-A
X=27=
Z=5+4A

Halla la ecuacién del plano que contiene ary es paralelo a s.
MATEMATICAS Il. 2009. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

Calculamos el haz de planos de la recta r:

y+1+k(2x-z2-2)=0=2kx+y—-kz+1-2k =0

Si la recta s es paralela al plano el producto escalar del vector director de la recta u =(3,-1,4) y el

vector normal del plano n = (2k,1,—k) debe valer cero.

3-3:033-2k—1-1—4-k:o:zk—lzo:k:%

Luego, el plano pedido es: y+1+%(2x— 2-2)=0=2x+2y-z=0
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X—2y-1=0

Considera el punto P(1,0,—2), la recta r definida por
y+z-2=0

} y el plano © de ecuacion

2X+y+3z-1=0.

a) Halla la ecuacién del plano que pasa por P, es paralelo a r y es perpendicular ax .
b) Halla la ecuacion de la recta que pasa por P, cortaary es paralelaa « .
MATEMATICAS I1. 2009. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

x—2y—l:0} A=(50,2)
a) r= =<
y+z-2=0 u=(-2,-11)

El plano que nos piden viene definido por P(1,0,—2), J: (-2,-1) vy ﬁ: (2,1,3) , luego:

Xx-1 -2 2
y -1 1|=0=x-2y-1=0
z+2 1 3

b) Cualquier punto de la recta r tiene de coordenadas A(5-2t,2-t,t). El vector

PA=(4-2t,2—t,t+2) tiene que ser perpendicular al vector n =(2,1,3), luego, su producto escalar
vale cero.

PA-N=0= (4-2t,2-t,t+2)-(2,1,3)=0=8—4t+2—t+3t+6=0=1t=8

. . X—1 Z+2
La ecuacion de la recta que nos piden es: —— = Y

-12 -6 10
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Considera el plano © de ecuacion 3x—2y—2z=7 y la recta r definida por

X—2 y+1 z-2

1
a) Determina la ecuacion del plano paralelo a @ que contiene ar.
b) Halla la ecuacion del plano ortogonal a ® que contiene ar.
MATEMATICAS I1. 2009. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION B.

2

RESOLUCION

- — Xx—2y-4=0
a)rzx 2_y+1_z 2:> y
2 1 2 X—2=0

Calculamos el haz de planos que contiene a la recta r
X=2y—-4+k(x-2)=0= (1+k)x—2y—kz—-4=0
Como queremos el plano paralelo a ©, los vectores normales deben ser paralelos, es decir:

Lk 22 oKy omax—2y-27-4-0
3 2 2

b) Los vectores normales son perpendiculares, luego, su producto escalar es cero.
A+k,—2,-k)-(8,-2,-2)=0=3+3k+4+2k=0=k :-%
Luego, el plano pedido es:

(1—%)x—2y+%z—4=0:>2x+10y—72+20=0
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Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(1,1,—1), paralela al plano de ecuacion

X—y+z=1ycortaal eje Z.
MATEMATICAS I1. 2009. RESERVA 3. EJERCICIO 4.0PCION A.

RESOLUCION

Un punto del eje Z tendra de coordenadas B(0,0,a). Si la recta es paralela al plano, el producto

escalar del vector director de la recta AB =(-1,-1,a+1) y el vector normal del plano n = (1,-1,1)
debe valer cero.

-

Bn=0=(-1)-1+(-1)-(-) +1-(a+1) =0=a=-1

x-=1 y-1 z+1
-1 -1 0

Luego, la recta tiene de ecuacion:
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Sea la recta r definida por
3x+z=0

a) Determina la ecuacion del plano perpendicular a r que pasa por el punto P(1,1,1).

b) Halla los puntos de r cuya distancia al origen es de 4 unidades.
MATEMATICAS Il. 2009. RESERVA 3. EJERCICIO 4.0PCION B.

3x+2y=0}

RESOLUCION

a) El vector normal del plano que nos piden es el vector director de la recta n =(2,—3,—6) . Luego
la ecuacion de todos los planos perpendiculares ar es: 2x—3y—-6z+ D =0.
Como queremos el que pasa por el punto P(1,1,1) , tenemos que:

2:1-31-6:1+D=0=D=7=2x-3y-62+7=0

Xx=t
3x+2y=0
p) > ") :>y=—§t
3Xx+z=0 2
z=-3t

Cualquier punto de la recta tendra de coordenadas A(t, —% : —3tj y sabemos que su distancia al

origen debe ser de 4 unidades, luego:

2 2
\/(t—0)2+(—%—oj +(=3t-0)? :4:,/t2+9%+9t2 :4:>t:i§

Luego, los puntos son: A §’_E,_ﬁ y B —§,1—,ﬁ
7 7 7 7T 7 7
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- X—y=-2
Sean la recta r definida por y

X—2=-3
a) Estudia la posicion relativade ry s.
b) Halla la ecuacién del plano que contiene a sy es paralelo ar.

MATEMATICAS Il. 2009. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION A.

= 1
} y la recta s definida por X } .
2y—2=-2

RESOLUCION

x—y:—Z} A=(0,2,3)
r= =95
u=(L11)

x= 1 B:(1!O!2)
S= =9
2y—2=—2} {v=(0,1,2)

Calculamos el vector AB = (1,—2,-1). Como el rango de(ﬁ ,u ,vj =3, las rectas se cruzan.

b) Calculamos el haz de planos de la recta s:

X=1+k(2y-z+2)=0= x+2ky—kz—-1+2k =0

Si la recta r es paralela al plano el producto escalar del vector director de la recta u =(1,11) vy el

vector normal del plano n = (1,2k,—k) debe valer cero.

Un=0=1+2k—-Kk=0=k=-1

Luego, el plano pedido es: x—1+(-1)(2y-z+2)=0=>x-2y+2z-3=0
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. X+y+2z=1
Seael punto P(2,3,-1) y la recta r definida por y }

X—2y—-4z=1
a) Halla la ecuacién del plano que pasa por P y contiene a r.

b) Halla el punto de r que esta mas cerca de P.
MATEMATICAS I1. 2009. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

a) Calculamos el haz de planos de la recta r:
X+y+2z-1+k(x-2y—-4z-1)=0
Como tiene que pasar por el punto P.
2+3-2-1+k(2-6+4-1)=0=k =2
Luego, el plano pedido es:
X+y+2z-1+2(x-2y-4z2-1)=0=3x-3y-62-3=0=>x-y-2z-1=0

b) Calculamos la ecuacion del plano perpendicular a r.

ik
1 1 2|=(0,6-3)=6y-3z+D=0
1 -2 -4

El plano perpendicular a r y que pasa por P serd: 6-3-3-(-1)+D=0=>D=-21=2y—-z-7=0
Calculamos el punto de corte de la recta con el plano.

X+y+2z=1
14 7
X-2y—-4z1=1};= B(l,g,—gj
2y—71-7=0
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Considera el punto P (1,0,0), la recta r definida por x—-3 =%= izl y la recta s definida por

(x,y,2)=(1,1,00+A(-1,2,0).
a) Estudia la posicion relativadery s.

b) Halla la ecuacién del plano que pasando por P es paraleloarys.
MATEMATICAS I1. 2009. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a)
A=(3,0,-1
rzx—3=X:Z—+1:> 5 ( )
2 =2 |u=(12-2)
{B_(l,l,O)
s=(x,Y,2)=1L0)+A(-1,2,0)=1
v=(-12,0)

Calculamos el vector AB =(—2,1,1). Como el rango de (ﬁé u ,vj =3, las rectas se cruzan.

b) El plano viene definido por(P u ,vj, luego, su ecuacion seré:

x-1 1 -1
y 2 2|=0=>2x+y+2z-2=0
z -2 O
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-y+3=0
Considera la recta r definida por X=Y

y la recta s definida por
Xx—2z+3=0

2y+1=0
X+y—-z-1=0 '
a) Determina la ecuacion del plano que contiene a r y es paralelo a s.
b) ¢Existe algun plano que contenga a ry sea perpendicular a s?. Razona la respuesta.
MATEMATICAS I1. 2009. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

a) Calculamos el haz de planos de la recta r:

X=yY+3+k(x+y—-z-1)=0= L+k)x+(-1+k)y—kz+3-k=0

Si la recta s es paralela al plano el producto escalar del vector director de la recta u =(2,0,1) y el

vector normal del plano n = (1+k,-1+k,—k) debe valer cero.
Un=0=2-(14+k)+0-(-1+K)+1-(-k) =0 =2+ k=0= k= -2

Luego, el plano pedidoes: x—y+3—-2(x+y—z-1)=0=-x—-3y+2z+5=0

b) Si existe ese plano, el vector director de la recta J=(2,0,1) y el vector normal del plano

n=(1+k,-1+k,—k) deben ser paralelos, luego se debe cumplir que:

1+k -1+k -k . ., .
— =0 — = No tiene solucion, luego, no existe ese plano.
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