Capitulo 3
Analisis

3.1. Ano 2000

3.1.1. Modelo
Opcién A
Problema 3.1.1 (3 puntos) Sea

a) (1 punto) ;Hay algtn valor de k para el cual f(x) sea continua en x = 07
b) (1 punto) ;Hay algin valor de k para el cual f(x) sea derivable en x = 07
¢) (1 punto) Determinar sus asintotas.

Solucién:

a)

m (sinx +2) ~ lim sinx + 2x _ {9} ~ lim cosx + 2 _3

2——0 T z—0 T 0

Para que f sea continua en zr =0=— k=3

b) Para que f sea derivable en 2z = 0 primero debe de ser continua, luego k = 3. Ahora se
estudia si es derivable con este valor:

) =t TOER O EEA2-8  sinh—h
J10) = Jim h = h = m —5—=
0 , cosh—1 0 ., —sinh
— = 1llm —— = |=| = lim =0
0 h—s0 2h 0 h—0 2

En conclusion, para que una funcién sea derivable antes tiene que ser continua y por tanto
k =3.Y en este caso también se cumple f/(07) = f/(0") y es derivable.
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(0,3)

y=2

(0,0)

c¢) Asintotas:

@ Verticales no hay, la uinica posible seria en = 0 y en ese punto hay una discontinuidad
evitable si k # 3 y continua si k = 3.
@ Horizontales

x
@ (Oblicuas no hay por haber horizontales

Opciéon B

Problema 3.1.2 (2 puntos) De una funcién derivable f(z) se conoce que pasa por el punto
A(—1,—4) y que su derivada es

2—x si <1
f(z) = 1
T

si x>1

a) Hallar la expresion de f(x).

b) Obtener la ecuacién de la recta tangente a f(z) en x = 2.

Solucién:
a)
2
2r — % +a si <1
(z) =
Injz|+b si z>1
Como f(-1)=—-4= a= —5 Si f es derivable en x =1 = f es continua en x = 1 =
b = 0. Luego:
2
3
2r — % -3 si z<1
flz) =
Inz si z>1
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b) Siz=2= f(2)=In2 = (2,In2).

1
Tenemos m = f'(2) = 3 ¥ por tanto, la recta tangente es:

1
y71n2:§(x72)

Problema 3.1.3 (2 puntos) Se consideran las curvas y = 2% e y = a donde a es un niimero real
comprendido entre 0 y 1 (0 < a < 1). Ambas curvas se cortan en un punto (zg, o) con abcisa
positiva. Hallar a sabiendo que el area encerrada entre ambas curvas desde x = 0 hasta z = xg es
igual a la encerrada entre ellas desde x = x( hasta z = 1.

Solucion:

(0.577;0,333)

(o,0)

Calculamos la abscisa del punto de corte de ambas gréaficas en funcién del pardmetro a:
P?=a= r=+Va

Elegimos la solucién positiva porque asi nos lo indica el enunciado del problema. Tenemos, por
tanto, que cuando z = y/a ambas curvas se cortan (zg,yo) = (v/a,a) y la posicién de las curvas
cambia, de manera que, la que estaba por encima pasara a estar debajo. Es decir,

/O\/E(a — 2% dx = /\/la(:c2 —a)dr =

3.1.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 3.1.4 (8 puntos) Sea f(z) = az® + bx? + cx + d un polinomio que cumple f(1) = 0,
1'(0) = 2, y tiene dos extremos relativos para z = 1y = = 2.
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a) (2 puntos) Determinar a, b, ¢y d.
b) (1 punto) {Son méximos o minimos los extremos relativos?

Solucion:

a)

f)=0= a+b+c+d=0 a=1/3

J(1)=0= 3a4+2b+c=0 _ | b=-3/2

F(2)=0= 12a+4b+c=0 c=2

J'0)=2= c=2 d=-5/6
La funcién sera: 1 3 5

b) Calculamos la segunda derivada

1/ z .

HON o f"(1) = -3 < 0 = Maéximo
Jla)=2e-3= { £7(2) =1 > 0 = Minimo
Opciéon B
Problema 3.1.5 (2 puntos) Sean las funciones:

fl@)=a%y g(z)=2?

Determinar el area encerrada por las graficas de ambas funciones y la recta x = 2.

Solucion:

(0,0)

Buscamos los puntos de corte de ambas funciones

== 2" -2=0= 2*z-1)=0= =0, v=1

Los intervalos de integracién serdn [0,1] y [1,2]. Calculamos la primitiva de f(z) — g(z):

F(w)Z/(f(:v)—g(w))dw=/($2_$3)dx:f_24



Problema 3.1.6 (2 puntos)

a) (1 punto) Si es posible, dibujar de forma clara la grafica de una funcién continua en el
intervalo [0, 4] que tenga al menos un maximo relativo en el punto (2,3) y un minimo relativo
en el punto (3,4).

b) (1 punto) Si la funcién fuera polindmica, jcuél ha de ser como minimo su grado?
Solucién:

a) El dibujo seria el siguiente:

0.0 “o x

b) La funcién tiene al menos cuatro extremos, luego el grado del polinomio tiene que ser cinco
como minimo. Si fuese cuatro, la primera derivada tendria como mucho tres soluciones al
igualar a cero.

3.1.3. Extraordinaria
Opcion A
Problema 3.1.7 (2 puntos) Sea la funcién f(z) = 2z + sin 2z
a) (1 punto) Determinar si tiene asintotas de algin tipo.
b) (1 punto) Estudiar su monotonia y la existencia de extremos relativos.
Solucidn:
a) Asintotas:

= Verticales y Horizontales no hay claramente.

= Oblicuas: y = mz +n

2 sin 2
m= lim 18 gy 22Asin2e
r—00 I T—>00 T
n= lim (2z+sin2zx —2z) = lim (sin2z) No existe
Tr—>00 Tr—>00

Luego tampoco hay asintotas oblicuas.
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b) f'(z) =242cos2c =0= z = T + km Para cualquier x que escojamos f’(x) > 0, excepto

en los puntos que la anulan, luego la funcién es siempre creciente y no hay ni méaximos ni
minimos. Veamos los puntos de inflexion:

f//(gj) = 4sin2x=0=—= = g +kr

" (x) = —8cos2x = f"'(r/2) =8+#0

Luego los puntos = = g + k7 son puntos de inflexién.

Problema 3.1.8 (2 puntos) Dados tres nimeros reales cualesquiera r1, 7o y 73, hallar el ndimero
real x que minimiza la funcién

D(z) = (r —x)? + (ro — 2)* + (r3 — 2)?
Solucién:

ri+ro+1rs

D'(x)=-2(r1 —z)—2(ra —x) —2(rs —x) = =2(r1 +ra+r3 —32) = 0= z = 3

z es la media aritmética de los tres numeros.
r1+1ro+1rs

" o "
D@—M:D( .

):6>0

Luego se trata de un minimo.

Opcién B
Problema 3.1.9 (3 puntos) Sea la funcién f(x) = 2 — 423 + 2% + 62.

a) (1,5 puntos) Determinar los puntos de corte de su gréfica con los ejes y los intervalos de
crecimiento y decrecimiento.

b) (0,5 puntos) Esbozar la grafica de la funcién.

¢) (1 punto) Calcular el drea determinada por la gréfica de f, el eje horizontal y las rectas
r=—-1lyx=2.

Solucion:

a) Los puntos de corte son:
Con el eje OX: hacemos f(r) =0 = (—1,0), (0,0), (2,0) y (3,0).
Con el eje OY: hacemos z = 0 = (0,0)

Estudiamos su monotonia:

val V1
f(x) =42® 1202 + 20+ 6 = 0 = le—TO, a::1+70, r=1

(00,1 =19 | (1—491) | (1,1+4°)
(@) - + -

f(x) | decreciente creciente decreciente

En el punto (—0,58; —2,25) la funcién tiene un minimo, en el punto (1,4) la funcién tiene
un méximo y en el punto (2,58; —2,25) la funcién tiene un minimo.
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b) Representacion gréfica:

¥
Miximo(1,4)
B oaca Decrece
(-1,0) (2,0)
(0,0) (3,0)
Dbecrece L EEEE

Crlece Yrece

Mizimo(~0,58:-2,25 Minimo(2,58;-2,25)

¢) Hay un punto de corte con el eje de abscisas en el intervalo (—1,2) ese punto es el (0,0).
Luego tendremos que hacer dos integrales, una entre —1 y 0, y otra entre 0 y 2.

(2,0) #

(0,0)

0 5 3 0
22
S1=/_1(x4—4x3+x2+6a:)dx: {2—x4+2+3x2}1=—15
2 x® x3 > 76
52:/($4—4$3+$2+61‘)d$:|:7—$4+7+3x2:| =
o 5 3 o 15

22 76 98
S=|Sl|+‘52|:T5+ = 2
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3.2. Ano 2001

3.2.1. Modelo
Opcién A
Problema 3.2.1 (3 puntos) Se considera la funcién

1
fe) =1

a) (1 punto) Indicar el dominio de definicién de la funcién f y hallar sus asintotas.

b) (1 punto) Hallar los extremos relativos de la funcién f y sus intervalos de concavidad y
convexidad.

¢) (1 punto) Dibujar la grafica de f y hallar su mdximo y su minimo absolutos en el intervalo
[—1,1].

Solucién:
a) Dom(f) = R — {—2,2}. Sus asintotas:

@ Verticales:

En x =2:
lim = {i} = 400
r—2- 4 — 12 0t
b 1 —
c—s2+ 4 — 12 - {07_} -
Enz=-2:
lim 1 = {i} = -
z—s —2— 4 — x? 0~
1 1
o2t A — 2 {OT} =t

@ Horizontales:

Eny=0:
, 1
xh—r>noo4—x2 =0

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

2z _ 2(3z% +4)

fl(x) = d—22 f(z) = U—2p

La segunda derivada no se anula nunca y, por tanto, no hay puntos de inflexién, y ademas
2(32% +4) > 0 siempre. Por otro lado, por el denominador:

(_007_2) (_2’2) (2700)
@ - x -

f(z) | Convexa | Céncava | Convexa
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)
fooN 2z
f (ZIZ) - (4 _ 1‘2)2

=0= 2x=0

(—00,0) | (0,00)
f'(z) - +

f(z) | Decrece | Crece

Luego en el punto (0,1/4) la funcién presenta un minimo.

Crece

Decrece

snlcava sintota x=2

= Azintota y=0

ino(0,1/2
‘\ (0,0
\ Crece
Decrece \
Asintota x=-2 /

Convexa {

Convexa

Crece

Opcién B
Problema 3.2.2 (3 puntos)
a) (1,5 puntos) Hallar el valor de la integral definida

b oetdr
—10 V 1—e®
b) (1,5 puntos) Calcular la integral indefinida de la funcién
1
fl) =
mediante un cambio de variable.
Solucidn:
a)
~1

-1
e’ dx / _1/9
— = —(1— )2 dy =
/_10 v1—e* ~10
-1
= —2V/T—e7] | = 0,4098344043

dt
b)t=1—-e" = dt = —e"dx = (t — 1)de = dx:t—l

x

1 1 e
= | ———dt=-1 Injt—1|=1
/1_ezdx /t(t—ldt nlt|+1Injt — 1| nl—eI+C

)

1 A+ B A(t—-1)+ Bt

tt—1) t t—1  tt—1)
{t=12321
t=0—=A=-1
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3.2.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.2.3 (3 puntos) Sea la funcién f(z) =sinz

a) (0,5 puntos) Calcular a > 0 tal que el drea encerrada por la gréfica de f, el eje y =0, y la

t = sea —.

recta & = a, sea 3
b) (1 punto) Calcular la ecuacién de la tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = %
de

¢) (1,5 puntos) Calcular el drea de la superficie encerrada por la tangente anterior, la gréfica
37
la funcién f y las rectas x = IS T

Solucién:
a)
‘. a 1 T
sinzdr = —cosx]y = —cosa+1=-= a=
0 2 3
b)
T 2
(3 =%
2
f(z) =cosz = m=f (z) = V2
4 2
La recta tangente es
V2 V2 ( 7r>
L T I
¥
Tangente
x(’vgﬁ V/
o
y=sen x

(4.0) (3n4,0)

c¢) Calculamos la primitiva de f(z) — g(z):



\/§7T \/§ 2
_T ﬁ:Tﬁ( +47T—16)

sl ()£ (2

v
B 16
Opciéon B

Problema 3.2.4 (2 puntos) Sea la funcién real de variable real definida por

2-xz)3 si z<1

f(w):{ 2?2 si o z>1

a) (0,5 puntos) Razonar si la funcién es continua en toda la recta real.
b) (0,5 puntos) Razonar si f es derivable en toda la recta real.

¢) (1 punto) Determinar el drea encerrada por la grafica de f y por las tres rectas y = 8, x = 0,
T =2.

Solucion:

a) Las dos ramas son continuas, el inico punto en el que puede haber discontinuidad es en

=1
lim f(r)= lm (2—-z)3=1
r—17 r—17
I = I 2=1
L IO S ARG

Como ademds f(1) = 1, podemos concluir que f es continua en R.

b)
f,(x):{—3(2—x) si z<1 :{i’(l_):—?)

20 si x>1

Como f'(17) # f'(17) = f no es derivable en z = 1.

c)

1 2
51:/ (8 —(2—2)*)dr = = —22° + 627
0

4

2 , 73
So= [ (8- d:8——}:—
9 /1( x%)dx = 8x 51,73

17 17 119

Problema 3.2.5 (2 puntos)

a) (1 punto) Determinar los extremos relativos de la funcién f(z) = 22 — 4z + 2. Dibujar su
grafica

b) (1 punto) Hallar las ecuaciones de las dos rectas tangentes a la grifica de f que pasan por el
punto P(3,-5).

Solucion:
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flx)=2 42 +2= f(2)=20—4=0=—= =2
fflx)y=2= f"(2)=2>0= Minimo

Luego tiene un minimo en el punto (2, —2)

Se trata de una pardbola vertical con vértice en el punto (2,—2). Para dibujarla tan sélo
sera necesario encontrar los puntos de corte con los ejes:

Corte con el eje OX: hacemos f(z) =0 = 2?> — 4z +2= r=2++/2
Corte con el eje OY: hacemos z = 0 = f(0) =2

Los puntos seran: (0,2), (2 —+/2,0) y (2++/2,0).

/15
(5,1

s
% ly-1=6(x-5)
Npte Corte(0,2) 7

o /
/ f
F:&ta(a,ses,a) Po Cortefd.414,0)
7

(1,-1) i

yri=-2(x-1]

b) La ecuacién de una recta que pase por (3,—5) es
y+5=m(z—-3), y fl(z)=22—-4
Si el punto de tangencia con la grafica es (a,b) tenemos
b+5=m(a—3), m=f(a)=2a—4 y b=a*—4a+2

b+5=02a—4)(a—3) y b=d>-4a+2=a=1, a=5

Los puntos de tangencia son: (1, —1) y (5,7). Ahora calculamos las rectas tangentes en estos
puntos

@ En (1,-1) la pendiente vale m = —2: y + 1 = —2(x — 1)
@ En (5,7) la pendiente vale m = 6: y — 7= 6(x — 5)

3.2.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 3.2.6 (3 puntos) Se consideran las funciones f(z) = 2? — 2z + 3, g(z) = ax® + b
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a) (1 punto) Calcular a y b para que las gréficas de f y g sean tangentes en el punto de abscisa
T =2.

b) (1 punto) Para los valores de a y b calculados en el apartado anterior, dibujar las graficas de
ambas funciones y hallar la ecuacion de la recta tangente comun.

¢) (1 punto) Para los mismos valores de a y b, hallar el drea limitada por las grificas de las
funciones y el eje vertical.
Solucién:
a) Se tiene que cumplir que f(2) = g(2) y que f'(2) = ¢'(2):
f(2)=3=4a+b
20 —2= f'(2)=2, ¢ (z)=2ax= ¢'(2) =4a

f'(x)

luego 4a =2 = a= -y b=1. Con lo que

DN =

2

X
= — 1
g(x) 5 T

b) En ambas funciones la pendiente en = 2 vale m = f/(2) = 2 y el punto de tangencia comtin
a ambas funciones es (2, 3). La recta tangente es

y—3=2(z—2)

y-3=2(x-2)

c¢) El drea buscada serfa:

2 22 2 /.2
S:/ (332—2:6—1—3———1)(13::/ (——2x+2>dm:
0 2 0 2

2

3
4
6 o 3

2
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Opcién B
1
1+4et

Problema 3.2.7 (2 puntos) Sean la funcién f(t) =

a) (1 punto) Calcular / f&)dt

b) (1 punto) Se definen g(z) z/ f(t)dt. Calcular lim 9(x)
0

z—0 X

Solucion:

a) Hacemos el cambio de variable 1 +ef =2 = el =z — 1y dt =

1 1 T
—_— = —_— :l
/1+etdt /x(w—l)dx n

La descomposicion polinémica seria:

1
1da:

-1

‘+C’=t—ln|1—|—et|—|—0

1 _é+ B :A(x_1)+Bx:>1:A(x—1)+Bx

zx—1) =z xz-1 x(x—1)

{x:O:> A=-1
r=1— B=1

1 —1 1

xz(x —1) x -1

20§

z—0 I 0

Podemos aplicar la Regla de L’Hopital para la resolucién del limite. Para derivar g(x) apli-
camos el Teorema Fundamental del Célculo y nos queda:

lfm g(x) 4 {9} ~ lm r—In(l+e")

z—0 X 0

O} , 1 1
—| = lim ==
0 z—0 1 + e* 2

—0 xT

Problema 3.2.8 (2 puntos) Sea P(z) un polinomio de grado 4 tal que:
@ P(z) es una funcién par.
@ Dos de sus raices son ¢ = 1y = /5.
e P(0) =5.
Se pide:
a) (1 punto) Hallar sus puntos de inflexién.
b) (1 punto) Dibujar su grafica.

Solucién:
P(z) = ax® + b2 + ca® +dx + e
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@ P(x) es una funcién par P(—z) = P(x):

a(—x)* + b(—2)3 + c(—2)? + d(—x) + e = ax* + bx® + ca® +dr +e = ba® +drx =0
Luego P(x) = az* + cz? +e
@ Dos de sus raicessonx =1y x = V/5:
{1::1:>P(1)=O:>a—|—c+5:0 {a:l
r=v5= P(/5)=0= 5a+c+1=0
« P0)=5— c=5
El polinomio es P(x) = 2* — 622 +5

a) Tenemos: P'(x) = 42® — 12z, P"(x) = 1222 — 12 y P"'(2) = 24x. Para obtener los puntos de
inflexion igualamos la segunda derivada a cero:

P'(z) =120* - 12=0= x = +1

Sustituimos en la tercera derivada:

{ P(1)

=24 40
P”/(fl) _

2440
Luego esta funcién tiene dos puntos de inflexién en los puntos (1,0) y (—1,0).

b) La grifica sera la siguiente:

Maximo(0, 5)

(-2,236,0) P, Inflex(-1,0) P, Inflex(1,0) (2,236,0)

Minimo(-1,732,-4) Minimo(1.732,-4)

Calculamos sus méaximos y minimos:
Pl(z) =42 -1220=0= z==+V3, =0

Por la segunda derivada
P"(0)=-12<0
P"(—/3)=24>0
P"(\/3)=24>0

La funcién tiene un Méximo en el punto (0,5) y dos Minimos en los puntos (—v/3, —4) y

(V3,—4).
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Ahora calculamos puntos de corte:
Con el eje OY : Hacemos x = 0 y tenemos (0, 5).

Con el eje OX : Hacemos P(z) = 0 y tenemos (v/5,0) y (—/5,0).

3.3. Ano 2002

3.3.1. Modelo
Opcion A

Problema 3.3.1 (3 puntos) Dada la pardbola y = 4—x?, se considera el tridngulo rectangulo T'(r)
formado por los ejes de coordenadas y la tangente a la parabola en el punto de abscisa z = r > 0.

a) (2 puntos) Hallar r para que T(r) tenga drea minima.

b) (1 punto) Calcular el drea de la regién delimitada por la pardbola, su tangente en el punto
de abscisa x = 1, y el eje vertical.

Solucion:

a) La pendiente de la recta tangente en = r es m = —2r, y la ecuacién de esta recta sera:
y—(4—r)=2r(x—7)= 2re+y— (4+r*) =0

La base del tridngulo que buscamos sera el corte de esta recta con el eje de abscisas, haciendo
4472

Y v 2r

La altura del tridngulo que buscamos sera el corte de esta recta con el eje de ordenadas,
haciendo = 0 = y = 4 + 2.

La funcién a minimizar sera:

4 472 9
Sty = 2Ty
2 4r

4+72)(3r2 —4) B
12 =0= r= iﬁ
(=00, =2/V3) | (=2//3,2/V3) | (2/v/3,0)
S'(r) + — +
S(r) Creciente Decreciente Creciente

2 2V3

Luego la funcién es minima cuando r = —

3 3

S'(r) = (

b) El recinto es el siguiente:
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~
SN~

\\\ _tangente y=-2x+5

(0,0) \

La ecuacién de la recta tangente en x =1 es 2 +y —5=0=—= y = —2z + 5. El 4rea es el
comprendido entre esta recta y la pardbola en el intervalo de integracién [0, 1]:

1 1
s=| [ (2045 (-atts| = | [ @2~ 20+ 1| =
0 0
3 1
—Hx—xz-i-x} _’—1+1‘:u2
3 0

Opcion B
Problema 3.3.2 (3 puntos) Se considera la funcién f(z) = ze3®
a) (1,5 puntos) Estudiar y representar graficamente la funcién f.

b) (1,5 puntos) Sabiendo que el drea de la regién determinada por la grafica de f y el eje OX
entre x =0y x =p (p > 0) vale 1/9, calcular el valor de p.

Solucidn:
a) Estudio:
@ Dominio: Dom(f) = R
@& Signo:
(—OO, 0) (07 OO)
f(x) - +

@ Simetria: No hay f(—z) # f(x) y f(—2z) # —f(z)
@ Puntos de corte:

e Siz=0= f(0)=0= (0,0)

e Si f(2)=0= 2)=0= (0,0)
@ Asintotas:

e Verticales no hay

e Horizontales:

lim ze*” = oo
r—>r00
y=—r = si x — —00 entonces y — o0
: . - , - —00 , —1
lim 2¢% = lim ye ™Y = lim v {—} = lim — =0
r—>—00 Yy—>r00 Yy—>r00 e3y 0 Yy—>0 363y

Luego hay una asintota horizontal en y = 0 cuando * — —oc.
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e Oblicuas: No hay por haber horizontales.

1
@ Monotonfa: f/(z) =e3*(3z+1)=0= z=—-

(=00, =1/3) | (=1/3,0)
f'(x) - +
flx) Decrece Crece

1 1
La funcién presenta un minimo en el punto ( )

3" 3e

2
& Curvatura: f”(z) =3e3* (32 +2) =0 = 2= —=

(=00, =2/3) | (=2/3,00)
[ (x) - +
flx) Convexa Coéncava
- . L 2 2
La funcién presenta un punto de inflexién en <_§’ —3—2>
e

@ Representacion grafica:

=0

P . Inflexién(-0.67,-0.09)

b) Veamos la figura:

¥=0

(0,0)
Minimo(-0,333|-0.122)
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i 3x 1 3z 1 . ' 1
/.Cce?’g“d;c:xe3 _g/e?mdx:'rg _§€312631(§_§)

3.3.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.3.3 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

1

=23

a) (1 punto) Hallar la ecuacién cartesiana de la recta tangente en el punto de inflexién de abscisa
positiva de la grafica de f.

b) (2 puntos) Calcular el drea del recinto plano acotado limitado por la gréfica de f, la recta
anterior y el eje x = 0.

Solucion:

a) Para encontrar los puntos de inflexién tendremos que ver los puntos en los que se anula la
segunda derivada:

foN . 2@
T e

" _ 6(1‘2 — 1)
TR,

Es decir, tenemos que calcular los puntos que hacen f”(z) = 0. Como el denominador (z2+3)3
no se anula nunca, los puntos buscados son aquellos que anulen el numerador, 22 —1 = 0 =
x = %1, de estas dos soluciones solo nos interesa la positiva, que es la que nos pide el problema.
Si sustituimos este punto en la funcién obtendremos la ordenada correspondiente: f(1) = %,
luego la recta pedida pasard por el punto (1, i) Para encontrar la pendiente utilizamos la

primera derivada m = f'(1) = —% En conclusién, la recta tangente serd:
1 1
4 8
b) El recinto pedido se calcularia mediante la integral siguiente:

1
3—=x 1
ST _ = |4
/0{ s 22+3]
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Calculamos la integral
/ 1 dx:/ dx _ / dx :\/:’Z/ dt
2 +3 3[( )2+1} (%>2+1 3. t2+1

3 T
= arctant = ? arctan —

V3

w| =

Hemos utilizado el cambio de variable % =t dr = +/3dt

Luego:

/1 {3 —x 1 } 3r  x? .

XrX=|—-— — — arctan — =
0 8 2243 8 16 3 V3],

_5 _¥im
16 18

Aa.25383

a.18977

A.12652

A.863258

A.69246 : 1.3849 2.8774
Opcién B

Problema 3.3.4 (3 puntos) Se considera la funcién:

243241 st x>—1
fw=q
- st r<—1
a) (0,5 punto) Estudiar el dominio y la continuidad de f.
b) (1,5 puntos) Hallar las asintotas de la grafica de f.

¢) (1 punto) Calcular el drea del recinto plano acotado y limitado por la grafica de f y las rectas
y=0x=12=2.

Solucién:

346



a) Calculamos el dominio:

@ Siz > 1 tenemos que f(x) = % es un cociente de polinomios, y en este caso el
dominio serd todo el intervalo excepto en los puntos en los que se anula el denominador,
es decir, [—1,0) U (0, +00).

@& Six < —1 tenemos que f(z) = %, como en el caso anterior tenemos que buscar puntos
que anulen el denominador, y resulta que no hay ninguno. El tinico posible seria el x = 1,
pero no pertenece al intervalo de definicién, y por tanto el dominio serd: (—oo, —1).

@ En conclusién diremos que el dominio es: R — {0}.

Calculamos la continuidad:

La funcién f(x) es un cociente de polinomios por ambas ramas, y por tanto continua salvo
en los puntos en los que se anula el denominador, es decir, los puntos en los que es posible
que no sea continua serian en x = —1 donde puede existir un salto y por supuesto en z = 0,
donde como hemos visto anteriormente no pertenece al dominio.

@ Enox=-1: )
1
lim f(z)= lim 43zl
r——1+ r—s—11 xT
2
lim f(z)= lm —— =1
T—s—1— z——1-T — 1
lim f(z)= lim f(z)=f(-1)=1
r—>—1+ r—>—1—
Luego f es continua en x = —1.

@& Enz=0:

2
3z +1
lim f(z) = lim szl 00
z—0 r—0 X

Luego no es continua en z = 0.

@ En conclusién: La funcién f es continua en R — {0}.
b) Asintotas verticales:

@ Cuando z > —1:
2
T 3r+1
lim f(z)= lim rAsrhl 00
x—0 z—0 x
Luego x = 0 es una asintota vertical en este intervalo.
@ Cuando z < —1:
No hay ningun valor de = que sea menor de —1 que anule el denominador, y por tanto,
no hay asintotas verticales por esta rama de la funcion.

Asintotas horizontales:

@ Cuando z > —1:
, 2?2 +3x+1
Im —— =0
T—>00 xT

Luego no hay asintotas horizontales en este intervalo.

@ Cuando z < —1:
, 2x
lim =2
rz—r—o00 xr — 1

Luego y = 2 es una asintota horizontal en este intervalo.
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Asintotas oblicuas:
Recordamos que y = ax + b es una asintota oblicua si

tm &)
r—00 I

b= h’moo(f(x) —ax)

Tr—

a =

@ Cuando x > —1:

z243z4+1
o= 1m I8 - o T
T—>00 X Tr—>r00 X
; , 22 +3x+1
b= Zlgﬂoo(f(x) —azx) = w@w(ix —z)=
1
lim 22T
T—>00 €T

Luego en este intervalo habra una asintota oblicua en la recta y = x + 3.

@ Cuando z < —1: No hay asintotas oblicuas en este intervalo por haber horizontales.

¢) El recinto comprendido entre las rectas £ = 1 y = 2 estd en el intervalo (—1, +00) donde
la funcién es f(z) = % y como estd limitado por la recta horizontal y = 0(el eje de
abscisas) y la funcién, podemos concluir con que su drea vale:

2

2 1 22
dx:/(x—i—?)—f—f)dx: — +3z+Injz|| =
1 X 2

1

/2x2+3x+1
1 X

4 1
:5—1-6—4—1112—5—3—1111:§+1112

3.3.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 3.3.5 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

flz) =

x
2241
a) (1 punto) Determinar sus méximos y minimos relativos.

b) (1 punto) Calcular el valor de a > 0 para el cual se verifica la igualdad

/Oa F@)de =1

Solucion:

a)

f’(x)*i*0:> x ==l
(22 41)2 N
(—o0,-1) | (-1,1) (1,00)
f'(x) - + -
f(z) | decreciente | creciente | decreciente

Luego en el punto (—1, —1/2) tenemos un Minimo y en el punto (1, 1/2) tenemos un Méximo.
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a z 1 a 1
A Z‘QHdI21n($2+1):|01:>21n(a2+1)1:>a e2 —1

Problema 3.3.6 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

Jr—2 si x>2

f(x):{x(xfm siox<2

a) (1 punto) Estudiar su continuidad y derivabilidad.
b) (1 punto) Hallar la ecuacién cartesiana de la recta tangente a la gréfica de f en el punto
(3,1).
Solucién:

a) Estudiamos en el punto z = 2:

Continuidad:
lim f(z)= lim vz —2=0
z—32+ Tz—>2
lim f(z)= lim z(z—2)=0
z—>2— r—>2
f(2)=0
Como
lim f(xz)= lim f(z) = f(2) = f es continua en z = 2
r—>2— r—>2
Derivabilidad:
1 .
f’(a:)z 73%/@ si x>2
2 — 2 si x<2
fler)=2 f(@)=x
Como

f'(27) # f'(27) = f no es derivable en x = 2

b) Es en la rama x > 2:



Opcién B

Problema 3.3.7 (3 puntos) Sea f(x) una funcién real de variable real, derivable y con derivada
continua en todos los puntos y tal que:

fO) =1 f(1)=2; f(0)=3 [f(1)=4
Se pide:

a) (1 punto) Calcular ¢’(0), siendo g(z) = f(z + f(0)).

b) (2 punto) Calcular 1lfm 2(f())? — flz+1)

z—0 er — 1

Solucion:

a)

gO0)=f(0+1)4=4-4=16
byt WEE S D) 0] g, @) D)

3.4. Ano 2003

3.4.1. Modelo
Opcién A

Problema 3.4.1 (2 puntos) Determinar los valores de las constantes A, B, C'y D para los cuales
la grafica de la funcién real de variable real

f(x) = Asinz + Ba> + Cx + D

tiene tangente horizontal en el punto (0,4) y ademds su derivada segunda es f”(z) = 3sinx — 10

Solucion:
f0)=4= D=4

f'(x) = Acosx +2Bx+ C como f(0)=0= A+C =0
f(x)=—Asinzx+2B=— A=-3, B=-5
Luego A=-3,B=-5,C=3y D=4
f(z) = —3sinx — 522 + 3z +4

Problema 3.4.2 (2 puntos) Calcular la siguiente integral indefinida:
2
/ I
22 —5x+6

2?4+ 4 1y br —2
22 —-5x+6 22 -5 +6

Solucion:
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Sz — 2 A B A(x—2)+ Bz —3)

x2—5x+6:x—3+x—2_ 22 —bx+6
5z —2=A(x —2)+ B(x — 3)

Sie=2=— 8= -B=— B=-8

Sizx=3= 13=A = B =13. Luego:

2
44 B8
22 -5 +6 r—3 x-—2
2 +4 1 1
——dx= | d 13 dr —8 dr =
/172—5:c+6 o / v /1:—3 * /x—2 o
|z — 3|13

Opciéon B
Problema 3.4.3 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:
fle) = VaF1- V&

a) (1 punto) Hallar sus maximos y minimos relativos y sus asintotas.
b) (0,5 puntos) Hallar los puntos donde la grafica de f tiene tangente vertical.
¢) (0,5 puntos) Representar graficamente la funcién.

) (

1 punto) Calcular el drea del recinto plano acotado limitado por la gréfica de la funcién, el
eje OX y las rectas z = —1, x = 1.

d

Nota: Para obtener las asintotas puede ser de utilidad la igualdad:

A3 - B3

A-B= —" ———
A2+ AB + B2

Solucion:

a) Monotonia:

Sp2 3 2
ro=3 ( E ﬁ(ﬁf)j) ) T
(*00771/2) (71/2700)
f'(x) + -
f(x) creciente | decreciente

La funcién es creciente en (—oo,—1/2) y decreciente en (—1/2,00). Luego en el punto
(—%, \3/41) tenemos un Maximo.

Asintotas:

@ Verticales: No hay
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@ Horizontales:
r+1—2x
1/ 3/ _|_ _ 3 — _ — 1’ =
LN Vo) =loomodd =l Ya+12+ Y22 + 1)2 + Va?
If !
im - =
T—>00 \3/(I+1)2+ \3/562(.1‘+1)2+ J/zQ

Luego y = 0 es una asintota horizontal.

0

@ Oblicuas: No hay

b)
fl(a)=00= {/a?2(a+1)2=0=0a=0, a=—1

¢) Representacién gréfica

Maximo(-0.5,1.587401051)

1 3 1 3/ 1 3

[ - ym e WEED VA3
-1

3.4.2. Ordinaria

Opcién A

Problema 3.4.4 (2 puntos) Calcular los siguientes limites (donde ”In”significa logaritmo nepe-
riano).

. In(cos(37))
a) (1 punto) i In(cos(2z))

Vit+r—+4—=x
4x

b) (1 punto) Ihi{lo

Solucion:
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a) (1 punto)

—3sin(3x)
., In(cos(3z)) {O} cos(3x) . —3sin(3z) cos(2x)
llm ————— = =|-| = ————— = lim :
z—0 In(cos(2z)) 0]  =—0 —2sin(2z) +—0 —2sin(2z) cos(3z)
cos(2x)
{0} 3 ., 3cos(3z)cos(2x) — 2sin(3z)sin(2x) 3 3 9
=|=-| == lim - - =—-—-==
0 2 s—0 2 cos(2z) cos(3x) — 3sin(2z) sin(3x) 2 2 4

b) (1 punto)

lim Vitaz—vVi-z _ lim Witz —Vi—z)(Vi+z+V/4—12)

@—0 4z z—0 de(vVd+z+ V4 — )
44z —(4—12) 2x 1

= I If -
0 de(VAit o+ vVi-a5) o0ds(VAto+vi—z) 8
Problema 3.4.5 (2 puntos) Dada la funcién

flz) =

1— 26

a) (1 punto) Encontrar los puntos de discontinuidad de f. Determinar razonadamente si alguna
de las discontinuidades es evitable.

b) (1 punto) Estudiar si f tiene alguna asintota vertical.
Solucién:

a) Los puntos en los que f es discontinua es en aquellos en los que se anula el denominador, es
decir, 1 — 25 =0 = 2 =1, 2 = —1. Para ver el tipo de discontinuidad calculamos el limite
en estos puntos

5 8 4 7 4 3
- 0 5% — 8 5—-8
tim () = tim T = (O] = g PN gy O 8T)
r—>1 z—1 1 — a6 0 z—1 —6x° r—s1 —6xd
., 5 —823 1
lim ==
z—1 —06x 2

Luego la discontinuidad que hay en x =1 es evitable.

5 .8 _
lim f(z) = lim u:{ 2}:—00

T —1+ z——1+ 1 —2ab o+
5 8
-z -2
lim )= lim 72{—}2 00
z—s—1- /(@) z——-1- 1 —26 0- +
Luego la discontinuidad que hay en = —1 no es evitable.
b) Por lo visto en el apartado anterior z = —1 es una asintota vertical.
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Opcién B
Problema 3.4.6 (3 puntos)

x

a) (1 punto) Dibujar la gréfica de la funcién g(z) = e* —z

b) (1 punto) Calcular el dominio de definicién de f(z) = — y su comportamiento para
et —x
T—> 00y T —> —00.

¢) (1 punto) Determinar (si existen) los maximos y minimos absolutos de f(z) en su dominio
de definicién.

Solucién:
a) El dominio de g(x) = e® — z es todo R, calculamos los maximos y minimos de esta funcién
Jx)=e"—-1=0=¢e"=1=2=0
g () =e"=¢"(0)=1>0
Por el criterio de la segunda derivada tenemos que el punto (0, 1) es un minimo.

Observando la segunda derivada, nos damos cuenta que g”(x) = e > 0, Vo € R = la
funcién es siempre céncava hacia arriba | J.

Su grafica serfa:

¥ /
///
,/
. Cmc/e/
\& N
E et 2 4his 2oy
Minimo(0,1)
b)
1
fz) =
et —x

Como el denominador de esta funcién no se anula nunca tenemos que el dominio de f(z) es
todo R.
Por otra parte, si calculamos los limites

. . 1

lim f(z)= lim —— =0
T—r—00 r—o0 e T +
. . 1
lim f(z)= lim =0
T—>00 z—o0 ¥ —

Se pueden valorar estos limites dandonos cuenta de que se puede despreciar e” frente x cuan-
do x — —o0. Y por el contrario, se puede despreciar z frente a e cuando r — oo.

En conclusién, la recta y = 0 (el eje de abscisas) es una asintota horizontal.
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f’(x):ﬁzozsl—ezzoéx:o
" 62$+€$(IL‘—4)+2 "
fi(z) = S = f"(0)=-1<0

Por el criterio de la segunda derivada tenemos que el punto (0,1) es un méximo.

3.4.3. Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.4.7 (3 puntos) Sea la funcién

f(x) _ sin x

2 —cosx

definida en el intervalo cerrado y acotado [—2m, 27]. Se pide:

a) (1 punto) Calcular los puntos del intervalo dado donde f alcanza sus valores maximo y
minimo absolutos.

b) (1 punto) Dibujar la gréfica de la funcién f en el intervalo dado.

/07f/3 f(z)dx

¢) (1 punto) Calcular

Solucion:

a)

2cosz —1 1
f’(x):m:OﬁZCosx—leﬁcosx:§:>
T 5T m om . . .
Luego z = =, z = S &= g ¥ &= son los tinicos posibles extremos en el intervalo

de definicion.
Vamos a recurrir a la segunda derivada.

w, ~  —2sinz(1l+ cosx)
filw) = (2 —cosz)3




3
Luego la funcién presenta dos maximo en los puntos (7;7 \SF) y (—3, 3)

3 9
(55
(5%
1(5)--%

.y .. T V3 57 /3
Luego la funcién presenta dos minimos en los puntos 33 y 33

b) Para dibujar la grafica voy a calcular los puntos de corte: Si = 0 tenemos que f(0) =0 =
sinx

(0,0). Si f(z) = 0 tenemos que ————— =0 = sinz = 0 = z = 7, © = —7. Luego
2 —cosz

tenemos los puntos (m,0) y (—,0). Si tenemos en cuenta que la funcién es impar:

(5/3,0.577) Haximo
.

— (10 = e x
. AR 2 3 T—— 4

== \1\ 2 ©9

Minimo (-7/3,-0.577)

¢) Para resolver la integral hacemos un cambio de variable

t=2—cosz = sinzdx = dt

<1 1
/f(x)dx:/ﬂda::/;dt:ln|t|+C:1n\2—cosx|+0

2 —cosx

Luego la integral pedida valdra:

/3 /3 : 3
/0 f(f)dQC:/O %dﬂczln\2—cos:n|]g/3:1][15

Opciéon B

Problema 3.4.8 (3 puntos) Sea la funcién f(z) = 2z[4 — x|.
a) Estudiar su continuidad y su derivabilidad.
b) Dibujar su gréfica.

¢) Calcular el drea del recinto acotado por la gréfica y = f(x), las rectas x = 0, x = 5, y el eje
0X.
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Solucion:

M (@)=l (~20(4 ) =0
xlilf}r fz) = mlfg14(2x(4 —z)=0 =
f4)=0

i f(@)= lim_f(x) = £(4)

Luego la funcién es continua en x = 4, y por tanto, en todo R.

{ 8—4x si z<4 {f’(4’):—8
—8+4x si x>4 f(4t) =38

f'(=)

=

Flam) # £(47)
Luego la funcién no es derivable en x = 4, pero si es derivable en R — {4}.

b) Para dibujar el recinto estudiamos la grafica de cada rama por separado:
f(z) =8z — 222 si z € (—o0, 4]
flx)=8—-4dz=0=2=2
f"(2) = —4 = (2,8) es un maximo.
Si hacemos f(x) = 0= (0,0) y (4,0), como puntos de corte.
f(x) = =8z + 222 si x € (4, +00)
fl(x) = —8+4+42 =0= x = 2, que no estd en el intervalo (4, +0c0).

En este intervalo la funcién es siempre creciente, es decir, f'(z) > 0 cuando z € (4, 400).
Con estos datos estamos en condiciones de dibujar la gréfica:
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¢) A la vista de la grafica podemos entender ficilmente de que recinto se trata.

[

4 5
Area = / 2x(4 — x)dx + / (—2z(4 — x))dx =
0 4
4 5
= / (8x — 22%)dx + / (—8x + 22%)dx = 26 u?
0 4

3.5. Ano 2004

3.5.1. Modelo
Opcion A
Problema 3.5.1 (2 puntos)

—1 2n
a) (1 punto) Calcular el limite de la sucesién cuyo término general es ( n3 ) »
n

b) (1 punto) Sean las funciones F(x) = / V5 + et dt, g(x) = 22. Calcular (F(g(z)))".
1

Solucion:
a)
-1 2n
lfm (3” ) = [1°] = &
r—>00 n
1 —2 2
A= lim Qn(3” _1>: fm ot “
T —>00 n T—>00 n 3
2n
I <3n71) Ry
T—>00 3n
b)

Por la regla de la cadena:
(F(9(2)) = F'(g(x)) - () = 22/5 + e

Problema 3.5.2 (2 puntos) Dada la funcién

et —1

si x#0

a) (1 punto) Determinar su dominio, y calcular los limites laterales cuando © — 1.
b) (1 punto) Estudiar su continuidad, y hallar el valor de a para el que f es continua en x = 0.

Solucion:
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2’ —2=0= 1=0, t=1= Dom(f)=R—{1} enx=0 f(0)=a
Los limites laterales pedidos son:

b) En z =1 hay una discontinuidad inevitable por el apartado anterior
En x=0:

et =1 0 , e’
lim =|=| = lim =-1

-0 12 — 1 0 z—02x — 1
Para que f sea continua en ese punto a = —1

Opcién B

Problema 3.5.3 (3 puntos) Se considera la funcién:

1+ (sinx)?
Se pide:

a) (1 punto) Calcular sus puntos criticos en el intervalo abierto (—m, ).

b) (1 punto) Calcular los extremos relativos y/o absolutos de la funcién f(z) en el intervalo
cerrado [—m, 7).

(/4, f(m/4).

¢) (1 punto) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién f(z) en el punto
Solucién:

a) 1+ sin? z # 0 siempre = no hay puntos criticos.

La funcién es par.

b)
—2sinzcosz .
flx) = — =0= —2sinzcosz =0
(1+ (sin”z))?
) simr=0=— =0, x=—m, =7
—2sinzcosx =0 = cosx:0:>x:ﬁ o= _T
2 2
m=3) [ (=50 [ (03 [ (57
f'(x) + - +
f(x) | decreciente | creciente | decreciente | creciente
En los puntos de abscisa x =0, x = —7 y = 7 la funcién presenta un Maximo
7r
En el puntos de abscisa x = —3 y en el punto de abscisa z = — la funcién presenta un
Minimo.
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La ecuacién de la recta tangente

d) Representacién gréfica

3.5.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 3.5.4 (2 puntos) Calcular la base y la altura del tridngulo isésceles de perimetro 8 y
area maxima.
Solucién:

2 x2

z+2y=8; h=+4/y%?— —
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S(z) = 5 L —pva—z
I 8
S@=5a="07""3
—88 4 21z 8 3v3
S// — : SI/ (7>:_7<0
@) = A= 3 4

8
Luego se trata de un maximo. Si z = 3 =y = 3 y, por tanto se trata de un tridngulo equilatero
43
3

Problema 3.5.5 (2 puntos) Se considera la funcién

Su altura seré: h =

(22 —1)2
42 +1

fz) =
a) (1 punto) Calcular las asintotas, el maximo y el minimo absolutos de la funcién f(z).

1
b) (1 punto) Calcular/ f(z)dx
0

Solucién:
a) a) Asintotas:
@ Verticales: No hay (el denominador no se anula nunca)
@ Horizontales: ( 2
2z — 1
z—oo 42 +1 4
@ Oblicuas: No hay al existir horizontales.
b) Extremos:
42z — 1)(2z 4+ 1) 1 1
2 = = = — —
F@) ==z 20 YT T3
(=00, —-1/2) | (=1/2,1/2) | (1/2,+00)
T+ 1/2 — - +
x—1/2 — - +
F@) + - +
crece decrece crece

Luego en el punto (—5, 2) la funcién tiene un méaximo y, por el contrario, en el punto

1
(5, O) la funcién tiene un minimo.

b)
(22 — 1)2 /43@2—4334—1
/ 12 +1 @ 12 +1 7

4z 1 9

/1 (2z —1)?

1 ! 1
dx:xffln(4x2+1)} =1——-Inb
2 o 2
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Opcién B
Problema 3.5.6 (8 puntos) Dada la funcién f(z) =1 — 22, se pide:

a) (1 punto) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el punto P(a, f(a)),
donde 0 < a < 1.

b) (1 punto) Hallar los puntos A y B en los que la recta hallada en el apartado anterior corta
a los ejes vertical y horizontal respectivamente.

¢) (1 punto) Determinar el valor de a € (0,1) para el cual la distancia entre el punto A y el
punto P(a, f(a)) es el doble de la distancia entre el punto B y el punto P(a, f(a)).

Solucion:

a) Tenemos que calcular la recta tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a)) = (a,1 — a?).
Calculamos la pendiente de esta recta

f(x)=-2x = m= f'(a) = —2a
La ecuacion de la recta buscada serd

y—(1-a*) =—-2a(x —a) = 2ar+y—(1+a*)=0

b) Corte con el eje OY: Hacemos 2 =0 =y = 1 + a®> = A(0,1 + a?)

1—a? B a?+1

Corte con el eje OX: Hacemos y = 0 = = = a +

241
buscado es B (a + 70).
2a

. Luego el punto

2a 2a

c)

d(B, P) = \/(a (a+ 1;aa2))2+(1a20)2

1—a?)? 1+4a2 1-a?
\/( o b= - ay T L e

4a?

1— 2
v 1+4a? =
2a

1—a? 2
a4 :>a2:1—a2:>2a2:1:>a:i§
a

d(A,P)=2d(B,P) = a\/1+4a®> =2

a =

Como a € (0,1) la solucién pedida es la positiva a = -
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3.5.3. Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.5.7 (3 puntos) Sabiendo que una funcién f(z) tiene como derivada
fl(z) = (x —4)*(2®> =8z +7)
a) (1 punto) Hallar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
b) (1 punto) Hallar los maximos y minimos relativos de f.

¢) (1 punto) (Es el punto £ = 4 un punto de inflexién de f?. Justificar razonadamente la
respuesta.

Solucion:

a)
fl@)=(r—4)?*@*-8z+T)=0=a2=4, v=1, =7

Como (x — 4)2 > 0 solo tendremos que estudiar el signo de 22 — 8z +7 = (z — 1)(z —7)

(_0071) (177) (7a OO)
z—1 = + +
x—17 = = +
Fo + [ - [ +

Luego f crece en los intervalos (—oo,1) U (7, 00), mientras que decrece en el intervalo (1,7).

b) Por el apartado anterior observamos que en x = 1 la funcién pasa de crecer a decrecer, por
lo que podemos asegurar que estamos ante un Maximo en (1, %), en el punto z = 7, por
el contrario, la funcién pasa de decrecer a crecer, por lo que estamos ante un Minimo en
(7, —@> En 2 = 4 la funcién pasa de decrecer a decrecer y, por tanto, en el punto (4,0)

5
no hay ni Maximo ni Minimo.

c) Para que en z = 4 exista un punto de inflexién la funcién debe de cambiar de céncava a
convexa o viceversa. Para comprobarlo calculamos la segunda derivada

f'(x) =2(x —4)(22° =162 +23) =0 = =4, = =1,8787, = =6,1213
Serfan los posibles puntos de inflexién. En el intervalo (1,8787;4) f”(z) > 0 = f es conve-
xa, mientras que en el intervalo (4;6,1213) f”(x) < 0 = f es céncava. Por tanto, podemos
asegurar que la funcién f tiene un punto de inflexién en (4, 0). Otra manera de comprobarlo
es através de la tercera derivada:
(%) = 6(20% — 162 +29) = f"'(4) = —18 £ 0

Luego se trata de un punto de inflexion.
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_\E\I | o
|
=10 ]
\ |
=20 I"|I ‘
o \/
Minimo 7,134}
Opcién B
Problema 3.5.8 (3 puntos) Sea la funcién f(z) v+ 1
roolema o.9. untos c€a la Iuncion X)=—F""T5
P (22 +z+1)2

a) (1 punto) Hallar sus maximos y minimos relativos y sus asintotas.

b) (1 punto) Dibujar la grafica de la funcién, utilizando la informacién obtenida en el apartado
anterior, teniendo en cuenta, ademds, que f tiene exactamente tres puntos de inflexién cuyas

_ -1-+3 1 -1++3 ,
abscisas son z1 = —5 To = 5 T3 = —5 respectivamente.

¢) (1 punto) Calcular el drea del recinto limitado por la grafica de la funcién f, el eje OX, la
recta z = 0, y la recta © = 2.

Solucién:
6 1
a) Maximos y Minimos relativos: f'(z) = __Geatl) 0= z=-1, z = 0. El
(22 4z +1)3
denominador no se anula nunca, y es siempre positivo.
(—OO,—I) (_LO) (0700)
z+1 — + +
—x + + -
f'(x) - + -
En x = —1 la gréfica de la funcién pasa de decrecer a crecer, luego estamos ante un Minimo

1
en el punto (—17 §) En z = 0 la gréifica de la funcién pasa de crecer a decrecer, luego

estamos ante un Méximo en el punto (0, 1).
Asintotas:

@ Verticales: No hay, ya que el denominador no se anula nunca.
@ Horizontales:

i 2¢+1 T 2¢+ 1 0 0
1m — 5 = 1m —_— = — =
z—+too (22 +x+1)2  z—-o00 (22 +x+1)2 Y
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@ Oblicuas: No hay al existir horizontales.

b) Representaciéon Gréfica:

ey 8,51

-1 stmivie =9 1

Misimoy- 8325}

2 2241 3 1 > 6
/o (22 +z+1)2 T TR+l o 7
3.6. Ano 2005
3.6.1. Modelo

Opcién A
Problema 3.6.1 (2 puntos)
a) Justificar razonadamente que la grafica de la funcién
flzy=2B+24+1
corta al eje OX al menos una vez en el intervalo [—1,1].

b) Determinar el nimero exacto de puntos de corte con el eje OX cuando x recorre toda la

recta real.
Solucion:
a) La funcién f(z) = 2154241 en los extremos del intervalo [—1, 1] toma los valores f(—1) = —1
y f(1) = 3, como ademés la funcién es continua por el teorema de Bolzano: 3¢ € (—1,1) tal
que f(c) =0.

b) La derivada de la funcién f/(x) = 152 + 1 > 0 para cualquier valor de z, luego la funcién
es siempre creciente, luego solo puede cortar una vez al eje OX, y por el apartado anterior
este punto de corte tiene que estar en el intervalo (—1,1).

Problema 3.6.2 (2 puntos)
a) (1 punto) Determinar el punto P, contenido en el primer cuadrante, en el que se corta la

grafica de la funcién f(z) = % y la circunferencia =2 + y2 = 8.

b) (1 punto) Calcular el drea de la regién limitada por la recta que une el origen y el punto P

hallado en el apartado anterior, y el arco de la curva y = % comprendido entre el origen y
el punto P.
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Solucion:

a)

22 -2y =0
{x2+y2=8 = = £

Como piden el punto del primer cuadrante la solucién negativa no vale y el punto serd (2,2).
b) La recta que une el origen de coordenadas y el punto (2,2) es y = x. Los puntos de corte son
2

x:%:>$2—2a::0z =0, =2

T T 4 2
S = — - d_f_f} —__9=_2
/ )T T 2,73 3
, 2 2
A =|-Z| =22
rea ’ 3' 3u
\ ¥ // //
\\ // ///
\ /
\ ;L
\\\ //'//y=x

Opcién B

Problema 3.6.3 (3 puntos) Sea la funcién f(x) = In(1 + 2?), donde In significa Logaritmo Nepe-
7ano.

a) (1 punto) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los intervalos de con-
cavidad y convexidad.

b) (1 punto) Dibujar la gréfica de f.

¢) (1 punto). Calcular las ecuaciones de las rectas tangentes a la gréfica de f en sus puntos de
inflexién.

Solucion:

2)

2z
1) — — —
fi(z) T2 0= =0
(—00,0) (0, 00)
f'(x) - +
f(z) | decreciente | creciente
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Luego en el punto (0,0) tenemos un Minimo.

2(1 — 2?)

f(x) = (1+22)

(—oo0,—1) | (-1,1) | (1,00)
4 N I

f(z) | convexa | céncava | convexa

Luego en los puntos (—1,1n2) y (1,In2) hay dos puntos de Inflexién.

b) Representacién gréfica

Convexa

Creciente
Decreciente " Convexa .

[Pto de Inflexion(-1,1n2) . concaya Pto de Inflexion(1,1n2)

(0,0)

x-y+lIn2-1=0 X+y-In2+1=0

¢) La tangente en el punto (—1,1n2) es
m=f(-)=-1=y-—-In2=—-a+1= 2+y—1In2+1=0
La tangente en el punto (1,In2) es
m=f()=1l=—=y-n2=z—-1= z—y+In2-1=0
3.6.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.6.4 (2 puntos) Sea f(x) una funcién derivable en (0,1) y continua en [0, 1] tal que
fH)y=0y /0 2z f'(x)dx = 1. Utilizar la férmula de integracién por partes para hallar / flx

Solucion:

Hacemos u = 2z y dv = f/(x)de = du = 2dx y v = f(x). Aplicando la férmula de integra-

cién por partes
/udv:uv—/vdu

/ af'(x)de = 22 f(x))) — 2/ flx)dz =1=
0 0
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! o l-2zf(x)]t | 1-2f(1) 1
‘Afqu—— 2 . 2 T2

Problema 3.6.5 (2 puntos) Calcular un polinomio de tercer grado p(z) = ax® + bx® + cx + d
sabiendo que verifica:

@ tiene un maximo relativo en z =1
@ tiene un punto de inflexién en el punto de coordenadas (0,1).

@ ge verifica que

Solucién:
-
p(z) =3az? +2bx+c=p'(1) =3a+2b+c=0
-
p’(z) =6ar+2b=p"(0)=20=0=0b=0
p(0)=d=1
-
1 1 4 py3 2 L5
/p(w)dx:/(ax3+bx2+cx+d)dx:g—ki—kg—kdx =-
o o 1 T3 T2 o 4
:>9+9+3+ch§
4 3 2 4

En conclusién, tenemos

5
E_|_E_|_1:7:>a-|-2c:17 y 3a+c=0=
4 2 4
1 3 1 3
a:_gaczg:p(x):—gx?’-l—gx-i-l

Opciéon B
Problema 3.6.6 (3 puntos) Calcular los siguientes limites

a) (1,5 puntos)

h’m00 (\/x2+x—\/x2—x)

rT—r

b) (1,5 puntos)

lim =« {arctan (e®) — I}
T—00 2

Solucion:
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xﬁn@(%ﬁ—&-x—%ﬁ—x)z[oo—oo]z

lim
xr—>00

(\/x2+x—\/x2 —x) (\/302—1—30—1—\/1:2—:5) A
V2 +z+vVa2 -z B
o () () :

= lim =
s—o0 /22 4 p 22 -2 z—00 /22 + 2+ V22 —x

22

2
lim = =-=1
24z z2—x 2
TRV EE
b)
arctan () — % 0
lim x arctan(e“")fz} =[0-00] = lim #: { } =
lin TE — g SO =] = 1im NPzt
T—>300 —?12 =500 1 + 27 [e%e) —>00 2e2®
, —2z — 2 00 ; -2 -2z 00 3 -2
lim 7:[—} = lim 7:[—}: lim — =0
T—>00 er 00 T —>00 2e* 00 r—>00 2%
3.6.3. Extraordinaria
Opcion A
1
Problema 3.6.7 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = — se pide:
x

a) (1 punto) Hallar la ecuacién de la recta tangente a su gréfica en el punto (a, f(a)) paraa >0

b) (1 punto) Hallar los puntos de corte de las recta tangente hallada en el apartado anterior con
los ejes coordenados.

¢) (1 punto) Hallar el valor de a > 0 que hace que las distancias entre los dos puntos hallados

en el apartado anterior sea minima.

Solucion:

a)

1 , 1
f(a‘)_a7 m_f(a‘> _ﬁ
La recta tangente es
1 1< )
——=——=(r—a
L a?

b) Haciendo y = 0 = A(2a,0) y haciendo t =0 =B (07 %)
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d(a) = |/ (2a)2 + (2) =2 vatii

2a* — 2
d)= — e =0= a=1, a=-1

a?vat+1
Como a > 0 = a =1 En el intervalo (—1,1) la d’ es negativa y en el (1,4+00) es positiva,
luego pasa de decrecer a crecer en a = 1 y, por tanto, es un minimo.

Opcion B
2
donde In significa logaritmo nepe-

Problema 3.6.8 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = In

riano, definida para x > 1, hallar un punto (a, f(a)) tal que la recta tangente a la gréfica de f(x)
en ese punto sea paralela al eje OX.

Solucién: 5 1 5
’ T —
f(@) z z—-1 z(xz-1) a

4
f(2)= lnI =ln4=2In2= (4,2In2)
Problema 3.6.9 (2 puntos) Se considera la funcién
e

a) (1 punto) Calcular los extremos locales y/o globales de la funcién f(x).

b) (1 punto) Determinar el valor del pardmetro a tal que:

/Oaf(x)dx = i

Solucion:

a)

R € i)
f(l’)— (1+8x)3

En el intervalo (—oo,0) = f’(x) > 0 = la funcién es creciente en este intervalo.

=0=2=0

En el intervalo (0, +00) = f’(z) < 0 = la funcién es decreciente en este intervalo.

Luego en el punto (0, f(0)) = (0,1/4) la funcién presenta un maximo.

/“Ld _1
y +em2® 71
ev 1 =1 1
—f _dr= [ —dt="—=— C
/(L+wﬁ v /?2 1T T 1re
/ﬂgjifd_ 1 r_ v 11
o T+em)2™ T T1terl,” 1+e "2 14

1 1
=—-=14+e*"=4=¢*"=3=0a=1n3
1+e2 4

b)
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3.7. Ano 2006

3.7.1. Modelo
Opcién A
Problema 3.7.1 (3 puntos) Dada la funcién:

—4x

f(z):m

a) (2 puntos) Hallar sus maximos y minimos locales y/o globales.

b) (1 punto) Determinar el valor del pardmetro a > 0 para el cual es:

/Oa f(z)dx = —

Solucion:

Maximo(-0|577,1,299)

\ r A
.4 /

MInimo(0.577,-1.299)

Pay=26-D —i\[

(—oo, —¥3) | (=L, ) | (£, 00)

373
O - +
f(x) | creciente | decreciente | creciente
V3 3v3 » V3 3V3
Luego en el punto RS tenemos un Maximo y en el punto ST tenemos
un Minimo.
b)
a _4 a 1 2\y—17@
/ T = —2/ 22(1 + 2?) 2 de = —2%} =
o (L+22)? 0 —1 0
2 1 2
e = Ty —2=—-1=a==1, comoa>0=— a=1
0
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Opcién B
Problema 3.7.2 (2 puntos)

a) (1 punto) Hallar el punto P en el que se cortan las graficas de las funciones:
2
fw) =2 gla)=+Va 3

b) (1 punto) Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes en el punto P a cada una de las curvas
anteriores y demostrar que son perpendiculares.

Solucién:
a)
f(x):g(x):%:\/mﬁ r =22
La solucion negativa no vale, luego x = 2 es el tinico punto comtin.

b) Tangente a f(z):

Tangente a g(x):

@)= Fm==—m=d2)=-2 y9@2)=1=y-1=2@-2)

1 b
Como m = —— == las dos rectas son perpendiculares.
m

Problema 3.7.3 (2 puntos) Se considera la funcién:

1
@) = 2+ sinx — cosx
Se pide:
a) (1 punto) Calcular los extremos locales y/o globales en el intervalo [—, 7]

b) (1 punto) Comprobar la existencia de, al menos, un punto ¢ € [—m, 7] tal que f”(c) = 0.
(Sugerencia: utilizar el teorema de Rolle). Demostrar que en ¢ hay un punto de inflexién.

Solucion:

a)

cosx + sinx

! . .
T)=— - =0=— coszx+sinx =0 = sinx = —coszx
(=) (24 sinxz — cosx)?

3 7
= tanz = -1 —= $=Z7T+2kﬂ', l‘Z%—FQkJTF
El denominador de f/(z) es siempre positivo y no se anula nunca.

0 [CET ] (F.0
f'(x) - + -

f(x) | decreciente | creciente | decreciente

372



3 7
Luego en el punto x = ZF + 2k7 tenemos un Minimo y en el punto x = Zﬂ + 2k7 tenemos

un Méaximo.

b) Como f”(x) es una funcién continua y derivable en el intervalo [—m, 7] y ademds f'(w) =
f'(=m) =1/9 por el teorema de Rolle existe un punto ¢ € [—m, 7] en el que " (c) = 0.

Como el punto ¢ anula la segunda derivada y en él la funciéon es continua tiene que tra-
tarse de un punto de inflexién.

3.7.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.7.4 (3 puntos) Se pide:

indicando su dominio, intervalos de

2
a) (1 punto) Dibujar la grifica de la funcién f(z) = . —fl

crecimiento y decrecimiento y asintotas.

b) (1 punto) Demostrar que la funcién a,, = 1 es monotona creciente.
n

¢) (1 punto) Calcular lim n*(anq1 — an)
n—>oo

Solucion:

a) @ Domf=R-—{-1}.
@ Asintotas:

a) Verticales: x = —1

, 2z {—2}
lim = |—
z——1- T+ 1 (U

, 2x {—2}
lim =|—| =—
z——1+t T+ 1

b) Horizontales: y = 2
2
lim ——— =2
z—oo x + 1

¢) Oblicuas: No hay por haber horizontales.
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@ Monotonia:

f'(z) =

2 . .
———5 > 0 = siempre creciente
(x+1)

Luego no hay ni maximos ni minimos.

@ Representacion grafica:

iente

b) Si tenemos en cuenta que una sucesién es una funcién cuyo dominio es el conjunto de los
2n

n+1
hemos demostrado en el apartado anterior que es creciente en R — {—1}, con mayor razén lo

es en el conjunto N — {0}.

niimeros naturales excluido el cero, y si tenemos en cuenta que la funcién a,, = f(n) =

Otra manera de demostrarlo:

_2n—|—2 2n 2

n — an = — — >0
ot = = T+l (nt)(n+2)

luego la sucesion es creciente.

i 2( )= i 2n? -
ninoon nt1 An 7n£>noo n2+3n+2 B

Opcién B
Problema 3.7.5 (3 puntos) Se pide:

a) (1,5 punto) Estudiar y representar graficamente la funcién:

1
f(x)zm

b) (1,5 puntos) Hallar el drea de la regién acotada comprendida entre la grafica de la funcién
anterior y las rectas y = 1, x = 5/2.

Solucion:

a) a) @ Domf = R— {2}, Punto de corte en (0,1/2).

@ Asintotas:
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1) Verticales: z = 2

R
fm =|—|=
o2 (x—2)2  LOF >
lim _r {i} = to0

oot (x—2)2  Lo+t]

2) Horizontales: y = 2
1
lim ——= =0

T—>00 ($ — 2)2

3) Oblicuas: No hay por haber horizontales.
@ Monotonia: )
/
=——75#0
F'@)= g #

Luego no hay ni méaximos ni minimos.

(—00,2) | (2,00)
f'(x) - +

f(x) | decrece | crece

_ 1
(x—2)?

Como la recta © = 5/2 corta a las gréficas entre estos dos puntos, los limites de integracién
serdn desde x =1 ax =5/2

0

=l=—=x=1, =3



Como la recta z = 5/2 corta a las gréficas entre estos dos puntos, los limites de integracién
serdn desde z =1 a x = 5/2
3

3 1 1
5/2 (z—2) r—2 5/2 2

3.7.3. Extraordinaria

Opcién A
2 da
Problema 3.7.6 (2 puntos) Calcular / 3
1 x4+ 2
Solucién:
1 _é+ B A(x+2)+ Bx
2422 r x+2 x2 + 2z

1=A(x+2)+ Bz
siz=0 1=24=— A=1/2
siz=-2 1=-2B= B=-1/2

/ dx 1 / 1 J 1 / 1 | T
= — — —_ = = 1n
2+2e 2) 277 2) 212 z+2

/2 dx \/@
=Iny/ -
1 2?2+ 2z 2
Problema 3.7.7 (2 puntos)

a) (1 punto) Calcular los valores de a y b para que la funcién

3z + 2 si <0
flx) =< x®>+2acosx si 0<wz<m
ar+b si >

sea continua en todo valor de .

b) (1 punto) Estudiar la derivabilidad de f(z) para todos los valores a y b obtenidos en el
apartado anterior.

Solucioén:
a) Continua en z =0

lim f(z) = lim (3z+2) =2
r—0— z—0
= a=1
lim  f(z) = lim (2 + 2acosz) = 2a
z—0+ x—0
Continua en x = 7

lim f(z) = lim (2® 4 2acosz) = 7% — 2a = 7% — 2
r—>T T——T

, o 2 _ 2 _ 2
IEBﬁ f(x)fwhénﬂ(ax +b)=ar"+b=7"+b

3z + 2 si <0
flx)={ 2?2+2cosx si 0<wz<m
x2—2 si T>m
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3 si <0
f(x)=< 2z —2sinz si 0<z<m

2x si x>
f(07)=3

— No es derivable en £ = 0

f(0t)=0
fix) =2

— Es derivableen z =7
fi(mr)=2r

Opcién B
Problema 3.7.8 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = ze®, se pide:

a) (1,5 puntos) Dibujar su grafica indicando su dominio, asintotas, intervalos de crecimiento y
decrecimiento, maximos y minimos relativos, intervalos de concavidad y convexidad y puntos
de inflexion.

b) (1,5 puntos) Calcular el drea comprendida entre el eje OX y la gréfica de f(x) entre —1 <
r <1.

Solucion:

a) Dom(f)=R
Asintotas:

@& Verticales: No hay

@ Horizontales:
2

lim ze %)
xr—>00
, , _ —00 , -1
lim  ze?® = lim (—te %) = [—} = lim —— =0
z—s—00 t—s 0o 00 t—o0 —2e2t

Luego cuando la z — —o0 hay una asintota y = 0

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

Monotonia: L
f(x) =e* +22e** =e**(1+22)=0= o = —3

(=00, —1/2) | (=1/2,00)
f'(x) - +

fx) decrece crece

La funcién es creciente en el intervalo: (—1/2, 00)
La funcién es decreciente en el intervalo: (—oo, —1/2)

Como en el punto (—1/2,—1/(2¢)) la funcién pasa de decrecer a crecer estamos ante un
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minimo.

Curvatura:
() =4e*(24+1)=0= 2z =—1

(—o0,—1) | (—1,00)
) I

f(x) | convexa | concava

Como en el punto (—1,—1/(e?)) la funcién pasa de convexa a céncava estamos ante un punto
de inflexién.

T e % decreciange

reo rarrensis
B

Minimo

0
Area = ‘/ xe®® dx| +

-1

1
/ xe®® dx
0

La integral / ze® dx se resuelve por partes, llamamos:

1
U=z = duzdxydvze%dmﬁvzieh.

2x
2z _ xe _1 2z _ 2.L(2x_1)_
/xe dx = 5 2/6 de =e : = F(x)

ez +1
4

Area = |F(0) — F(=1)| + |F(1) — F(0)] = = 2,245762562

3.8. Ano 2007

3.8.1. Modelo
Opcién A
Problema 3.8.1 (3 puntos)

a) (1 puntos) Si f es una funcién continua, obtener F’(x) siendo
F(x):/' (f() + 2 + %) dt
0
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b) (2 punto) Si f(1) =1 y ademds fol f(t)dt = 1, hallar la ecuacién de la recta tangente a la
grafica de F'(z) en el punto (1, F'(1)).

Solucion:

a) Por el teorema fundamental del célculo sabemos que si f es una funcién continua si
Fo)= [ f0dt— F'@) = f@)

Luego F'(z) = f(x) + 2 + 23

b)
m=F(1)=f1)+2=3
1 1 1 1 3 t41
F(l):/ (f(t)+t2+t3)dt:/ f(t)dt+/ t2dt+/t3dt:1+—+— =
0 0 0 0 3 4 0
U S L
3 4 4
1
y- 5 =36-1)
Opcién B

Problema 3.8.2 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = 622 — 23, se pide:

a) (1 punto) Hallar un valor @ > 0 tal que la recta tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a))
sea paralela a la recta y = —15z.

b) (1 punto) Hallar el drea de la regién acotada limitada por la grafica de f y la parte positiva
del eje OX.

Solucién:
a) La pendiente de la recta tangente es m = f'(a) = —15
fl(x) =120 - 32> = m = f'(a) =120 —3a* = -15 = a=5, a=—1

Como a > 0 = la solucién buscada es a = 5 y, por tanto, como f(5) = 25 = (5,25) es el
punto buscado.

b) Los puntos de corte con el eje OX son

622 -2 =0= =0, z=6

6 B B SC4 6
S = / (622 — 23) dx = 223 — —} = 108 u*
0 41

Problema 3.8.3 (2 puntos) Obtener el valor de k sabiendo que
(.’L‘ + 3>kl‘+5 )

lim =e
Tr—>00 xr
Solucion: fots
x4+ 3\
lim < + ) =[1°] = ¢
T—>00 €T

r—r0o0

A= lim (kx+5)(x—+3—1):3k
X
2
Luego 3k =2 = k:§.
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3.8.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.8.4 (3 puntos) Se considera la funcién f(x) = 22+m, donde m > 0 es una constante.

a) (1,5 puntos) Para cada valor de m hallar el valor de a > 0 tal que la recta tangente a la
gréafica de f en el punto (a, f(a)) pase por el origen de coordenadas.

b) (1,5 puntos) Hallar el valor de m para que la recta y = = sea tangente a la grafica de f(x).
Solucién:

a) (a, f(a)) = (a,a®>+m), f'(z) = 2z = f'(a) = 2a. Luego la recta tangente serfa: y—a’—m =

2a(x — a). Si imponemos que pase por el punto (0,0) = —a? —m = —2a%> = a = y/m (la
solucién negativa no vale).

1
b) La recta y = x tiene de pendiente 1 = f'(a) = 2a = 1 = a = 2 luego el punto de

11 1 1
tangencia es el (5, 5), es decir, f (§> = -

Opciéon B

Problema 3.8.5 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = calcular el area de la regién acotada

encerrada por su grafica y el eje OX.

244

Solucion:
x? —12

L 0= 2’ -12=0= z=+2V3
244

2v3 2
—12
5:’/ d’
—2y3 7 +4

x? —12 ( 1 ) 1
F = ——— dz = 1-16—— ) de=x2—-1 —dxr =
(x) / o T / 6x2+4 r=x 6/ o T

1 1 2
x—lG/f — dgczgc—él/Qidt::v—83chtant::1:—88,1rctanf
4 (%) +1 t?+1 2

4(3v/3 — 4m)

3 =|—9,8269| = 9,8269 u?

S =|F(2V3) — F(-2V3)| =

Problema 3.8.6 (2 puntos) Dibujar la gréfica de la funcién



indicando su dominio, intervalos de crecimiento y decrecimiento y asintotas.

Solucion:
T . .
si x<0 —7(2_33)2 si z<0

fla) = 5o = f'(z) =

3 >0 <]
5. si x> 7(2_20)2 si x>0

Dominio: Dom(f) = R — {2}

Crece

(0,0)

Crece

x=2|

Monotonia: La funcién es decreciente en el intervalo (—oo,0) y es creciente en el intervalo
(0,2) U (2, 00). Asintotas:

@ Verticales:
Si z < 0 no hay
Sie>0=— x=2:

T 2
1/ = 1/ = |:7:| =
i f@) =t o= o) =
T 2
1/ = 1/ = |:7:| = —
A @)=t s = o) =
@ Horizontales:
Siz<0= y=1
lim f(z)= lim —— =1
r— —00 r—> —00 2 — I
Siz>0= y=—1:
LS = i g =

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales
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3.8.3. Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.8.7 (3 puntos)

a) (1,5 puntos) Hallar los méximos y los minimos relativos y los puntos de inflexién de la funcién:

3x2 +x+3
M) ==y

b) (1,5 puntos) Determinar una funcién F(x) tal que su derivada sea f(z) y ademés F(0) = 4.

Solucion:

2)

! 1—2?
(700,71) (7151) (LOO)
f'(x) - + s
f(z) | Decrece N, | Crece /| Decrece

Luego la funcién tiene un minimo en el punto (—1,5/2) y un méximo en el (1,7/2).

" 2u(x® - 3
f (m):M:O: =0, z=1V3
(_007 _\/g) (—\/37 0) (07 \/g) (\/3700)
() — + - +
f(z) | Convexa N | Céncava U | Convexa N | Céncava U

Como la funcién en estos tres puntos cambia de curvatura y hay continuidad, los tres son

puntos de inflexién:
11
0.3), <\/§5\/§> (-ﬁﬁ>

4 4
b)
3z + 2+ 3 1,
1
FO)=4= C=4= F(m):3x+§1n(x2+1)+4
Opcién B

Problema 3.8.8 (3 puntos) Sea g(z) una funcién continua y derivable para todo valor real de z,
de la que se conoce la siguiente informacién:

@& ¢'(x) > 0 para todo x € (—00,0) U (2, +00), mientras que ¢'(z) < 0 para todo x € (0,2).
@& ¢"(x) > 0 para todo z € (1,3) y ¢g”(x) < 0 para todo z € (—o0,1) U (3, 4+00).
* g(=1)=0, g(0) =2, g(2) =1L
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lim g(z) =3

& lim g(z)=-oc0y L m

T—> —00
Teniendo en cuenta los datos anteriores, se pide:

a) (1 punto) Analizar razonadamente la posible existencia o no existencia de asintotas verticales,
horizontales u oblicuas.

b) (1 punto) Dibujar de manera esquematica la gréfica de la funcién g(z).

T
¢) (1 punto) Si G(z) = / g(t) dt encontrar un valor x tal que su derivada G'(z) =0
0

Solucién:
(—00,0) (0,2) (2,00)
g'(x) + - +
g(z) | Crece /| Decrece N, | Crece /*

Como la funcién es continua y derivable en todo R, podemos asegurar que la funcién tiene un

maximo en x = 0 y un minimo en =z = 2.

(—OO,I) (LS) (BvOO)
e ¥ -
g(z) | Convexa N | Céncava U | Convexa N

Como la funcién es continua y derivable en todo R, podemos asegurar que la funcién tiene dos
puntos de inflexiébn en z =1 y en & = 3.

a) Asintotas:

@ Verticales: No hay, ya que la funcién es continua y derivable en todo R.

@ Horizontales: en y = 3, yaque lim g(z) =3
r—> 400
@ Oblicuas: No hay por haber horizontales

b) Su representacién serfa:

Y4 Asintota vertical v=3

: { H
Puntos de Inflexion e x=1y
erx—?

xr
g(t) dt, como g(x) es continua y derivable podemos aplicar el teorema fundamen-

¢) Glz) = /

0
tal del cdlculo y tenemos que G'(z) = g(z) = G'(xp) = g(xg) = 0= zy = —1
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3.9. Ano 2008
3.9.1. Modelo

Opcién A
Problema 3.9.1 (2 puntos) Se considera la funcién
x
flx) = e

a) (1 punto) Hallar sus asintotas y sus extremos locales.

b) (1 punto) Calcular los puntos de inflexién de f(x) y dibujar la grafica de f(x).
Solucién:

a) Asintotas:

@ Verticales: No hay ya que el denominador no se anula nunca.

@ Horizontales:

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales

b) Representacién gréfica

Miximo(l, 1)

Convexa ‘o Inflexion (2,0.27)

Céncava

©.0) + Asintotay=0
Clreciente
1—x

! —_— —_— p—

fi(z) = = =0=z=1
(_007 1) (15 OO)

f'(z) + -
f(x) | Creciente | Decreciente

Luego hay un méximo en el punto (1,e71)

-2
:r =0= =2

f(@) =

e:c
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(—00,2) | (2,00)
f'(z) - +

f(z) | Convexa | Céncava

Problema 3.9.2 (2 puntos) Calcular:

2+n)1_5"
1+n

a) (1 punto) lim (

n—- oo

VvVt +2n3 -3 —+Vnt—n
n+95

b) (1 punto) lim
n—- oo

Solucion:

2)

92 1-5n
lim < +7’l) :[100]26)\26—5

n—oo \14+n
2
A= lim (1—5n)-< +”—1):—5
b)
i Vi +2n3 -3 —+vni—n
lim =
lm (Vnt+2n® —3—vnt—n)(Vn*+2n3 -3+ Vnt—n)
n—s oo (n+5)(vVn*+2n3 =3+ vn* —n)
B 2n3+n—3
lim =
n—o0 (n+5)(vVnt+2n3 — 3 +vnt —n)
) 2+1/n? —3/n?
lim — =
n—o (14+5/n)(y/1+2/n—3/nt+/1—1/n3)
Opcién B

Problema 3.9.3 (3 puntos) Se considera la funcién

ar? +b si |z <2

fla) = { /22 si |z >2
Se pide:
a) (1,5 punto) Calcular a y b para que f sea continua y derivable en todo R.

b) (1,5 punto) Para los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior, calcular el drea de la
region acotada limitada por la grafica de f el eje horizontal y las rectas z = 1, z = 3.

Solucion:

a)
. /2% si < -2
ar® +b si |r| <2 . =
f(x):{ 1/2? s {m{>2 = f(z) =< ar’+b si —2<x<2
= 1/2?  si x>2



Para que f(x) sea continua en x = —2:

1 1
lim f(z)= lim — =~

T—s—2— T—2 12 4

lim  f(z) = lim (ax® +b) = 4a +b

r—r—27F T—>2
1
da+b= 1 — 16a+4b=1
Para que f(x) sea continua en & = 2: (Quedan los mismos resultados de z = —2)

La derivada sera:
—2/x3 si x < -2

f(z) = 2ax  si —2<z<2
—2/x% si x>2
Para que f(x) sea derivable en x = —2:
/ — 1 ! +
P2y =L -2 = —a
1 1
“4g = = — e
a=,=a %
Para que f(x) sea derivable en 2 = 2: (Quedan los mismos resultados de x = —2)
1 1
4 = —— = —_
a a T
1 1
Sia=—— = b= -
ET: 2
1/ si o< -2
flr)=4 —1/1622+1/2 si —-2<z<?2
1/x? si x>2

b) El signo de la funcién f en el intervalo [1,2] es siempre positiva, y lo mismo ocurre en el
intervalo [2, 3]

—1/162% +1/2=0=— z = +V8

Los intervalos de integracién serén (1,2) y (2, 3)

2 3 2
1, 1> -z x} 17
= _— — d - = =
51 /1(16m+2 TR T3l T m



3.9.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.9.4 (2 puntos) Estudiar los siguientes limites:

a) (1 punto) lim (e* —2?)

r—+00

4./1? x
b) (1 punto) zgnioo 30 i 270

Solucion:

a)

2
Im (e —2%)= lim ¢° (1 - x—) = lim =00
xr—+o00 r— 400 er xr—+00
ya que:
2 2
lim x—:[g}: lim —x:{f]: Im — =0
r—+o00 T o0 r—+oo et o0 r—>+o00 et
b)
47 457 5" ((3)" +1 5" (3)" +1
im T+ — = lim 7((2)30 ) = lim <7> 7(2)1 =0

Problema 3.9.5 (2 puntos) Obtener los méximos y minimos relativos, y los puntos de inflexién
de la funcién:

f(@) = x(In(x))

siendo In(z) el logaritmo neperiano de x.
Solucién:

fl(z) = (n(z))* +2In(z) =0= =1, z=¢"2

(0,e7?) (e 1) (1,00)
f'(@) + - +
f(x) | Creciente /| Decreciente \, | Creciente

La funcién presenta un méximo en el punto (e=2,4e~2) y un minimo en (1,0).

_ 21n(x)

f(=)

2
+i=0=z=¢"
x

(0,e71) (e~ 1, 00)
f"(x) - +

f(z) | Convexa N | Céncava U

La funcién presenta un punto de Inflexién en el (e=1, e~ 1)
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Maximo

Punto de Inflexion

Minimo

Opcién B
Problema 3.9.6 (3 puntos)

a) (1,5 puntos) Para cada valor de ¢ > 0, calcular el drea de la regién acotada comprendida
entre la grafica de la funcién:

1
flz)=ca* + =22 +1
c
el eje OX y las rectas x =0, x = 1.

b) (1,5 puntos) Hallar el valor de ¢ para el cual el drea obtenida en el apartado anterior es
minima.

Solucion:

a)
1
ctt+ =P +1=0= P2t + 22 +¢c=0
c
Esta ecuacién no tiene soluciones para 0 < ¢ < 10, ya que el discriminante 1 — 4¢? < 0, esto

quiere decir que, la funcién no corta el eje OX en el intervalo [0, 1] y, por tanto, los limites
de integracion del drea buscada seran desde x = 0 hasta z = 1.

1

1 5 3
1 1
S = / (cx4+—x2+1) dz| = | < +‘T—+x} |
0 c ) 3c 0 5 3c
3c2 +15¢+5
Slc) = ———
(©) 15¢
b)
32 -5 V5
S/(C)ZW:O: C:i?
ey =+ = +
f(x) | Creciente /| Decreciente N\, | Creciente
La funcién presenta un méximo en ¢ = —/5/3 y un minimo en ¢ = v/5/3, que es el valor

buscado.
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3.9.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 3.9.7 (3 puntos) Dada la funcién;

se pide:

a) (2 puntos) Dibujar la gréfica de f, estudiando el crecimiento, decrecimiento, puntos de infle-
xién y asintotas.

b) (1 punto) Calcular:

Solucién:
2 +1
fy =22
a) @ Asintotas:
a) Verticales: No Hay
b) Horizontales:
a1 =0
o2, ) =0

La recta y = 0 es una asintota horizontal cuando x — oo, pero no lo es cuando
T — —00.

¢) Oblicuas: No hay por haber horizontales

@ Monotonia:

—z?+2z -1 (z—1)?
et - e

=0=z=1

fi(z) =

Ademés, f'(z) < 0 siempre y, por tanto, la funcién es siempre decreciente. Esto quiere
decir que, la funcién no tiene ni maximos ni minimos.

@ Curvatura:

2 _
f”@):%:o: z=1 =3
(—o00,1) (1,3) (3,00)
f"(@) + - +
f(z) | Céncava U | Convexa N | Céncava U

@ Representacion:
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Decrece

(0,1)

PI(1,0.7357588823)

Decrece

PI(3,0.4978706836)

y=0

b) Se trata de una integral por partes donde u = 2% + 1 = du = 2xdz y dv = e *dx = v =

2
/f(z)das:/ xe_tld:z::—e*x(x2+1)+2/:ce*“’da::

(Volviendo a resolver por partes u = — du=dzy dv =e %dx — v = —e %)

—e

= —e Pz +1)+2 {—xe‘m +/ e_"”} = —e (2?4 1) —2ze™" — 2% =

242 3
Z—E_z($2+2$+3):_%
1 12 2
2
| t@de= [ T tae— B 50
0 o € e’ 0 e

Opcién B
Problema 3.9.8 (3 puntos)

a) (1,5 puntos) Calcular:
/ 23 In(z) dx
donde In(x) es el logaritmo neperiano de x.

b) (1,5 puntos) Utilizar el cambio de variable
r=c —e"
para calcular:
/ .
V4 + 2?2

Indicacion : Para deshacer el cambio de variable utilizar:

T+ V244
t=In[{ ——

2

Solucion:
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dx .
a) Se trata de una integral por partes, donde hacemos: u = Inx = du = — y dv = ¥3dx =
x

.’L‘4
vV=—

4

4

4lnz 1 zilne 1 =z dx*lnx — z*
31 :x —*/ 3 = —_—— Y= —
/J: n(zx) dz 1 1/ dz 1 12 16 +C

b) z=¢e'—e ' = dr = (e +e )dt

et + et et +et

/71 d dt ———dt
€Xr = = =
“/4+$2 /4_|_(et_67t)2 q/2_’_6%_1_6—215

t —t t —t 2
/idt: Wdt:/dt:t:m(ﬂ” V;+4>+C

(et + eft)Q et -+ e—t

3.10. Ano 2009

3.10.1. Modelo
Opcion A

Problema 3.10.1 (3 puntos) Sea:

L i r<

1 st < g

fz) = - ;
—(r —9)2 i > 2

12(1 (x—2)%) si T2 g

a) (1 punto) Estudiar la continuidad y la derivabilidad de f(x).
b) (1 punto) Hallar los maximos y minimos locales de f(x)
¢) (1 punto) Dibujar la gréifica de f(z).

Solucién:

a) (1 punto) Continuidad:

lim f(z)= lim (1 — aﬁ) — l

z—s (3/2)— z— (3/2) 4 16
7 7

1f = I —(1—(z—-2)?% =
mﬂl(3m/2)+ 1(@) :EHI(I??/Q)‘*' 12 ( (2 ) ) 16

Luego:

z—> (3/2)~ z— (3/2)*



. 3
f es continua en z = 3

Derivabilidad:

N w N W

Luego:

La funcién no es derivable en z = 3/2

b) Estudiamos su representacién grafica

Primero los extremos

3
,gz() si x<§ r=0 si z<
flz) = T
T s 3
%:0 si xzi r=2 si z2>

Recurrimos a la segunda derivada para discernir su clase

1 3
—5 = Midiximo si z < 3
f(x) =
-7 3
0 Méxi . 53
5 dximo si x> 5

N N w

x=3/2
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Opcién B

Problema 3.10.2 (2 puntos) Sea:
||
x?2+1

fx) =

a) (1 punto) Estudiar la continuidad y la derivabilidad de f en 2 = 0.

b) (1 punto) Estudiar cudndo se verifica que f’(z) = 0. Puesto que f(1) = f(—1), jexiste
contradiccién con el teorema de Rolle en el intervalo [—1,1]?

Solucion:

a) Continuidad:

lim  f(z) = lim (—L) =0

x—> 0)~ z—0

z _ z x _

f(0)=0

Luego:
lim f(x)= lim f(z)=/f(0)=0=

z— 0~ r— 0+

f es continuaen x =0

Derivabilidad:
x?—1
5 5 sl oz < 0
=] Y —{fo)=
. F0) =1
CESIE si x>0
Luego:

£1(07) # 11 (07)

La funciéon no es derivable en £ = 0
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@0

b) Para que se cumplan las hipétesis del teorema de Rolle la funcién debe ser continua en el
intervalo (—1,1) y derivable en el intervalo [—1,1], lo cual no es cierto segin el apartado
anterior.

Problema 3.10.3 (3 puntos) Sea

(r—1)% si 2<1
Inx si x>1

f) = {

donde In z significa logaritmo neperiano de x. Hallar el drea de la regién acotada limitada por la
grafica de f(z), y por la recta y = 1.

Solucion:

@ Comprobamos si hay continuidad en el punto x =1

lim  f(z) = lim (z-1)%)=0

z—> 1)~

lim f(x)= lm (lnz)=0

r— 11+ r—s 11+
f(1)=0
Luego:
lim f(zr)= lim f(z)=f(1)=0=

r— 1~ r— 1+

f es continua en x = 1

@ Calculamos los puntos de corte de f(z) con y =1

{(w—l)zzl si <1 {sz si <1
Inzx=1 si x>1 r=e si x>1

@ Calculamos el drea:
S = |S1] + Sz
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Resolvemos las integrales por separado

1

1 3
S /0(1 (o= 1)do= =5 +a*] =3 —15il=3

La siguiente integral se resuelve por partes u =lnx = v =dzx/x y dv=dx = v ==z

/(1 —Inz)dx =x — (xlnx—/dm) =2x —zlnx

52=/ (1-Inz)dr = 2z —zlnz|]] =e—2 = [Sz| = — 2
1

2

2 4
S:§+e—2:e—§u

(©0)

3.10.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.10.4 (2 puntos) Calcular el siguiente limite:

1 (z+1)
i (14 o rs)
x—1>H4l-oo + ox? +4x + 8

segun los valores del parametro «

Solucién:
1 (z+1) - \
(10— ) gy
s— Foo +a1}2+4x+8 =] =e
1 z+1
:c—l>n41-oo(x AT ax? 4+ 4z + 8 s too \az? + 4z + 8

1

1 (z+1) 14
(1 1)
m—l>n—}-oo * 4r + 8 c
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Sia#0= A=0=

1 (z+1) 0
i (16—t o
x—1>H—l&-oo +ax2+4x+8 €

Problema 3.10.5 (2 puntos) Calcular la integral:

F(z) = / t2etdt
0
Solucion:

Se trata de una integral que se resuelve por partes:

(u =t’ = du=2dt; dv=e'dt = v= fe*t)

/ e tdt = —t2et + 2/ te tdt =

(u:t:> du=dt; dv=e'dt = v:—e_t)

=2t +2 {—te‘t +/ et dt} =2t 42 [—te_t — e_t] =—et (t2 + 2t + 2)

x
F(m) = /0 tPe tdt = —et (t2 + 2t + 2)]5 = —e_x(gj2 + 2 + 2) )

Opcién B
Problema 3.10.6 (3 puntos) Si la derivada de la funcién f(x) es:
f'(@) = (& =1)*(x - 5)
Obtener:
a) (1 punto) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) (1 punto) Los valores de = en los cuales f tiene mdximos relativos, minimos relativos, o
puntos de inflexion.

¢) (1 punto) La funcién f sabiendo que f(0) =0
Solucidn:

a)

(—00,1) (1a5) (5a OO)
f'(z) + - +
f(x) | Creciente /| Decreciente “, | Creciente

b) En 2 = 1 hay un méximo y en 2 = 5 hay un minimo. Para calcular los puntos de inflexién
calculamos la segunda derivada:

f(@) = 4@ = 4)(z - 1)

f"(x) =0= x =4y x = 1. El tnico posible punto de inflexién es =4 ya que en z = 1
hay un maximo:

(—OO,l) (174) (4a OO)
@ - - -

f(z) | Convexan | Convexan | Céncaval
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0,0 Mdximo(1,0) 5

Convexa

Decreciente

P.Inflexion(4,-161/5)
Creciente

Concava

Creciente

Minimo(5,-51)

5
f(x):/ [x4—8x3+18m2—16x+5] de =2 — 224 1 625 — 822 + 5z + C

5
f0)=0+C=0= C=0
.
f(x):E—2x4+6x3—8x2+5x

3.10.3. Extraordinaria
Opcion A
Problema 3.10.7 (3 puntos) Dada la funcién:

In(1 + az) — bz
2
flz) = 1 )

y _ 1 =0
9 S1 €T

si 1+ax>0y xz#0

Se pide:

a) (1,5 puntos) Hallar los valores de los pardmetros a, b para los cuales la funcién f es continua
en x = 0.

b) (1,5 puntos) Para a = b = 1, estudiar si la funcién f es derivable en x = 0 aplicando la
definicién de derivada.

Solucion:
a)

In(1 —
lm n(l+ ax) b:c:

x—0 xQ

0} 3 a—b—abx
2= ffm 2%
0 z—0 2z + 2ax2

Si a # b este limite no tiene solucién, por tanto continuamos con la condiciéon de que a = b:

a—b—abr , —a’z a? 1 be 41
m —— =1lm ———=——=—— = qag=b=
=0 2z + 2ax2 t—0 22 + 2ax? 2 2
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b) Sia=b=1

In(1 —
n(+72x)x si 1+2>0y z#0
x
flz) = 1
—3 si z=0

La definicién de derivada en el punto 0 es

£(0) = 1fm

h—s 0 h
In(1+h)—h 1
h - —
f(0+h) e , f(0) 3
In(14+h)—h
7(0) = lim il SO 1 B Dt R m )
h—s0 h h—s 0 2h3 0
== —1+2h 1+2h 1
e . _ H N\
o T 6h2 ho 6h + 6h2 L0 o

Luego no es derivable en el punto x = 0.

Opcién B
Problema 3.10.8 (3 puntos)

a) (1 punto) Dada la funcién:
x

122

f(x)

hallar el punto o los puntos de la gréfica de f(x) en los que la pendiente de la recta tangente
sea 1.

b) (0,5 puntos) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto « = 0.

¢) (1,5 puntos) Sea g una funcién derivable con derivada continua en toda la recta real, y tal
que g(0) = 0, g(2) = 2. Demostrar que existe al menos un punto c en el intervalo (0,2) tal

que ¢'(c) = 1.
Solucién:

a) La pendiente de la recta tangente es m = 1:

1+ 22 z=0

f’(a:):(1_:62)2:1:>ac4—3ac’4’=0:>{I:i\/g

Los puntos seran: (0,0), (v/3,—v3/8) v (—v/3,V3/8)
b) En z = 0 la recta tangente es y =
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¢) Se cumplen las condiciones del Teorema del Valor Medio en el intervalo [0,2] y por tanto

Je € [0, 2] que cumple

iy 92)—g(0) 1
g@O=""0 17!

3.10.4. Reserva
Opcion A
Problema 3.10.9 (3 puntos) Calcular las derivadas de las siguientes funciones:
a) (1 punto) f(x) = (2x)3.
s

b) (1 punto) g(z) = co g

6m
¢) (1 punto) h(z) = / e“St dt.
5

T

Solucion:
a) f'(z) = 3(22)** (1 + In(2z))
b) ¢'(z) =0

c) N
s(z) = / et dt = §'(x) = ™57
5

us

h(z) = s(6x) = h'(z) = 6e°°°*

Opcién B

Problema 3.10.10 (2 puntos) Sabiendo que el volumen de un cubo de lado a es V(a) = a?

centimetros ctibicos, calcular el valor minimo de V(z) + V(y) si ¢ +y = 5.

Solucion:
fl@)=V(@) +V(y)=2"+¢*, y=5-2= fla)=2"+(5-2)’ =
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fl(x) =322 -305—-2)> =30z -75=0—= x:g

5

@) =30 = (2

2) =30 > 0 = Minimo

Sustituyendo en f(z):

5 125

— = —_— = 3
f(2> 1 31,25 cm

Problema 3.10.11 (2 puntos) Calcular las siguientes integrales:

a) (1 punto) /(2x—|— 1)? dz, / 3 do

1 4
b) (1 punto)/Q“’dx,/L;wdz
x

Solucion:

a) /(2x+1)3dx—;/2(2x+1)3dx—(235;;1)4+C

4
1 xr
/x36$4d:ﬂ:1/4msez4dm:%+0
5/

x

ln2~2'"£dx:2—+C

In2
142+ 2t 1 1 22
—dr=————+—+0C
/ x3 * 222 CE+ 2 +

3.11. Ano 2010
3.11.1. Modelo

Opcién A
Problema 3.11.1 (3 puntos) Dada la funcién:
flz) =€" +ae™,
siendo a un nimero real, estudiar los siguientes apartados en funcién de a:

a) (1,5 puntos) Hallar los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de

I

b) (1 punto) Estudiar para que valor , o valores, de a la funcién f tiene alguna asintota hori-
zontal.

¢) (0,5 puntos) Para a > 0, hallar el drea de la regién acotada comprendida entre la gréfica de
fyeleje OX ylas rectas ¢ =0, z = 2.

Solucion:

1
a) fllz)=e"—ae @ =0= x:%
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@& Siag>0:

(—o0,Ina/2) | (Ina,oo)
f'(x) - +

f(z) | Decreciente | Creciente

La funcién es decreciente en el inetervalo (—oo,lna/2) y creciente en el (Ina/2, c0).

Ina
La funcién tiene un minimo en el punto (7, 2\/5)

@ Sig < 0= Ina no existe, luego no hay extremos. Por otro lado f'(z) >0, Vo € R =
la funcion es siempre creciente.

_ 223:
lim € a:{oo}: lim € _ lim 2e® = o0

T—00 e’ o0 r—o0 e¥ T—00

En este caso no hay asintotas horizontales sea cual sea el valor de a.
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Cuando £ — —o0:

2x 2x
, e’ —a 00 , _ ,  1+ae .
lim = [—} = lim (e 4ae’)= lim ——— =oc0sia#0
T—3—00 er xr—>00 T—>00 et

Es decir, no hay asintotas horizontales en este caso siempre que a # 0. Si a = 0 =

, 1+ ae®®
hm —_— =
T—00 et

b) Con a > 0:

2
S:/ (e +ae %) de = e 7@6791:]3
0

=a(l—el—2))+e% —1u?

Opcién B
Problema 3.11.2 (3 puntos) Dada la funcién:
fla) =22
Se pide:
a) (1 punto) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto (—1, f(—1)).

b) (1 punto) Determinar los puntos de interseccién de la recta hallada en el apartado anterior
con la grafica de f.

¢) (1 punto) Calcular el drea de la regién acotada que estd comprendida entre la gréfica de f y
la recta obtenida en el apartado anterior.

Solucion:

a) f(—1) = 0. El punto de tangencia es el (—1,0). f'(z) = 322 — 1 = m = f’(~1) = 2. Luego
la recta tangente es:
y=2z+1)= 20 —y+2=0
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b) Para encontrar los puntos de interseccién lo hacemos por igualacién:

P —r=2+2= r=—-1, x=2
Los puntos de interseccién son: (—1,0) y (2,6).

c)

2 . 2 4 22 2
S—/ (2x+27x‘3+x)dx:/ (fx3+3z+2)dz:fz+3?+2z =
-1 —1 —1
2
T

(-1,0).

3.11.2. Ordinaria-General
Opcion A
Problema 3.11.3 (3 puntos) Dada la funcién:

2
f) =5
se pide:
a) (0,75 puntos) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z).
b) (0,75 puntos) Hallar los puntos de inflexién de la grafica de f(x).
)

)
¢) (0,75 puntos) Hallar las asintotas y dibujar la grafica de f(x).
)

d) (0,75 puntos) Hallar el drea del recinto acotado que limitan la gréfica de f(x), el eje de
abscisas y las rectas y = x + 2, x = 1.
Solucién:
2z
a) f’(I):*m:0:> T =

(=00, 0) (0,0)
f'(x) + -

f(z) | Creciente | Decreciente
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La funcién es creciente en el intervalo (—o0o,0) y decreciente en el (0, 00).

La funcién tiene un maximo en el punto (0, 2)

2(32% — 1) V3

b) fll(x):W:0:> x:j:?

(700,*?) (77?”?) (73300)
(@) + - +

f(z) Coéncava Convexa | Céncava

La funcién es céncava en el intervalo (—oo, — @)U(

V3
3 bl

37
La funcién presenta puntos de inflexién en (—\3[, 4) y <

00) v es convexa el intervalo (—%2, ¥2).

373
V37
374

¢) Como el denominador no se anula nunca no hay asintotas verticales y, pasamos a estudiar
las horizontales:

y, por tanto, no hay asintotas oblicuas.

Y

Midximo(0,2)

Punto Inflexion(-0,5773502691; 1,75) Punto Inflexion(0,5773502691; 1,75)

y=1

(0.0)
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1,2

2 4
/ Tt da::arctanx+x](1):1+f_ +m
0

2 +1 4 4
, 12
Area:|S1\+|52|:3+E: Zﬂuz

Opcién B
Problema 3.11.4 (3 puntos) Dada la funcién:

Vzlnz
fay=1 *

z+k si <0

si >0

donde In x significa logaritmo neperiano de z, se pide:

a) (1 punto) Determinar el valor de k para que la funcién sea continua en R

b) (1 punto) Hallar los puntos de corte con los ejes de coordenadas.

¢) (1 punto) Obtener la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcién en el punto de

abscisa z = 1.

Solucion:

a) Para que la funcién sea continua en 2 = 0 se tiene que cumplir:

lim f@) =l f(z) = f(2)

lim f(z)= lm (x+k)=k

r—> 0~

z— 0~
Vrlnz ., Inz —00 ) 1
= lim e = |— | = im —_—
por 2 a0 0 o0t 2 m2VE2 5

8

) vV 0
1 - _
B i r N s e B

Luego k=0
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Valnzx

x

b) Siz=0= f(0)=0=(0,0). Si f(z) =0 =

y (1,0), por la otra rama obtenemos el punto (0,0).

=0= 2=0, 2=1= (0,0)

¢) Se pide la tangente en la rama x > 1:

f)y=0
e )2 Flus 22
f'(@) = (2f >22x
m = f'(1) :%

1
La recta tangente es y = §(x -1

3.11.3. Ordinaria-Especifica
Opcién A
Problema 3.11.5 (2 puntos) Hallar:

/3 b — 81«1 2

1 t I
a) (1 punto) lim T+ 22

r—>00

{ 3\2/z?
b) (1 punto) mh_r>n0(1 + 4z°)

Solucién:
a)
[ Fsz—83]" . [vV=85]” -
lim |[———| = lim =(-1)*=-1
b)

: : 21n(1 + 42°
lm (14 46%2/%° = A s In A = lim In(1 + 45927 = 1 20EF4T)

r—0 x—0 x—0 $3
24

0
—|=lm ——— =38 A=¢eb
M 030148~ ¢

Problema 3.11.6 (2 puntos) Dada la funcién f(x) = In(x? +4x —5), donde In significa logaritmo
neperiano, se pide:
a) (1 punto) Determinar el dominio de definicién de f(z) y las asintotas verticales de su gréfica.
b) (1 punto) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z).
Solucién:
a) Hay que estudiar la inecuacién: 2 +4x — 5 > 0.

2 4dr—5=0= z=-5, z=1

(=00, —=5) | (=5,1) | (1,00)
flx) + — +

Luego Dom(f) = (—o0, —5) U (1, 00). Las asintotas verticales son:

406



- = -5

lim  In(2? + 42 —5) = —o0;  lim  In(2? + 4z — 5) no existe
r— —5— r— =57+

-« r=1:

lim In(z? + 42 — 5) no existe, lim In(z* +4z —5) = —o0
rz— 1 z—> 1t
, 2z +4 . . .
b) f(x) = PR 0 = x = —2 Estudio la derivada sin tener en cuenta que procede
T _
de un logaritmo y luego restringiré la conclusiones al dominio de esta funcién:
(-00,=5) | (=5,-2) | (=2,1) (1,00)

T - - - -

f(x) | Decreciente | Creciente | Decreciente | Creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo, —5) y creciente en el (1, 00).

Opcion B
Problema 3.11.7 (3 puntos) Dadas las funciones:

y=9—22 y=22x+1

se pide:
a) (1 punto) Dibujar las graficas de las dos funciones identificando el recinto acotado por ellas.
b) (1 punto) Calcular el drea de dicho recinto acotado.

¢) (1 punto) Hallar el volumen de un cuerpo de revolucién obtenido al hacer girar alrededor del
eje OX el recinto acotado por la grifica de y = 9 — 22 y el eje OX.

Solucion:

a) La funcién f(x) = 9— 22 tiene los puntos de corte con los ejes: (0,9), (3,0) y (=3,0), presenta
un méximo en (0,9) y es una funcién par (simétrica respecto a OY). La funcién g(z) = 2x+1
es una recta que pasa por los puntos: (0,1) y (—1/2,0)
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20 15 15 2c

b) Calculamos los puntos de corte de estas dos graficas:

99—’ =2 +1=2=—-4, =2

2 2 3 2
S:/ (9—x2—2x—1)dx:/ (—x2—2x+8)dx:—x——x2+8x = 36 u?
—4 —4 3 —4
c¢) Dibujamos y = 9 — 22 y por simetria podemos hacer:

y

-3,0) (3,0) %

3 3 5 3
1296
szw/ (9—x2)2dx:27r/ (81+x4—18x2)dx:81x+%—6x3 = =208
-3 0

3.11.4. Extraordinaria-General
Opcién A
Problema 3.11.8 (2 puntos) Calcular los limites:

. a/x
a) (1 punto). z11_1)110(1 + arctan x)
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, 3x + 2e*
b) (1 punto). $h_l'>noo m

Solucion:
In(1 t
a) lim (14 arctanz)®® = A\ = lim aln(l + arctan z) =1InA
z—0 z— 0 x
In(1 2
lim aln( —&—arctanx):{g}: fm —2 g =In\= \=¢"
z—0 T z—0 1 + arctanx
b)

3x + 2¢e* 00 , 3+ 2e” 00 , 2e” 2
1m7:[—}:hm :[ }:hm — ==
z—o0 Tx + He® 00 z—o0 7 + He” 00 z—r 00 He? 5

Problema 3.11.9 (2 puntos) Calcular:

1
x
a) (1 punto). —dx
b) (1 punto)./ x cosx dx
0
Solucién:

a)
1 1
T 1 1
——dr = —— —2x 4—:1}2 _1/2d;17:— 4—{L’2 :2—\/§
/0 \/4*3'52 2/0 ( )( ) \/—]0

T
b)/ x cos x dx se resuelve por partes u =z y dv =coszdr = du=dz y v =sinz:
0
/xcosxdx:xsinx—/sinxdx:xsinx+cosx+0

s
/ zcoszdr = xsinz + cosz]) = —2
0

Opcion B

Problema 3.11.10 (& puntos) Los puntos P(1,2,1), Q(2,1,1) y A(a,0,0) con a > 3, determinan
un plano 7 que corta a los semiejes positivos de OY y OZ en los puntos B y C' respectivamente.
Calcular el valor de a para que el tetraedro determinado por los puntos A, B, C y el origen de
coordenadas tenga volumen minimo.

Solucién:
ﬁ: (1-a,2,1) y@: (2 —a,1,1) y como punto elijo el A(a,0,0):
l—-a 2—-a z—-a
e 2 1 Y =0=nm:z24+y+(a—3)z—a=0
1 1 z
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Punto de corte de 7 con OY: hacemos z =0 e z =0 = B(0,aq,0).
Punto de corte de m con OZ: hacemos x =0e y = 0= C(0,0,a/(a — 3)).

Tendremos los vectores:

OA = (4,0,0), OB = (0,a,0), OC = (0,0,a/(a — 3))

El volumen del tetraedro sera:

1]a@ 0 0 a3
V(a):6| 0 a 0 |:6a—18
0 0 af(a—3)

Para calcular el minimo hacemos su derivada e igualamos a cero:

>(2a—9 9
a@a=9) __ 4—0, a=

Vi@ =5 —ae 0=

El tinico punto a estudiar serd el a = 9/2:

(—00,9/2) | (9/2,00) 9 81
! -
V'(a) - + = Minimo <§, @)
V(a) | decrece crece

Luego los puntos pedidos son:

A(g,o,o), B(og,o), C(0,0,3)

3.11.5. Extraordinaria-Especifica

Opcién A

Problema 3.11.11 (2 puntos) Obtener el valor de a para que
:EQ _ 3 G,I2
(557 -
1m $2 n 3

Solucion:

2
2 _ ax
lim (x 3) =[1°] = ¢

z—r oo \ 22 + 3
2
L oy [(T°—3 _ —6az?
A= whmoc(ax ) (m - 1) = zhmoo m = —6a

e =4=—= lne % =n4=— 6a*1n4:>a*7h174

Problema 3.11.12 (2 puntos) Hallar:
16

a) (0,5 puntos). / (x —15)% dx
14
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b) (1,5 puntos). /911 (x —10)*(x — 9) dx

Solucion:
16 AT
0 [ am1pa - G102
14 9 " 9
11
b) / (x—10)'"(2—9) dx se resuelve por partes: u = —9 = du = dr y dv = (z—10)*dz =
9
_ (2 —19)*
YT
— -1 20
[ =107 =0y de = EEDEZIT o 100 e -
(x —9)(z —10)*° (z —10)%!
20 21 +C
11
/11 (x —10)(z — 9) dx = (z —9)(z—10)2° (x— 10)21} 2
? 20 o, =
Opcién B

Problema 3.11.13 (3 puntos) Dada la funcién:

3z2 + 5z — 20
f@) = ——F—

z+5
se pide:

a) (1,5 puntos). Estudiar y obtener las asintotas.

b) (1 punto). Estudiar los intervalos de concavidad y convexidad.

¢) (0,5 puntos). Representar gréaficamente la funcién.

Solucion:

a) Asintotas:

@ Verticales: x = —5
I 3x2+5x—20_{30 ~ oo
z—s—5+ z+5 “lot]
) 322 + 5z — 20 {30}
lIlm —m———— = = —00
r——5" T + 5 0~
@ Horizontales: No hay
. 3x? 452 —20
Im —mMm—— =40
T—>00 x+5
@ Oblicuas: y =mzx+n—=— y=3x— 10
, 3x2 + 5z — 20
m= llm —s—— =

z—so0 12+ bx

2 _
n— lim (w _3m) _ 10
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b) Estudio completo:

@ Monotonia:

3(x2 + 10z + 15)

'(z) = = = 10, 2=-5-1
f'(z) e 0= z=-5++10, z=-5—10
(=00, =5 — V10) | (=5 — V10, =5 + v/10) | (=5 + /10, 00)
f'(@) + - +
f(zx) creciente decreciente creciente

Luego la funcién tiene un Méximo en el punto (—8, 16; —43,97) y un Minimo en el punto
(—1,84; —6,03).
60

@& Curvatura: " (z) = CFSE # 0 Luego la funcién no tiene puntos de Inflexion.
T

(—OO,—5) (—5,00)
@ - -

f(z) | convexa [ | céncava |

¢) Representacién gréfica:

Yy

x=-5 | \Decreciente Creciente

y=3x-10
Cdpcava

Minimo(-1,84;-6,03)

Convexa

Decreciente

3.12. Ano 2011

3.12.1. Modelo
Opcién A
Problema 3.12.1 (3 puntos) Dada la funcién:

rz—1

f(f):m

se pide:

a) (1,5 puntos). Obtener, si existen, los maximos y minimos relativos, y las asintotas.
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b) (1,5 puntos). Calcular el drea del recinto acotado comprendido entre la grafica de f, el eje
OX y las rectas x =0, z = 3.

Solucion:

a) @ Mdiximos y Minimos:

/ _ 3—x _ _
(—o0,—1) (—1,3) (3,00)
e ¥ -
f(z) | decreciente N, | creciente /' | decreciente N\

1
La funcién presenta un Maximo en el punto (3, g) En el punto z = —1 la funcién no

es continua, en ese punto habra una posible asintota vertical.

@ Asintotas:

e Verticales: x = —1 ) )
3 xr — N
0 e {F} NP
lim =1 = {_—2} = 400
z— -1+ (x + 1)2 0+
lim g N = 2] +00
z— —1- ($+1)2 0+
e Horizontales: y =0
lim L _
e S PEEE

e Oblicuas: No hay por haber horizontales
@ Comprobamos si hay algin punto de corte de esta funcién con el eje de abscisas que
esté dentro del intervalo [0, 3]:
x—1
(x+1)2
Los limites de integracion seran de 0 a 1 y de 1 a 3. Calculamos la integral indefinida

de la funcién por descomposicién polinémica:

z—1 A B Alz+1)+B

Cr1? 2+l @rl2 . (@12

=0= =1

r=—-1=— B=-2
r=0— —-1=A+B— A=1

z—1 1 1 2
F)= | ———dz= | —dzx -2 | ———de=1 I+ —
(z) /(m+1)2 x /x—i—l x /(ac—i—l)Q r=In|z+ |+x—|—1

|
51:/0 mda@:F(l)—F(O)zln?—l

:c—l:A(x+1)+B:>{

3

— | T dr=F@) -F(1)=In2- =

% /1(x+1)2d$ (3)-F(1)=In
11,

S=8i|+]S/=1-m2+I2- 5 =2u
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Miximo (3,1/8)

%
r‘ﬂk

Opcién B
Problema 3.12.2 (2 puntos) Calcular los siguientes limites:

a) (1 punto). zﬁr%ﬁ zel/®

V1+tanz — /1 —tanz
m

b) (1 punto). I

z—0 €T
Solucién:
a)
1z _1/22)el/®
lim @'/ =[0-00] = lim L:[f}: Sz
z—0+ a—0t 1/x 00 e—0t  (—1/22)
lim e'/* = +00
r—0t
b)

. V/1+tanz — /1 —tanzx {O}

lim =|=

x—0 x 0
2 _ 2

. ( 1/cos*z  —1/cos®x ) _q

z—0 \2y/1+tanx 21 —tanz

1
Problema 3.12.3 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = 3~ sinz, calcular el area del recinto aco-

tado comprendido entre la grafica de f, el eje OX y las rectas z =0, x = g

Solucion:

Comprobamos si hay algin punto de corte de esta funcién con el eje de abscisas que esté den-
tro del intervalo [O, g}

1 . 0 T
——sine=0— = —
2 6

Los limites de integracién serén de 0 a w/6 y de 7/6 a 7/2. Calculamos la integral indefinida:

1
F(z):/ <§fsinx> dx:ngcosx

S1=/0ﬂ/6 (%—sinx) dx:F(ﬂ'/6)—F(O):17T—2-|—
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w/2
32:/ <lfsinx) dx:F(ﬁ/Q)fF(ﬂ'/G):Efﬁ
T \/§ NEE s
S ‘Sl|+|S2| 12+ 5 + 5 6 3 2 0,47

3.12.2. Ordinaria
Opcion A
Problema 3.12.4 (2 puntos) Se pide:

3
a) (1 punto). Calcular la integral / xV4+ 5x2 dx.
1

b) (1 punto). Hallar los valores minimo y maximo absolutos de la funcién f(z) = V12 — 322.

Solucion:

a)

15 L 15

3 3
v/ (4 + 5x2)3 316
/ x1/4+5x2dmzw -
1

b) El dominio de la funcién viene dado por la inecuacién 12 — 3% > 0 = Dom(f) = [-2,2] y
su signo es siempre positivo, la funcién siempre estd por encima del eje de abscisas; como en
x = %2 la funcién vale cero en estos dos puntos que serdn minimos relativos. Por otra parte:

V3

@)=~ = 0= 2 =0
(—2,0) (0,2)

f'(x) + -

f(x) | creciente /| decreciente N\

Luego hay un maximo en el punto (0,2v/3) que, por ser el tinico, serd un méximo absoluto.
Alcanzard un minimo absoluto en los puntos en los que f(z) =0 = (—2,0) y (2,0).

Problema 3.12.5 (2 puntos) Se pide:
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a) (1 punto). Calcular el siguiente limite:

I VT
m ——
T—r00 | [ 4 \/5

b) (1 punto). Demostrar que la ecuacién 4z® + 3z +m = 0 sélo tiene una raiz real, cualquiera
que sea el numero m. Justificar la respuesta indicando qué teoremas se usan.

Solucion:

a)
TR VA P i

s—oo \JT + T 0o NE

b) Sea cual sea el valor de m, la funcién f(z) = 42° + 3z + m es una funcién polinémica y, por
tanto, continua y derivable en R.

=1

lim (z°+3z+m)=o00 y lim (2°+3z+m)=—o0
T—>00 T——00

Luego la funcién cambia de signo en el intervalo (—oo,00) y, por el teorema de Bolzano,
necesariamente tiene cortar al eje de abscisas.

fl(x)=202* +3>0 Vo € R

Luego la funcién es siempre creciente, en consecuencia sélo puede haber un punto de corte
(Teorema de Rolle).

Opcién B
Problema 3.12.6 (3 puntos) Dada la funcién:

Se pide:

a) (1 punto). Determinar el valor de a para el que la funcién posee un minimo relativo en z = 1.
Para este valor de a obtener los otros puntos en que f tiene un extremo relativo.

b) (1 punto). Obtener las asintotas de la grafica de y = f(z) para a = 1.
¢) (1 punto). Esbozar la grifica de la funcién para a = 1.

Solucion:

a)

Py =8 gy p)=0= a=3
1 ]‘2 1
(@)= = = (1) =12>0



Luego en z =1 la funcién tiene un minimo relativo.

3zt -3
f’(az)szz(): 30t =3 = g =21
En x=-1:
1 12 "
f (z):;:> (-1 =-12<0
Luego en z = —1 la funcién tiene un maximo relativo.
b) Sia=1:
41
fa) ="
Asintotas:
@ Verticales: z =0
zt+1 1}
Ii =|=|==
1210 (L’S LO R
) zt 41 1
IEI}JJF 1‘3 1 OT:| = s
! rt 41 1 }
im =|—|=-00
z—0- a3 o+
@ Horizontales: No hay
, zt+1
lim T =
Tr—>ro0 X
@ Oblicuas: y = mz +n
4
1
m = lim ﬁz lim < —: =1

T—>00 T —00 1‘3
y=x
c¢) La gréfica para a = 1:
¥
=
Min(132,1.73)
Miix(-1.32/-1.75)
=0

417



Se trata de una funcién IMPAR, bastaria con calcular sus extremos

, zt -3
fla)=——=0=2=-132 =132

(—o0; —1,32) | (—1,32;1,32) | (1,32 00)
f'(x) + - +
f(x) | creciente / | decreciente \, | creciente

La funcién tiene un maximo relativo en el punto (—1,32; —1,75) y un minimo relativo en el
punto (1,32;1,75)

3.12.3. Extraordinaria
Opcion A
Problema 3.12.7 ( 8 puntos).

a) (1 punto) Calcular los limites:

i 2 . 2
a:*lgrioo 4 + e—(z+1) a:—1>HJlroo 4 + e—(z+1)

T

1
b) (1 punto) Calcular la integral: /0 T 322 dx

¢) (1 punto) Hallar el dominio de definicién de la funcién f(z) = Va2 + 9z + 14. Hallar el
conjunto de puntos en los que la funcién f tiene derivada.

Solucion:

a)

i 2 2 1

im = = -

z— +oo 4 + e—(z+1) 440 2

, 2 2
xgnloo 4 4+ e_(m"‘l) o ; =0

b)

1
x 1 1 1
— _—dr=—-1In|1+32%], ==In2
/01+3$2m 6n\+x|}0 ;I

c) 22 +9x + 14 > 0 = Dom(f) = (—o0, =7 U [-2,0).
2z -9

!/
)= ——
f @) 2va? + 9z + 14
La funcién tiene derivada en (—oo, —=7) U (—2, 00).
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Opcién B
Problema 3.12.8 (2 puntos). Dada la funcién

el/x si x<0
_ k si =0
flz) = cosz—1 .
—— s >0
sinz

hallar el valor de k para que f sea continua en x = 0. Justificar la respuesta.
Solucién: f es continua en x = 0 si

lm f(z) = lim f(z) = f(0)

z— 0t z— 0~

lim f(z)= lim e /T =0

r— 0~ r— 0~
, , cosx — 1 0 , —sinx
lim f(r)= lim ——— = |=| = lim =0
z—s 0+ z— 0+ SN 0 z— 0+ COST
Como f(0)=k= k=0
Problema 3.12.9 (2 puntos).
a) (1 punto). Hallar el drea del recinto limitado por la grafica de f(x) = —sinz y el eje OX

entre las abscisas x =0y x = 27.

b) (1 punto). Hallar el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al hacer girar la grafica

de f(z) = —sinz alrededor del eje OX entre las abscisas ¢ =0y © = 27.
Solucién:
a) f(z) = —sine =0= 2 =0y a2 = 7. En el intervalo [0, 27] hay dos recitos de integracién

S1 =1[0,7]) y Sg = [, 27]

S1 :/ (—sinz)dz = cosz]) = —2
0

2m
Sy = / (—sinz)de = cosz]>" =2

S = ‘Sl|+|52| :4u2

¥

T ™ 1 s
V:27r/ (7Sin‘f€)2d£€:ﬂ'/ (1—cos2z)de=m <xf§sin21)} =2 ud
0 0 0
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3.13. Ano 2012

3.13.1. Modelo
Opcién A

Problema 3.13.1 (2 puntos) Halla el valor de A para que la funcién

At g .
— si x>0
32
f(z) =
sin 2x .
si <0
T

sea continua. Razonar la respuesta.

Solucion: ) )
Az Az
—1 0 2\ 0
lim f(z)= lim S~ = H = lim 220 H ~
T— 0F z—s 0+  3x2 z—s0+ 6z 0
. 2X(e? @ 4 2Az2et “’2) A
lim = =
z—s 0t 6 3
in 2 0 ) 2
lim f(z)= lim o=t = H = lim 28 o
z— 0~ z—> 0~ X 0 z—> 0~ 1

Para que f sea continua en z = 0 se tiene que cumplir:

L, J@) = i () =0

A
Luego 3= 2 = )\ = 6 verificarfa la primera igualdad, pero no la segunda, dado que f(0) # 2.

Es decir, con A = 6 la funcién serd continua en R — {0}, en 2 = 0 presenta una discontinuidad
evitable y serfa continua si incluimos la rama f(0) = 2.

Problema 3.13.2 (2 puntos) Dado el polinomio P(x) = 2 + ax? + bx + ¢, obtener los valores de
a, by ¢ de modo que se verifiquen las condiciones siguientes:

= El polinomio P(x) tenga extremos relativos en los puntos de abscisas © = —1/3, x = —1.
= La recta tangente a la gréfica de P(z) en el punto (0, P(0)) sea y = x + 3.

Solucién:
P(x) = 2® + ax?® + bx + ¢ = P'(z) = 32° + 2a2 + b

1 1 2a
pf(_f): Lo2a
3 0:>3 3+ 0
:{a 2
P(-1)=0=3-2a+b=0 b=1

P'(0)=1 pendientede y=2+3= b=1

El punto (0, P(0)) también pertenece a la recta y = x + 3 luego para x =0 = y =3 = P(0) =
3 = ¢ =3 El polinomio buscado es

Px)=2*+22> +x+3
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Opcién B

Problema 3.13.3 (3 puntos) Sabiendo que la funcién F(z) tiene derivada f(x) continua en el
intervalo cerrado [2, 5], y, ademds, que:

F2)=1, F(3)=2, F(4)=6, F(5)=3, f(3)=3 y f(4)=—1;

Hallar:
5
a) (0,5 pun‘cos)./2 f(x)dx
3
b) (1 punto)./2 (5f(z) =7 dx

4
¢) (1,5 puntos). /2 F(2)f(z) da.

Solucion:

5
a) /2 flx)de=F(5)—-F((2)=3—-1=2

3 3 3
b)/2(5f(x)—7)dx=5/2 f(x)dx—7/2 du =
—5(F(3)— F(2)) —T(3-2)=5(2 1)~ 7= 2

4
0 / F(x)f(x) dz =

3.13.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 3.13.4 (2 puntos) Hallar a, b, ¢ de modo que la funcién f(x) = 23 + az? + bz + ¢
alcance en x = 1 un méaximo relativo de valor 2, y tenga en z = 3 un punto de inflexion.

Solucidn:
f'(x) = 32% + 2ax + b, f"(x) =62+ 2a

f)=2= a+b+c=1 a=-9
F(1)=0= 2a+b=-3 = { b=15
f"3)=0= a=-9 c=-5

f(z) =2® —92° 4 1520 — 5

Problema 3.13.5 (2 puntos) Calcular razonadamente las siguientes integrales definidas:

= (1 punto). / e*® cosz dx
0

(1 t0) /”/2 sin 2z
. unto). ————dx
P o 14 cos?2z
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Solucién:

4 2
= (1 punto). / e*® cosx dx = —g(e% +1)
0

U= CcosT —> du:—sinx} e*®cosx 1 2% G d
=—— "+ - | esinzdr =
dv = e** dx = U:%e%

I= 2@ dzx =
/6 COST dx 2 2

u=sinr = du = cosz e*®cosx 1 [(e*sinx 1 2
=—5 Tt3\—5 ~3/°¢ cos T dx

dv = e** dx = v:%eh 2 2 2
e cosz 1le*sinx 1 1 (2cosz + sinz)e?®
I= = - I=I+-I=
2 + 2 2 4 + 4 4
/ 2 cos 2 do — (2cos x + sin x)e?®
5
™2 sin2x 1 "2
. S ey dx = ~3 arctan(cos 2z) . b

Opcién B
Problema 3.13.6 (3 puntos) Dadas las funciones

3z +4+In(z+1)

- g(z) = (Inx)®, h(z) = sen(m — x)

f(z)

se pide:
a) (1 punto). Hallar el dominio de f(z) y el lim f(x).
r—>+00

b) (1 punto). Calcular ¢’(e).

¢) (1 punto). Calcular, en el intervalo (0, 27), las coordenadas de los puntos de corte con el eje
de abscisas y las coordenadas de los extremos relativos de h(z).

Solucion:

a) Dom(f) = (V3,00)

TR Gt (2] = i 25Ty
r— 400 xr2 —3 00 r—+o00 3 xé—S
b)
1
g (z) = (Inz)* <ln(ln(x) + m) = ¢'(e) =1

c) h(z)sen(n —x) =0 = 7 —2 = kr = a = (1 — k)m,, el dnico punto de corte en este
intervalo es en x = .

1
h'(z) = —cos(m —z) =0 = 7r79::2+k:7r:> IZT((ifk')

422



3.13.3. Ordinaria-Coincidente

Opcién A

Problema 3.13.7 (8 puntos) Dada la funcién f(x) = cos? z, se pide:
a) (1 punto). Calcular los extremos relativos de f en el intervalo (—m, )
b) (1 punto). Calcular los puntos de inflexién de f en el intervalo (—m, )

¢) (1 punto). Hallar la primitiva g(z) de f(z) tal que g(7/4) = 0.

Solucién: 4
f'(z) = —2sinzcosx = —sin2z2 =0= z = g, keZ
a) En el intervalo (—, ) sélo hay tres soluciones: z = £7/2 y © = 0. Analizamos estos extremos
por el criterio de la segunda derivada. f”(z) = —2cos 2x:
f"(0) = =2 < 0= en z = 0 hay un Méximo
f (g) =2> 0= en 2 =0 hay un Minimo
f (—g) =2>0= en 2 =0 hay un Minimo
b)
k
f'(x) = —2cos2x =0 = xz%ﬁ—%, keZz

En el intervalo (—, ) las soluciones serdn: © = +7/4 y = £37w /4. Analizamos estos puntos
por el criterio de la tercera derivada. f(z) = 4 sin 2x:

" (£m/4) = £4 # 0 = en x = +7/4 hay un punto de Inflexién

" (£37/4) = £4 # 0 = en z = +37/4 hay un punto de Inflexién

1 2 2 in 2
g(a:):/cos2a:dx:/ + cos T 2 + sin T c

2 4
2 4 sinm/2 2 2
grjay = T2EST2 0 TE2 by oo T
4 8 8
()72:c+sin?m77r+2
9\ = 1 8

Opcién B
Problema 3.13.8 (2 puntos) Dada la funcién

se pide:

a) (1 punto) Hallar Hm+ f(x), lm f(z)

z— 3 r— —3~
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b) (1 punto) Hallar Linioo f(z), lm f(x)

Tr—> —00
Solucién:
a)
P x—3 , z—3 ; Ve —3
Im ———= lm ——= lim ——=0
r—73 3T r2 -9 z— 3t Jr+3vVr—3 z— 3t \/x 3
, r—3
lim = —00
z— -3~ /22 -9
b)
T . B
r—> 400 r2 -9
lim =3\

Problema 3.13.9 (2 puntos)

8
a) (1 punto) Sea f(z) una funcién continua tal que / f(u) du = 3. Hallar
1

2
/ f(z®)2? dx
1
b) (1 punto) Hallar el dominio de definicién y las abscisas de los puntos donde la funcién
Fa) = /(z = 3)(9 — x)?

alcanza sus méaximos y minimos relativos.

Solucion:

2 8
/1 f(x3)m2dm:[u:x3]:% . flu)du=1
b) Dom(F(z)) = 3, +o0)
F'(z) = 3@ —5) — 9) =0= x=5 =9
2¢/(xz —3)(9 — z)?
(3,5) (5,9) (9, 00)
F() + - +
F(x) | creciente | decreciente | creciente

En el punto (5,4+/2) hay un méximo relativo y en el punto (9,0) hay un minimo relativo.

En el punto (3,0) hay un minimo global.
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(5, 5.656854249)

3.0 9.0)

3.13.4. Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.13.10 (3 puntos) Dada la funcién

f(a:)*{ 3+ A si <3
Tl 4410z —2% si z>3

se pide:

a) (1 punto). Hallar el valor de A para que f(z) sea continua. ;Es derivable para ese valor de
A?

b) (1 punto). Hallar los puntos en los que f'(x) = 0.
¢) (1 punto). Hallar el maximo absoluto y el minimo absoluto de f(x) en el intervalo [4, 8].

Solucion:

a)
lim f(x)=64+4; lim f(z)=17
x—> 3t

r—> 3~
9+A=1T— A=8

f(x)—{ 3z +8 si <3 zf’(x)—{ 3 si <3
Tl 4410z —22 si >3 T lL10—-2z si >3

f'(37)=34# f(3%") =4 = no es derivable en x = 3
b) f/(x) =0 sblo en el intervalo (3,00) y serd: 10 — 20 =0= 2 =5

c) f(4) =20, f(8) =12, f(5) = 21, luego tendriamos un méximo absoluto en el punto (5,21) y
un minimo absoluto en el punto (8,12).

Opciéon B
Problema 3.13.11 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = 22 sinz, se pide:

a) (1 punto). Determinar, justificando la respuesta, si la ecuacién f(z) = 0 tiene alguna solucién
en el intervalo abierto (7/2, ).

b) (1 punto). Calcular la integral de f en el intervalo [0, 7].

425



¢) (1 punto). Obtener la ecuacién de la recta normal a la gréfica de y = f(x) en el punto
(m, f(m)). Recuérdese que la recta normal es la recta perpendicular a la recta tangente en
dicho punto.

Solucion:

a) 2 #0en (7/2,7) y sinz # 0 en (7/2,7), luego podemos concluir que f(x) = z?sinz # 0
en (m/2,m).

b) La integral se calcula por partes:

5 . u=2>= du=2zdx 9
zesinz dx = . = —z“cosx+2 | zcosxdr =
dv =sinxdr = v = —cosx

{ u=x=— du=dz
d

. = —22cosz+2 |zrsinz — [ sinazdz| =
v=cosrdr —> v =sinx

= —2%cosz + 2xsinz + 2cosx = (2 — x?) cosx + 2z sinx

T

_ 2 _
0 =T 4

/ r?sinzde = (2 —x2)cosx+2msinx]
0

¢) f'(z) =2xsinz +2?cosz, f'(n) = -2 = m = 1/7%, f(x) =0:

1
y = —(z — m) recta normal
T
_ 2
y = —m°(x — ) recta tangente

3.14. Ano 2013

3.14.1. Modelo

Opcién A

Problema 3.14.1 (3 puntos) Dada la funcién

22 + 3z
— si <0
x—1

fla) = a si =0
e~/ si >0

se pide:
a) (1 punto). Determinar el valor de a para que f sea continua en x = 0.
b) (1 punto). Para ese valor de a, estudiar la derivabilidad de f en z = 0.
¢) (1 punto). Hallar, si las tiene, las asintotas de la grafica y = f(x).

Solucion:
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) , 222 4 32 , , 1/
z1—1>H%J* f(x) - z1—1>H%J* ﬁ - 07 m1—1>n%)Jr f(il:) - zl—I>HB+ € - 0’ f(O) -
Luego a = 0.
b)
222 — 4z — 3 <0
si
(z—1)?
f(z) = 0 si =0
1
76_1/;8 si x>0
T
_ —1/h
1A=\ _ 9. £l/ia+\ f(0+h) f(O)_ , e ! 9
f(o)—3,f(0)—hl_>0+ h —hl_lrﬁﬁ h
1/h 00 , —1/h? _nY A
o+ el/h {g} " h—o0t —1/h2el/h hgl%ﬁ cim =Y
Como f'(07) # f'(07) = f no es derivable en z = 0.
y1
y=2x+5, /\
c) Siz<O0:
@& Verticales: La tnica posible seria en x = 1, pero no estd en la rama y, por tanto no es
valida.
@ Horizontales: No tiene
B 2x2 + 3z
lim —=—-00

z—s—c0 x —1
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@ Oblicuas: y = mz + n:

, flx , 2x2 + 3z
m= lim —*= lim — =2
rT— —00 I r— —00 4 — I
2x% +3
n= lim (f(z)—mz)= Ilim (u—%c):
T— —00 T— —00 x—1

lim ( 5x1>:5: y=2r+5

T— —co \ I —
Siz>0:

@ Verticales: No puede haberlas.

@ Horizontales: y =1

lim e /7 =¢2=1
r— +00

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

Opciéon B
Problema 3.14.2 (3 puntos)

a) (0,5 puntos). Representar graficamente el recinto limitado por la gréfica de la funcién f(x) =
Inz y el eje OX entre las abscisas . = 1/e, x = e.

b) (1,25 puntos). Calcular el drea de dicho recinto.

¢) (1,25 puntos). Calcular el volumen del sélido de revolucién obtenido al girar dicho recinto
alrededor del eje OX.

Solucion:
8) f(1/e) = -1, f(e) =1y f(1) = 0:

¥
15

0.5

(1/e,0) (e,0)
0.5 3 i 2 2.5 3 s

=1
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u=lnr = du=Ltdx

x

dv=dr— v=ux

F(w):/lnxd;v: :xlnx—/dx:x(lnx—l)

Sy = F(1) — F(1/e) = 2;6; Sy = Fle) — F(1) =1

2—e 2
+1= +1= U

Area = |S1| + |S2| = ’

Y

u=(Inz)? = du= 2224y
F(x)Z/(lnx)de:{ (dv:)dx:> L —

z(lnz)? — 2/ Inzdr =z(lnz)? — 2z(lnz — 1)

V= 77/6 (Ino)? dz = m(F(e) — F(1/e)) = & =9) 3
1/e e

3.14.2. Ordinaria
Opcién A

3

Problema 3.14.3 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = 5, se pide se pide:

x
(x —3)
a) (1 punto). Hallar las asintotas de su gréfica.

b) (1 punto). Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(z) en el punto de abscisa
T =2.
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Solucion:

a) @ Verticales: v =3

i z8 {27} n ! z3 {27} »
im ——— = |—| = +oc; im =|—| =400
z—3- (z —3)2 0+ T oa—st (x—3)2 0+
@ Horizontales: No hay
x3 a3
B e S ER
@ Oblicuas: y = mz + n:
. (z) . z?
M e e o s 200 TB — 622 + 9z

23
p— 1, _— p— 1/ (7 — ) pr—
n im  (f(z) —mz) im 2 6259 T

r—r — 00 r—r — 00
622 — 9x
i (S£25) o ylors
ac—1>Hloo 2 —6x+9 — Y=t
2% — 922
b) f'(x) = =——— en el punto de abscisa z = 2 el valor de la pendiente de la recta tangente es
(z —3)

m = f'(2) = 28 y el punto de tangencia es (2, f(2)) = (2, 8), la recta buscada en su ecuacién

punto pendiente sera:
y—8=28(zx—2)

Problema 3.14.4 (2 puntos) Calcular las siguientes integrales:

x—3 23244

Solucién:

a)
r—3 x 1 1 9 T

2 2 4 2 2

— 21

/ M%dz: zfifmz@ _2
1 x 2 222 . 8

Opciéon B
Problema 3.14.5 (8 puntos) Dada la funcién f(z) = 2 cos? z, se pide:
a) (1 punto). Calcular los extremos absolutos de f(z) en [fg, g]

b) (1 punto). Calcular los puntos de inflexién de f(z) en [—g, g}
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/2
¢) (1 punto). Calcular/ f(z)dx
0

Solucion:

a)
k
f(z) = —2sin2z = 0 = ng, keZ

En el intervalo [—g, %} sélo hay tres soluciones: * = +7/2 y & = 0. Analizamos estos

extremos por el criterio de la segunda derivada. f”(z) = —4 cos 2x:

f"(0) = —4 < 0 = en z = 0 hay un Mdximo absoluto

)

7 (7) =4>0= enx = g hay un Minimo absoluto

I V)

f" (_7) =4>0= enz = —g hay un Minimo absoluto

[\)

f(x) = —4cos2x =0= z = (2k + 1)%, keZ
En el intervalo [—g, g] las soluciones serén: x = +m/4 . Analizamos estos puntos por el
criterio de la tercera derivada. f"/(x) = 8sin 2z:
f"(n/4) =8 # 0= en z = 7/4 hay un punto de Inflexién

" (-m/4) =8 # 0= en z = —7/4 hay un punto de Inflexién

/2

/2 w/2 in? T
/ 2C082$dl‘:/ (1+cos2x)da::ac+sm i _T
0 0 2 0 2

3.14.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 3.14.6 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = e~* — z, se pide:

a) (1 punto). Determinar el polinomio de segundo grado, P(z) = ax? + bz + ¢, que verifica
simultdneamente las tres condiciones siguientes: P(0) = f(0), P'(0) = f/(0), P”(0) = f"(0).

b) (1 punto). Usar los teoremas de Bolzano y Rolle para demostrar que la ecuacién f(z) = 0
tiene una tnica solucién real.

Solucién:
a)
fl@)=e"—1r= flla) =" ~1= f'(x) =e"
P(z) = az® + bz + ¢ = P'(z) = 2az + b= P"(z) = 2a
P(0) = f(0) =c =1

P'(0) = f'(0)=b= -2 — P(2) = %:52 —2z+1

P'0)=f"0)=2a=1= a=3
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b) La funcién f es continua en R, ademads.

lim (7 —z) =400, lim (7 —2)=—00
T—> —00 T—> 00
la funcién cambia de signo en el intervalo (—oo, +00) y por el teorema de Bolzano aseguramos
que 3c € R/f(c) = 0.
La funcién f es siempre decreciente ya que f/'(z) = —e™® — 1 < 0 y, por tanto, ese punto ¢
es unico.
a si z<0

1+ze™ si >0 » se pide:

Problema 3.14.7 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = {

a) (1 punto). Determinar el valor de a para que f sea continua en x = 0 y estudiar, en ese caso,
la derivabilidad de f en z = 0.

1
b) (1 punto). Calcular, en funcién de a, la integral / f(x)dx.
—1

Solucién:

a) Continuidad en z = 0:

lim f(z)= lm a=a
r— 0~ r— 0~

lim f(z)= lim (1+ze ®)=1 ~ a=1
z—> 0t — 0t

: / —) —
Derivabilidad en = 0: f(x) = { g ) NG A S { ‘;,Eng; B (1) = f noes
derivable en x = 0.

b) /(1+xe*‘”) dx =
r—e “(z+1)

u=x = du=dx _ _ _ -
do — e—2da %’ e_i}:x—xe “J—l—/e“:dx:m—xe T—e "=

1

1 0 1
[1 f(x)dxz[l adx+/0 (1+xze ®)de = [ax](ll—k [x—e*f”(a:—&-l)]oz
a+(1-2"1)—(-1)=a+2(1-e?)

Opcién B
Problema 3.14.8 (3 puntos) Dada la funcién

sin x

si x<0

T

f(z) = : X
Inz+1) & .50

r+1

donde In significa logaritmo neperiano, se pide:
a) (1 punto). Estudiar la continuidad de f(x) en = 0.

b) (1 punto). Calcular wirrloc f(x),wgnmf(x)
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¢) (1 punto). Estudiar la derivabilidad de f y calcular f’, donde sea posible.

Solucién:
lim f(z)= lim —— =1
a) Continuidad en z = 0: { *9° o 07 ln%x—&— 1) . = f no es continua en

I = 1 T o

x = 0 presenta una discontinuidad no evitable, hay un salto.

sinx

b) lim =0
r—r — 00 €T
VIR )

z— 400 x4+ 1

rcosxr —sinx

> si x<0
c) fl(z) = , [ es derivable en R — {0}.
1—In(z+1) G 23>0
(x+1)2 -

3.14.4. Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.14.9 (3 puntos) Dada la funcién:
4 27

se pide:
a) (0,75 puntos). Hallar las asintotas de su grafica.

b) (1,75 puntos). Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y calcular sus puntos
de inflexion.

¢) (0,5 puntos). Esbozar la grifica de la funcién.

Solucion:
4 27 5(7x — 20)

o —4 2x+2:2(w+1)(x—4)

a) Asintotas:

@& Verticales: z = —-1yx =14
I 5(7x — 20) _ {—135} ~ oo
e— —1- 2(z + 1)(x — 4) 0-
I 5(7x — 20) _ {—135} -
z——1- 2(z + 1)(z — 4) 0+
) 5(7x — 20) {40
Im —m——=|—| =—
e—a- 2(x + 1)(z — 4) 0~
I 5(7z — 20) _ 40 ~ i
c—a- 2(x +1)(z —4) 0+
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@ Horizontales: y = 0
5(7x — 20)
m —— =
z— 00 2(x + 1)(z — 4)

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

2
-4
b) f(z) = E;((Zcm—i_ 1)2(();5 jj)i) < 0Vz € R. Luego f decrece en todo el dominio R — {—1,4}.

5(72% — 6022 + 264z — 344)

1

= = = 2
/(@) @+ )%z — 4P V==

(700771) (7172) (274) (4,00)
O T - T
f(z) | Convexa | Céncava | Convexa | Céncava

Hay un punto de inflexién en (2,5/2).

¢) La gréfica es:

12
| A
=2 x4
\
\\\ | \\
\\PI(Z‘S/Z) \\
o=
=0 K
— a
,\\\ \\
N \
\
.
\
\
|
\
Opciéon B
Problema 3.14.10 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = %_’_1 , se pide:
x

a) (1 punto). Hallar la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en x = 0.
1
b) (1 punto). Calcular / zf(z) dx.
0

Solucién:

a)



1 1 2 1
€T 1 1
/0 a:f(z)da:z/o mdmz/{) (1— m) dr = x — arctanz|, =

4 —m

m
1- =
4 4

Problema 3.14.11 (2 puntos) Dada la funcién f(x) = /%, se pide:

a) (1 punto). Calcular lim f(z), lim f(x) y estudiar la existencia de lim f(x).
r— 400 r—> —00 z—0
b) (1 punto). Esbozar la grafica y = f(x) determinando los intervalos de crecimiento y decreci-
miento de f(x) y sus asintotas.
Solucién:
a) lim e/"=1; lim e/ =1.
r—> +00 r—> —00
1/z

lim €/*=0; lm e

= 00; luego en 0 no extiste el limite.
z— 0~ z—> 0t

b) La grifica serfa:

x=0
y=1
Por el apartado anterior la funcién tiene una asintota vertical en £ = 0 y una asintota
horizontal en y = 1.
61/1
flx) = - " <0, Vz € R— {0}

Luego la funcién es siempre decreciente.
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3.14.5. Extraordinaria-Coincidente
Opcion A
Problema 3.14.12 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = 2® + ax? + bz + ¢, se pide:

a) (1,5 puntos). Hallar los valores de a, b y ¢ para que la gréifica de la funcién tenga un extremo
relativo en el punto de abscisa = 1, un punto de inflexién en el de abscisa x = 2/3 y corte
el eje OY en el punto de ordenada y = 1.

b) (0,5 puntos). ;Es el extremo relativo un méaximo o un minimo?

Solucién:
a)
fx) =2+ a2z’ +bx+c, f(r)=32>+2ax+b, f'(zr)=6x+2a
f0O)=1= c=1 a= -2
ff)=0=3+2a+b=0 ={ b=1 = f(z)=2"-22"+2+1
f"(2/3)=0= 4+2a=0 c=1
b)

flx)y=2® 22+ +1, fl(r)=32"> -4z +1, f'(z)=6x—4

f"(1) =2 > 0= en = =1 hay un minimo.

Problema 3.14.13 (2 puntos)Dada la funcién:

22 —x+25 si r<l1
flx)={ 5/2+2)2+(B -2 si 1<z<2
5 In(1#%) i z>2

Se pide:
a) (1 punto). Estudiar la continuidad de f(z) en x =1y en z = 2.

b) (1 punto). Estudiar la derivabilidad de f(z) en z =1y en & = 2.

NN

Solucion:

a) Continuidad en x =1

lim f(z)= lim (2* —2+25)=25

r— 1~ r— 1~
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lim  f(z) = imﬁ(5\/(2+x)2+(5—x)2):25

z—> 1+
F(1) =25

Luego f(x) es continua en x = 1.
Continuidad en = = 2

lm f(z)= lim (5y/(2+2)? + (5 — 2)?) = 25

T— 2~ T— 2~

lm f@) = lin (2ROt

T— 2+ z— 2+ Inb

)=5
Luego f(z) es discontinua no evitable en 2 = 2, hay un salto.
b) Derivabilidad:

2¢ — 1 si r<1
5(2z—3)

, _ _ 5(2¢-3)

fi(x) = oremrmr l<x<?2
A0z g x> 2
(@2+1)Inb

Derivabilidad en x = 1: f/(17) =1 # f’(17) = —1 luego no es derivable en z = 1.
Derivabilidad en = = 2: No puede ser derivable ya que no es continua.
En resumen, la funcién es continua en R — {2} y derivable en R — {1, 2}.

Opcién B
22+ a

Problema 3.14.14 (8 puntos) Dada la funcién f(z) = ot

, se pide:

a) (1 punto). Calcular la recta tangente a la grafica de f(x) en « = 1.
b) (0,5 puntos). Hallar el valor de « para el que esta recta tangente es horizontal.

¢) (1,5 puntos). Representar graficamente la funcién y = f(x) para @ = 2, estudiando sus
asintotas y su crecimiento y decrecimiento.

Solucioén:
o 2z(1l—a)
a) f(z)*m
b=rm =t m= =10
l+a 1-a

by m=0=1-a=0= a=1

2
e+ 2
¢) Si =2 tenemos f(x) = ——
) flo) = 5
@ Dom(f) = R, es una funcién par, con corte con OY en (0,2) y siempre positiva.
, . . . . , 2+ 2
@ Asintotas: No tiene verticales, tiene una horizontal en y =1 yaque lim ——— =1y

c—o0 x2 +1
por tanto no hay oblicuas.
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|

|
=
8
Il
o

@ Monotonfa: f/(z) =

(—00,0) (0, +00)

f(x) | creciente | decreciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, 0).
La funcién es decreciente en el intervalo (0, 00).
La funcién tiene un méximo en el punto (0, 2).

2(322 — 1) V3

* f'(z)= =0= z==+-"-
1) = Ty T
(—00, =) | (=) | (%F+00)
f"(x) + X +
f(z) céncava convexa | céncava
Céncava: (—oo, —?) U (@, oo) y Convexa: (—@, ?)
Liix(0,2)
P P
1
3.15. Ano 2014
3.15.1. Modelo
Opcién A
Problema 3.15.1 (2 puntos) Calcular los siguientes limites:
; arctanz — x
a) (1 punto). wh_r}ng — s
b) (1 punto). lim [1 — sinz]'/®
z—0
Solucién:
a)
. arctanz — 0 ) H% -1 , —x?
lim ———=|-| = lilm —=—— =1
z—0 3 0 z—0 32 z—0 322(1 + 22?)



b) lim [1 —sinz]/® =[1°] = A

x— 0

lim ———F = = 1l=lhA=A=¢"

x—0 x

In(1—sinz) {0} B o p—

Problema 3.15.2 (2 puntos)

6
a) (1 punto). Sea g(x) una funcién derivable que cumple g(6) = / g(x) dx. Hallar
5
6
/ (x —5)g'(x) dx
5
€ 1
b) (1 punto). Sea f(x) una funcién continua que verifica / fluw)du = 7 Hallar
1

2
/ f(e™?)e®/? du.
0

Solucion:

a)
6 , A u=x—5=— du=dzx —
| w-ad@a=| 00 AT ] =

6
(z— 5)g(@)’ — / g(x) dz = g(6) — 0 — g(6) = 0

b)
2 u=e"? = 2du = e*/%dz e
/ f(e®)e*?de = | z=0= u=1 =2/ flwdu=1
0 rT=2= u=c¢ 1
Opciéon B

Problema 3.15.3 (3 puntos) Dada la funcién

222 +6 .
si x<0
x—1
@ =3
¢ —1
21 si x>0

se pide:
a) (0,75 puntos). Estudiar su continuidad.
b) (1 punto). Estudiar la existencia de asintotas de su gréfica y, en su caso, calcularlas.
c¢) (1,25 puntos). Hallar los extremos relativos y esbozar de su grafica.

Solucion:
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20° +6

I -6
w—l>rnO_ I*l
2
1
m L=

—so0+ 22 +1

Como lim # Ilim la funcién tiene en x = 0 un discontinuidad no evitable, hay un salto.
z— 0~ z—> 0t

Cuando = < 0 : No hay asintotas verticales ni horizontales, pero hay oblicuas: y = mx+n =
y=2x+2
2 2
m= lim 327% =2
T—> —0c0 L4 — I
222 4+ 6
n= lim ( vt —236):
xr—> —00 r—1

Cuando x > 0 : No hay asintotas verticales pero si horizontales y, por tanto, no hay oblicuas.
y=1
x?2 -1 _

R

2(z? — 22 —
200 —22-3) o g
, (12
f(x) =
4x .
W S1 xZO
Cuandoz < 0: 22 —20 —3=0= 2= —1, = =3 No vale. En 2 = —1 la funcién pasa de

crecer a decrecer, luego hay un méximo en el punto (—1,—4)

x>0: 4 =0 = 2 = 0. En z = 0 la funcién empieza a crecer, luego hay un mini-
mo en el punto (0, —1)

y=2x+2

1

Min(0,-1)

Mix(}1,-4)

3.15.2. Ordinaria

Opcién A

Problema 3.15.4 (2 puntos)
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a) (1 punto). Sea f : R — R una funcién dos veces derivable. Sabiendo que el punto de abscisa
& = —2 es un punto de inflexién de la gréfica de f(z) y que la recta de ecuacién y = 162+ 16
es tangente a la gréfica de f(z) en dicho punto, determinar:

f(=2), f(=2)y f'(-2)

b) (1 punto). Determinar el drea de la regién acotada limitada por la gréfica de la funcién
g(z) = 2% + 423 y el eje OX.

Solucién:
a) Por ser x = —2 la abscisa del punto de tangencia con la recta y = 16z + 16 = f(—2) =
—-32+416 = —16.

La pendiente de esta recta es m = f/(—2) = 16 y, por udltimo, al ser punto de inflexién

f"(=2)=0.
b) g(z) =2t +423 =0= =0, z=—4

0 5 0 44
/ (z* + 42%) do = x——&—x‘l} =——
—4 5 4 5
44 2
S = "5 =

Problema 3.15.5 (2 puntos) Calcular justificadamente:

a) lim 1—2x— eZ—&— sin(3z)
z— 0 T

. (522 4+ 2)(z —6)
b) I T hea o)

Solucion:

a)

., 1—2x—e” +sin(3z) 0 ., —2—e” 4 3cos(3x) 0
lim 3 =|=-| = lim = |=| =
z—0 x 0 z—0 2z 0
i 6T 9sin(3z) _ 1
z—0 2 2
b)
. (522 +2)(z—6) oo . 523 5
hm —_— = |:—:| = hm —_— = =
z— oo (22 —1)(22 — 1) 00 z— o0 223 2
Opciéon B

Problema 3.15.6 (3 puntos) Dada la funcién

~Ja+Iln(l-2z) si <0
f(z)i{ r2e™® si >0

(donde In denota logaritmo neperiano) se pide:
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a) (1 punto). Calcular lim f(z)y lim f(x).
Tr—>00

T——00
b) (1 punto). Calcular el valor de a, para que f(x) sea continua en todo R.

¢) (1 punto). Estudiar la derivabilidad de f y calcular f’, donde sea posible.

Solucién:
a)
2 2 2
lim f(z)= lim — = [f} — lim == [f} — lim — =0
T —00 x— 00 ¥ o0 r— o0 et o0 x—o00 el
Iingoo(a +In(l—2)) =0
b)
22
lim (e+In(l—2))=a, lim —=0= a=0
z— 0~ z— 0t e”

oo - st x<0 f(07)=—1
f(x)_{xe*““'(g—x) sio x>0 {f’(0+):0

Luego la funcién no es derivable en x = 0. Concluimos con que f es continua y derivable en
R — {0} y serfa continua en z = 0 pero no derivable para a = 0.

3.15.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

mxg —

Problema 3.15.7 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = 5 5e pide:

a) (1 punto). Hallar el valor de m para el que f tiene un extremo relativo en z = 1.

b) (1 punto). Obtener las asintotas de f para el caso m = —2.

¢) (1 punto). En el caso m = —2, estudiar los intervalos de crecimiento de f y calcular los
puntos de corte con los ejes. Esbozar la gréfica de f y sus asintotas.

Solucion:

2)

3
2
fa) =" P =0= m+2=0= m= -2
T
223 —1
b) Param = —2: f(x) = — Q0
@ Verticales en x = 0:
I —23 — 1 {—1} n
im = |77 | = T0o0
r— 0~ $2 0+
I —2z3 —1 B {*1} _
z—1>InOJr x? B OT -



—23 — 1 -

@ Horizontales no hay: Iim 5 —00
T—> 00 €T
@ Oblicuas y = mz + n:
—22% — 1
T A Tk S
r—o0 I T —> 00 x

, . _ 1 9.3 2 _
mgnoo(f(x) mx) wgnoo( 20° — 1a? +22) =0

y=—2

¢) Puntos de corte con eje de ordenadas: no hay

Puntos de corte con eje de abscisas: —22% — 1 =0 = z = —1/V2 = (~1//2,0).

—22% +2 —6
fl(z) = 3 f(z) = PR f'(1)=-6<0
Luego hay un méximo en el punto (1, —2)
p=-2x x=0
PC
Mix(1,-2)

Opcién B

Problema 3.15.8 (2 puntos) Sea f(x) una funcién con derivada continua tal que f(0) = 1y
f'(0) = 2. Se considera la funcién g(x) = 2(f(x))? y se pide:

a) (1 punto). Hallar la recta tangente a la curva y = g(z) en z = 0.

b) (1 punto). Calcular lim flo) =1

z— 0 e—w_l'

¢) (1 punto). Estudiar la derivabilidad de f y calcular f’, donde sea posible.
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Solucién:
b=g(a) = g(0) =2(f(0))* =2y m = ¢'(a) = ¢'(0) = 4f(0)f'(0) = 8

a) y—b=m(x—a),a =0,
)f'(z)) Luego la recta tangente tiene de ecuacién: y — 2 = 8(x — 0) =

(ya que ¢'(z) = 4f(z

y =8z + 2.
-1 /
b) lim &: {9} = lim M:—Q
z—0 e~ T — 1] 0 r—0 —e— T
Problema 3.15.9 (2 puntos) Calcular:
32 g
1 to). —
a) (1 punto) /1 T
) 1 1 . .
b) (1 punto). lim ( — —), donde In denota logaritmo neperiano.
c—1\z—1 Inz
Solucién:
W2 g1 2 1 13
= S (f2z+1] -2z -1 } =--1 (7>:f 1
a)/1 T aa 4(n\x+ | — In|2z |)1 R 0
1 1 Inz—z+1 11
b) h’m( ——):[oo—oo]:limwz{g}: m —*—03 =
z—1\z—1 Inz z—1 (z—1)Inz 0 e—llng + =
) = ) 1—w 0 ) —1 1
Im ——f—— = lim —————= |- = lim ———F—— = —=
x—»l% c—lzxlhhr+x—1 0 s—1llnz+ 7 +1 2
3.15.4. Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.15.10 (3 puntos) Dada la funcién
1 x
se pide:

a) (1 punto). Determinar el dominio de f y sus asintotas.

b) (1 punto). Calcular f’(x) y determinar los extremos relativos de f(x).

1
¢) (1 punto). Calcular/ f(z) dx.
0

Solucién:
1 x r+4+ax(zx+1) 2%+ 2x + 4

e e PN | ) M 1] FRY

a) Dom(f) =R —{—1,—4} y asintotas:

@& Verticales:

x=-1: lim f(x)

r— —1- |: r— —17F

] s s [3] 40
3
o

3
0
éf_ﬂ =+4o00; lim f(z)= { } =—00

r— —47F

x=—4: lim f(x)

r— —4~ |:
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@ Horizontales: y =1

m 22 +2x+4 1
v—oo (z+1)(x+4)
@ Oblicuas: No hay por haber horizontales
b)
3(x% —4)
T = e e ’
(—o00,—2) (—2,2) (2,00)
f'(x) + - +
f(z) | creciente ' | decreciente \, | creciente

Luego la funcién tiene un mdximo en el punto (—2, —2) y un minimo en el punto (2,2/3).

c)
1 1
1 T 1 4
oo [ (21— Yo
/0 <x+1+z+4> . /0 z+1+ rz+4 X

625
:x+ln|x+l\—41n|m—|—4|]é=1+9ln2—41n5:1—1n(5@> ~ (0,8

Opcién B
Problema 3.15.11 (8 puntos) Dada la funcién:

5sinx 1 2
2t +g stz <0

flz) = a si =0
ze®+3 si x>0
Se pide:
a) (1 punto). Hallar, si existe, el valor de a para que f(x) sea continua.

b) (1 punto). Decidir si la funcién es derivable en 2 = 0 para algiin valor de a.

¢) (1 punto). Calcular la integral:

Inb
f(z)dz
1
donde In denota logaritmo neperiano.
Solucion:
a) La funcién es continua si: lim f(z) = lim f(z) = f(0)
z— 0~ z—> 0t

5si 1 10si 2
o lm f(z)= lim ( Sl”+§>: lf OS2

z— 0~ z— 0~ 2z z— 0~ 4z

[0} , 10cosx + 2
—|l= lim — =

= 3
0

r— 0~ 4

o lim f(zr)= lim (ze®+3)=3

z—> 0t z—> 0t
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& f0O)=a= a=3

b) De ser derivable en = 0 sélo serfa para a = 3, para cualquier otro valor de a la funcién
no seria continua y, por tanto, tampoco seria derivable. Para que sea derivable tiene que

cumplirse que f/(07) = f/(07):
5sin(0+h) 1
0+h)— £(0 S T3 -3
fO+R) = fO) 0 2040

- /0_ = 1 _ =
7107 hi?})— h h— 0~ h
. 5sinh—5h_{9}_ Jfm BCosh—B_{Q}_ Im S5sinh
h—s0-  2h2 S lol =0 4h L0 aso- 4
0+h)— £(0 0+h)edth +3-3
h—s 0t h h—s 0t h
heh
=
h—H>nO+ h

@ Como f/(07) # f/(01) = la funcién no es derivable en z = 0.

/($e$+3)dx: { dg::jx;:dfv::di“ } :xewf/ewdx+3x:3x+e$(x71)+6'

Inb
/ flz)de = 3z +e"(z — 1)]*° = 8(In5 — 1) = 4,88
1

3.16. Ano 2015

3.16.1. Modelo
Opcién A
2
—4
Problema 3.16.1 (3 puntos) Dada la funcién f(x) = 5U27$1+3’
72 —

a)

(O

b) (1 punto). Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).
(1,
r

se pide:

0,5 puntos). Hallar el dominio de f(x).

1,5 puntos). El drea del recinto limitado por la gréfica de la funcién, el eje de abscisas y las

ectas © = £1/2.

Solucion:
a) 2 —1=0= z =+1 = Dom(f) = R — {£1}

c)

> 0 =>La funcién es creciente en todo el dominio de la funcién R — {1}

b) f'(z) = ﬁ

c)

31:/1/2 x_gdx:x—4ln(x+1)]1/2 1—4In3
12 ¢ +1 vz

S =S| =4In3 -1 u?
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(-12,0) (1:2,0) %

Opcion B
Problema 3.16.2 (3 puntos) Hallar

V1+sinz —+v1—sinzx

a) (1 punto). xh’_r}no .

b) (1 punto). /(3;1: +5) cosx dx.

¢) (1 punto). Los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos de la funcién

ex —e*
fla) = =
Solucién:
a)
fy VItsmz - vT—sinz _ m _ D/ irmz  3iosws _
z—0 x 0 z—0 1
b) /(3x+5)coswdsc= { A S du:.3dx } =
dv =cosx = v =sinx
(3x+5)sinx—3/sinxdx:(3x+5)sinx+3cosx+C
! 61’(171.) . , .
¢c) flle) = ——5—=0= z=1Sz>1= f(z) <0 = [ es decreciente en el
97

intervalo (1,00). Si z < 1 = f/(z) > 0 = [ es creciente en el intervalo (—oo,0) U (0,1)
En z = 1 hay un méximo local.

3.16.2. Ordinaria
Opcion A
Problema 3.16.3 (3 puntos) Dada la funcién

donde In denota logaritmo neperiano, se pide:
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a) (1,5 puntos) Determinar el dominio de f y sus asintotas.

b) (0,75 puntos) Calcular la recta tangente a la curva y = f(x) en 2 = 0.

¢) (0,75 puntos) Calcular / f(z)dx.

Solucion:

a) x> —1, y ¢ # +2 = Dom(f) =(—1,2) U (2,00)
Asintotas:

@ Verticales:

En & = —2: no hay asintota en el intervalo (—2, —1) la funcién no existe.
Enz=2: lim f(z)=-oc0y lim f(z)=+o0
T—> 27 z—> 2+
Enz=-1: lim f(z)=Noexistey lim f(z)=-00
r—> =17 x—> —11

@ Horizontales: y =0; lim f(z)=0
Tr—>r OO
@ (Oblicuas: No hay por haber horizontales.

22 +4 1-In(z+1)
@02 (1)

3 3
f(0)=0y f(0) = 1 = y= Zx es la recta tangente buscada.

x ln(:erl)) x In(z+1)
dr = d - 7 =
/(9172—4+ z+1 * /x2—4 er/ z+1 de

_ Inlz? — 4] of (In(z +1))?
B 2 2

b) f(x) = -

c)

+C

Opcién B
Problema 3.16.4 (3 puntos) Dada la funcién

sin .
f(x)z{ si <0

T
ze* +1 si x>0

Se pide:
a) (1 punto). Estudiar la continuidad de f.

b) (1 punto). Estudiar la derivabilidad de f y calcular f’ donde sea posible.

3
¢) (1 punto). Calcular/ f(zx) da.
1

Solucion:

a)

lim f(z) = lim smx:m: lim 2% 1
z—s 0~ z—0- & 0 z—0- 1
If S T4y =1 0)=1
Jlim f(z)= lim (ze®+1)=1, y f(0)

La funcioén es continua en z = 0 y, por tanto, en R.
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rcosx —sinx .
f/(fE) _ T s1 o< 0
e! +xe® si x>0
_ ) 0+ h) — £(0) , o sinh_g
0= tim JOFRZIO g S ot
77 h;mof h h;n%)i h
, sinh — h 0 , cosh —1 0 , —sinh
Ilm —————=|-|= lim — = |=-| = lim =0
h— 0~ h? 0 h— 0~ 2h 0 h—s 0~ 2
o) =1
f/(07) # f/(07) = la funcién no es derivable en x = 0 = la funcién es derivable en

R— {0}

3
c) / f(z)dx = e"c(ac—l)—l—x]‘;’ =23 +2=4217
1

3.16.3. Ordinaria-Coincidente
Opcion A
Problema 3.16.5 (3 puntos)

a) (2 punto). Determinar los valores a, b, ¢ para que la funcién

-1 si r=0
flz)=1< ar—10 si 0<z<1
24+br4ec si l<zr<2

sea continua en el intervalo [0,2] y derivable en (0, 2).

b) (1 punto). Aplicar, si es posible, el Teorema del Valor Medio a la funcién g(z) = 22 + x en
el intervalo [1,2] y calcular, en tal caso, un punto de dicho intervalo en el que ¢'(z) tome el
valor predicho por el Teorema del Valor Medio.

Solucion:

a) Continnaen z=0: f(0)=—-1y lim (ax—b)=-b= b=1
z— 0t

Continua en z = 1: lim (az —b)=a—by lim (2*+br+c)=1+b+c= a—b=
z—> 1— rz—> 11+

1+4b+c= a—-2b—c=1

Luegoa—2—c=1= a—c=3
0 si z=0

Derivable en z = 1: f'(z) = { a si 0<z<1l f/17)=a, ff(1T) =2+b =
204+b si 1<ax <2

a—b=2=—a=3= ¢c=0

b) La funcién g es continua en el intervalo [1,2] y también derivable en (1,2). (g(z) = 2®> + =z y
2) —g(1 -2
g'(z) = 2z + 1) Por el Teorema del Valor Medio 3c € (1,2)/¢'(c) = 9 ; ‘61]( ) _ 0 =

g)=2c+1=4= c:g

449



Opcién B
Problema 3.16.6 (3 puntos) Dada la funcién f(x) = z2e~2, se pide:
a) (1 punto). Determinar su dominio, asintotas y cortes con los ejes.

b) (1 punto). Calcular su derivada, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relati-
VOS.

¢) (1 punto). Determinar los puntos de inflexién y dibujar la curva y = f(x).

Solucion:

a) Dom(f) = R, puntos de corte :(0,0)
Asintotas:

@ Verticales: No hay
2

x
@ Horizontales: lim — =0=— y =0
r—> 00 T
lim z%e™® = oo No hay.

r—r — 00

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

b) flla)=ae®2—2)=0= z=0yz=2:

(—00,0) [ (0,2) (2,00)
['(z) - +

f(z) | decreciente | creciente | decreciente

La funcién es creciente en el intervalo (0,0) y decreciente en (—o0,0) U (2,00). Tiene un
minimo en el punto (0,0) y un mdximo en (2,4e~2).

c) f'(x) =e *(2? —4r +2) =0 = x = 2=+ /2 son los puntos de inflexién:
(—00,2—v2) [(2-Vv2,24+V2) | (24 V2,0)
o - ¥

f(z) céncava — cénvexa —~ céncava —

Miix(2, 0.54)

Pr
PI,

Min(0,0) =0

450



3.16.4. Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.16.7 (2 puntos)
a) (0,5 puntos). Estudiar el crecimiento de la funcién f(x) = 1+ 2z + 322 + 4a3.

b) (1,5 puntos). Demostrar que la ecuacién 1 + 2z + 322 + 42® = 0 tiene una tdunica solucién
real y localizar un intervalo de longitud 1 que la contenga.

Solucién:
a) f'(z) =2+ 6x + 1222 > 0 = la funcién es siempre creciente.

b) Es una funcién polinémica y, por tanto, continua:

lim f(z)=—oc0, lim f(x)=+c0

r—r—00 Tr—>r0o0

Por el Teorema de Bolzano la funcién polinémica tiene puntos de corte con el eje OX vy,
como esta funcién es creciente en R, concluimos que sélo hay un punto de corte.(Sélo hay
una solucién)

f(0)=1y f(-1) = =2 = por el Teorema de Bolzano la funcién polindmica tiene el punto
de corte en el intervalo (—1,0) de longitud 1.

Problema 3.16.8 (2 puntos)
4
a) (1 punto). Calcular la integral definida / (1—2z)e "dx
1

b) (1 punto) Calcular lim (1—-z)e™y lm (1—z)e”™”

r—+00 r——00

Solucion:

1 —
b) lim (1—2z)e®= lm - [—

z—>+00 z—>+oo ¥

lim (1—-z)e™ =00

Opciéon B

Problema 3.16.9 (3 puntos) Dada la funcién

_Ja+zn(z)si >0
fla) = { x2e® si <0

(donde In denota logaritmo neperiano y a es un niumero real) se pide:
a) (1 punto). Calcular el valor de a para que f(z) sea continua en todo R.

b) (1 punto). Calcular f/(z) donde sea posible.
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0

¢) (1 punto). Calcular/ f(z)dx.
-1

Solucion:
a)
Im f(z)= lim z%" =
x—> 0~ x— 0~
B 3 B Inx —00 3 %
La funcién es continua en = 0 si a = 0.
b)
rooN Inz+1 si >0
Fi=) = { 2ze® +z%e® si z <0
f(07)=0
oty o JOER) =FO) bk
F(07) = dim h o+ h ) |

f(07) # f/(07) = la funcién no es derivable en z = 0 = la funcién es derivable en
R —{0}

c) /01 f(z)de = e" (2 — 22+ 2) fx](il =2- g =0,161
3.16.5. Extraordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 3.16.10 (2 puntos) Dada f(z), funcién derivable, con derivada continua, tal que
f(0) =0y f(0) =1, se define la funcién g(z) = (f(x))? — e/® y se pide:
a) (1 punto). Hallar ¢(0), ¢’(0) v (fg)'(0).

b) (0,5 puntos). Determinar la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(z) en z = 0.

¢) (0,5 puntos). Obtener el valor de lim f@)

z—0 X

Solucion:

9(z) = (f(2))* = /@ = ¢/(2) = 2(f(2)) f' () = f'(2)e!™
y=(f9)) = fl9(x) = v = (f9)'(x) = f'(9(2))g (x)
a) g(0) = (£(0))* = /@ =0~ ¢ = ~15 ¢'(0) = 2(f(0))f'(0) — f'(0)e/® = ~1y (f9)'(0) =
f'(9(0)g'(0) = = f(=1).
b) y—b=m(z—a)dondea=0,b= f(a)=f(0)=0ym=f'(a)=f(0)=1= y==x

. flx) [0 . f'(=)
©) Mm == H = Jm ==t

Problema 3.16.11 (2 puntos) Dada la funcién f(x) = va? — 4z + 3, se pide:
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a) (1 punto). Calcular 1{im @y lim @

r—r +00 I r— —0o0 X

1
b) (1 punto). Justificar que f estd definida en todo x del intervalo [0,1] y calcular / (xz —
0
2)f(x) dx.

Solucion:
vz —4 3 V2 —4 3
a) lim YT TETES g g, YT oAWAS
xr— +00 X r— — 00 x

b) 2?2 —4x+3 >0 = Dom(f) = (—o0,1]U[3,0), luego la funcién estd definida en el intervalo

0,1].
1 1 1
[ @-2iwan= [ @- VA rad = CEEIR] g
0 0 0
Opciéon B

Problema 3.16.12 (3 puntos) Sea f(x) una funcién con derivada de orden dos continua para
todo nimero real y cuya grafica contiene al origen.

fi(=)

2 7 o7 2 3 4
-1

2

5
4
3
2
1
0

La funcién derivada f’(z) (representada en el grafico adjunto) es positiva para todo z > 2 y
negativa para todo x < —3. Se pide:

a) (1 punto). Determinar la ecuacién de la recta tangente a la gréifica de f(z) en el punto de
abscisa x = 0.

b) (1 punto). Determinar las abscisas de los extremos relativos de f(x) y clasificar dichos extre-
mos.

¢) (1 punto). Demostrar que f(x) tiene un punto de inflexién en el intervalo (—3,2).
Solucién:

a) Se sabe que f(0) = 0 (f pasa por el origen de coordenadas) y por la grifica m = f/(0) =
3= y=3z

b) ff(2)=0= z=-3yx=2

(—00,-3) | (-3,2) (2,00)
f'(x) — + +
f(x) | decreciente | creciente | creciente

La funcién presenta un minimo en x = —3. En & = 2 no hay extremo.

¢) Enz =2 f’(2) =0 = z = 2 es un punto de inflexién, pero no pertenece al intervalo.
En x = -3/2 f"(-3/2) = 0 = z = —3/2 es un punto de inflexién, que si pertenece al
intervalo.
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3.17. Ano 2016

3.17.1. Modelo
Opcién A

3
Problema 3.17.1 (8 puntos) Dada la funcién f(x) = 222 — %, se pide:

a) (0,75 puntos). Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z).
b) (0,5 puntos). Determinar las coordenadas de sus extremos relativos.

c¢) (0,75 puntos). El valor méximo que puede tener la pendiente de una recta tangente a la
grafica de f(z).

d) (1 punto). El volumen del cuerpo de revolucién que se obtiene al girar la grafica de la funcién
en torno al eje OX, entre los puntos de corte de la misma con dicho eje.

Solucion:

a) fllzr)=4r—2>=0= =0 2=4

(—O0,0) (0a4) (47+OO)
O n 5

f(x) | decreciente | creciente | decreciente

La funcién es decreciente en: (—oo,0) U (4, +00)
La funcién es decreciente en: (0,4)

b) La funcién tiene un minimo en (0,0) y un maximo en (4,32/3).

c¢) Llamamos g(a) = f’(a) = 4a — a? y tenemos que optimizar esta funcién: ¢’(a) = 4 — 2a =
0= a=2yg’'(a) = —2, es decir ¢’(2) = =2 < 0 = en a = 2 hay un méximo. La
maxima pendiente de las rectas tangentes a f(z) serd: g(2) = 4.

3
d) f(x):2x2—%202> x=0yxz=06:

2

V—w/6 (2x27$—3) dx_ﬂ{ﬁ+4x52x66_103687ru3
. A 3 163 5 9 1, 35

Opciéon B
Problema 3.17.2 (3 puntos) Dada la funcién:

fw={ K, %o

re si x>1
se pide:

a) (1,5 puntos). Estudiar su continuidad y derivabilidad y calcular la funcién derivada f’ donde
sea posible.

1
b) (0,5 puntos). Calcular/ f(z)dx.
~1
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2
¢) (1 punto). Calcular/ f(z)dx.
1

Solucién:
rw={ 8 st S ywm={ o
zel™ si z>1 -
ze si
-1 si z <0
f(z) = 1 si 0<z<1
(1—x)el=* si x>1

a) La funcién es continua y derivable en cualquier punto distinto
estudio:

@ Continuidad en 2 = 0: h’rr%r f(z)

e
Derivabilidad en x = 0: f/(07)
z = 0.

@ Continuidad en x = 1:

lim f(z) =

r—1—

r <0
<<l =
x>1

de 1 6 0, donde hacemos su

lim f(z) = f(0) = 0 = la funcién es continua.
z—> 0t

1# f(07) =1 = la funcién no es derivable en

lim f(z) = f(1) = 1 = la funcién es continua.
z—> 11

Derivabilidad en z = 1: f/(17) =1 # f/(17) = 0 = la funcién no es derivable en

r=1.
1 0 1 .'L'Q 0 .’132 1
b) / f(l‘)d.’l?:/ —l‘d$+/ xdm:_i} +7} =1
-1 -1 0 21, 214
’ ? 2 3
c) / f(x)dgc:/ zel =T dx = —(x—i—l)el_"]l —92_Z=
1 1 e
3.17.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.17.3 (3 puntos) Dada la funcién:
In(1—2) .
f@=9 T1—g % TS0
e * si x>0

se pide:

a) (1 punto). Estudiar la continuidad de f y calcular lim f(x).
r—>—00

b) (0,5 puntos). Calcular la recta tangente a la curva y = f(z), en

1
¢) (1,5 punto). Calcular/ f(z)dx.
—1

Solucion:

T =2.

a) La funcién es continua en cualquier punto distinto de 0, donde hacemos su estudio: Con-

tinuidad en z = 0: lim f(x) =
z— 0~
R. .
T i) (=] = tim ==
z—>—00 1 —2x o0 T—3—00 —
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b) f(z) =2e® = f'(z) =e *(1 —x)

b=f(2) =22 m=f2)=—-e?= y—22=—%(z—2)
1 0 (1 — 1 (1 — 21)21° 2
o [ swar= [ B [pergp o SBOZOP] )y B2
—1 1 T 0 1
2¢7 1 =0,5
Opcién B

Problema 3.17.4 (2 puntos)
a) (1 punto). Determine el polinomio f(z), sabiendo que f"/(z) = 12, para todo z € Ry ademds
verifica: f(1) =3; f/(1)=1; f’(1) = 4.
b) (1 punto). Determine el polinomio g(z), sabiendo que ¢g’(z) = 6, para todo z € Ry que

/01 g(x)dz = 5; /02 g(x)de =14

ademas verifica:

Solucién:

a) f(x) =ax3+bx? +cx+d, f'(z)=3ax®+2bx +c, f’(z)=6azx+2b, f"(z)=6a

f"x)=12= 6a=12= a=2 a=2
fl)=3= a+b+c+d=3 . b=—-4
ff(H)y=1=— 3a+2b+c=1 c=3

d=2

F7(1) = 4 = 6a+2b=4
La funcién polinémica buscada es f(x) = 223 — 422 + 3z + 2.

b) g(x) = ax? + bz +c, ¢ (z) =2ax+0b, ¢"(v) =2a
' (r)=2a= 2a=6= a=3

1 2 1
2b b+2c+2
/ (3x2+bx+c)dx:x3+—x+cm} :izf): b+2c=38
0 2 o 2
29 5 2bx? 2
Bz +br+c)der=x +T+cx =2b+2c+8=14= b+c=3
0 0
b+2c=38 {b:—Q
{b—i—c:?) — le=5

La funcién polinémica buscada es g(x) = 322 — 2x + 5.

Problema 3.17.5 (2 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad en © =0y en o = 1 de

0 si <0 . .
flz) = { winz| si x>0 donde In denota el logaritmo neperiano.
Solucién:
i <
0 si 2<0 0 s v=0
flx) = . = —zlhhz si 0<z<l =
[xlnz| si x>0 .
xlnz  si z>1

456



0 si z <0

flz)=¢ —lnz—1 si 0<ax<1
Inzx+1 si z>1
Continuidad en x = 0:
Iim 0=0
z— 0~ ) 1/
lim (—zlnz)= lfm (_ﬂ> = [E} — lim (_ z > —0
@—s 0F z—o0+t \ 1/z ool a—ot\ —1/22
f(0)=0

Luego f es continua en z = 0 Continuidad en z = 1:

lim (—zlnz)=0

z— 17

lim (zlnz)=0
z— 1
(1) =0

Luego f es continua en z =1

Derivabilidad en z = 0: f/(07) = 0 # f'(0%) = +oc0 y, por tanto no es derivable.
Derivabilidad en z = 1: f/(17) = —1 # f'(17) = +1 y, por tanto no es derivable.
Conclusién: La funcién f es continua en R y derivable en R — {0, 1}.

3.17.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 3.17.6 (2 puntos) Los estudiantes de un centro docente han organizado una rifa benéfi-
ca, con la que pretenden recaudar fondos para una ONG. Han decidido sortear un ordenador
portatil, que les cuesta 600 euros. Quieren fijar el precio de la papeleta, de modo que la recauda-
cién sea maxima. Saben que si el precio de cada una es 2 euros, venderian 5000 papeletas, pero
que, por cada euro de incremento en dicho precio, venderan 500 papeletas menos. ;A qué precio
deben vender la papeleta?

Si el tnico gasto que tienen es la compra del ordenador, jcudnto dinero podran donar a la ONG?
Solucién:

x :precio de la papeleta.

f(x) = 2(5000 — (z — 2)500) = —50022 + 60002

f'(z) = —1000x + 6000 =0 = =6

f"(z) = —1000 = f(6) = —1000 < 0 = z = 6 euros es un maximo que produciria un importe
de f(6) = 18000 euros, si restamos el precio del ordenador tendriamos que se dona a la ONG la
cantidad de 18000 — 600 = 17400 euros.

Problema 3.17.7 (3 puntos) Se consideran las funciones f(r) = 2+ 2z — 22 y g(z) =

z+1’
definida para z # —1. Se pide:

a) (1,5 punto). Hallar el drea del recinto del primer cuadrante limitado por las curvas y = f(x)
ey =g(x)

b) (0,5 punto). Calcular lim f(z)g(x).
r—> —1
Solucién:
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a) 2+ —a% = 1 — 2 =0y 2 =+v3 = el recinto de integracién es entre 0 y v/3 por
x
ser en el primer cuadrante.
V3 2 3 V3
2
51:/ <2+CE—$2—7)d$=2$+£—£—21n‘1‘+1| =

;+\/§—21n\\/§+1|:1,22u2

b)
, . 4+2z — 222 . (z+ 1) (-2 +4)
zli)mfl f(l‘)g(l‘) o azimfl r+1 o zli)mfl x+1 =6
Opciéon B

9 .
—— 4+2x—1 si z#2  se pide:

Problema 3.17.8 (3 puntos) Dada la funcién f(x) = { 20 — 4
0 si x=2

a) (1 punto). Hallar las asintotas de la curva y = f(z).

b) (1 punto). Determinar los posibles extremos relativos y puntos de inflexién de y = f(x).

1
¢) (1 punto). Calcular/ f(x)dx.
—1

Solucion:

a) @ Verticales: x = 2
lim f(z)=—00; lim f(z)=+o0
T—> 27 rz—> 2t
@ Horizontales: No hay
lim f(z) =00

r—> 00

@ Oblicuas: y=mer+n=—= y=2x—1

m= lim —*=2=w
T—s00 X
n:wgnm(f(x —mzx)=-1
N 9 , o 71

f'(x) + - +
f(x) | creciente | decreciente | creciente

La funcién tiene un Méximo en el punto (1/2,—3) y un Minimo en el punto (7/2,9).

f(z) = % # 0 = no ha puntos de inflexién.

(z—2)

(—00,2) (2,00)
f'(z) - +

f(z) | convexan | céncavaU

Luego f es céncava en el intervalo (2,00) y convexa en (—o0, 2).
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1
9 9
/ <2x74+2$—1>dx:§ln|m—2|+x2—x = —2=-6,94

—1

3.17.4. Extraordinaria

Opcién A

Problema 3.17.9 (2 puntos) Dada la funcién f(x) = (6 — x)e®/3, se pide:
a) (1 punto). Determinar su dominio, asintotas y cortes con los ejes.

b) (1 punto). Calcular su derivada, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relati-
VOs.

¢) (1 punto). Determinar el drea del tridngulo que forman los ejes coordenados con la tangente
ala curva y = f(x) en el punto z = 0.

Solucion:

a) Dom(f) = R, y los puntos de corte serdn (6,0) y (0,6). Asintotas verticales no hay, estudia-
mos las horizontales:

lim (6 — 2)e®/3 = —c
r—r+0o0
6+ 00
lim (6 —2z)e*/3= 1lim (6+z)e ®? = lim L = [—} =
T—>—00 r— 400 r—+00 em/& o0
A\
:c—lgls-oo 1/3ex/3 oo
Luego, cuando x — —oo tenemos la asintota horizontal y = 0.
Como hay horizontales no hay oblicuas.
Méx(3,3¢)
(0,6)
(6,0) *

y=0
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(—o0,3) (3, +0)
f'(z) + -

f(z) | creciente | decreciente

La funcién f es creciente en (—oo, 3) y decreciente en (3,00). Presenta un méximo relativo
en el punto (3, 3e).

c)a=0= b= f(a) = f(0) =6y m= f'(a) = f'(0) = 1. La recta tangente a la funcién
esy— 6 == y =+ 6. Esta recta corta a los ejes coordenados en los puntos (—6,0) y

(0,6) que con el eje OY forma un tridngulo de base 6 u y altura 6 u = S = EP~ 18 u?.

Otra forma: o

0 xz
S:/ (x+6)de = — +6x| =18 u?
6 2 i

Opcién B
Problema 3.17.10 (3 puntos) Dada la funcién

o={ 5 55

5tz si x>0

se pide:
a) (1 punto). Estudiar la continuidad de f y determinar sus asintotas.

b) (1 punto). Estudiar la derivabilidad de f y calcular f’(x) donde sea posible.

1
¢) (1 punto). Calcular/ f(z)dx.
—1

Solucién:

a) Continuidad: Las ramas son continuas para cualquier valor, estudiamos en z = 0

Luego la funcién es continua en R.
Asintotas verticales no tiene y las horizontales:

1 1
1/ =0; 1/ — =0 = =0
. I;Hioo5_x i ac—>1moo5—|—1' y

Oblicuas no hay al tener horizontales.

b)

W si x>0

iz st 2 <0 1 1
ﬂ@{@ﬁy - = f107) =g # f(0") =5
luego la funcién es derivable en R — {0}.
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/ f(a:)dx:/ d:z:+/ dx =
-1 -1 5_$ 0 5+$

6
—In|5—2|]°, + In|5+z]]; = 2In (5> = 0,365

3.18. Ano 2017

3.18.1. Modelo
Opcion A

Problema 3.18.1 (2 puntos) Los estudiantes de un centro docente han organizado una rifa benéfi-
ca, con la que pretenden recaudar fondos para una ONG. Han decidido sortear un ordenador
portatil, que les cuesta 600 euros. Quieren fijar el precio de la papeleta, de modo que la recauda-
cién sea maxima. Saben que si el precio de cada una es 2 euros, venderian 5000 papeletas, pero
que, por cada euro de incremento en dicho precio, venderan 500 papeletas menos. ;A qué precio
deben vender la papeleta?

Si el unico gasto que tienen es la compra del ordenador, jcudnto dinero podran donar a la ONG?

Solucién:
Sea z el aumento en euros de las papeletas:

f(z) = (2 + 2)(5000 — 500z) — 600 = —50022 + 4000z + 9400

£/(z) = —1000z + 4000 = 0 = = =4
#(z) = —1000 =5 f"(4) = —1000 < 0 = z = 4 maximo

Hay que aumentar el precio en 4 euros (hay que vender a 6 euros) y el beneficio serfa f(4) = 17400
€uros.

Problema 3.18.2 (2 puntos) Calcular el drea comprendida entre las curva y = (x — 1)e” y la
recta y = x — 1.

Solucion:

00 a0/
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f@)=g9@x) = (z—De*=r—-1= z=0yz=1.

z o u=z—1=— du=dzx i
F(m)—/((m—l)e —x—i—l)dm-{ do — oty — v — T | =

x? z?
—?+x+(x—1)ez—/emdx:—?+a:+(x—2)e“"

_5—2e

Opciéon B
Problema 3.18.3 (3 puntos) Se considera la funcién f(z) = xze™® y se pide:

a) (0,5 puntos) Determinar el dominio y las asintotas de f.

b) (1,5 puntos) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y hallar sus extremos
relativos.

¢) (1 punto) Calcular el drea del recinto acotado limitado por la curva y = f(z), el eje de
abscisas y las rectas x =1y « = 3.

Solucion:

a) Dom(f) =R, Asintotas:

@ Verticales: No hay.

. , — ; — . x o0
@ Horizontales: lim ze ™™ = —ooy lim ze™® = lim = {—} = lim — =
r— —00 T —3 00 T 00 T

0= y=0

@ (Oblicuas: No hay por haber horizontales.

b) f'@) = e (1—2) =0 = o = 1y f'(z) = e *(z—2) — ["(1) =~} <0 — en
x =1 la funcién presenta un maximo.

¢) La funcién no corta al eje de abscisas en el intervalo [1, 3] y, por tanto, los limites de integra-
cién son 1y 3.

462



x=1

3
5'1:/ xe Pdr=F(3)—F(1)=
1
2
—4
S:|Sl|:263 u? = 0054 u?
(&

3.18.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 3.18.4 (2 puntos) Se administra una medicina a un enfermo y ¢ horas después la con-
centracién en sangre del principio activo viene dada por c¢(t) = te~t/2 miligramos por mililitro.
Determine el valor méximo de c¢(t) e indique en qué momento se alcanza dicho valor méximo.
Sabiendo que la maxima concentracién sin peligro es de 1 mg/ml, sefiale si en algin momento hay

riesgo para el paciente.

Solucién: .
d(t)=et/? (1 - 5) =0=t=2

e o U=z = du=dzx
F(x)—/:ve dz = { dv=e"%dr = v=—e""

—ze ¥+ / e fdr=—xe ™ —e "

—e (x+1)

(0,2) (2, +00)
(1) + -
¢(t) | creciente | decreciente

La funcién es creciente en el intervalo (0, 2).
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La funcién es decreciente en el intervalo (2, 00).

La funcién tiene un méximo en el punto (2,2/e) = (2,0,736). El paciente no llega a estar en
riesgo, ya que en el méximo la concentracién estd por debajo de 1 mg/ml.

2> +2+6

5 se pide:
T —

Problema 3.18.5 (2 puntos) Dada la funcién f(z) =

a) (0,5 puntos). Determinar su dominio y asintotas verticales.

b) (0,5 puntos). Calcular lim M

xr—r00 X

5
¢) (1 punto). Calcular/ f(z)dx.
3

Solucion:

a) Dom(f) =R — {2}, la tnica asintota vertical es x = 2:

i 2 +x+6 12} ” 22 +x+6 12 L+
1im _— = | — | = —0X — -  m _§_ | — 0o
z—s2- T —2 0- T oe—Sov x—2 o+
2
6
b) lim fl@) o, T re+6
T—00 I r—s00 2 — 91
5 .2 5 2 5
6 12
c)/ deZ/ (x+3+—) dx:$—+3x+121n\x—2|} =14+ 12In3 ~
3 Tz —2 3 Tz —2 2 3
927,18
Opcién B

2
Problema 3.18.6 (3 puntos) Dadas las funciones f(z) = — y g(z) = sinz, se pide:
x

a) (1 punto). Calcular wh’_r>no (f(x) - g(2x))

b) (0,75 puntos). Calcular la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto
(3.4).
27

c¢) (1,25 puntos). Calcular el drea delimitada por la curva y = f(z) y la recta y = —x + 3.

Solucion:
) 2 2 ., 2sinx —2x 0 ; 2cosx — 2 0
a) lim | ——— =o—0c0]=llm ——=|-| = llm —— = |-| =
z—0\x sinz z—0 xsinzx 0 z—0sinx + xcosx 0
A —2sinx
lim — =
z—0 COST + cosx — xsinx
2 , 2 , (1 .,
b) flz)=-= flla)=-F = m=f B = —8 luego la ecuacién de la recta en su forma
T T

punto pendiente es: y —4 = —8 (x — %)
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=—z4+43=22-32+2=0=z=1, =2

SEE

c)

2 /9 22 2 3
51:/ (7+:c—3> dr=2lnzx+ — —3z| =—=+4+2In2~-0,114
1 X 2 1 2

S = |9 :2721112:0,114 u?

3.18.3. Ordinaria-Coincidente
Opcion A

1
Problema 3.18.7 (3 puntos) Dadas las funciones f(z) = y g(x) = —— definidas para
T —

x € (—2,4), se pide:

T+ 2

a) (0,5 puntos) Hallar el valor o valores de x para los que f'(z) = ¢'(z).

b) (1 punto) Hallar el punto x del intervalo (—2,4) en el que la diferencia f(z) — g(z) es minima
y determinar el valor de esta diferencia minima.

¢) (0,5 puntos) Hallar lim (f(z) —g(x))y lim (f(z)— g(x)).
r—r—27F T—4-
d) (1 punto) Hallar F'(x), primitiva de la funcién f(x) — g(z), que cumple la condicién F(2) =
2+4+1In2.

Solucién:
U SR | a1
) FO) = Y IO =TT T T T @9y

=

(-4 =(@+2?? = 122-12=0= 2 =1

1 1

1 n 1
(x+2)?2 (z—14)
(_27 1) (17 4)

R (t) — +
h(t) | decreciente | creciente

W(x) =— ;=120 -12=0= z=1

Como la funcién decrece en el intervalo (—2, 1) y crece en el (1,4), en z = 1 habrd un minimo.

, o —6 _ |61 _
o) Jm (@) -g@) = lm e~ {0,} =t
—6 —6
1/ — = 1/ _ = | —| =
Jm (f@) —g(@) = m e {of} oo
1 1
d) F(z)f/(x+27x_4> de=ln|z+2|—Injz—4|+C
F(2)=In4d—In2+C=2n2-In24+C=m2+C=2+In2= C=2
2
Luego F(z) =1n x—|—4‘+2
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Opcién B
Problema 3.18.8 (2 puntos)

a) (1 punto) Calcule los siguientes limites:

4sin® x — 5si
hm S~ r Sln.’L‘COSJJ. h,m (\F m)

e—03sinzcosx + 2sing’ = oo

b) (1 punto) Calcule las siguientes integrales:

/(3u+1)cos(2u)du; /25 T .

dor + 1

Solucion:

a)
0

{ } sinz(4sinx — 5 cos x)
lim =|=| = lim — -
e—03sin’ rcosx +2sine L0 2—o0sinz(3sinzcosz 4 2)

4sin? 2 — 5sinz cos x

4sinx — 5cosx 5

203sinzcosz +2 2
lim (Vo —V22+7) = [m_w}:w@ww—ﬁ%{W):
—x -7 {E}: lim ——.’E lm —\f

lim

oo (Vi VEE )

w=3u+1=— dw=3du

/(3u+ 1) cos(2u) du = { y e =

dv = cos2udu = v = 5sinu

3 1)sin 2 3
m_§/sm%du:

2
(3u + 1) sin 2u N 3 cos2u L= 2(3u + 1) sin 2u + 3 cos 2u LC
2 4 4
5 5
7 7 } 7T
' dr.=‘mr+1)| =Lmi
/2 1= kel =gng
3.18.4. Extraordinaria
Opcion A
re?® si <0
Problema 3.18.9 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = (e + 1) donde In significa
—2 si >0

rz+1
logaritmo neperiano, se pide:

a) (1 punto) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(z) en z = 0.
b) (1 punto) Calcular mgrrioof(x) y thIPoof(x)
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0
¢) (1 punto) Calcular/ f(z)dx.
—1

Solucion:

a) Continuidad en z = 0:

, , - , , In(x +1
Jim @) = a0t g = g IR =0y 50 0= S
continua en x = 0.
Derivabilidad en z = 0:
(1+2x)e** si <0
fl(z) = l—n(z+1) . ; f/(07) =1y f/(0f) =1 = [ es derivable en
W s1 o< 0
rz=0
1 1 _1
b) I 2D =] = am = =0
—t —00 -1
, 2x ’ 4,2t — ‘. R — _— =
xgnioo re = t1—1r>noo te t1—1>moo e2t [ 00 ] t—> oo 2e2t

/ ze®® dx =

u=zx = du:dx}_:lce 1 o2y
dv = e**dr — v:%eh ) 2 N

2x 2z 20 — 1 2x
ze _Lw:%w

2
0 2
3—e
/_1 f@)de = == = 0,148

Opcién B

—X

Problema 3.18.10 (3 puntos) Se considera la funcién f(z) = y se pide:

e

2 +1

a) (1 punto) Obtener la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto de abscisa
x=0.

b) (1 punto) Estudiar la existencia de asintotas horizontales y verticales de la funcién f y, en
su caso, determinarlas.

¢) (1 punto) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién y sus extremos
relativos en el caso de que existan.

Solucion:

e ” , e (z?+2z+1)
= — = = —
2 +1 @) (2 +1)2

a) b=f0)=1lym=f0)=-1= y=-2x+1

f()

b) @ Verticales: No hay, el denominador f(z) no se anula.
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@ Horizontales:

Luego no hay asintota horizontal cuando x — —oo pero si la hay cuando x — +00
yesy=0.
¢ fi(z) = _67x(x2 +2x+41)
(7 + 12
decrecer y en el resto de puntos la funcién es siempre decreciente (f'(z) < 0 en R — {—1}),
luego no tiene extremos relativos.

=0 = x = —1, en este punto la funcién pasa de decrecer a

T
y=0
x=-1
3.18.5. Extraordinaria-Coincidente
Opcion A
in(2
sin(2z) siox<0
Problema 3.18.11 (8 puntos) Dada la funcién f(z) = r se pide:
rze*+2 si >0
a) (1 punto) Estudiar la continuidad de f en todo R.
b) (1 punto) Obtener la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto de abscisa z = —

2
¢) (1 punto) Calcular la integral / f(x)dx.
1

Solucion:
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a) Continuidad en = 0:

) 2
fm f@) = tm ST o i @)= lim (et 42) =2y F(0) = 2 —> [ es
z— 0~ z— 0~ x z— 0t z— 0~
continua en r = 0 = f continua en R.

_ 2wcos(2x) — sin(2x)

5 = m=f'(-n) =

b) Sia = —7 tenemos: f(—m) = 0, en esa rama f'(z)
x

2
——. Luego la ecuacién de la recta tangente es:
™
2
=——(z+m
y=——(z+m)

¢) En el intervalo [1,2] es f(z) = ze® + 2:

F(x):/(ive”“'—i—?)dx: { dvu::efda: z d;;::;ix Zwe“r?x—/e”“'dw:

xe® +2x —e" =e"(x—1) + 2z

2
/ f(x)dr =e* +2=9,389
1

Opciéon B

Problema 3.18.12 (2 puntos) Se dispone de una plancha de cartén cuadrada cuyo lado mide
1,2 metros. Determinense las dimensiones de la caja (sin tapa) de volumen mdximo que se puede
construir, recortando un cuadrado igual a cada esquina de la plancha y doblando adecuadamente
para unir las aristas resultantes de los cortes.

L

1 [

Solucién:
V(z) = (1,2 — 2z)%z = (1,44 + 42 — 4,8z)x = 42> — 4,82% + 1,44z

Viz)=1222 - 9,62+ 1,44 =0 = 2=0,2, z=0,6

V"(0,2) = —4,8 < 0 = 2 = 0,2 méximo

7 - _ i
Vv (:1;)_24.’17 9,6 = { V'/(0,6)24,8>O:> xz = 0,6 minimo

El volumen méaximo seria V' (0,2) = 0,128
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1— 2
Problema 3.18.13 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = 2730
x

ey calculese el area comprendida

entre la curva y = f(z) y larectay =1 — x.

Solucién:
1—a? 9
—— =l-s=z(z-1)*=0=z=0z=1
2 +1
1 2 2 1
1— -3
51:/0 <:102J:U1—1+x>dx:x2—2m+2arctanx0:7T2
T™—3 T—3 ,
=151 =" \— —_

3.19. Ano 2018

3.19.1. Modelo

Opcion A

Problema 3.19.1 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) = 2cos(x) + |x — 1], se pide:
a) (0,5 puntos) Determinar el valor de f/(0).

b) (1 punto) Calcular la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto de abscisa
T =T.

¢) (1 punto) Hallar el drea del recinto plano limitado por la curva y = f(z), el eje OX y las
rectas x =7y x = 2m.

Solucion:
_J 2cosz—z+1 si xz<1 ) _{—ZSinm—l siox<1 ,
a) f(x)_{2cosx+m—1 g 251 T @=0 Sggingt1 s z>1 e S0
—1.

b) La ecuacién punto pendiente de la recta es y—b = m(z—a) donde b = f(a) = f(7) = 2cosm+
m—1l=n—-3ym=f'(r)=—2sint+1=1,larectaserd: y— (n—3) =zx—71 = y=x—3.

¢) La funcién f(z) =2cosxz 4+ 2 — 1 > 0 no corta al eje de abscisas en [, 27]:

2 !E2 2m
/ (2cosx+x—1)dx:2sinx+?—x =— —7Tu

¥y

=1

i ? (m,m-3)
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Opcién B

Problema 3.19.2 (2,5 puntos) El dibujo adjunto muestra la gréfica de la funcién

fl@)=(6—2)e T —1

se pide:
a) (1 punto) Calcular el drea de la regién sombreada.

b) (1 punto) Determinar la abscisa del punto de la grafica donde la recta tangente tiene pendiente
maxima.

¢) (0,5 puntos) Efectuando los cédlculos necesarios, obtener la ecuacién de la asintota que se
muestra en el dibujo (flecha discontinua inferior).

Solucion:

a)
u=(6—2)= du=—dx
dv=e"5de — v =35

Plz) = /((6 — e _1)dp =

r—4

3(6—33)6%4 +3/e%4dm—x:3(6—x)e% +9e%—x:(27—3x)e 5 o—x

. o 21
S=/2 ((6—$)€T—l)dx:F(4)—F(2):13—%:2,21813
b) g(e) = fie) = (220) o5 = e = -2 —0 =z =0

(7 o0, O) (07 OO)
g | + -
g(z) | creciente | decreciente

Luego en z = 0 habrd un méximo punto en el que la pendiente a f(x) es maxima..

. z—4 o ; — i — { 6+7t = & = —
1
m —y =-1+0= y=-1
t—>oo%e'T
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3.19.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.19.3 (2,5 puntos)

a) (1,5 puntos) En un experimento en un laboratorio se han realizado 5 medidas del mismo
objeto, que han dado los resultados siguientes: my; = 0,92; ms = 0,94; ms = 0,89; m4 = 0, 90;
ms = 0,91. Se tomard como resultado el valor de = tal que la suma de los cuadrados de los
errores sea minima. Es decir, el valor para el que la funcién E(z) = (z —m1)% + (x —mg)? +
-+++ (x — ms)? alcanza el minimo. Calcule dicho valor z.

2
b) (1 punto) Aplique el método de integracién por partes para calcular la integral / 22 In(z)dz,
1

donde In significa logaritmo neperiano.

Solucion:

mi +mo +ms+mg+m
a) E'(x) = 2[5z — (mi +ma+mz+my+m3)] =0 = x = L 2 P 4 5

5
4,56 . . ’
—— = 0,912, es decir, se trata de la media de resultados. S6lo queda por comprobar que se

trata de un minimo:
E'(z) =10 = E"(0,912) =10 > 0 = z = 0,912 es un minimo.
Este valor corresponderia a un error de £(0,912) = 0,00148.

b)
= -1
F(z) = / 22 In(x) do = { 1;1) :ln;gd?:d}uv :Zg =
x?’;nx B %/ 22 dp = x?’;nx B %3 _ x3(31ngx— 1)
/2 2 In(x)dr = F(2) — F(1) = % ~ 1,07 u?
1
Opcién B

Problema 3.19.4 (2,5 puntos) Dada la funcién

se pide:
a) (0,5 puntos) Determinar, si existen, las asintotas horizontales de f(x).
b) (0,75 puntos) Calcular f'(4).

¢) (1,25 puntos) Hallar el drea del recinto limitado por la curva y = f(x), el eje OX y las rectas
r=—-1lyz=1

Solucion:
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=5 i <0 gm =5 =
x T——00 /g
_r si x>0 Iim —— =
249 w00 /22 +9
-9 .
(35274—9)3 si <0 .
b) f'(z) = . = ['(4) = 55z = 0,072
w si x>0
c¢) La funcién corta al eje OX en z = 0 por lo que tendremos dos recintos de integracién uno
para cada una de las ramas: Sy : [-1,0] y S2 : [0, 1].
_ z _ $2+9:t}_ “1/2 g, _ /2 _ /3
F(w)—/\/mdx— odr — dt —/t dt =t/ =+224+9

0
—XT
S :/ — = dr=—/22+9°, =10 -3 ~0,162
! 1 Va2 +9 -

1
X
S :/ ————dr =22+ 9], = V10 -3 ~0,162
7)o Varto lo

S = |S1| +1S2| = 2v/10 — 6 ~ 0,325

3.19.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 3.19.5 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) = 3z%e~%, se pide:
a) (1 punto) Hallar los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
f(z).
' @)
b) (0,75 puntos) Calcular/ de'
0

c¢) (0,75 puntos) Calcular los limites: lim f(z)y lim f(x).
T— —00

r— +00
Solucion:

a) fl(z) =3z *2—2)=0= 2z=0yax=2.

(—O0,0) (0,2) (2,00)
iE N v -
f(x) | decreciente N | creciente /' | decreciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo,0) U (2,00) v creciente en (0,2). Tiene un
minimo en el punto (0,0) y un maximo en el (2,12/¢?).

473



Mix(2,12/e"2)

\\\ // 3 \\\\\\\ —
\\\ //
Min(0,0)
b) Flz) = f(x)d _ [ 3pe-4 _{ u =3z = du = 3dzx _ _3pe743 o gy
z)= | ——dr= ze =~ ety sy — ez | = %€ e T =
—3zxe™ " —3e7F =

—3e F(x+1)

/1 F@) 40 — Py — F(0)
0 X

Iim (3z%e7") = lim (3t%') = 00
T—>—00 T—>+00

3 2

lim (3z%¢ ") = lim T

T—00 r—r+oo e¥

Opcién B

~

~ —6+3e
g e

0,793

Problema 3.19.6 (2,5 puntos) Una firma de alta perfumeria pretende sacar al mercado un frasco
de un perfume exclusivo que contenga 12 ml de esencia pura més una cantidad variable, z, de
alcohol. El precio de la esencia pura es de 48 euros el mililitro. Al afiadir alcohol a la esencia, el

precio de la mezcla resultante disminuye. Sabiendo que por cada mililitro de alcohol anadido el
precio del mililitro de mezcla se reduce 3 euros, se pide:

a) (0,25 puntos) Determinar el precio del frasco de perfume en el caso x = 0 (el frasco sélo

contiene los 12 ml de esencia).

b) (0,5 puntos) Expresar en funcién de x el precio del frasco que contiene (12+x) ml de mezcla.

¢) (0,5 puntos) Deducir con qué valor de z el precio de la mezcla se hace cero.

d) (1,25 puntos) Sin tener en cuenta otros costes, determinar el valor de = para el que se obtiene
el frasco de perfume (mezcla) de precio méximo. Indicar en este caso la capacidad del frasco

y el precio resultante.

Solucion:

a) para x = 0 el precio serfa: 12 - 48 = 576 euros.

b) f(x) = (12 + x)(48 — 3x)

= —322 + 12x + 576.

c) fl&)=(12+42)(48 —3z) =0 = = = —12 (no vélida) y = 16 mililitros.
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d) f'(x) = =624+ 12 = 0 = x = 2 por la segunda derivada f’(z) = -6 = [f"(2) = -6 <
0 = z = 2 es un méaximo y el valor de la funcién en este punto es f(2) = 14 - 42 = 588
euros.

3.19.4. Extraordinaria
Opcion A
Problema 3.19.7 (2,5 puntos) Dada la funcién
Re2r=4 §i <2

f((E) = { 23 —4x si z>2

x—2

se pide:
a) (0,75 puntos) Estudiar la continuidad de f en z = 2.

b) (1 punto) Calcular las asintotas horizontales de f(x). jHay alguna asintota vertical?

2
¢) (0,75 puntos) Calcular/ f(x)dx.
0

Solucién:
a) lim f(z)= lim (8* %) =8
r— 27 r— 27 3
r® —4x 0 3x° —4
1/ == 1/ = —_ — 1/ —
i = tim T[] = B
f(2) =8 = f es continua en x = 2.

b) Six < 2lafuncidén no tiene asintotas verticales, tendria una horizontaleny = 0: lim f(x) =
Tr—> —00

lim  (8¢**~*) = 0y, por tanto, en esa rama no habria oblicuas.
Tr—>r —00
Si z > 2 la funcién no tiene asintotas verticales, la tinica posible serfa en x = 2 pero no
3
z° —4dx

estd en la rama. Horizontales tampoco habria lim f(z) = lim = 00 y tampoco
T—> 00 rT— o0 I
, ) , flx) , % — dx
habria oblicuas en esa rama m = lim —— = Ilim =00
zT—>00 I z— —oco 12 — 21

2
4
c) / 8e2* 4 dx = 4625“4}(2) =4 - — ~3,927
0 €

Opcién B

Problema 3.19.8 (2,5 puntos) El dibujo adjunto muestra la grifica de una funcién y = f(z).
Usando la informacién de la figura, se pide:




a) (0,5 puntos) Indicar los valores de f(—1) y f/(1).
b) (1 punto) Justificar, usando limites laterales, si f es continua en los puntos z = —1 y « = 0.

¢) (0,5 puntos) Indicar razonadamente si f es derivable en los puntos z = —1 y = 0.
0

d) (0,5 puntos) Determinar el valor de / f(z)dx
—2

Solucion:

a) f(=1)=1y f'(1)=0.

b) En z = —1:
lim f(x)=1, lm f(z)=1y f(—1)=1= f es continua en z = —1.
r—r—1-— r—>—17F
Enx=0:
lim f(z) =0, lim f(z)=1= f discontinua no evitable en & = 0, presenta un salto.
z— 0~ z— 0t
¢) En z = 0 la funcién no es continua y, por tanto, no es derivable. En 2 = —1 la funcién es
continua pero hace un pico en el que se podrian trazar infinitas rectas tangentes, luego no es
derivable en x = —1.

Q) /_02 f(:@dx:%:m?.

3.20. Ano 2019

3.20.1. Modelo
Opcion A

Problema 3.20.1 (2,5 puntos) La contaminacién por diéxido de nitrégeno, NOs, en cierta esta-

ciéon de medicién de una ciudad, durante el pasado mes de abril, se puede modelar por la funcién
23t2 3

c(t) = 80 — 6t + 0.7 30 mg/m?® donde t € [0,30] representa el tiempo, expresado en dias,

transcurrido desde las 0 horas del dia 1 de abril.

a) (0,5 puntos) ;Qué nivel de NOs, habia a las 12 horas del dia 10 de abril?

b) (1,25 puntos) ;En qué momento se alcanzé el maximo nivel de NOs?, jcuél fue ese nivel
maximo?

1 /30
¢) (0,75 puntos) Calcule, mediante 0 / c(t)dt, el nivel promedio del mes.
0

Solucién:
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MBI
///// \\\
= Y
L e \
00 o
\\
N
Min(30,35)\,
\\\
\\
\
a) ¢(9,5) = 98,21 mg/m3
, t2 23t
b) ¢(0) =80, ¢(30) =35y ¢(t) = —35 + 75 ~6=0=t=3, t=20
(0,3) (3,20) (20, 30)
d(z) — + -
c(x) | decreciente | creciente | decreciente

Luego el méximo se da el dfa 20 con ¢(20) = 153,33 mg/m?>.

c) X;O/OSO c(t)dt = 1 (

23t3 4 \1* 3300
— (80t — 3¢2 —f—ﬂ = =110
30 T 60 120 0 30
Opcién B

Problema 3.20.2 (2,5 puntos)

a) (1 punto) A partir de la siguiente grafica de la funcién f, determine los valores de: f'(—1),
lim  f(z); lm f(z); lm f(z).
z— —2% T—r —27 z—0

b) (1,5 puntos) Calcule /

2242x+1 si —-3<x<0
_3 g(x) dz, donde g(z) = { 1+sinx si O<x <4
Solucion:
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a) En 2 = —1 hay un extremo luego f’(—1) = 0, Por otra parte:

If —1
im f(2)

b) La funcién es continua en & = 0, los limites laterales coinciden y con el valor de la funcién
en ese punto. Ahora resolvemos la integral:

/7T g(x)da::/o (x2+2x+1)dx+/0ﬁ(1+sinx)dx:

-3 -3

3

0
%—f—xQ—i-x} + & —cosz]y =5+ .
3

3.20.2. Ordinaria

Opcién A

1
Problema 3.20.3 (2,5 puntos) Dada f(z) = %, donde In denota el logaritmo neperiano,
definida para x > 0, se pide:

a) (0.5 puntos) Calcular, en caso de que exista, una asintota horizontal de la curva y = f(x).

b) (1 punto) Encontrar un punto de la curva y = f(z) en el que la recta tangente a dicha curva
sea horizontal y analizar si dicho punto es un extremo relativo.

¢) (1 punto) Calcular el area del recinto acotado limitado por la curva y = f(z) y las rectas
y=0yx=e.

Solucion:

2) Dom(f) = (0, +oc)

1 1
lim —% = {f} = Ilim % =0= y =0 por la derecha.
r—+00 T o0 z—s+oo 1
, l1—Inz
b) f(x) = > =0= 1l-lnz=0= z=e¢
(0,e) (e, 0)
f'(x) + -
f(x) | creciente | decreciente

La funcién crece en el intervalo (0,e) y decrece en el intervalo (e, +00). Luego presenta un
méximo relativo en el punto (e, 1/e).

¢) f(z) =0= z =1 luego el intervalo de integracién seria el [1, e].
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Mix(e,1/e)

(1,0) (e,0) y=0

Aunque se trata de una integral inmediata dejo la solucién por partes por las caracteristicas
de su resolucion.

lnx u—lnx:> du = 1dx 9 1
dv = tdr = v—lnx = (Inz)” - de:

2/ DT o= (Ing)2 = Faz) = (1“;)

De otra forma:
t—lnx 9
/lnx = Ldy :/fxdt:/tdt:%dx:
da:—xdt r
1 |
—+C:>F(x):(” / LY gy = Fe) — F(1) =

Opciéon B
Problema 3.20.4 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) = v4x? — x4, se pide:
a) (0,5 puntos) Determinar su dominio.

b) (1,5 puntos) Determinar sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

CACH R P AC)

¢) (0,5 puntos) Calcular los limites laterales. lim
z— 0~ T z— 0+t T

Solucion:

a) 422 — a2t =222 -2)2+2)=0= 2=0,z=2y = —2.

(—00,—-2) | (=2,0) | (0,2) | (2,00)
— + + —

Dom(f) = [-2,2]

479



_ 22(2 — ?)

= c=0= 22-2))=0=z=%+V2y2=0
xre — X

b) f'(x)

(_27 _\/i)

(_\/i 0) (07 \/5)
- +

f'(x) +

(v2,2)

decreciente

f(z) | creciente | decreciente N\ | creciente
Luego f decrece en el intevalo (—v/2,0) U (v/2,2) y crece en el intervalo (—2, —v/2) U (
Tendrfa un minimo en el punto (0,0) y dos méximos en los puntos (—v/2,2) y (v/2,2
Mix(2.2) Mix(12.2)
A AT
/ \\ 7 \
N% \
Min(0,0)
22—z [0
o tm T@_ g, VAo H —[t=—1]=
z— 0~ T z— 0~ T 0
oy VAZE Vite
m —— = =—
t—s 0t —t t—s 0t -1
. f(x) ) 4x? — 4 0 x4 — a2
Im —= lim —=|-|= 1 - -~ =
z— 0+t T z—> 0t x 0 z— 0t x

im 4—22=2

z—> 0t

3.20.3. Ordinaria-Coincidente

Opcion A

Problema 3.20.5 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) =
si

a) (0,75 puntos) Estudiar la continuidad de f(x) en x = 1.

b) (0,75 puntos) Determinar, si existe, f/(1).
1
¢) (1 punto) Calcular el valor de / xf(z)dx.
0
Solucién:

2
a) lim QSin(%):2

T— 1~
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lim
z— 1+ Jr — 1

-1 1
O I‘)l*’m

Y como f(1) =2 concluimos que f es continua en x = 1.

R VAAN Y
ATRY

LAY,

x<I x=1 x>1

b) Lo hacemos aplicando la definicién de derivada:

14 h)?
@& Six — 17 tenemos que h — 0~ luego f(1) =2y f(1+h) =28in<%);
v 7r(1+h)2>

2sin (| ——— ) — 2
- . 1+h)—f(1) ) ( 2 0
fan) = tim = » h 0

1+ h)?
2ﬂ(1+h)cos<w)
, 2
lim =0
h—s 0~ 1

h
@ Sigx — 17 tenemos que h — 01 luego f(1) =2 14+h)= ——:
a B0 f(1) =2y f(1+1) = =2y

h
) L+h) - f(1) . ihT 2
1+ = qm TEFP IO VIR TE
fOD = tm = L

£ h72\/h+1+2_{9}_ . -7

h—0t h(vh+1-1) 0 h—s 0+ \/h+1_1+2\/+ﬁ
, 2Vh+1-2 0 , NSt 1
lim =|-|= lim —F—— =
h— 0t 2(h+1)—2v/h+1+h 0 h—>0+2—\/m+1 2

@ Como f'(17) # f'(11) = Af'(1)

1

1 2 2
2 2
c) / 2x sin (E) dx = —— cos <K>} =—

Opciéon B
, se pide:

1
Problema 3.20.6 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) = 3w =1)

a) (1,25 puntos) Determinar las asintotas de la curva y = f(x) y estudiar los intervalos de

crecimiento y de decrecimiento de f(z).
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b) (1,25 puntos) Calcular el drea del recinto acotado limitado por la curva y = f(x) y la recta
20+ 4y =1T7.

Solucion:

a) Asintotas:

@ Verticales: £ =1

, 1 1 , 1 1
Im —=|—|=-00, Ilim ——=|—| =4
r—> 1~ 2(]} — 1)

@ Horizontales: y =0 yaque lim —— =0
z— o0 2(x — 1)

@ Oblicuas: no hay por haber horizontales.

(=) = —ﬁ < 0 = la funcién f es siempre decreciente en todo el dominio de la

funcién R — {1}.

=0

-2
b) 2z 4+4y=7— y= 2" los puntos de corte de las dos curvas vendra dado por:
G O SRS
4 2x-—1) 27
3 2 3
-2 1 — 1
S:/ (7 T )613327m x — —Injz —1| =
3/2 4 2(x—1) 4 2 3/2
15

= —In2~0,244 >
16
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e x=3/2 x=3

3.20.4. Ordinaria-Valencia

Incluyo el examen de Valencia por la expectacion generada con éste.

Opcién A

Problema 3.20.7 Se considera la funcién f(zr) = ze™

I2

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

)

Las asintotas, los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, asi como los maximos y
minimos relativos de la funcién f(z).

La representacién grafica de la curva y = f(x).

El valor del pardmetro a para que se pueda aplicar el teorema de Rolle en el intervalo [0,1]
a la funcién g(x) = f(x) + az.

El valor de las integrales indefinidas [ f(z)dz e [ ze " dx

Solucion:

a)

f(@) = 5. £(0) =0y Dom(f) =R

@ Asintotas verticales no hay, el denominador nunca se anula, horizontales en y = 0 ya

A T 00 ,
que lim — =|—| = lim 5
x—o00 e% 00 x—o0 2xe”

= 0 y oblicuas no hay al haber horizontales.

V2

e flz)=e"(1-22)=0= o=+

2
V2 V2 V2 V2
(coo=%) | (=9 %) | (%)
T - * -
f(x) | decreciente N | creciente ' | decreciente N\
La funcién es decreciente en el intervalo (foo,fg) U <f§,oo> y creciente en el
intervalo (f g, g) La funcién presenta un minimo relativo en el punto (—0, 71, —0, 43)

y un méximo relativo en (0, 71,0, 43).
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b) La funcién g(z) = f(z) + ax es suma de funciones continuas y derivables y, por tanto, es
continua y derivable. Por otra parte g(0) = f(0) =0y g(1) = f(1) + a = e~ + a. Para que
se cumplan las condiciones del teorema de Rolle sélo falta que g(0) = g(1) = e ! +a =

1
0= a=—-
e

c¢) Representacion:

Miix(0,71,0,43)

y=0

(0,0)

Min(-0,71,-0,43)

d)
1
/ flz)dx = / ze ™ dx = 756712 +C
re T dr — u=r = du=dx :| _—$67z+ e dp —
T ldv=efdr = v=—e"" | -
—ze " —e "+ C=—-€e"(x+1)+C
Opcién B

Problema 3.20.8 (2,5 puntos) Las coordenadas iniciales de los méviles A y B son (0,0) y (250, 0),
respectivamente, siendo 1 km la distancia del origen de coordenadas a cada uno de los puntos (1,
0) v (0, 1). El mé6vil A se desplaza sobre el eje OY desde su posicién inicial hasta el punto (0, %)
con velocidad de 30 km/h y, simultdneamente, el mévil B se desplaza sobre el eje OX desde su
posicién inicial hasta el origen de coordenadas con velocidad de 40 km /h.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) (2 puntos) La distancia f(t) entre los méviles A y B durante el desplazamiento, en funcién
del tiempo t en horas desde que comenzaron a desplazarse.

b) (4 puntos) El tiempo T' que tardan los méviles en desplazarse desde su posicién inicial a su
posicion final, y los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcién f a lo largo
del trayecto.

¢) (4 puntos) Los valores de ¢ para los que la distancia de los méviles es maxima y minima
durante su desplazamiento y dichas distancias méxima y minima.

Solucion:
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(6;187,5)

ﬂ 361
250-40t 40t

A(6,9) <—— B(250,0)

a) f(t) = /(250 — 40t)% + (30¢)2 = 50v/t2 — 8t + 25
2 1
b) T = % - 4%0 = 6,25 horas. O bien T = % - 2705 — 6,25 horas.
c¢) La funcién f estarfa definida en el intervalo [0,25/4], tendriamos f(0) = 250 y f(25/4) =
187, 5.
2t -8
F) =502 — 0= 2t-8=0=>t=4
2v/t? — 8t + 25
(0,4) (4,25/4)
f'() — +
f(x) | decreciente N | creciente

4
presenta un minimo relativo en el punto (4,150) y tendria el méximo en (0,250) que serian

las posiciones iniciales de los méviles.

La funcién es decreciente en el intervalo (0,4) y creciente en el intervalo (4 5) La funcién
0

(0,250

6,25;187,5)
Min(4,150)

3.20.5. Extraordinaria
Opcién A

Problema 3.20.9 (2,5 puntos)
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a) (1,25 puntos) Sean f y g dos funciones derivables de las que se conocen los siguientes datos:
f) =1, fl(1)=2, g(1)=3, ¢(1)=4
Dada h(z) = f((z + 1)2), use la regla de la cadena para calcular #’(0). Dada k(x) = f((x; ,
g(x
calcule £/(1).

b) (1,25 puntos) Calcule la integral /(sin x)*(cosz)? dz. (Se puede usar el cambio de variables
t =sinx.)
Solucioén:
a) h(z) = f((z +1)*) = W(z) =2+ 1)f((z+1)*) =

R'(0) =2f'(1) =4

_ fl=) oy (@)g(x) — f2)g'(z)
0= g = ) G2
iy _ S (Mg() — f(1)g'(1) _2-3-1-4 2
=T T
b)
t=sinz
/(sin:v)4(005x)3 dx = Ztm::codstxdx = / tt Cosgmcosz =
/ ttcos? xdt = / t*(1 —sin®z) dt = / tt(1 —t?) dt =
7 sin®z  sin"z
/(t"‘—tﬁ)dt:g—?: i +C
Opcién B

Problema 3.20.10 (2,5 puntos) Un brote de una enfermedad se propaga a lo largo de unos dfas.
El ndmero de enfermos ¢ dias después de iniciarse el brote viene dado por una funcién F(t) tal que
F'(t) =t2(10 — t)

a) (1 punto) Sabiendo que inicialmente habia 6 personas afectadas, calcule la funcién F'(t).

b) (1 punto) Calcule cudntos dias después de iniciarse el brote se alcanza el niimero méximo de
enfermos y cudl es ese nimero.

¢) (0,5 puntos) Calcule, usando el teorema de Bolzano, cudntos dias dura el brote.

Solucién:
1063 ¢*
a) F(t):/(lOtzftS)dt:OszJrC’
1063 ¢4



b) F'(t)=t>(10—t)=0= t=0y t=10

(0, 10) (10, 00)
F'(t) + -
F(t) | creciente ' | decreciente \

Luego f crece en el intervalo (0,10) y crece en el intervalo (10, +00). Tendrfa un maximo en
el punto (10; 839, 33). El maximo de enfermos se encuentra en el dia 10 y serdn sobre 839 el
nimero de enfermos previstos.

y11183.9

986.61

Miiximo(10,839)
s e

. P .
- o .

197.32

¢) la funcién F es continua y ademds cumple: F(13) = 2352 y F(14) = — 2334 por el teorema de

Bolzano 3¢ € (13,14)/F(c) = 0, Es decir, entre 13 y 14 dfas.

3.21. Ano 2020

3.21.1. Modelo
Opcion A
Problema 3.21.1 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) = e3*~2, se pide:

a) (1 punto) Determinar el punto en el que la tangente a la curva y = f(z) tiene pendiente igual

a — y escribir la ecuacion de esta recta tangente.
e

1—
b) (0,5 puntos) Calcular xgné/g Gxif—(z) .

¢) (1 punto) Calcular el drea de la superficie acotada por la curva y = f(z) y las rectas z = 0,

y=1.
Solucién:
1
a) fl(w) =332 = m=f(a) =332 =3 = 3a—-2=-1= a= 3 luego el punto
. 1 1 11 , <
de tangencia es 3’ f 3))=\32 y la recta tangente tendra por ecuacién:
1 3 ( 1) 3
y——=—-\r— = ﬁy:—x
e e 3 e
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—3e37—2 1

}: Iim —— =——
0 z—2/3 6 2

1— 3x—2
b) lim L:[O
z—2/3 6x—4

2
¢) fa)=1l= e¥*2=1= 32-2=0= z = 3 Luego el area sera:

3z—2 }2/3

2/3 2/3 .
Slz/o (f(a:)—l)daz:/o (e**72—1) da = 7 ¢ .

1 1 _ _1 i 9
—§(1+g):>s—|51|—3(1+62) u

¥y

Opcién B
3
Problema 3.21.2 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) = o pide:
z

a) (1 punto) Calcular el drea del tridngulo formado por los ejes de coordenadas y la recta
tangente a la curva y = f(z) en z = 2.

b) (0,75 puntos) Determinar las posibles asintotas de la curva y = f(x) y estudiar los intervalos
de crecimiento y decrecimiento de f(x).

2
¢) (0,75 puntos) Calcular/ xf(x)dx.
0

Solucion:

a) Calculamos la recta tangente a la funcién en x = 2:

a=2 b= f@ =@ =1 @)=~ m=f@=@)=-

1
y—b:m(x—a):>y—lz—g(x—2)2>x+3y=5

Calculamos los puntos de corte de esta recta con los ejes:
Con OY hacemos x = 0 = (0,5/3) y con OX hacemos y = 0 = (5,0), luego el drea de

este triangulo es:
~5-5/3 25 W2

St

Otra forma:




b) Asintotas:

@ Verticales: en x = —1
3

Iim —— =
z——1 1 + 1

lim 3 = {i} = —0
e——1-x+1  Lo—]

+o0

, {3
lim = |—
z——1+z+1 0+

| = +o0

@ Horizontales: en y = 0

lim =

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

fl(z) = ﬁ < 0Vz eDom(f) =R —{—1} = f es decreciente en todo el dominio de

la funcion.

i T I
O ey

2 2 3z 2( 3 )
/Oxf(x)dx—/o x—i—ldx_/o 3_:r+1 dx

3z — 3|z +1)]; =6 —3In3
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3.21.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.21.3 (2,5 puntos) Dadas las funciones f(z) = 23 + 322 — 1 y g(x) = 6z, se pide:

a) (0,5 puntos) Justificar, usando el teorema adecuado, que existe algin punto en el intervalo
[1,10] en el que ambas funciones toman el mismo valor.

b) (1 punto) Calcular la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(x) con pendiente minima.

2
f(z)
¢) (1 punto) Calcular / —= dx.
) (1 punto) e
Solucién:

a) Sea h(x) = f(x) — g(x) = 23 + 322 — 62 — 1 funcién continua en el intervalo [1,10], con
h(l) = =3 < 0 y h(10) = 1239 > 0. Por el teorema de Bolzano existe un ntdmero real
ce[1,10] en el que h(c) =0 = f(c) — g(c) =0= f(c) = g(c).

b) m(z) = f'(z) = 32? + 62 = m/(z) =62 +6=0= 2 = —1 como m"(—-1) =6 > 0 =
2 = —1 es un minimo. Tenemos m(—1) = =3 y f(—1) = 1. La ecuacién de la recta tangente

es:
y—1=-3+1) = y=-3x—2

2

2 .3 2 3 2
—1 1 41
C)/ %d;ﬂ:,(‘iJf’i_mmM v (F—1n2)f:1,02336.
1 1

1
6x 6\3 2 6
Opcién B
Problema 3.21.4 (2,5 puntos) Sea la funcién
[ (z—=1)?% si z<1
f(x)—{ (z—1)2 si z>1
a) (0,5 puntos) Estudie su continuidad en [—4, 4].

b) (1 punto) Analice su derivabilidad y crecimiento en [—4, 4].

¢) (1 punto) Determine si la funcién g(z) = f/(z) estd definida, es continua y es derivable en
=1

Solucién:

a) La funcién en las ramas es continua estudiamos en el punto = = 1:
lm f(z) = lim (z—1)> =0, lim f(z)= lim (z—1)* =0y f(1) =0 = f es
z—>1— rz—> 1 z—> 1+ rz—> 1

continua en [—4,4].

b)

y 2(x—1) si <1 fla-
f(“’):{3(m—1)2 sioa>1 :>{f’(1+

f es derivable en [—4,4]

En la rama [—4, 1] tenemos f'(z) = 2(z—1) es f'(z) < 0 = en esta rama decrece la funcién.
En la rama (1,4] tenemos f’(z) = 3(z — 1) es f'(x) > 0 => en esta rama crece la funcién.

0 N
0

)
)
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()_{ 20r—-1) st z<1 N ,()_{ 2 si z<1
=V 3(x—1) si a>1 IE=V6r—1) si a>1

Continuidad de g en x = 1:
11’m1 g(x) = h’m1 20 —1) =0, lim g(x)= lim 3(x—-1)>=0yg(l)=0= ges
- e

T— z— 1+ z— 17
continua en [—4,4].
Derivabilidad de g en = 1: Tenemos ¢'(17) = 2 # ¢'(17) = 0 = ¢ no es derivable en

r=1.

3.21.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
1
Problema 3.21.5 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) = 3~ sinx + z cosz, se pide:
a) (1,25 puntos) Estudiar su crecimiento en el intervalo {O, g} Justificar, usando el teorema

adecuado, que la funcién se anula en algiin punto de ese intervalo. Justificar razonadamente
que ese punto es unico.

b) (1,25 puntos) Calcular ’ f(z)dx.
0

Solucién:
a) f'(r) = —cosx + cosx — xsine = —xsinz. En el intervalo [0, g} es f'(z) < 0= fes
decreciente en todo este intervalo. 1 1
Por otra parte f es continua y cumple que f(0) = 3 >0y f (g) =3 Por el teorema

de Bolzano Jc € (07 g) tal que f(c) = 0. Como ademds la funcién es decreciente en todo el

intervalo este punto es tnico.

jus
2

1 . T .
b) — —sinx + xcosx dx:f—i—cosx—l—cosx—f—xsmx} =
0 2 2 0
T 3r—8
£+2cosx+xsinx]2 — ~ 0, 3562
2 0 4

U=z = du=dzx }

Nota: rcosTdr = { .
dv=cosrdr — v =-sinx

rsinx — / sinxdr = xsinx + cos .

Opcion B

Problema 3.21.6 (2,5 puntos) Disponemos de 10 metros de una barra metélica.

Con ella queremos construir una estructura formada por un rectangulo que esta rematado por
arriba por un tridngulo equilatero. La base del tridngulo coincide con el lado superior del rectangu-
lo, como se observa en la figura. Para construir la estructura, se cortan 6 trozos de la barra original
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de longitudes adecuadas y se sueldan para obtener la forma pedida.

Se pide:

a) (0,5 puntos) Si denotamos por z la base del tridngulo, calcular
su altura en funcién de x.

b) (2 puntos) Determinar cémo debemos cortar la barra original
para que la estructura resultante encierre un area total maxima.

Solucién:

2

a) h(x) =1/22 — (g)z V3

b) 10=4z+2y = y=5—2zx

S(x) = Se(x) + Sy(x) = = i/g + (5 — 22)

S(x) = <\/§48>$2+5x =

S|
vl

S'(z) = (ﬁ2_8>m+5=0:> z=1,595 m
V3-8

S (z) = 5 = -3,13 < 0 = z = 1,595 es un méximo (¥ v

relativo.
r=1,899mey=5—2x=1,809 m

3.21.4. Extraordinaria

Opcién A
x—1 .
o sio z<l, z#-1
Problema 3.21.7 (2,5 puntos) Dada la funcién f(x) = , se pide:
?+1
si r>1
4x

a) (0,5 puntos) Calcular f(0) y (f o f)(0).

b) (1,25 puntos) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(z) en x = 1 y determinar si en
dicho punto existe un extremo relativo.

¢) (0,75 puntos) Estudiar sus asintotas.

Solucion:

rz—1

a) Siz<lyz#-1= f(z)=



b) Continuidad en z = 1:

x—1 0 1 1
i = lim ———=|-|= — ==
S fle)= Mm 5— M S oo =5
2+ 1 1
1, = = -
r—lr>nl+f(x) r— 1+ 4x 2
1
1) ==

Luego la funcién es continua en z = 1.
Derivabilidad en z = 1:

1
s ox<l,z#-1
, EEE 7
f(@) =
22 —1 .
4‘%72 S1 r>1

FUT) = =1, FOT) =0= F(7) £ (%) =

f no es derivable en = 1.
La funcién es continua en z = 1 y en ese punto la funciéon pasa de decrecer a crecer, luego

hay un minimo local en ese punto.

c) Asintotas:
En la rama x < 1:

@ Verticales: la tnica posible es en x = —1

i —— = |5 lin | — = |57) =+
im =—|=—- {m =|—| =
ez +1 Lo- L e Lo &

@ Horizontales: en y = 0
1

lim =0
r—>—cox + 1
@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.
En la rama x > 1:
@ Verticales: No hay.
@ Horizontales: No hay
2241
lim = 400
z— +oo 4z
@ Oblicuas: y = mz +n
_ g () I ?4+1 1
m= w—1>r&w x w—l}r-}-oo 42 4

241 1
n= lim (f(z)—mz)= Ilim <$+ —£>: lim — =0

r— 400 r— +00o 450 4

1
yzzx:> z—4y=0
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Opcién B

| //Qy:o
A

Min(1,1/2)

x<I

\ x>1

Problema 3.21.8 (2,5 puntos) La potencia generada por una pila viene dada por la expresién
P(t) = 25te="/4, donde t > 0 es el tiempo de funcionamiento.

a) (0,5 puntos) Calcular hacia qué valor tiende la potencia generada por la pila si se deja en
funcionamiento indefinidamente.

b) (0,75 puntos) Determinar la potencia maxima que genera la pila y el instante en el que se
alcanza.

¢) (1,25 puntos) La energda total generada por la pila hasta el instante ¢, E(t), se relaciona con
la potencia mediante E'(t) = P(t), con E(0) = 0. Calcular la energia producida por la pila
entre el instante t = 0 y el instante t = 2.

Solucion:
} 25t 9 3 25
a) Mm e = o) =, toern =0

La bateria se agota con el tiempo.

25

b) P'(t) = 3(2 - t2)e*t2/4 =0= (2- t2) = 0 = ¢ = V2. La solucién negativa no es
relevante.
0.V [ (/25
P'(t) + - — 2 = /2 es un méaximo local.
P(t) | creciente | decreciente

Max[1.41, 21.44]
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Q) B(0) = P() = Elt) = [ (25t /1) de = ~50¢ /1 4.0

2
La funcién P(t) no corta el eje de abscisas en el intervalo (0,2) luego / <25te_t2/4> dt =
0

_ 50(e — 1)

E(2) — E(0) ~ 31,61 u?

3.22. Ano 2021

3.22.1. Modelo
Opcién A

Problema 3.22.1 (2,5 puntos) Se considera la funcién real de variable real

2
P sio x<1, z#-1
flz) =
Inz .
si x> 1
rz—1

a) (0,5 puntos) Estudie la continuidad de f en z = 1.
b) (1 punto) Halle las asintotas de f, si existen.

¢) (1 punto) Determine el valor de zg < 1 que verifica que la recta tangente a la gréfica de f

en el punto (zo, f(zo)) tiene pendiente 5 Escriba la ecuacién de dicha recta tangente.

Solucion:

2 1 1
a) Continuidad en = 1: lim =1, lim nro_ {9} = lim # =1y f(1) =

z—1- T+ 1 e—1tx—1 10 z— 1+
1 = f es continua en x =1 = f continua en R — {—1}.

b) Asintotas:

2
Enlaramaz <1= f(x) =

r+1

@ Verticales:
Enz=-1:

@ Horizontales: y = 0.

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

Inx

En larama z > 1 = f(z) = T
T —
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, Inz
lim =
z— 1+t —1

@ Verticales: No hay, ya que

@ Horizontales: y = 0.

1 1
el o R Ve _
z— +oo x — 1 o0 z— +oo 1
@ (Oblicuas: No hay por haber horizontales.
2 i <1, x# -1
- si z T # —
CESIE =h
) f'(z) =
zlhnx—z+1 | o1
————— i x
z(z —1)2
2 1
Comozg<l= flla)=————== flg)=———5 = — =
0 f(@) EFEE f'(@o) ot 1 5
23 +2w9—3=0= z9 = —3y x9 = 1, esta tltima no es vélida ya que zg < 1.
Enzp = -3 = f(-3) = %_H = —1 = (—3,—1) es el punto de tangencia. Luego la

ecuacién de la recta tangente es
1 z
y+1=—§(x+3)=> y=-5-

‘ ¥

y=-x/2-5/2

Opciéon B

Problema 3.22.2 (2,5 puntos) Dada la funcién f(r) = 25 — 42*, se pide:
a) (0,5 puntos) Estudiar sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) (1 punto) Encontrar sus mdximos y minimos relativos, y determinar si son o no absolutos.
¢) (1 punto) Hallar el drea de la regién acotada limitada por el eje y = 0 y la grafica de f.

Solucion:

26

a) f'(z) = 62° — 162> = 223322 - 8) = 0 = x:ny::tTEi.

(coo - 2F) [ (-2%0) | (02F) [ (3 +)
@) - + - +
f(x) | decreciente N | creciente ' | decreciente N, | decreciente
La funcién es creciente en el intervalo (7¥, ()) U (%‘/g, +oo), y decreciente en el intervalo
2v6 216
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b) Tiene un minimos relativos en los puntos de abscisa z = i%‘/g y un maximo en el punto de
abscisa x = 0.

Tenemos que f es continua en todo R por ser un polinomio y tenemos que lim = ooy
xr—>00

lim = oo, luego el maximo es relativo. Por el contrario, los minimos si son relativos.

r—r—00

VRN

Min(-2\6/3,-256/27)

Min(2N6/3,-256/27)

¢) f(z) =25 —4a* = 2%(2? —4) =0 = 2 =0y 2 = +2. Tenemos dos recintos Sy : [-2,0] y
S2 1 [0,2] y como la funcién es par estas dos dreas son iguales.

0 7 570 8
4 2
512/ (x6—4x4)dx=$——i

) 7 51, 35

\Mdx(0,0) !

Min(-2\6/3,-256/27) Min(2V6/3,-256/27)

3.22.2. Ordinaria
Opcion A

Problema 3.22.3 (2,5 puntos) Calcule el drea de la regién delimitada por las graficas de las
funciones

flx)=2+x—2% g(r)=22"—4x

Solucion:

1
flx)=g(zr) = 2+ —2>=22"—do — 32’ +50+4+2=0=2=——, 2=2

2 2
si= [ Pro-soel-w)ds [ (teser2de=
-1/3 —-1/3
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Opcién B
Problema 3.22.4 (2,5 puntos) Se considera la funcién

f) = {

a) (0,75 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en z = 0.

sinx si z<0
zet si x>0

b) (1 punto) Estudie los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f restringida a (—m,2)
Demuestre que existe un punto zg € [0, 1] de manera que f(zo) = 2.

¢) (0,75 puntos) Calcule [*, f(z)dz.
Solucién:
a) @ Continuidad en z = 0:

lim,_, o f(z) =lm,__,q-sinz =0
lim,__, o+ f(z) =lim, o+ ze* =0 = f continua en x =0

f(0)=0

@ Derivabilidad en x = 0:

_ cos T si <0 ffo)y=1 . _
flx)= { cx+1) si 23>0 = { F0%) =1 = f derivable en =0
b) @ coszx=0= x = —7F en el intervalo (—m,0).

e’(z+1)=0= z=—1¢]0,2] Luego:

Cm-3) | (=50 (0,2)
f'(z) - + +
f(z) | decreciente N | creciente , | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—7r, —g) y creciente en (—g, 2), con un minimo
relativo en (—%, —1).

@ En el intervalo [0,1] es f(x) = ze®. Sea la funcién g(z) = xe® — 2 en este intervalo y
tenemos:
9(0) =—-2<0yg(l) =e—2>0, como g es continua en el intervalo podemos aplicar el
teorema de Bolzano que nos afirma que 3xo € (0,1) tal que g(xg) =0 = zpe™ — 2 =
0= zpe™ =2 = f(x0) =2.
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¢) [ zedx = u=1r= du=dz

_ T _ T — T _ LT T .
do — e sy — e | = T€ [ e"dx = ze” —e* =e"(x — 1)

1 0 U 0 er vl B
f_% f(x)dx—f_% sinwdr + [y ve®dv = —cosa]_z + e*(x —1)]g=-1+1=0

e /

3.22.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 3.22.5 (2,5 puntos) Se quiere construir un acuario con forma de paralelepipedo recto,
con tapa y base cuadradas. La tapa es de metacrilato, la base es de un material metalico y las
caras verticales, de cristal. El metacrilato tiene un precio de 15 euros/m?, el material metélico, de
90 euros/m?, y el cristal, de 25 euros/m?.

a) (0,75 puntos) Exprese la altura del acuario en funcién del lado de la base, x, y del coste total
del material utilizado, C'.

b) (1,75 puntos) Con un presupuesto de 1260 euros, jcudl es el volumen méximo del acuario
que se puede construir con estas caracteristicas?

Solucion:

cristal

[BISLID

metalico b

[BISLID

metacrilato €T

T X

cristal

a) C = 152% 4+ 9022 + 4 - 250y = 1052 + 1000y = y = C5105:%

_ 2 _ 3
b) V(z,y) = 22y —> V(x) = 2212601050 _ 1260s 1050

2
V'(z) = —w =0= z =2 (el valor x = —2 no es relevante)
V' (z) = -8 — V"(2) = —228 < 0 = 2 = 2 es un méximo.
Luego las dimensiones de los cuadrados son de 2 m de lado y las caras verticales serian de 2
m por y = 1260-105:4 _ 21

1002 5 M-

7’ . ) . 3
El volumen méximo es V/(2) = 1200:2-105:2 — 8 ~ 16 8 m?.
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Opcién B
Problema 3.22.6 (2,5 puntos) Sea la funcién f(z) = /(z — 2)2.
a) (0,5 puntos) Estudie su continuidad y derivabilidad en [—2, 4].

b) (1,25 puntos) Analice crecimiento, decrecimiento, mdximos y minimos absolutos de f en
[—2,4].

¢) (0,75 puntos) Determine si la funcién g(x) = f/(z) es continua en x = 2 y si tiene recta
tangente en dicho punto.

Solucion:

a) La funcién es siempre positiva y su dominio es toda la recta real. Se trata de un polinomio
y, la raiz que lo contiene es impar, luego es continua en todo el dominio. El tinico punto a
estudiar seria en x = 2:

lim,_,o- f(2) = lim,_,o+ f(z) = f(2) =0 = [ es continua en [—2, 4]
La funcién es derivable en todos los puntos salvo en z = 2 donde lo estudiaremos:
! 2 / —+ / —4
f@) = 77— = f(27) =00 f(27)=—-00
5¢/(x —2)3
La funcién es derivable en R — {2} en nuestro caso la funcién es derivable en [—2,2) U (2, 4].

b) f'(x) < 0 en el intervalo [—2,2) y, por tanto, decreciente. f'(x) > 0 en el intervalo (2,4] v,
por tanto, creciente. No tiene maximos relativos.
Comprobamos los valores de la funcién en z = =2 = f(-2)=+V16yenz =4 = f(4) =

V/4, luego hay un maximo absoluto en (—2, . 16) y un minimo relativo y absoluto en (2,0).

¢) La funcién no es derivable en = 2 = no existe recta tangente a f en x = 2.

3.22.4. Extrordinaria
Opcion A
Problema 3.22.7 (2,5 puntos)

a) (1,25 puntos) Calcule, en caso de existir, el valor de los siguientes limites:

22 (1—2x)
z—2z2—sinx

a.2 (0,75 puntos) lim,_,o + (§ _ 2 )

xT sin 1
x

a.1 (0,5 puntos) lim,_,q

(Indicacién: use el cambio de variable t = 2 donde sea necesario).

b) (1,25 puntos) Calcule las siguientes integrales:

b.1 (0,5 puntos) [ —*5 dx b.2 (0,75 puntos) fol r?e % dx
Solucién:
, 2_9.3 _OL'_H, 27— 622 _OL,_
a) a.l limg 0 =5mis = [5] = imeso =i = (0] =
lim 2—12z __ _ 1
=0 "4 sing 2
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1
{ 1(3 __2 ) _ =z — 11 _ 2 . P 3tsint—2
a.2 limg o0 2 (Z Sin%) = 2500 t0 | = limy gt (3t sint) = lim; ot (7sint
. 3t2sint—2¢t _ 07 L2
hmtﬁo sint ) - [6] -
2 6tsint+3t“cost—2 __
hmt‘)O cost =2
t=2%-1
A — — — [zdt _ 1 (14 __
b) bl [ St de= dt—23:d(f:£ =[2d L[ 1ldt=
de' = b
xr

ilnft|+C =1z -1+ C

u=2a?= du=2zxdz
b2 [z *dr=| dv=e"de = v=—€e" | =
J udv =wv — [ vdu
u=x— du=dx
—z?e " +2 [ e Pdr= | dv=e¢Tdr = v=—" | =
[ udv =wv — [ vdu
—2?e " +2[—ze "+ [ e dx] = —a?e " +2(—we " — e ®) = —e "(z? + 2z + 2)

1
5

/ w?e ™ dr = —e % (2? + 22 + 2)](1) =2--~0,161
0 e

Opcion B
Problema 3.22.8 (2,5 puntos) Sea la funcién
flz)=2%—|z| +2
a) (0,75 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en z = 0.
b) (1 punto) Determine los extremos relativos de f(z) en la recta real.

¢) (0,75 puntos) Calcule el drea de la regién delimitada por la gréfica de f, el eje de abcisas
y=0,ylasrectasz =—-1y x=1.

Solucion:
B+r+2 si z<0

fla) = { »—x+2 s x>0
a) @ Continuidad en x = 0:

lm, o () = lm, o (424 2) =2
lim, o+ f(x) =lim, g+ (23 —2+2)=2 = f continua en x =0

f0)=2
Luego f es continua en R

@ Derivabilidad en x = 0:

o 3241 si o x<0 f(07)=1
f(x)_{SxQ—l siox>0 :{f’(()*):—l -

f no es derivable en z =0

Luego f es derivable en R — {0}
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b) En la rama < 0 = f’(x) > 0 = no hay extremos en la rama y la funcién es siempre
creciente. En el intervalo (—oo, 0).
Enlaramaz > 0= f/(z)=322-1=0= 2 = i? la solucién negativa no es védlida por
estar fuera de la rama. Para saber qué tipo de extremo es recurrimos a la segunda derivada:
f'(x) =6z = f" (?) =2/3>0= z= ? es un minimo relativo.
En x = 0 la funcién pasa de crecer a decrecer y ademas es continua, por lo que en x = 0 hay
un maximo relativo.

¢) Hay dos recintos de integracién [—1,0] y [0, 1]

0 4 2 0
&:/(ﬁ+wmmw¥i+£+ﬂ :Z
1

1 4 2 v
1 4 2 1
3 T T } 7
= —r+2dr= — —— 42| =~
So /0 (x° =z +2)dx 1 5 + 2x T
_ I
S—WH+Wﬂ—4+4—3u
ix(0,2) /
/10 -\ 4
3.23. Ano 2022
3.23.1. Modelo
Opcién A
Problema 3.23.1 (2,5 puntos) Sea la funcién
1 % si x<0
fla) = 2
zet™® si x>0

a) (0,75 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en z = 0.
b) (1 punto) Determine los extremos relativos de f(x) en (0, 00).

¢) (0,75 punto) Calcule f02 f(x)dx

Solucién:

502



a) @ Continuidad en x = 0:

, ~ L'H ,
=1-Ilim, ,qo- =% = [%] = 1-1lim, ,q- <£=0

sinz)
x

h'mz_> 0— (1 —
lim,_, o+ zet=7" =0 =
f(0)=0

lim, _,o- f(z) =lm,__, g+ f(z) = f(0) = f es continua en & = 0.

@ Derivabilidad en z = 0:

sinz—x cos © :
R si x<0
f'(z) = 2
(1—222)et="" si 2>0
r(n—\ — 14 sinz—xcosx __ [0 /_H 2 cosr—cosx+xsinx __
f(07) =lim _ sine—gcosz _ [0) "H |y, . cosz—cosctesing
z—0 2 0 z—0 20
’ xsinz __ [0 L'H ., sinz+xcosx __
llmx_>0— - ) hmx_>0— - 5 = 0

HOE e‘?I = j[’(!)_?;é f'(07) = f no es derivable en x = 0

b) En la rama (0,00) = f(x) = zet=r" — fllx)=(010- 2x2)e4’22 =0= z = :I:g

(0.8) | (%)
f'(x) + ~
f(x) | creciente /' | decreciente N\

La funcién es creciente en el intervalo (07 g), y decreciente en el intervalo (?, oo). Tiene

un maximo relativo en los puntos de abscisa r = g

t=4—22
) F(z) = [ f(z)dz = [ ze*" dz = dt=—2§tdx = [aet L = 1 [etdt=—S4C =
dz = =5
6471‘2
< +C

2 ot ot
Jo f@)dz =F((2) - F(0)=—3+% = 5+ ~ 26,8
Opciéon B
Problema 3.23.2 (2,5 puntos) Sea f(x) = x + 22, se pide:

a) (1 punto) Hallar el drea de la regién acotada que estd limitada por la grafica de f y la recta
Yy = 2z.

b) (1,5 puntos) Una particula en movimiento parte del origen y sigue la trayectoria determinada
por la gréifica de f. En el punto (1, f(1)) la particula sale despedida en la direccién de la
recta tangente. Determinar en qué punto choca con la recta vertical x = 2.

Solucion:

a) Buscamos los puntos de corte entre las dos gréficas: f(x) = g(v) = z + 22 = 22 =

?—-r=0=a2=0yz=1

Tenemos S = ‘ S (@) = g(2)) dx(

Sl—/ol<f<z>g(z))d:c—/;(xm2x>dx—/01<x2x>dx—
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Ty —|o(0,0)

b)a=1= b= f(a)=f(1)=2
@) =142 = m=f'(a) = /(1) =3
La recta tangente y —b=m(z —a) = y—2=3(zx—-1) = y=3z—1
El punto de corte con x =2 = y =5 = (2,5)
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