Capitulo 2

Geometria

2.1. Ano 2000

2.1.1. Modelo
Opcion A
Problema 2.1.1 (2 puntos) Dados los vectores @ = (a,1+ a,2a), ¥ = (a,1,a) y & = (1,a,1),
se pide:
a) (1 punto) Determinar los valores de a para que los vectores 7, o y W sean linealmente
dependientes.

b) (0,5 puntos) Estudiar si el vector @ = (3,3,0) depende linealmente de los vectores u, U y
para el caso a = 2. Justificar la respuesta.

¢) (0,5 puntos) Justificar razonadamente si para a = 0 se cumple la igualdad

U (VAT)=0

Nota: el simbolo A significa producto vectorial.

Solucion:

a)

a l1+a 2a
a 1 a|=a@®-1)0= a=0, a==+l1
1 a 1

Sia#£0ya+#+l = U, U y W son Linealmente Independientes.

Sia=00a=4+1 = 7, o y W son Linealmente Dependientes.

b) sia = 2, los tres vectores son linealmente independientes y, por tanto, forman una base. Luego
el vector ¢ = (3,3,0) es combinacién lineal de 7, o y . Veamos de que combinacién lineal
se trata, tenemos:



(3,3,0) = a(2,3,4) + b(2,1,2) + ¢(1,2,1) =

a=_3
2
2a+ 20+ c= 3
3a+ b+ 2c= 3 = b:§
da+ 20+ c= 0 2
c=3
A o
2 2
¢) Sia =0 tenemos:
u = (0,1,0)
7 = (0,1,0)
W = (1,0,1)
Sabemos que [, ¥, W] = U - (¥ A W). Pero
010
(@, 7,W]=|0 1 0|=0
1 01

Luego 7 - (VU AW) =0
Problema 2.1.2 (2 puntos)

a) Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano tales que su distancia al punto
A(4,0) es el doble de su distancia a la recta x = 1.

b) Comprobar que el anterior lugar geométrico es una cénica. Indicar el tipo de cénica que es y
hallar sus focos.

Solucion:

F(-4,0) Fi4,0) "

170



d(P,A) =2d(P,r), r:z=1, A(4,0)
d(P,A) = |AP| = \/(z — 42 + 42

=1

d(P,r) T

[\
[

z Y
4 12

2

b) Se trata de una hipérbola a? = 4 y b?> = 12, como ¢? = a? + b> = 16 = ¢ = 4. Los focos

serfan los puntos F'(—4,0) y F(4,0).
Opcién B
Problema 2.1.3 (3 puntos)

a) (1 punto) Encontrar la distancia del punto P(1,—1,3) a la recta que pasa por los puntos

b) (1 punto) Hallar el drea del tridngulo cuyos vértices son los puntos P, Q y R.

¢) (1 punto) Encontrar todos los puntos S del plano determinado por P, Q y R de manera que
el cuadrildtero de vértices P, ), R y S sea un paralelogramo.

Solucion:

a) Calculamos la ecuacién de la recta r que pasa por Q y R:

{@:(0,—2,—2) v=1

— y=2-—2\

Q(1,2,1) 2=1-2)
- = >
i j k
QP xQEI=|| 0 ~2 —2||=[(~10,0,0) =10
0 -3 2
QP x QR 10  5v2
d(P,r) = = = u
QR 2v2 2
b) Tenemos
QP = (0,-3,2)
QL = (0,—2,-2)
1
sz§\cﬁxQ’é|=5u2
c¢) El plano 7 que contiene a los puntos P, @ y R es el siguiente
0 0 z—-1
T =3 =2 y =10z—1)=0=m:2—-1=0
2 =2 z+41
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Sean P, Q y R vértices consecutivos, entonces S = P + Cﬁ =(1,-1,3)4+(0,—-2,-2) =

(1,-3,1)

= Sean P, Ry @ vértices consecutivos, entonces S = P + ]@) =(1,-1,3) 4+ (0,2,2) =
(1,1,5)

= Sean ), P y R vértices consecutivos, entonces S = Q) + ﬁ =(1,2,1)+(0,1,-4) =
(1,3,-3)

= Sean ), Ry P vértices consecutivos, entonces S = @ + ]%7 =(1,2,1)+(0,—-1,4) =
(1,1,5)

= Sean R, Py @ vértices consecutivos, entonces S = R + @ = (1,0,-1) 4 (0,3,-2) =
(1,3,-3)

= Sean R, Q y P vértices consecutivos, entonces S = R + Q? =(1,0,—1)+ (0,-3,2) =
(17 733 1)

Los puntos S son (1,—3,1), (1,1,5) y (1,3,—3). Todos ellos estdn contenidos en el plano 7

2.1.2. Ordinaria

Opcién A

Problema 2.1.4 (2 puntos) Resolver la siguiente ecuacién vectorial:
7 A(2,1,-1) = (1,3,5)

sabiendo que |7| = /6, donde A significa "producto vectorial”.

Solucién:

LLamamos 7 = (a,b,¢) = (a,b,¢) A (2,1,—1) = (1,3,5):
? 7 ? —b—c=1
a b ¢ |=(-b—ca+2ca—2b)=(1,3,5)=< a+2c=3
2 1 -1 a—2b=5

Como la primera ecuacion es el resultado de restar a la tercera la segunda, sélo tendriamos dos
ecuaciones, la tercera la obtenemos de \?\ =V6= a®>+b?+c*=6:

—b—c=1 a=1 a=5/3

a+2c=3 = b=-2 o b=-5/3

a2+ +c2=6 c=1 622/3
2
Es decir, 7 = (1,-2,1) y @ = (i_?’,)
37 33

Problema 2.1.5 (2 puntos)

a) Determinar el centro y el radio de la esfera:
2?4y 422 -2 4+4y+82—-4=0

b) Determinar el centro y el radio de la circunferencia interseccién de la esfera del apartado
anterior con el plano z = 0.
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Solucion:

a)
—2a = -2 a=1
—2b=4 . b=—
—2c=28 c=—4
a2+ 4+ —r2=—-4 r=>5

Esfera de centro (1,—2,—4) y radio r = 5.
b) Al cortar la esfera con el plano z = 0 nos queda la circunferencia:

2?4y =20 +4y—4=0

—2a = -2 a=1
—2b=4 == b=-2
a?+b —r?=—-4 r=3

Circunferencia de centro (1,—2,0) y radio r = 3.

Opciéon B

Problema 2.1.6 (3 puntos) Sean los puntos P(8,13,8) y Q(—4,—11,—8). Se considera el plano
m, perpendicular al segmento P@Q) por su punto medio.

a) (1 punto) Obtener la ecuacién del plano 7.
b) (1 punto) Calcular la proyeccién ortogonal del punto O(0,0,0) sobre .

¢) (1 punto) Hallar el volumen del tetraedro determinado por los puntos en los que el plano 7
corta a los ejes coordenados y en el origen de coordenadas.

Solucion:

a) Se trata de un plano mediador. Calculamos punto medio del segmento PQ que serd M (2, 1,0)
v el vector PO = (—12,-24, —16) = —4(3,6, 4).

3r+6y+42+A2=0, 6+6+0+A=0= A= —-12
m:3rx+6y+42—-12=0

b) Calculamos una recta r perpendicular a m que pase por O y después calculamos el corte de
esa recta r y el plano 7.

ur = (3’674)
T { _ =< y=06A
P, =0(0,0,0) — A\
12
3(BA) +6(6)) +4(4\) —12=0= A= o1

36 72 48)

El t tad :O’(— ——
punto proyectado es 61 6161
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¢) Los puntos de corte son:
Con el eje OX: hacemos y =0y z =0= A(4,0,0).
Con el eje OY: hacemos z =0y z =0 = B(0,2,0).
Con el eje OZ: hacemos x =0y y = 0= C(0,0,3).
Los vectores:
OA = (4,0,0).
OB = (0,2,0).
OC = (0,0,3).
El volumen del tetraedro es

V= | =4 u?

4
Lod.o8,00 =1 0
6 6 0

S NN O
w o o

2.1.3. Extraordinaria

Opcion A

Problema 2.1.7 (3 puntos) Sea la superficie esférica de ecuaciéon x?+y?+ 2% —6x—6y—82z+9 = 0.
a) (0,5 puntos) Determinar su centro y su radio.
b) (0,5 puntos) Hallar la ecuacién de la recta que contiene al didmetro paralelo al eje OY'.

¢) (1 punto) Obtener el centro y el radio de la circunferencia que resulta al cortar dicha esfera
con el plano z = 0.

d) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano tangente a la esfera en su punto del eje OX.
Solucién:

a) 22+ 9%+ 22 — 62 — 6y — 82 +9 = 0 = centro C(3,3,4) y radior =5

b)

— r=3
. ut:(ovlvo) . _
t.{Pt(3,3,4) —t: 3;:24-/\

¢) Imponemos z = 0 = 2% + y? — 62 — 6y + 9 = 0 circunferencia de centro (3,3,0) y radio
r=3

d) Si cortamos la esfera con el eje OX hacemos y =0y 2 =0 =
(—3)2+ (=32 +(-4)?=25—= z=3= P(3,0,0)
El vector caracteristico del plano tangente puede ser P? =(0,3,4)
m:3y+4z+A2=0

Como tiene que contener al punto P = A = 0. Luego el plano buscado es 7 : 3y + 4z = 0.
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Opcién B
Problema 2.1.8 (2 puntos) Se consideran los puntos A(1,a,0), B(1,1,a —2) y C(1,—1,a).

a) (1 punto) Comprobar que no estén alineados, cualquiera que sea el valor que tome el parame-
tro a.

b) (1 punto) Hallar el drea del tridngulo que determinan los tres puntos.

Solucion:

a)

1 a 0
1 1 a—2 |=-2#0Va€eR
1 -1 a
Luego no estan alineados.
b)
AB=(1,1,a—2)— (1,a,0) = (0,1 — a,a — 2) .
AC = (1,-1,0) - (1,0,0) = (0,~1 — a,a)
- = —
i j k
ABxAC|=|| 0 1-a a-2||=](-20,0)=2

0 -1-a a
1
5:§|ﬁxﬁ\:1u2
Problema 2.1.9 (2 puntos) Sean la recta

z—1 'y z-1

T

m 4 2
y el plano
m:2r—y+kz=0
a) (1 punto) Calcular m y k para que la recta sea perpendicular al plano.
b) (1 punto) Calcular m y k para que la recta esté contenida en el plano.
Solucién:

a) Deben ser QTz = u_; o proporcionales:

1 1
(m,4,2))\= (2,—1,/{5) — )\:—1, m=—8, k= —5

b) El producto escalar de ambos vectores debe ser igual a cero:

2m—44+2k=0= m+k=2

El punto (1,0,1) er Cm = 2—-0+k =0= k = —2y, por tanto, m = 4.
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2.2. Ano 2001

2.2.1. Modelo
Opcién A

Problema 2.2.1 (3 puntos) Sea la pardbola 2% = 4y. Sean u y v las rectas tangentes a la parabola
en los puntos P de abscisa a y @) de abscisa b, (a1,b), (a1,0), (b1,0).

a) (1,5 puntos) Hallar las coordenadas del punto R de interseccién de u y v.
b) (1 punto) Hallar la relacién entre a y b para que las rectas u y v sean perpendiculares.

¢) (0,5 puntos) Probar que en el caso del apartado anterior, el punto R estd en la directriz de
la parabola.

Solucion:

1
a) u tangente en el punto P(a,a?/4) y v tangente en el punto Q(b,b?/4). Tenemos f'(x) = 7

ma: f(a) = sa, ma=f'(b) = b

a? 1 ( ) ath
ury——=—alr—a
Y 2 = (aer ab)
— R _
p2 y:aj 2 4
u:y——==b(x—10) 4
4
b)
m1:;:> ab=—4
ma
c¢) Se trata de una pardbola vertical cuya directriz es la recta d : y = —1. Si ab = -4 =
a+b —4) (a—|—b >
LA R ]
R< 5 1 R 5 €d
Opcién B

Problema 2.2.2 (2 puntos) Los vértices de un tridngulo son A(—2,—1), B(7,5) y C(x,y).
a) Calcular el drea del tridngulo en funcién de z e y.

b) Encontrar el lugar geométrico de los puntos (x,y) tales que la anterior drea es 36.

Solucién:
a)
@:(x+2,y+1,0)
AB = (9,6,0)
T 7 %
1 1
S=-|ACxAC| ==|| 242 y+1 0=
2 2 9 6 0

1 3
= 51(0,0,62 — 9y +3)| = 7 (22 — 3y +1)
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3
S22 —3y+1)=36— 203y —23=0
Problema 2.2.3 (2 puntos) Sea A(1,1) y B(—1,1) dos puntos del plano.

a) Determinar las ecuaciones de todas las circunferencias que pasan por los puntos A y B
razonando dénde estan situados sus centros.

b) De entre las circunferencias del apartado anterior hallar el centro y el radio de la que es
tangente a la recta y = x.

Solucion:

a) Los centros de las circunferencias estdn en la mediatriz que une los dos puntos, es decir,
la recta x = 0. Luego el centro de ellas es de la forma C(0,a) y el radio r = d(C,A) =
va? — 2a + 2. La ecuacién de una circunferencia con este centro y este radio es:

2?4+ (y—a)P=a>—2a+2= 2" +y* —2ay+2a—2=0

b) Silarecta y = x es tangente a la circunferencia y el punto de tangencia tiene que ser A(1,1),
necesariamente.

Una recta perpendicular a y = x tiene de pendiente m = —1.

Construimos una recta con esta pendiente que pase por A:
y—1l=—(z-1)=2+y—2=0

Esta recta corta a = 0 en el punto (0,2), que serd el centro de la circunferencia. Y el radio
r= |CT}>’\ = /2. Luego la circunferencia buscada es

P2 (y—2°=2= 22+9* -2y +2=0

2.2.2. Ordinaria
Opcion A

Problema 2.2.4 (3 puntos) Dado el plano 7 : « + y + x = 1, la recta r : (z,y,2) = (1,0,0) +
A(0,1,1), y el punto P(1,1,0), se pide:

a) (1 punto) Hallar la ecuacién de la recta s que sea perpendicular a r y pase por P.
b) (1 punto) Hallar el punto P’, simétrico de P respecto de r.
¢) (1 punto) Hallar el punto P”, simétrico de P respecto de .
Solucién:
a) Hallamos un plano perpendicular a r que contenga a P

.{IKI:’ITZ:(O,LU
T

P(1,1,0) = y+2z+A=0= 14+21=0
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ComoA=—-1= m:y+2—-1=0.

Ahora encontramos el punto de corte de este plano 7 con la recta r:

1

1
A = A+A—1=0=>\=—
\ 2

ﬁ
SISO ]
Il

[a—y

1
El punto de corte sera Q) (1, 3 5)

La recta que buscamos pasa por P y por Q:

o B r=1
y{%<@®W,W)ﬁ,yﬂ+mt
PSZP(lvlaO) Z:—l/Qt

b) El simétrico de P respecto de r serd el simétrico de P respecto del punto @ hallado en el
apartado anterior:
P+ P

Q

¢) Primero hallamos la ecuacién de la recta t perpendicular a 7 que pasa por P:

=14+
t:¢ y=1+2A
z= A\

Ahora hallamos el punto de corte de esta recta t con el plano m:

1
AI+N+1A+N+A=1= )\:—§:>
22 1
El to d t A R(f,f,ff).
punto de corte serd 3373
Este punto R es el punto medio entre P y su simétrico P’:

P+ P (11 ﬂ
R= — P =2R-P=(=,-,-2
2 3’3" 3

Opciéon B
Problema 2.2.5 (3 puntos) Sean las rectas

y—1 z+1 z=1+A
T:I72:7k = 5 s: y=2-2A
N z =2\

a) (1 punto) Hallar k para que r y s sean coplanarias.

b) (1 punto) Para el valor anterior de k, hallar la ecuacién del plano que contiene a ambas
rectas.
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c¢) (1 punto) Para el valor anterior de k, hallar la ecuacién de la recta perpendicular comun a
las rectas dadas.

Solucién:
a)
— —
. Uy = (17k7—2) . { Us = (17—1’2) o5 _ (_
T { P21, ~1) s P.(1,2,0) P.P,=(-1,1,1)
1 kK —2
1 -1 2 |=0= k=-1
-1 1 1
Si k = —1 las dos rectas son coplanarias.
b)
— —
o up=(1,-1,-2) _ { u=(1,-1,2) ==
T { P.(2,1,-1) S P.(1,2,0) P.P;=(-1,1,1)
1 1 z-1
m:| -1 -1 y—-2 |=0=2z+y—3=0
-2 2 z

¢) Calculamos el punto de corte

T=2+A z=14+p

3 1
r:¢ y=1-2Xx §:1 y=2—4 :>)\:—1, k=7
z=—1—2\ z=2u
571
b1 putos p (3,71
punto es 113
El vector director de la recta es
e
1 J k
u=upxu,=| 1 -1 -2 |=-4(1,1,0)
1 -1 2

o 2 =5/4+ A
t:{?_(l’l’o) = y=T/4+ X

2.2.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 2.2.6 (2 puntos) Determinar la ecuacién cartesiana de los puntos del lugar geométrico
de los puntos del plano tales que la suma de los cuadrados de sus distancias a los puntos (0,0) y
(1,1) es igual a 9. Si se trata de una curva cerrada, calcular el drea que encierra.

Solucion:

Llamamos O(0,0), A(1,1) y P(x,y):

0P| = [AP| = 2> +4% ~2—y— 1 =0
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11
Se trata de una circunferencia de centro (5, 5) y radio r = 2. Luego el drea sera: S = nr? = 4mu?.

Problema 2.2.7 (2 puntos) Sean A, B y C tres puntos del espacio tridimensional que verifican

la relacién .
CB = —3CA

a) (1 punto) Calcular el valor que toma k en la expresién AC = kAB

b) (1 punto) Si A(1,2,—1) y B(3,6,9), hallar las coordenadas del punto C' que cumple la relacién
de partida.

Solucién:

a) Como@:ﬁ—i—B?yB?:?)CTzl:—S@tenemos
AC = AB - 3AC = 4AC = AB = k=~

4

b) Volvemos a utilizar la propiedad triangular, para ello cogemos como punto auxiliar el O(0, 0, 0)
y el resultado del apartado anterior:

(ﬁzo—f4+ﬁ:0_34+£,4‘3>:(1,27—1)+%(%,1%) - @3;)

3,3
taeso ¢ (23,2
uego B 5

Opcién B

Problema 2.2.8 (3 puntos) Se considera el tetraedro cuyos vértices son A(1,0,0), B(1,1,1),
C(~2,1,0) y D(0,1,3).

a) (1 punto) Hallar el drea del tridngulo ABC'y el volumen del tatraedro ABCD.
b) (1 punto) Calcular la distancia de D al plano determinado por los puntos A, By C.
¢) (1 punto) Hallar la distancia entre las rectas AC'y BD.

Solucién:

a) Tenemos:
AB = (0,1,1)
A0 = (~3,1,0)

AD = (~1,1,3)
i A
1 V19
S:§| 0 1 1 |:*\(—17—3a3)|:TU2
-3 1 0
01 1
1 1
V=gl 3 10 |:6|7|:7u3
-1 1 3



b) Construimos el plano 7 : ﬁ:( 3,1,0)
A(1,0,0)
0 -3 -1
T 1 1 Y =0=m:24+3y—32—1=0
1 0 z
-1 1
d(Dm)_\0+3 9-1 7 7ﬂu

V14949 V19 19
¢) Calculamos las rectas r y s:

T:{ﬁ:(—&l,o) . {Eﬁ

o 7(1 L0.2) FB - (0,1,1)

A(1,0,0) )
0 1 1
[AB,AC,BD)|=|| =3 1 0||=7
-1 0 2
-
i j k
ACxBD| =] -3 1 0 ||=1(26,1)] =41
-1 0 2

AB,AC,BD]| 7 VAL
\ﬁxﬁ| Va4

2.3. Ano 2002

2.3.1. Modelo
Opcion A

Problema 2.3.1 (2 puntos) Se considera una varilla AB de longitud 1. El extremo A de esta
varilla recorre completamente la circunferencia de ecuacién: z2 + 3% — 4z — 2y + 1 = 0; la varilla se
mantiene en todo momento tangente a dicha circunferencia.

a) (1 punto) Determinar el lugar geométrico descrito por el extremo B de la varilla.
b) (1 punto) Obtener la ecuacién cartesiana de dicho lugar geométrico.
Solucién:

a) Veamos un dibujo aproximado:
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Como se puede ver en la figura el segmento CA = CA’ = rradio de la circunferencia descrita
por el punto A. El segmento AB = A’B’, ya que la varilla suponemos que siempre es del

mismo tamano. El &ngulo CAB=CA'B = 90°. Luego los tridngulos formados por los puntos
ABC y A'B’C son iguales y, por tanto, CB = C'B’. En conclusidn, el punto B recorre una
circunferencia de centro C'y radio R = CB, que seria concéntrica con la dada en el problema.

b) La circunferencia 2% + y? —4x — 2y +1=0= C(2,1), r =2.

R=VAB’ +r2 =5

La circunferencia que buscamos es de centro C(2,1) y radio R = v/5:

(=22 4+@y-1)2=5= 2 +y? 4o -2y =0

Problema 2.3.2 (2 puntos) Sean las rectas:

r.{x72y—6221 S'f y—1
: z+y=0 "2 a

a) (1 punto) Determinar la posicién relativa de r y s segin los valores de a.

b) (1 punto) Calcular la distancia entre las rectas r y s cuando a = —2:
Solucion:
a)
ur =
: ur = (2,-2,1) ) { ug = (2,a,1) > _
h { P (0,0,-1/6) * *'\ pyo,1,0) o DrPs=(0.1,1/6)
0 1 1/6
2
A= 2 =2 1 , |A‘:a+ 0 g— -9
3
2 a 1

Sia# —2= |A| # 0 = las dos rectas se cruzan.

Sia=—-2=— u =u,=(2,-2,1) y ademas el Rango(4) = 2, ya que

o
[N}
|
|
[N}
RIS
o

luego las rectas son paralelas.

b) Cuando a = —2 hemos visto que las rectas son paralelas, luego

_|P.P. x| V53

d(r,s) =d(Py,s) = 7] 5
_ 77 F
53
|P.Pyxul=[ 0 1 1/6 |:\(4/3,1/3,—2)|:gu
2 -2 1
u| =3



Opcién B
Problema 2.3.3 (3 puntos) Sea la circunferencia de ecuacién z2 + y? — 2z — 4y + 1 = 0.
a) (1 punto) Hallar su centro y su radio y dibujarla.
b) (1 punto) Hallar el punto de la curva, de abscisa cero, mds alejado del origen; hallar también
la recta tangente a la curva en ese punto.
¢) (1 punto) Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto P(3,0) razonando

la respuesta.

Solucidn:
a) El centro es C(1,2) y el radio r = 2

/ /\

/ \
C/entxc(l‘z) ¥ zacuo/"

/

o

b) Para encontrar el punto hacemos z = 0 = y?> —4dy +1 = 0= (0,2 +/3) y (0,2 — V/3).
El punto més alejado es: (0,2 + v/3)

2xdr + 2ydy — 2dr — 4dy = 0 = (2y — 4)dy = — (22 — 2)dx
,_@__Qz—Q m——g
y_dx_ 2y — 4 3
V3
Larectatangenteesy—2—\/§:?x:\/gx—3y—6—3\/§:0

T 0
A\

Jinen(z,z) v radio 2
)

c¢) El dibujo es:

| —
7 \\\ x=3

/ (3,2)

~
e

y=0 ) L (3,0)
(1,0)
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Una de ellas es el eje de abscisa y = 0 y tendrd de punto de tangencia el (2,0), ya que el
punto (3,0) estd en el eje de abscisas. La otra recta tangente que pase por este punto debe
de ser z = 3, ya que el punto de tangencia es el (3,2).

2.3.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 2.3.4 (3 puntos) Se consideran las cénicas C; y Cs cuyas ecuaciones cartesianas son:
Cy: 922 +16y% =144 ; Cy:92% — 16y° = 144

a) (2 puntos) Identificar Cy y Cs. Especificar, para cada una de ellas, sus elementos caracter{sti-
cos: vértices, focos, excentricidad, y asintotas (si existen).

b) (1 punto) Hallar una ecuacién cartesiana de la pardbola de eje horizontal, abierta hacia la
derecha y que pasa por tres de los vértices de la cénica C.

Solucion:

a) Cl:9x2—|—16y2:144:>ﬁrz/g—f—%:l:z—;—i—g—z:1.Esdecir,setratadeuna

elipse centrada en el origen con semieje mayor a = 4 y semieje menor b = 3.
Por la igualdad fundamental tenemos que b% + ¢? = a?> = ¢ = Va2 — b2 = /16 — 9 = /7.

Su excentricidad serd: e = € = %.

a
Podemos concluir:

@ Focos: F'(—/7,0) F
& Vértices: (—4,0) (0,

V7,0)
(0,-3) (4,0)

oS e

@ Excentricidad: e =

@ Asintotas: Una elipse no tiene asintotas.

(4,0)

(0,-3)

Cy : 922 — 16y° = 144 — %—ﬁ =1= j—z—g—z = 1 Es decir, se trata de una
hipérbola donde a = 4, y b = 3, y se encuentra centrada en el origen.

Para calcular los focos a®? + 02 =2 = c=+/164+9=5
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Para calcular la excentricidad: e = g = g

Las pendientes de las asintotas serian: m = g = % ym' = —g = —%
Teniendo en cuenta que estas asintotas pasan por el punto (0,0) las rectas buscadas serfan:
Y= R Y= 1
Podemos concluir:
@ Focos: (—5,0) (5,0)
& Vértices: (—4,0) (4,0)
@ Excentricidad: e = %
@ Asintotas:
3 3
= —X ; = ——X
Y=at o VT

b) La ecuacién general de una pardbola con vértice en el eje de abscisas y simétrica respecto a
este eje es © = ay® + by + ¢, habré que calcular estos coeficientes con la ayuda de los tres
puntos que nos ofrece el problema.
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Como pasa por el vértice (—4,0), (0,3), (0, —3) por sustitucién tendremos un sistema de tres
ecuaciones con tres incognitas:

4 = A

C
4
0= 9a+ 3b+ ¢ $C=—4,a:§yb:0:>m:§y2_4
0= 9a— 3b+ ¢

Opciéon B

Problema 2.3.5 (2 puntos) Hallar una ecuacién cartesiana del plano que contiene a la recta 7:
r=14+t , y=—1+2t , 2=t

y es perpendicular al plano 7:

20 +y —z=2.

Solucion:

Los datos que tenemos son los siguientes:

%
L UT:(172,1) L _
r'{A(l,—l,O) Uy = (2,1,-1)

Es decir, para calcular el plano pedido tendremos los siguientes datos:

= (1,2,1)
Tl g =(2,1,-1)
A(1,-1,0)
La ecuacién del plano vendrd dada por:
1 2 -1
2 1 y+1 |=0=m:z—y+2—-2=0
1 -1 z

Problema 2.3.6 (2 puntos) Los puntos A(1,1,1), B(2,2,2), C(1,3,3) son tres vértices consecu-
tivos de un paralelogramo.
Se pide:
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a) (1 punto) Hallar las coordenadas del cuarto vértice D y calcular el drea de dicho paralelo-

gramo.

b) (1 punto) Clasificar el paralelogramo por sus lados y por sus dngulos.

Solucion:

A B

a) Los vectores que nos proporciona el problema son:/@ =(1,1,1)

Las coordenadas del punto que nos piden serdn D(xg, yo, 20)- Como B

~1,1,1).

:A = (-1,1,1) =

(xo—1,y0— 1,20 — 1) y por tanto xg = 0, yo = 2 2o = 2, el punto serd D(0,2,2). El drea del

paralelogramo viene dada por Area = |AB x BC|

- = 2

R B
AB x BC = 1 1 1 :(0,—2,2):>Area:|ﬁxﬁ\=
1

-1 1

=1/22+22 =22

b) Primero comprobamos la longitud de los lados del paralelogramo, que no sera otra cosa que

calcular el médulo de los vectores E vy B

AB|=vI+1i+1=Vv3 |BC|=vI+1+1=V3

Es decir, los lados del paralelogramo son iguales, y por tanto, sélo puede ser o un cuadrado
o un rombo, para diferenciarlo calculamos el angulo que forman dos de los vectores, y en el
caso de que ese angulo fuese I seria un cuadrado, mientras que en caso contrario seria un

2
rombo. Cogemos E (1,1,1) y ﬁ -1,1,1)

Ccosax =

NNy e RV

Luego se trata de un rombo.

2.3.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 2.3.7 (3 puntos) Se consideran las rectas

a) (1 punto) Calcular la distancia entre r y s.
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b) (1 punto) Hallar las ecuaciones cartesianas de la recta perpendicular comin a r y s y que
corta a ambas.

¢) (1 punto) Hallar unas ecuaciones cartesianas de la recta que corta a r y s y que pasa por el
punto P(1,0,0).

Solucion:
a)

o B —>: _ —_—
r: { Upr = (1a 272) St { I (3’ 1, 1) P’)"PS = (2? _17_4)

P.(0,1,3) Py(2,0,-1)
2 -1 -4
—
PR, a @l =11 2 2 ||=|-35=35
3 1 -1
- o >
i J k
@i xal=[| 1 <2 2||=10,7,7]=7v2
3 1 -1
—
PR a w35 52
d(r,s) = u

b) La encontramos como interseccién de dos planos y para ello nos apoyamos en el vector
perpendicular a ambas rectas u; = u, X uy = (0,7,7):

uy = (0,7,7) = (0,7,7) i
SN QTT): (137272) T2 ! u—>s x (3,]—771) t: { ,].(.1
P(0,1,3) Py(2,0,-1) ’
0 1 T
m:| 7 -2 y—1|=0=4dox+y—2=-2
7 2 z-3
0 3 z-2
mo | T 1 Y =0= 2z —-3y+3z2=1
7T -1 z+41
{ de+y—2z=-2
"l 2r-3y+3z=1
¢) La encontramos como interseccién de dos planos:
— —
PP.=(-1,1,3) PP, =(1,0,-1) -
T w = (1,-2,2) T u = (3,1,-1) t:{;
P(1,0,0) P(1,0,0) ?
-1 1 z-1
™ 1 -2 Y =0= 8 +5y+2=8
3 2 z
1 3 -1
Ty : 0 1 y =0=2z—-2y+2=1
-1 -1 z
t_{8:1:—|—5y+z=8
"l z—2y+2z=1
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Opcién B

Problema 2.3.8 (2 puntos) Hallar una ecuacién cartesiana del lugar geométrico de los puntos del
plano cuya diferencia de distancias a los puntos A(0,3) y B(0,—1) es igual a 1. Identificar dicho
lugar geométrico.

Solucion:

Sea X (z,y) un punto genérico, tendremos:

d(A, X) = /224 (y—3)2, d(B,X)=+/22+ (y+1)?

Va2 +(y—3)2 — 22+ (y+1)2 =1
4a% — 60y + 120y — 45 =0

Se trata por definicién de una hipérbola.

Problema 2.3.9 (2 puntos) Para cada valor del pardmetro real a, se consideran los tres planos
siguientes:

m:rz+yt+az=-2; m:rxt+ay+z=-1; miar+y+z=3
Se pide:

a) (1,5 puntos) Calcular los valores de a para los cuales los tres planos anteriores contienen una
recta comun.

b) (0,5 puntos) Para los valores de a calculados, hallar unas ecuaciones cartesianas de dicha
recta comun.

Solucion:

a)

T+ y+ azx= -2 1 1 a|-2
z+ ay+ z2z= -1 A=| 1 a 1]-1
ar+ y+ z= 3 a 1 1 3
= |A|l=-d*+3a-2=0= a=-2, a=1

Sia# —2ya#1 el sistema es compatible determinado y los tres planos se cortan en un
punto.

Si a = —2 el RangoA =Rango(A) <n® de incégnitas con lo que el sistema es compatible
indeterminado, los tres planos tienen infinitos puntos comunes. Como ademas no son planos
coincidentes, tienen por tanto, una recta comun.

Si a = 1 tenemos que Rango(A) = 2 #Rango(A) = 1 y el sistema es incompatible.

b) Sia= -2
T+ y— 2z= =2 xr=-5/3+A
x— 2y+ z= -1 = r:{ y=-1/34+X
—2z+ y+ z= 3 z=A
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2.4. Ano 2003

2.4.1. Modelo
Opcién A
Problema 2.4.1 (3 puntos) Se consideran el plano 7 y la recta r siguientes:

-1 1
miT+y—2z=6; r;xZ :%:Zj_l

Se pide:
a) (1,5 punto) Hallar el punto simétrico de M (1,1, 1) respecto del plano .
b) (1,5 punto) Hallar el punto simétrico de M(1,1,1) respecto de la recta r.

Solucion:

a) Calculamos una recta perpendicular a 7w que pase por el punto M (1,1,1):

r=1+A\
y=14+2A
z=1-2\

Calculamos el punto de corte de esta recta con el plano :
(I+N)+(1+A)—201-2\)=6=A=1
M'(2,2,-1)
Este punto es el punto medio entre M y el simétrico M":

_M”—l—M
o 2

M = M" =2M'— M = (4,4,-2) — (1,1,1) = (3,3, -3)

b) Calculamos un plano perpendicular a © que contenga al punto M:
2043y —24+4A=0=243-14+2A=0= A=—4
20 +3y—2—-4=0

Calculamos el punto de corte de este plano y la recta, para ello ponemos la ecuacién pa-
ramétrica de la recta

r=1+42\
y =3\
z=—-1-—-X\

1
2(1+2)\)+3(3)\)—(—1—)\)—4:0:>)\:ﬁ
(32 19)

7147 14
Este punto es el punto medio entre M y el simétrico M":
M+ M 8 3 15
M == M”:QM’—M:Z(f———)—lllz
5 71 1a) LY

(222
O S
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Opcién B
Problema 2.4.2 (3 puntos) Se consideran los puntos:
A(1,1,1), B(0,-2,2) C(~1,0,2) D(2,—1,-2).
Se pide:
a) (1 punto) Calcular el volumen del tetraedro de vértices A, B, C'y D.
b) (1 punto) Calcular la distancia del punto D al plano determinado por los puntos A, By C.

¢) (1 punto) Hallar unas ecuaciones cartesianas de la recta que pasa por D y es perpendicular
al plano determinado por los puntos A, By C.

Solucion:
AB = (-1,-3,1) AC =(-2,-1,1) AD=(1,-2,-3)
a)
-1 -3 1
vl 1 1 :gu3
1 -2 -3
b)
AB = (~1,-3,1) 1 2 z-1
T @:(_2’_1)1) = 7r:| -3 -1 y—-1|=0=
A(1,1,1) 1 z-1
2 +y+52-8=0
4-1-10- 1
d(D77r):| 0-8 15 /30

VArit2 V30 2

@ = (2,1,5) T=2+2)
r= D(2,~1,-2) = r:{ y=—-1+2A
o z=—24+5A

2.4.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 2.4.3 (3 puntos) Dadas las rectas en el espacio:

r—2 y—1 =z
T = =
3 -2 1

z+1 y+2 z-1
s = =

2 -1 2

a) (1,5 punto) Hallar la distancia entre las dos rectas.

b) (1,5 puntos) Determinar las ecuaciones de la perpendicular comiin a r y s.

Solucion:
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P.(2,1,0) P,(—1,-2,1)
i i k
U=u,xu,=|3 -2 1|=-3i—4j+k=(-3,-4,1)
2 -1 2

7| =vVI9+16+1=126

—
P.Py=(-1,-2,1) - (2,1,0) = (-3,-3,1)
3 -2 1
[m,zz,P,.Ps]z 2 —1 2|=22
-3 -3 1
Luego la distancia entre las dos rectas sera:
T
‘zﬁalTs)aPrPs] 292
d(r,s) = =
=TT T Vs
b)
= (3,-2,1) w = (2,-1,2)
mid U=(=3-41) m:{ U=(-3-41)
P.(2,1,0) Py(—1,-2,1)
3 -3 x—-2
m:| -2 -4 y—-1|=0=—=2-3y—9+1=0
1 1 z
2 -3 x+1
mp:| =1 —4 y+2 |=0=Tx—-8y—112+2=0
2 1 z-1
{m—3y—9z+1:()
Tr—8y—11z4+2=0
Opcién B

Problema 2.4.4 (3 puntos) Dados el plano
m:x+3y—z=1

y la recta
z+2 y-—1
5 =

z
6 2 1
a) (1,5 punto) Hallar la ecuacién general del plano 7’ que contiene a r y es perpendicular a .

b) (1,5 puntos) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta interseccién de los planos 7, 7'.

Solucion:
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a) Datos:

N g _ . (67271)
muy = (1,3,-1) r.{ P.(=2,1,0)
1 6 z+2
7 3 2 y—1|=0=7:50—-T7y—162+17=0
-1 1 z
b)
S~{x—|—3y—z—1=0 :{x+3y:1—|—z N
VU br—Ty—162+17=0 5z — Ty = —17 + 162
)
—_24 2.
T +2
1
=1—=-)
4 2
z=A

2.4.3. Extraordinaria
Opcion A

Problema 2.4.5 (2 puntos) Dados los puntos A(1,0,1) y B(0,2,0),yel planom =z —2y—2z—7 =
0, determinar el plano que es perpendicular al plano 7 y pasa por los puntos A y B.

Solucion:
=(1,-2,-1)

AB = (-1,2,-1)

1 -1 T
=l -2 2 y-2|=0=22+y—2=0
-1 -1 z

Problema 2.4.6 (2 puntos) Dadas las rectas:

r—1 y+1 z-k
-1 1 1

T
) { r— y+ z=3
L 3x+ z=1
a) (1 punto) Hallar el valor de k para que las dos rectas estén contenidas en el mismo plano.

b) (1 puntos) Para el valor de k obtenido en el apartado anterior, determinar la ecuacién general
del plano que las contiene.

Solucion:
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- - >
i j k
ur=| 1 -1 1 |=-i+2j+3k=(-1,2,3)
3 0 1
Si en la recta s hacemos x = 0 obtenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas
con el resultado de y = —2 y z = 1, luego un punto de la recta serfa Ps(0,—2,1).
T'{lﬁ:(—l,l,l) .{ITS):(_LZS)
" Po(1,—1,k) %1 Py(0,-2,1)

El plano m que buscamos contiene a las dos rectas:

= (-1,1,1) -1 -1 z—1
m:d u=(-1,23) =ax=| 1 2 y+1|=0
P.(1,-1,k) 1 3 22—k

—x—-2y+z2—-1-k=0=2+4+2y—2+1+k=0

Como este plano contiene al punto Ps(0, —2, 1) sustituimos en el plano
0-4-1414+k=0= k=4
b) El plano buscado es:
r+2y—z+5=0
Opciéon B
Problema 2.4.7 (3 puntos) Dado el plano
m:x+y+2=0

y la recta

r—1 y z+1
T ==

1 2 2

se pide:
a) (1 punto) Calcular el punto @ en el que se cortan el plano 7 y la recta r.

b) (2 puntos) Encontrar un plano 7/, paralelo a 7, tal que el punto Q" en el que se cortan el
plano 7’ y la recta r esté a distancia 2 del punto @ hallado en el apartado anterior.

Solucion:

a)

. {17,2:(1,2,2) . gf 1+2§
Pr(la();_l) 2= —1+92t

14t+2t—1+2=0= t=0= Q(1,0,—1)
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b) Calculamos una esfera de centro @ y radio 2: (z — 1)? + 9% + (2 + 1)? = 4; esta esfera corta
a la recta r en dos puntos Q' y Q":
2

§+4¥+M2:4=$t:i§

L2 (54 1 )
Sit= 3 = Q 37373 yun plano que sea paralelo a 7 y contenga a este punto serd
'
5 4 1 8
—+-——-4A=0==—
3 + 3 3 + 3
, 8
Tir4y+z— 3= 0
) 2 S (1 4 7
Sit= —3 = @ 3073 "3 pyun plano que sea paralelo a 7 y contenga a este punto
serd 7'’ L4 7 10
fffff A=0= A= ——
3 3 3 + 3
10
#irx+y+z— —=0
3
2.5. Ano 2004
2.5.1. Modelo
Opcién A
Problema 2.5.1 (3 puntos) Dado el plano:
m:x+y+az+1=0
y las rectas
r Y= r'y=2t S y=3t
z=1 z2=1 z=

Se pide:

a) Calcular el valor de a para que los puntos de corte del plano 7 con las rectas r, 7’ y 7’/ estén
alineados (1,5 puntos).

b) Calcula las ecuaciones de la recta que pasa por esos tres puntos (0,75 puntos).
¢) Calcula la distancia de dicha recta al origen (0,75 puntos).
Solucién:

a) Sea A el punto de corte de r con 7

2 2
l+t+at+1=0=—= t=— :>A(1’77,, )
a+1 a+1 a+1
Sea A’ el punto de corte de 7’ con 7
2 6 3
2+2PHM+1:O=$t:———f::wy(l_ggﬁ_ )
a+2 a+2 a+?2
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Sea A” el punto de corte de r” con 7

4 12 4
3+3t+at+1:0:>t:—7:>A”(37_7,_ )
a+3 a+3 a+3
_) _
AA,:(l’f dat2 _ a-l )
(@+D@+2) (a+Da+2)
e s,
(a+3)(a+2) (a+3)(a+2)
Para que estén alineados los tres puntos:
T da + 2
A=A A — o2 et g,

(a+1D)(a+2) (a+3)(a+2)

Sia=0: —
A4 = (1,-1,1/2) # A’A" = (1,-1,-1/6)

Esta solucién no vale.

a=1:

—- —
AA" = (1,-1,0)=A'A”
Luego cuando a = 1 los tres puntos estan alineados.

b) La recta h que une estos puntos:

N rx=1+1t
. Up = (17_170) . = _1 =
h'{A(l,—l,—l) = h: z:ii t

0A x @ |(1,—1,-1) x (1,—1,0)]

d(O,h) = 2
(O.h) = = T, —1L,0)

—ﬁ—lu
_\/5_

Opcién B
Problema 2.5.2 (2 puntos) Se consideran las rectas

.{x—y:2 5_{2x—z+2:0
"l2r—z24+1=0 "l 2y—mz=6

a) Hallar el valor de m para que r y s sean paralelas.

b) Para el valor de m obtenido en el apartado anterior, determinar la ecuacién del plano que
contiene las rectas r y s.

Solucion:

a)

T =A r=—-14+A
ri¢ y=-—-24+2X s:¢ y=3+mA
z=1+2\ z =2\
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"1 P(0,-2,1) %1 Py(-1,3,0)
o
PTPS = (_1757 1)
1 5 -1
1 1 2| ==1+m=0=m=1
1 m 2

Cuando m = 1 los vectores directores de las rectas r y s coinciden, luego para este valor las

rectas son paralelas.

b)
x4 =(1,1,2) 1 -1 x
7:d U=(-1,5-1) =7w:|1 5 y+2|=0= 1lz+y—62+8=0
P(0,-2,1) 2 -1 z-1

Problema 2.5.3 (2 puntos) Calcular las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto
P(3,-1,0) y corta perpendicularmente a la recta

r=342A
r: y=4+A
z=543\

Solucién:
X, { o =(2,1,3)
- PT‘( ’ 47 5)
Un plano perpendicular a esta recta y que contenga al punto P sera:

m:2c+y+32+A=0=6—-14+A=0=A=-5

m:2x+y+3z2—5=0

Este plano corta a la recta r en el punto P’:

1
2(3+2/\)+4+>\+3(5+3>\)—5:0:>>\:—70

1 18 5
P/ (_77 = 7)
7T

o 118 5\ (22 25 5
PP =(3,-1,0)— ( ) - (—7— _,)
(3.-1,0) 2 -2

T
22
—34 )
T + 7
h_ (22 25 5
s PP=(5-2-%) . ) = 1_B)
P(3,—1,0) 7
5
— 2
S
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2.5.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 2.5.4 (3 puntos) Se consideran la recta y los planos siguientes:

x=2-3\
r:Q y=14+2\ ; m:2—-3x+2y—2=0; m:3+2x4+2y—22=0
z=4—-A

a) (1 punto) Determinar la posicién relativa de la recta con respecto a cada uno de los planos.
b) (1 punto) Determinar la posicién relativa de los dos planos.

¢) (1 punto) Calcular la distancia de r a ms.

Solucién:
a)
r—=2 y—1 z-4 {2x—4:—3y+3
T3 T T T T T —a 2= 32412
{ 20 +3y—7=0
r—324+10=0
Primero estudiamos la posicién de esta recta con respecto a m; : 3x —2y+2—2 =0, y
tenemos:
2 3 0 2 3 0]-7
A= 1 0 -3 |; A= 1 0 -3 10
3 -2 1 3 -2 1] -2
Tenemos que |A| = —4 =>Rango(A) = 3 =Rango(A4) = La recta corta al plano .

Ahora estudiamos la posicién de esta recta con respecto a my : 2x + 2y — 22+ 3 = 0, y

tenemos:
2 3 0 - 2 3 0] -7
A= 1 0 -3 ;7 A= 1 0 =3]| 10
2 2 =2 2 2 =22
Tenemos que |[A] =0 y como 1 g ‘ = —3 # 0 =Rango(4) = 2.
Por otra parte tenemos que
3 0 -7 -
0 —3 10 | =36# 0 =-Rango(A) =3.
2 -2 =2

Luego la recta es paralela al plano.

3 2
b) 5 #* 5 — 1 y o se cortan.

¢) Un punto de r es P,(2,1,4) y tendremos:

d(Proma) 2.241-2-2-4+43] 3
Ty T = =
? Vitata 6
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Opcién B
Problema 2.5.5 (3 puntos)

a) (2 puntos) Determinar la posicién relativa de los siguientes planos, para los distintos valores
del pardmetro k:

m o 2+ 3y+ kz= 3
m: o+ ky— z= -1
w3 3x+  y— 3z= -k

b) (1 punto) En los casos en que los tres planos anteriores se corten a lo largo de una recta
comun, hallar un vector director de dicha recta.

Solucion:

a) Sea la matriz

B 2 3 k| 3 B L
A= 1 k -1| -1 | = |A|=-3k* -5k +2=0= 3
3 1 —3| -k — 9

Sik # é v k # —2 = |A| # 0 =Rango(A4) = 3 =Rango(A) = Sistema Compatible

Determinado=— Los tres planos se cortan en un punto.
. 1
Si k = - tenemos
3
3 1/3 3 ‘
)

2
A= 1 1/3 —-1| -1
3

1 -3|-1/3 1 1/3

Luego tenemos que Rango(A) = 2. Por otra parte tenemos

3 1/3 3
224
13—l —l|=-22 40
1 -3 -1/3

Luego Rango(A) = 3 #Rango(A) = 2 = Sistema Incompatible. En este caso tenemos que
comparar los planos dos a dos:

2 3

M1 CON Myt o # 1/—3 — se cortan

T con 7y : % # % = se cortan -
1 1/3 -1 -1

Tg CON T3 : 3= -3 #* ?/3 = son paralelos

Dos planos son paralelos (72 y 73) y otro plano corta a los dos (7).

Si k = —2 tenemos

A= 1 -2 —-1|-1

23—23'
3 1 =3 2



Tenemos que Rango(4) = 2, y si _observamos la matriz A la tercera fila es la suma de
las anteriores y, por tanto, Rango(A) = 2. Concluimos con que el sistema es Compatible
Indeterminado; comparando los planos se compruebo que no hay coincidentes y concluyo con

que se cortan los tres en una recta.

2z+ 3y— 2z= 3

b) Puedo definir esta recta como interseccién de dos de estos planos r : { o W 2= —1

y su vector director seré:

- = =
7 J k

ur=| 2 3 -2 |=(-7,0,-7)
1 -2 -1

2.5.3. Extraordinaria

Opcién A

Problema 2.5.6 (3 puntos) Sea el plano 7 : z + 2y + 3z = 6.
a) (1 punto) Hallar el punto simétrico del (0,0, 0) respecto de 7.
b) (1 punto) Hallar el plano perpendicular a m que contiene a OZ.

¢) (1 punto) Hallar el volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen y los puntos de inter-
seccion de 7 con los ejes de coordenados.

Solucion:

a) Calculo 7, recta perpendicular a m que pasa por P(0,0,0):

— b r=t
{ ur:uﬂ:(17273)
== r: y=2t

Esta recta cortara con el plano 7 en el punto P”:

3 369
t+2(2t t) = t=— P”(777>
+2(2t) + 3(3t) =6 = 7:> N

El punto simétrico P’ de P tendrd por punto medio a P, es decir:

P+ P (6 12 18)
P’ = P =2P"-P=|2,—,—
S 7T
P 3 , (6 12 18
El punto simétrico de P(0,0,0) respecto al plano 7 es P T )
b)
iy = (1,2,3)



c¢) Los puntos de corte de 7 con los ejes sera:

Corte con el eje OX: y=0,2=0= 2z =6 = A(6,0,0)
Corte con el eje OY: 2 =0, 2=0=— y =3 = B(0,3,0)
Corte con el eje OZ: 2 =0,y =0—= z =2 = (C(0,0,2)

Tendremos: OA — (6,0,0), OB = (0,3,0), 0C = (0,0,2):

16 00
Vzéro 3 0|=64u
00 2

Opcién B
Problema 2.5.7 (2 puntos)

a) (1,5 puntos) Hallar el conjunto formado por los puntos del plano z = 0 que distan 3 unidades
del plano de ecuacién 2x — y + 2z = 4.

b) (0,5 puntos) Describir dicho conjunto.
Solucién:

a) Un punto del plano z = 0 serd P(z,y,0)

22 —y — 4 {Qx—y— 13=0
AP my ="V "2 39—y 4] =9—
(P = Tra 20—y =4 20 —y+ 5=0

Los puntos que cumplen esta condiciéon seréan las rectas:

_ _13 1
22— P13= 0 T=—% A
T = y=A
z=0
z=0
5 1
2 —y+5=0 T=-3+3A
S y=A
z=0
z=0

b) El conjunto seré:
{(957?/"2) € R3 : (Z’,y,Z) € 7’0(.13,2/,2) € 8}

Problema 2.5.8 (2 puntos) El plano 7 : 2z — 2y + z = —2 determina un tetraedro con los tres
planos coordenados. Se pide:

a) (0,5 puntos) Calcular la longitud de la altura del tetraedro que parte del origen.
b) (0,5 puntos) Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta que contiene a dicha altura.
¢) (1 punto) Calcular el drea de la cara del tetraedro que esta contenida en el plano 7.

Solucion:

a)
0+0+0-2[ 2
A0, 1)y = 20072 _ 2
O =TT 3
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. :(Qa_ ’ ) _
" { 0(0,0,0) = Z;A”

c¢) Corteconeleje OX: y=0, 2=0=— 2 =-1= A(-1,0,0)
Corte con el eje OY: 2 =0, 2=0=—=y=1=— B(0,1,0)
Corte con el eje OZ: £ =0, y=0 = z = -2 = C(0,0,—2)

AC = (0,0, -2) — (—1,0,0) = (1,0, —2)
AB = (0,1,0) — (~1,0,0) = (1,1,0)

AC x AB =

|

—
)

1 = (27_27 1)

—
J

0

1

O N

u

|@ @‘ \/4+4+1 ;2

2.6. Ano 2005

2.6.1. Modelo
Opcién A

Problema 2.6.1 (3 puntos) Dados los puntos A(—1,1,1), B(1,-3,—1) y C(1,0,3), hallar las
coordenadas de un punto D perteneciente a la recta:

y—
r—1=2"-=,-1
T.X 1 z

de manera que el tetraedro ABCD tenga un volumen igual a 2.
Solucién:

La ecuacién paramétrica de la recta es

=14+ A
y=1-=-2A
z=14+A

D(1+)\ 1—A\14X)

AB = (2,-4,-2), AC = (2,-1,2), AD = (24X, A, \)

. 2+>\ A A )
:é[ﬁ,@jﬁ]\:f 2 -4 -2 |[=Z]A-5=2
2 -1 2
A5 =3

A-5=3=A=8= D(9,-7,9)
A—5b=-3=)X=2= D(3,-1,3)
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Opcién B
y—4  z-—

Problema 2.6.2 (3 puntos) Se considera la recta: r : 5 3

dependientes del parametro m:

5
y la familia de rectas

_{3xfy:8712m
5 y—3z2=T7—3m

a) (2 puntos) Determinar el valor de m para el que las dos rectas r y s se cortan.

b) (1 punto) Para el caso de m = 0, hallar la distancia entre las dos rectas.

Solucion:

a)
u, =(1,3,1) 55

%
ur=1(2,3,2) . { —(5_— _ _
r { P.(0,4,5) s P.(5 — 5m, 7 — 3m, 0) P.P;=(5—5m,3 —3m,—5)

5—bm 3—-3m -5
|A] = 2 3 2 |=15(m—-2)=0= m =2

1 3 1

Cuando m = 2 el Rango(A4) = 2, y ademads el Rango( ? g ? > = 2 = las dos rectas se

cortan.

b) Sim =0 las dos rectas se cruzan, ya que |A| # 0 y tenemos que

Py(5,7,0)
—
d(T S): IYI,,),’U,—)S,PTPS| — |730‘ :5\/5
! R RYE

2.6.2. Ordinaria
Opcion A
Problema 2.6.3 (3 puntos) Dado el punto P(1,3,—1), se pide:
a) (1 punto) Escribir la ecuacién que deben verificar los puntos X (z,y, z) cuya distancia a P
sea igual a 3.

b) (2 puntos) Calcular los puntos de la recta

T = 3\
y= 1+ A
z= 1— 4\

cuya distancia a P es igual 3.

Solucion:
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a) Se trata de la ecuacién de una esfera
(-1 4+ -3 +(z+1)12=9=2+y* +2° 20 -6y +2:+2=0
b) Sustituimos un punto genérico de la recta en la esfera y obtenemos
B2+ (T+N)2+ (1 =402 =203\ —6(1+N) +2(1 —4\) +2=0=
= 26AA—-1)=0=A=1, A=0
Sustituyendo en la recta estos valores tendremos los puntos buscados:
Para A=0= (0,1,1) y para A = 1 = (3,2, -3).
Opcién B
Problema 2.6.4 (3 puntos) Dadas las rectas:

r—1 y—1 =z-1 z+1 y—2 z
: s = =
2 3 4 1 -1 2

a) (1,5 puntos) Hallar la ecuacién de la recta ¢t que corta a las dos y es perpendicular a ambas.
b) (1,5 puntos) Calcular la minima distancia entre r y s.

Solucion:

2)

w

= (2,3,4) {17:(1 ~1,2)
P S

( 7131) Ps(717230)
- = 2
i ik
1 -1 2

Para la construccién de la recta podemos poner u = (2,0,—1), ya que el médulo de este
vector no influye.

Construimos la recta como interseccién de dos planos:

= (2,0,-1) w = (2,0,-1)
T = (2,3,4) i w=(1,-1,2)
Pr( 71a1) Ps(_172a0)
2 2 -1
m:l3 0 y—1|=0=32r—10y+624+1=0
4 -1 z-1
1 2 z+1
Toi| =1 0 y—2 |=0=2+5y+22—-9=0
2 -1 z

t.{?)x— 10y+ 6z+1=0
’ z+ Sy+ 22—-9=0
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—2 1 -1
—_—
1 -1 2
P
d— HPTPSaurvur] |_15| _3\/5
o lwxul VIZ+52 5

2.6.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 2.6.5 (2 puntos) Discutir segin los valores del pardmetro real A la posicién relativa

de los planos
T ix+z=A
mpidr+(A=2)y+ (A +2)z=A1+2
m3: 20+ 1)z — (A +6)z2=—-X

Solucion:
T+ = A
dz+ A=2)y+ (A+2)z= X+2
20+ 1)z— A+6)z= =X
La matriz asociada a este sistema serd
1 0 1 A
A= 4 A—2 A+2 A+2
204+1) 0 —(A+6)| —A
1 0 1 ]
|A| = 4 A—2 A+2 =2-MNBA+8)=0= 1=2, )\:fg

2A+1) 0  —(A+6)

SiA#£E2y A# —% = |A| # 0 = el sistema es compatible determinado, el sistema tiene, por
tanto, solucién tunica y los tres planos se cortan en un punto.

Si A = 2 tenemos

1 0 1 2 1 1 2
A= 4 0 4 4 = |4 4 4 | =-56
6 0 —-8| -2 6 —8 -2

El sistema es incompatible, y si comparamos plano a plano tenemos

% = 7é = m y e paralelos
s £ L :> Ty T3 se cortan
é £ 4 g = T2 y T3 se cortan

Si A= —g el sistema es incompatible, ya que Rango(A) = 3, ahora vamos a comparar plano a
plano en el sistema de la matriz asociada
B 1 0 1 -8/3
A= 4 —-14/3 -2/3 | —2/3
—10/3 0 -10/3 | 8/3
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1 0
1 7é T4/3 = 1 Yy T2 se cortan

—8/3
71%)/3 = —1%)/3 7 g/é = m y 73 son paralelos

4 —14/3
=10/3 7 o~ = T2 y T3 se cortan

Problema 2.6.6 (2 puntos) Se consideran las rectas
{ T— Yy =3 { T— z=4
T , S
4+ y —2=0 20—y =7
a) (1 punto) Hallar la recta ¢, perpendicular a r y a s, que pasa por el origen.

b) (1 punto) Hallar las coordenadas del punto de interseccién de la recta s con la recta ¢ obtenida
en el apartado anterior.

Solucién:
.{177“}:(17172) .{U’_)S:(_lv_z_l)
"1 P(0,-3,-3) © %7 Py(0,-7,—4)
- —
77 FA A
T 1 -1 o0l|=(,1,2, uw 1 0 —1|=(-1,-2,-1)
1 1 -1 2 1 0
a)
%
T 7 %
w= 1 1 2|=(-1-1)
-1 -2 -1
t {u_%:(&_l’ V- m:?ﬁ,\
' Pt(0a070> ZZ/:_
b) Sustituimos ¢ en s y tenemos:
3N+ A=4 _
{6)\+)\:7 — A=l

El punto de corte sera (3, —1,—1).
Opciéon B
Problema 2.6.7 (3 puntos) Se considera la familia de planos:
mr+(m-—2)y+3m+1)z+(m+1)=0
siendo m un parametro real.
Se pide:
a) (1 punto) Determinar la recta comun a todos los planos de la familia.

b) (1 punto) Determinar el plano de esta familia que pasa por el punto P(1,1,0).
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¢) (1 punto) Determinar el plano de esta familia que es paralelo a la recta:

{1’7 2z4+ 1=0
- y+ z+ 1=0

Solucion:

a) Basta dar dos valores a m que sean distintos:

{ m=0= - 2 +3z+1= 0
m=-1= —-z— 3y = 0

La interseccién de estos dos planos seria la recta pedida, que en forma paramétrica
- = 2

i ik x=—64+9\
ur=| 0 -2 3|=(9,-3,-2), P(=6,2,1)=>7r:{ y=2-3\
-1 -3 0 z=1-2\

b) Sustituyendo este punto en la familia tenemos
1
El plano buscado sera

1 1 1 1
,x+<,_2)y+3<§+1)z+(§+1):0=>a:—5y+12z+420

3 3
C) - = =
i J k
u_>r = 1 0 -2 - (_27 _1a _1)
T 0 -1 1
P.(1,2,1)

Los vectores (m,m — 2,3m + 3) y (—2,—1,—1) tienen que ser perpendiculares, luego su
producto escalar tiene que ser cero

—2m—m+2—3m—3:0:>m=—%
Sustituyendo

1 1 1 1
—gx—i-<—6—2)y+3<—6+1)z+(—6+1>=02x+13y—15z—5:0

2.7. Ano 2006

2.7.1. Modelo
Opcion A
Problema 2.7.1 (2 puntos) Un punto de luz situado en P(0, 1,1) proyecta la sombra de la recta:

r=y=—z



sobre el plano 7 : x — z = 0.
Calcular las coordenadas del punto de esta proyeccién que pertenece al plano z = 1.

Solucion:

P(,1,1) foco de Iug

Sombre de 1a rectx v

El plano que contiene a P y a r sera:

ur = (1,1,-1) 10
™ ﬁ:((),l,l) == M : 1 1 y|=0=—=m:2z—y+2=0
P.(0,0,0) -1 1 =z

La proyeccion de r serd la interseccion de los planos 71 y 7

20 —y+2=0 r=A

s:{ y T =s5:{ y=23X\
r—2=0

z=A

El corte con el plano z=1serd z=A=1=—=2a =1, y=3 = (1,3,1)

Problema 2.7.2 (2 puntos) Se consideran las rectas:

_ _ r=3+A
r:zzy 6:Z 5 s:¢ y=—4+4+3X
1 1 2
z=0

Hallar la ecuacién de la recta que contiene al punto P(2,—1,1) y cuyo vector director es perpen-
dicular a los vectores directores de las dos rectas anteriores.

Solucion:



- 7 7
L
w=uxu= 1 1 2|=(-6,22)=2(-31,1)
1 3 0
= r=2-3\
t:{}bf(;(_l?)ﬁ’l) = t:{ y=-1+2X
t\4 ) Z:1+)\
Opcién B
Problema 2.7.3 (3 puntos) Dadas las rectas:
z+1 y+2 243 T y+1 2-2
: = = §:—=2— =
"3 1 1 171 —2

a) (1,5 puntos) Hallar la ecuacién del plano que contiene a r y es paralelo a s.

b) (1,5 puntos) Calcular la distancia de s al plano anterior.

Solucién:
a)
{7):(37171) {u—;:(_lal,_Z)
"l P(-1,-2,-3) "1 P(0,-1,2)
3 -1 x+1
w1 1 y+2 |=0= 3z —-5y—42—-19=0
1 2 z43
b)
3:0-5-(-1)—4-2—-19 112
AN (1) |_ 1o
Vv9+25+16 5
2.7.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 2.7.4 (3 puntos) Sean las rectas:
T.x—l—l_y—Q_i r—2 y+1 242
-2 2 4 3 1 1

a) (1,5 punto) Hallar la ecuacién de la recta t que pasa por el origen y corta a las dos rectas
anteriores.

b) (1,5 puntos) Hallar la recta perpendicular comin a las rectas r y s.

Solucion:

.{17;:(_2727_4) .{17;:(371’1)
/A S PS(27—17—2)
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— o
a) OP. =(-1,2,0), OPs = (2,-1,-2)
T 17,? o 17; t:{wl
P, P, ?
-1 -2 z+41 2 3 x—-2
m o 2 2 y—2|=0, m:| -1 1 y+1|=0
0 —4 z -2 1 z42

. { dr +2y—2=0
z—8y+52z=0

b
) - = =
i j k
u=up xus=| -2 2 —4|=2(3,-5—4)
3 1 1
up, uy,
T u_; Ty - 17@ 15:{7T1
P, P, R
3 -2 x+1 3 3 -2
m | —5 2 y—2|=0, m:| -5 1 y+1|=0
-4 —4 z —4 1 z+42
.{7x+5yfzf3:0
r+ 15y — 182 —23 =0
Opciéon B

Problema 2.7.5 (2 puntos) Sea r la recta que pasa por el origen de coordenadas O y tiene como
vector director v = (4,3,1). Hallar un punto P contenido en dicha recta, tal que si se llama @ a
su proyeccion sobre el plano 7 : z = 0, el tridngulo OPQ tenga area 1.

Solucion:

A
W@cciﬁn der
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T =4\
— y =3\
z=A
Un punto de esta recta serd: P(4A,3\,A), y su proyeccién sobre el plano z = 0 serd el punto

P(4),3),0).

Los vectores O? y @ forman el triangulo OPQ, para calcular el drea calculamos el producto
vectorial de estos dos vectores

OP x 00 =

= (—3)\%,4)%)0)

C =
=l
o> =

4
4

w w

1 1 2 2
S=§|(ﬁ§x(ﬁ|:5\/9A4+16A4=%=1=>A=i\@
2 3.2 [2
')\:\/j p 4\ﬁ, \ﬁ\ﬁ
o 5 ( 535 Vs
Y N Y RV A= VY g
Si A \/;:> ( -3y, 5)

Problema 2.7.6 (2 puntos) Determinar la posicién relativa de las rectas:

x+4 y—7 =z {x+2y—5z—5:0
r: = = s

-3 4 1 2xr4+y+2z2—-4=0
Solucion:
— —
up = (—3,4,1) _ { us = (3,—4,-1) 55 e
r { Po(—4,7,0) S: P.(1,2,0) P.P; = (5,-5,0)
5 =5 0
|[Al=| -3 4 1 |=0= Rango(4)=2

3 -4 -1

Luego las rectas son paralelas.

2.7.3. Extraordinaria
Opcién A
Problema 2.7.7 (3 puntos) Se consideran los puntos A(0,1,0) y B(1,0,1). Se pide:

a) (1 punto) Escribir la ecuacién que deben verificar los puntos X (z,y, z) que equidistan de A
y B.

b) (0,5 puntos) Determinar la ecuacién que verifican los puntos X (z,y, z) cuya distancia a A es
igual a la distancia de A a B.
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¢) (1,5 puntos) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta formada por los puntos C(x, y, 2)
del plano x + y + z = 3 tales que el tridngulo ABC' es rectangulo con el angulo recto en el
vértice A.

Solucion:

a) d(A, X) = d(B, X)

Vo + (= 12+ 22 = /(z - 1)2 + 42 + (2 - 1)?
20 —2y+22—-1=0
Se trata de un plano que se llama mediador.

b) d(A, B) = d(A, X)

Vit +y—12+22 = V3
24+ +22-2—-2=0
Se trata de una esfera

c) ﬁ : ﬁ = 0 como C es un punto del plano z + y + z = 3 tendréd de coordenadas C(3 — u —
A, 14, A). Luego:

AC =B —p—AmA) = (0,1,0) = (B —p— A\ —1,))
B-p=Ap—1LN-(1,-1,1)=3-p-A-p+1+A=0=p=2

Luego los puntos de ese plano con la condiciéon de perpendicularidad con el vector ﬁ seran:

z=1-X
y=2
zZ=A

Se trata de una recta.

Opcién B

Problema 2.7.8 (3 puntos) Un plano 7 corta a los ejes de coordenadas en los puntos A(1,0,0),
B(0,X,0) y C(0,0,4). Se pide:

a) (1,5 puntos) Hallar el valor de A > 0 de manera que el volumen del tetraedro OABC' (donde
O es el origen), sea 2.

b) (1,5 puntos) Para el valor de A obtenido en el apartado 1.), calcular la longitud de la altura
del tetraedro OABC correspondiente al vértice O.
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Solucion:

a)
OA = (1,0,0) 0 0 4
1
OB =00 = V=;l| 0 A 0||=-a\=2—
OC = (0,0,4) 100
4
A SR G
6
b)
AC = (~1,0,4) 11 21
AB =(-1,3,0) =7 0 3 y |=0=
A(1,0,0) 4 0 =2
m:12x+4y+32—-12=0
qOm = 100012 12

V122 +42 4 32 13
Otra forma de resolver el problema seria:

- = >

1| ¢ gk ~12,-4,-3)] 13
Sbasc:§| -1 0 4 |:‘(—2)|:?
-1 3 0
1 1 13 12
V=;-Sse h=—2=--— -h= h=—
3 7base 32 13"
2.8. Ano 2007
2.8.1. Modelo
Opcién A
. z—y=20
Problema 2.8.1 (2 puntos) Se considera la recta { oy 43220 y el punto P(1,1,1). Dado

el punto Q(0,0,0) de r, hallar todos los puntos A contenidos en r tales que el tridngulo de vértices
A, Py (@ tenga area 1.

213



Solucion:

Un punto A(x,y,z) de la recta serfa

=\
y=A - A()\, A, —)\)
z=—=A
@21 = (>\a Aa _A)a Cﬁ = (15 17 1)
- =
1, ¢ 7k 1
S=—| X X =X|l=zI@\=2)\0)]=Vv2X2 =1
2 2
1 1 1
V2

V2 V2 V2 V2 V2 V2
Luego: A = :N:T = A <2,2,—2> vy A (— 2)

Problema 2.8.2 (2 puntos)

a) (1,5 puntos) Calcula la ecuacién general de un plano 7; que contiene a la recta

=14+ A\
r:q y=-142X\
z=A

y es perpendicular al plano w9 : 22 +y — 2z = 2.

b) (0,5 puntos) Determinar la ecuaciones paramétricas de la recta interseccién de los planos

y m2.
Solucién:
a)
_)
u, = (1,2,1
r {pT( (_1 0)) U—m}:(zal»*l)
= (1,2,1) 1 2 z-1
Tl Um=(21,-1) = [2 1 y+1|=0=2—y+2-2=0
P.(1,-1,0) 1 -1z
b)
c=1
r—y+2—2=0 9
204+y—z—2= =\
Opcién B

Problema 2.8.3 (3 puntos) Se consideran el punto P(1,0,1) y la recta:

x—1 y z+4+1
T ==z
1 2 -1

y el plano 7 : x + y + z = 0. Se pide:
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a) (1,5 puntos) Obtener un punto P’, simétrico de P respecto del plano .

b) (1,5 puntos) Determinar la ecuacién de la recta s que contiene al punto P, corta a la recta r
y es paralela al plano 7.

Solucion:

a) Serfa el siguiente dibujo

FiLen

Ffabe)

Calculamos primero el punto P” corte de la recta ¢ y el plano m, donde ¢ es una recta
perpendicular a 7 y que pasa por P.

=14+
Jaw=011) ) 0T
t.{ P,(1,0,1) t: ¢ y=2A

z=1+A

Sustituyendo este punto en el plano obtenemos el corte

9 1 21
T+A+A+1 A:O::>A:_7:$}w(,_,4>
FAFAFT = =33

P es el punto medio entre Py P’

(L2 1) (Leepixe) b;§ (L

37 3’3 2 27 2 373 3
b) Encontramos la recta como interseccién de dos planos:
El plano 7 es paralelo a 7 y contiene a P
El plano 75 contiene a Py a r

Seria el siguiente dibujo
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m:x+y+2z+A=0ycomocontienea P—=14+04+14+A=0= A= -2 = 7y :
r+y+2—2=0

ar = (1,2,-1) 1 0 z-1
U PPTZ(O7O,—2) — 2 0 Yy :O:>2.’L'—y—2:
P(1,0,1) 1 -2 2-1
—4_1
r+y+z-2= YT gj\\
w—y—2= =1 Y=373
z=A
2.8.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 2.8.4 (3 puntos) Dados el punto A(1,—2, —3), la recta r :

xty—&—l:O y el plano

0

—N

m:x—2y—3z+1=0, se pide:
a) (1,5 puntos) Ecuacién del plano que pasa por A, es paralelo a r y perpendicular a .
b) (1,5 puntos) Ecuacién de la recta que pasa por A, corta a r y es paralela a 7.

Solucion:

a)
r=—-1-—A —
r+y+1= B .{urz(—l,l,O)
{ {Z:O = g:g — P’!(_laovo)

Tir—2y—3241=0= u, = (1,-2,—3)

-1 1 z-1
1 -2 y+2 |=0=7":32+3y—2=0
0 -3 z+3
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b)
Construyo un plano 7’ paralelo a ™ que contenga a A:
r—2y—32z24+2A=0= 144494+ 2A=0=X1=-14
7 ix—2y—32—-14=0
Corto con este plano a la recta r y obtengo el punto B:
—1-2A=-2\-14=0= )X=-5= B(4,-5,0)
La recta que buscamos pasa por Ay B:

AB = (3,-3,3) = 3(1, -1,1)

w=(1,-11) P,
s Py(1,-2,-3) = s:4 y=-2-—2A
S bl ’ Z:_3+>\

Opcién B
Problema 2.8.5 (3 puntos) Sean los puntos
AN 2,)), B(2,-X\,0), C(A\0,A+2)
a) (1 punto) ;Existe algin valor de A para el que los puntos A, B y C estdn alineados?
b) (1 punto) Comprobar que si A, B 'y C no estdn alineados el tridngulo que forman es isésceles.

¢) (1 punto) Calcular la ecuacién del plano que contiene al tridngulo ABC' para el valor A =0
y hallar la distancia de este plano al origen coordenadas.

Solucién:
a)
A2
2 = 0 = —2(A\? 42X\ + 4) # 0 Siempre = No estan alineados
A 0 A+2
b)

AB=(2— A ~A—2 -\ |AB| = V32 1 8
AC = (0,-2,2) —{ A =22
BC=(\—2\A+2) IBC| =33 1 8

El tridngulo que forman los puntos tiene dos lados iguales y otro desigual, se trata, por tanto,
de un tridngulo isésceles.
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AB = (2,-2,0) 7 =(1,-1,0)
T8 AC=(0,-2,2) =< T =(0,-1,1)
A(0,2,0) P(0,2,0)
1 0 T
m:| -1 -1 y=—2 |=0=m:24+y+2—2=0
0 1 z
-2 _2v3 ,
dO,71) = — = ——
Om=12 =22,
2.8.3. Extraordinaria
Opcién A
- J 1
Problema 2.8.6 (2 puntos) Hallar los puntos de la recta r : v 1 3 - A 5 = ler cuya distan-
cia al plano 7 : 22 —y + 22+ 1 =0 es igual a 1.
Solucién:
=34+ A
y=5+A un punto de r es P34+ A5+ A, z=—-1+ 1)
z=—14+A

234+ =B+ +2(-1+X)+1]
VA+T+4

d(P,7) = —\[=1=— A==l

Los puntos buscados son:
P1(47 67 0)’ P2(2a 47 _2)

Problema 2.8.7 (2 puntos) Sea consideran las rectas:
{ r—y=3 { x—z=4

T 5
r+y—2=0 20 —y="7

Hallar la ecuacién continua de la recta que contiene al punto P(2, —1,2) y cuyo vector director es
perpendicular a los vectores directores de las dos rectas anteriores.

Solucién:
- = = e
i J k i J k
1 1 -1 2 -1 0
T 7%
-2 1 -2
wxm=| 11 2 |=(311 ¢ 2=V UT
1 2 1
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Opcién B
Problema 2.8.8 (3 puntos) Sean las rectas

y—1 2-2 sn{x—Sy—SzO
-1 27 T lax—-32-8=0

a) (1,5 puntos) Hallar la ecuacién del plano 7 que contiene a r y es paralelo a s.

b) (1,5 puntos) Calcular la distancia entre el plano 7 y la recta s.

Solucion:
a)
7-Tr>:(1771,2) 7) 7 4
w=(310 @w=| 1 -3 —5|=3(11)
P(0,1,2) 1 -3 -8
1 3 T
m:| -1 1 y—1|=-3zx+5y+42—-13=0
2 1 z-2

m:3x—by—424+13=0
b) Elegimos un punto de la recta s por ejemplo Ps(2, —1, —2)

_6+5+8+13] 32 16V2
V9 +25+16 VB0 5

d(Ps,)

2.9. Ano 2008

2.9.1. Modelo
Opcién A
Problema 2.9.1 (3 puntos) Sean los puntos A(1,0,2) y B(1,1,—4).

a) (1 punto) Determinar las coordenadas de los puntos P y @ que divide al segmento AB en
tres partes iguales.

b) (1 punto) Si P es el punto del apartado anterior mds préximo al punto A, determinar la
ecuacion del plano 7 que contiene a P y es perpendicular a la recta AB.

¢) (1 punto) Determinar la posicién relativa del plano 7 y la recta

-2 1 1

r—3 y z+1
T =2 =—

Solucion:

a) AB =(1,1,-4) — (1,0,2) = (0,1, 6).
P=(1,02)+ %(0,1,—6) . (1, éo)
Q=(1,0,2)+2(0,1,6) = (1, : _2)
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1 1
Tiy—6z4+A=0= §+/\:0:>)\:—3
El plano buscado serd: m: 3y — 182 —1 =10

c)

r= 3-2\ 17
T Y= A :>3)\—18(71+)\)71:0:>)\:B
z= —14+A

Luego el plano y la recta se cortan en el punto:

17 17 17 11 17 2
3_27775_14_7 =\ 7¢
15° 15 15 15" 15715
Opcién B

204+ 2=0

t—y+2z=3 cuya distancia al

Problema 2.9.2 (2 puntos) Hallar los puntos de la recta r : {
1
plano 7 : 3z + 4y = 4 es igual a 3

Solucion:

- =

¢ J ok =\
2 0 1|=({1,-1,-2), P.(0,-3,0) = r: y=—-3-\
1 -1 1 z= =2\

P\ —=3—X—-2)\), m:3z+4y=4

SA+4(=3-\)—4] 1 5 5
_ B+ ) ‘:f:|—)\—16|:§:>|)\+16|:§

d(P
(P m) 5 3

Tenemos dos soluciones:

5 43 (43 52 86)
A+16=-—= A\=—— —= P|——, —— =
MR 3 37 373

) 53 53 62 106
R i Rt G )

Problema 2.9.3 (2 puntos) Dados los puntos A(1,3,—-2), B(2,2k+1,k) y C(k+1,4,3), se pide:

a) (1 punto) Determinar para qué valor de k el tridngulo BAC es rectdngulo, con el dngulo
recto en el vértice A.

b) (1 punto) Para el valor k = 0 hallar el drea del tridngulo ABC.

Solucion:

a)
AB = (2,2k + 1,k) — (1,3,-2) = (1,2k — 2,k +2)

AC = (k+1,4,3) — (1,3,-2) = (k,1,5)
AB-AC =0 —> k+2k—245k+10=0— k=—1
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b) Sik=0:

7 7k
1 V170
_laBxaci=Y| 1 2 2 |1=1 =Ly
2 2 0 1 5 2

2.9.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 2.9.4 (3 puntos) Dadas las rectas:
{x—ay:2 {x_zzl
T st
ay+z=1 y+z=3
se pide:

a) (1,5 puntos) Discutir la posicién relativa de las dos rectas r, s segin los valores del pardmetro
a.

b) (1,5 puntos) Si a = 1, calcular la distancia minima entre las dos rectas r y s.

Solucion:
re { u_7>‘ = (—U,,—LCL) S { (17 al)
"L P(2,0,1) ’ P(1,3,0)
a) P.P, = (—1,3,—1)
—a —1
| Al 1 -1 1|=4a=0=a=0
-1 3 -1

Sia# 0= |A| # 0= Se cruzan.

Sia=0:
0 -1 0
(A) = 1 -1 1
-1 3 -1
-1
como | 1’—1;& 0 = se cortan
b) Sia=1
a —
ur = (=1,-1,1) {m:uﬁm> 55 _
T{R@&1 § a@&m , PrP=(-1,3-1)

d(r,s) = |1TT>><178>| 72\@7 u
-1 -1 1
BB, a =] 1 -1 1|=4
-1 3 -1
- = =
i 7k
wxul=] -1 -1 1[[=]0,2,2)]=v8=2V2
1 -1 1



Opcién B
Problema 2.9.5 (2 puntos) Dados los puntos A(0,0,1), B(1,0,—-1), C(0,1,-2) y D(1,2,0), se
pide:

a) (0,5 puntos) Demostrar que los cuatro puntos no son coplanarios.

b) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano 7 determinado por los puntos 4, By C.

¢) (0,5 puntos) Hallar la distancia del punto D al plano 7.

Solucion:

a) Construimos los vectores:

AB = (1,0,-2) 1 0 —2
AC=(0,1,-3) = |0 1 -3 |=7#0=
AD = (1,2, -1) L2 -1
Los cuatro puntos no son coplanarios.
b)
AB = (1,0,-2) 1 0 =
T /ﬁ:(o,l’—B) —— T 0 1 Yy :0:>
A(0,0,1) -2 -3 z-1
m:2x4+3y+2—1=0
c)
2461 14
aD,m = 2O T _ V4

Via 14 2
Problema 2.9.6 (2 puntos) Dados el plano 7 : 3z 4+ 2y — 2+ 10 = 0 y el punto P(1,2,3), se pide:

a) (0,5 puntos) Hallar la ecuacién de la recta r perpendicular al plano 7 que pasa por el punto
p.

b) (0,5 puntos) Hallar el punto @ interseccién de 7 con r.
¢) (0,5 puntos) Hallar el punto R interseccién de 7 con el eje OY.

d) (0,5 puntos) Hallar el &rea del tridngulo PQR

Solucién:
a)
. {Z:g(;,;),—l) — z:;igi
) 45 z=3-A
b)

31430 +22420)-B3-N)+10=0= A=-1
Luego el punto buscado es el Q(—2,0,4) (Sustituyendo el valor de X en la recta r.
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c¢) Cuando el plano 7 corta al eje OY tendremos que =0y z =0, luego 2y + 10 =0 = y =
—5. El punto buscado es R(0,—5,0).

d) Construyo los vectores @ =(-2,5,4) y RP = (1,7,3)

T 7 70
1 1 3V70
S=-|RGxRP|=|| —2 5 4 || ==|(~13,10,—19)| =
2 1 7 3 2 2

2.9.3. Extraordinaria
Opcion A
Problema 2.9.7 (2 puntos) Dados los puntos P(1,1,3) y Q(0,1,0), se pide:

a) (1 punto) Hallar todos los puntos R tales que la distancia entre P y R sea igual a la distancia
entre () y R. Describir dicho conjunto de puntos.

b) (1 punto) Hallar todos los puntos S contenidos en la recta que pasa por Py @ que verifican
dist(P, S) = 2dist(Q, S), donde "dist” significa distancia.

Solucion:

a) Sea R(z,y,z):

PR = QR = |(x—1,y—1,2-3)| = |(z,y — 1,2)| =

\/(1—1)2+(y71)2+(z—3)2:\/x2+(y71)2+22:> z+32-5=0

Se trata, por tanto, de un plano.

b) La recta
=\
T:{Q?—(LO,?)) — r:{ y=1 = S(\,1,3))

|PS] = 2/Q8] = |(A—1,0,3) - 3)| = 2/(A,0,3))|
VOA—124+6BA=3)2=2/22 + 302 = (A—1)2+ (31— 3)2 = 4(A2 + (3))?)

1
N2 —1=0= \=—1, A=3
Los puntos buscados serédn:
1
Sl(_17 17 _3) y SQ (57 17 1)
Problema 2.9.8 (2 puntos) Dadas las rectas:
z+1 y—2 =z r y—1 =z
T =2 —=-, g:=—=Z—=-
1 2 3 2 3 4

hallar la ecuacién de la recta ¢ perpendicular comin a ambas.
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Solucién:

] ) 7170)
%
77 %
w=| 1 2 3|=(-12-1)
2 3 4
Obtengo la recta t como interseccién de dos planos:
uf = (-1,2,-1) uf = (-1,2,-1)
] = (1,2,3) vy ome:l ul=(2,3,4)
P.(—1,2,0) P,(0,1,0)
-1 1 z+41
m o 2 2 y—-2|=0=4dr+y—224+2=0
-1 3 z
-1 2 T
o : 2 3 y—1|=0= 1lz+2y—72—-2=0
-1 4 z

. { dr+y—22+2=0
"l M1z 4+2y—72—2=0
Opcién B
Problema 2.9.9 (3 puntos) Dados el plano:
mrx+y+z=1

y la recta:

r—1 y+1 z
T = =—

2 3 —4

se pide:
a) (1 punto) Hallar el punto P determinado por la interseccién de r con 7.

b) (2 puntos) Hallar el plano my paralelo a 71 y tal que el segmento de la recta r comprendido
entre los planos 71, o tenga longitud /29 unidades.

Solucion:

a) Ponemos la ecuacién paramétrica de la recta

r=1+2\
r:¢ y=-14+3\
z = —4\

Sustituimos en el plano: 1 + 2\ — 1+ 3X —4XA =1 = X = 1, luego el punto buscado es:
P(3,2,-4).
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b) Calculamos un punto Q(1+2X, —1+43X, —4X) de la recta r que dista /29 unidades del punto
P calculado anteriormente:

PG| = |(=2+ 2%, =3+ 38X\, 4 — 4\)| = /A (A = 1)2 + 9(A — 1)2 + 16(1 — A)2 =

V29N = 1) =v29 = A =2

Luego Q(5,5,—8) que, estard contenido en el plano que buscamos 7 cuya ecuacién serd:
T+ y+ z = p por ser paralelo a m;. Para calcular p sustituimos el punto @ en el plano 73 y
tenemos

p=58+5-8=2=m:x+y+z=2

La otra solucidn seria:

V29(1 - N =v29 = A =0

Luego Q(1,—1,—4) que, estard contenido en el plano que buscamos my cuya ecuacién serd:
T+ y+ z = p por ser paralelo a m;. Para calcular p sustituimos el punto @ en el plano 73 y
tenemos

p=1-1-4=-Ad= m:z+y+z=-4

2.10. Ano 2009

2.10.1. Modelo
Opcién A
Problema 2.10.1 (3 puntos) Dados el plano 7 : x + 2y — z = 2, la recta:

r—3 y—2 z-5
T = =

2 1 4

y el punto P(—2,3,2), perteneciente al plano , se pide:
a) (0,5 puntos) Determinar la posicién relativa de w y r.

b) (1 punto) Calcular la ecuacién de la recta ¢ contenida en 7w, que pasa por el punto P y que
corta perpendicularmente a r.

c¢) (1,5 puntos) Sea @ el punto interseccién de 7 y t. Si s es la recta perpendicular al plano 7 y
que contiene a P, y R es un punto cualquiera de s, probar que la recta determinada por R
y @ es perpendicular a 7.

Solucion:

a) De dos formas diferentes:

xr=3+2\
@ La ecuacién de la recta en paramétricas es r : y=24+ X ,y sisustituimos en el
z=>5+4+4\

plano 7 tenemos:
B+2M)+224+N) - (b4+4N)=2= 2=2

expresién que se cumple para cualquier punto de la recta independientemente del valor
de Ay, por tanto, la recta r esta contenida en el plano 7.
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@ Ponemos la recta r como interseccién de dos planos:

~3 -5
x2 :Z4 =1

r—3 y—2
5 1 = x—2y

Ahora estudiamos el sistema formado por estos dos planos y el plano 7

T+ 2y— z= 2 1 2 -1 2

z— 2y = -1 = A= 1 -2 0]-1

2z - z= 1 2 0 -1 1
1 2

|A|:0y'1 _2‘:—4:>Rango(A):2

F3 = F1 + F», = Rango(4) =2

Rango(A) =Rango(A) = 2 < n? de incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado.

El plano 7 y la recta r tienen infinitos puntos comunes y, por tanto, la recta esta
contenida en el plano.

b) Para que el enunciado tenga sentido es necesario que el punto P esté en el plano 7, basta
sustituir el punto en el plano para comprobarlo.

El vector u} de la recta t que buscamos tiene que ser perpendicular al vector caracteristico
del plano w, = (1,2,—-1) y al vector director = (2,1,4) de la recta r. Luego:

- = 2

i j k
U=ty xuy=| 1 2 —1|=3(3,-2-1)
2 1 4
t.{ﬂi:(&f?,fl) L, vF2_y=3 2=
P(-2,3,2) 3 -2 -1

Evidentemente esta recta tiene que estar contenida en el plano 7.

¢) La situacién geométrica es la siguiente:
Tenemos que encontrar una recta s perpendicular al plano 7 y que pase por el punto P

— _ r=-24+ A\
5:{752__2(;12,733 Do sl y=s
> 2=2- A
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Un punto cualquiera R de la recta s es R(—2 4+ X\, 3+ 2X,2 — A).

Ahora buscamos el punto de corte @ entre las rectas ¢t y r

x =342\ T=—-24+3u 34+2\ =-243u
r:e o y=24+X , t:Q y=3-2u = 24+A=3-2u =
z=5+4A z2=2—-p S+4AN=2—p

{227 =y

Sélo nos queda por comprobar que los vectores C,ﬁ =(=3+XN24+2\1-N)y = (2,1,4)
son siempre perpendiculares. Para ello calculamos su producto escalar y debe de ser cero
independientemente del valor del pardmetro A

OB - = (—3+A24201—A)-(2,1,4) = 6+2\+2+22+4— 41 =0

Luego la recta h que pasa por los puntos @ y R es siempre perpendicular a la recta r sea
cual sea el punto R que tomemos de la recta s.

Opcién B

Problema 2.10.2 (3 puntos) Dados el punto P(1,—1,2) y el plano 7 : 22 — y + z = 11, se pide:

a) (1,5 puntos) Determinar el punto @ de interseccién del plano 7 con la recta perpendicular a

7 que pasa por P. Hallar el punto simétrico del punto P respecto del plano .

b) (1,5 puntos) Obtener la ecuacién del plano paralelo al plano 7 que contiene al punto H que

se encuentra a 5v/6 unidades del punto P en el sentido del vector P(Q).

Solucion:

a) Tenemos

r {m:u_‘n’):<27_151) — ;iiff);\
Pr:P(la_laz) 2 =24\
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Sustituyendo en el plano tenemos
20420 = (-1 - M)+ 2+ ) -11=0= A=1
Sustituyendo este valor en r tenemos Q(3, —2, 3).

El punto @ es el punto medio entre P y el punto R que buscamos

P+R
2

Q= = R=2Q —-P=2(3,-2,3)—(1,-1,2) = (5,-3,4)
Luego R(5,—3,4) es el punto simétrico de P respecto del plano .
b) El vector }@ =(2,-1,1) = wr y es perpendicular al plano 7. Tenemos
H=P+ A — PH= -\ il =

\PH| = Na2| = W6 =56 = A =5

Luego el punto H = (1,—1,2) +5(2,—-1,1) = (11,6, 7). El plano 7’ que buscamos contiene
a este punto y tiene el mismo vector caracteristico que m

P

7 2r—y+z=A= 246+7=A=A=3b= 20—y +2=235
Nota: Podemos comprobar si d(P,7’) = 5/6:

24+1+2—
d(P,W')Z—‘ i jé 35|=\3/%:5«/6

y también podemos comprobar que
PG| = VI+1+1=v6y |QH| = 61116+ 16 = 416

La suma de ambos médulos nos vuelve a dar 5v/6.

2.10.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 2.10.3 (3 puntos) Dado el plano 7 : x + 3y + z = 4, se pide:
a) (1 punto) Calcular el punto simétrico P del punto O(0,0,0) respecto del plano 7.

b) (1 punto) Calcular el coseno del dngulo o que forman el plano 7 y el plano z = 0.
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¢) (1 punto) Calcular el volumen del tetraedro T' determinado por el plano 7, y los planos z = 0,

y=0,z=0.
Solucién:
a) Tres pasos:

@ Calculo r L 7 que pasa por O(0,0,0):

@ Calculo el punto de corte @ de w con 7:

4 412 4
A43(BA) A =4 = A= — — <7,7,7>
3B+ TR ACTRRTAET

@ P es el punto simétrico de O respecto de Q:

P+0O / _(8 24 8)
b)
1 Vi
oS = ——= = ——
V11 11
c) Siy=0,2=0= A(4,0,0)
Siz=0,z=0= B(0,4/3,0)
Siz=0,y=0= C(0,0,4)
OA = (4,0,0), OB = (0,4/3,0), OC = (0,0,4)
4 0 0
1 32
V:6| 0 4/3 0 |=§u2
0 0 4
Opcién B
Problema 2.10.4 (3 puntos) Dadas las rectas:
r—1 y—2 =z x+2 y z-2
T ="—==, s: == )
2 3 1 2 1 1

se pide:
a) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano 7 que contiene a r y es paralelo a s.
b) (1 punto) Determinar la distancia entre las rectas r y s.

¢) (1 punto) Estudiar si la recta t paralela a r y que pasa por O(0,0,0) corta a la recta s.

Solucion:
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ﬁ
— — ur =(2,3,1
r {UT:(273,1> s {US:(271,1) — ’IZZE211§
Pr(172a0) ’ Ps(_2a072) P’r'( 270)’
2 2 x—1
7:|13 1 y—2 |=0=2—-22—-1=0
11 z
—
b) P.P;=(-3,-2,2)
2 3 1
@@ PE]|=1| 2 1 1[=|-14=1
-3 -2 2
- = =
i 3k
wxal=] 2 3 1][[=](20-4)=v20=2V5
2 1 1
—
p Hﬂ717s>7prpe] 14 75
(T,S)— |17,‘>><’LTS>| 2\/3 5 u
c) .
ut:(27371) {U’S:(27171) _(_
t {Pt(0,0,0) s P.(=2,0,2) = PP =(-2,0,2)
2 31
2 1 1 |=-12= Se cruzan
-2 0 2

2.10.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 2.10.5 (2 puntos) Dadas las rectas:

"1
determinar los valores de los parametros a, b para los cuales las rectas r, s se cortan perpendicu-

larmente.

Solucion:

Sir y s son perpendiculares:
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Ul = up U =0= —a+b=—2

Siry s se cortan:

1 2 a
b 1 -1 |=0= a+2b=-1
30 3

{ —a+b=-2 :>{ a=1

a+2b=-1 ab+2b= -1

Problema 2.10.6 (2 puntos) Dado el plano 7 : 2 — y + 2z + 1 = 0 hallar las ecuaciones de los
planos paralelos a ™ que se encuentran a 3 unidades de 7.

Solucion:

La ecuacién de un plano paralelo a m es 7’ : 20 —y + 22 + XA = 0 y un plano del plano 7 puede ser
P(0,1,0) y tendremos que d(P,n") = 3:

0—1+0+A _ A—1]

d(P,7’) = 3 3

=3=A—1]=9

{ A+1=9= A=-8=7":2x—y+2:-8=0
A-1=9= A=10—=7":20—y+224+10=0
Opcién B

Problema 2.10.7 (3 puntos) Dada la recta:

z—1 Y
T == =

z
1 -1 1

y el plano 7 :  + y — 2z + 1 = 0, hallar la ecuacién de la recta s simétrica de la recta r respecto
del plano .

Solucion:

Calculamos el punto de corte de la recta r y el plano w, para ello calculamos la ecuacién pa-
ramétrica de la recta y sustituimos en el plano:

r=14+X\
r;d y=-—>M\ = 14+ - A-22+1=0=
z=A

A=1= P(2,-1,1)
Ahora calculamos el punto simétrico de P,(1,0,0) respecto al plano 7:

@ Calculamos una recta t perpendicular m que pase por P,.:

r=1+A
1,1, —
t { (1(() 0) 2) =t y=A
T z= =2\
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@ Encontramos el punto de corte de t y 7:

1 2 12
T4A)+A—2(-20) 41 =0= A= - pu(, 1 ,)
(1+A)+ (=27) + = s = P\333

@ Calculamos el punto simétrico P’ de P, respecto de P":

P.+ P
2

2(2 12) (100)_(1 24>
37 3’3 T3 373

La recta s simétrica de r respecto de 7 pasa por los puntos Py P’

PP= (2,-1,1) — (1 2 4) = (§ ! —1> = 1(5,—1,—1)

=P'—= P'=2P" - P, =

s 37 3’3 373 3 3 -
P(277171)
r=2+5\
t y=-1-—2X\
z=1—-A

2.10.4. Reserva
Opcion A
Problema 2.10.8 (3 puntos) Dadas las rectas:

z—1 y+2 2z-2 r+2 y—1 z—=2A
= = S . =
2 3 1 1 2 2

T

se pide:

a) (1 punto) Determinar para qué valor, o valores, del pardmetro A las rectas r, s se cortan en
un punto.

b) (1 punto) Para A = 23 calcular las coordenadas del punto P interseccién de las rectas r, s.

¢) (1 punto) Para A = 23 hallar la ecuacién general del plano 7 determinado por las rectas r y
s.

Solucion:

a)

1+ 2= 24+ pu a=-9
—24+ 3a= 1+ 20 = (¢ p=-15 = A=23
2+ a= M 2u A =23

b) Sustituyendo los valores de A\, « y 4 = P(—17,—-29, —7)

c)

o =(2,3,1) 2 1 z-1
7 w=(1,22) = |3 2 y+2|=0=m:42—-3y+2—-12=0
P.(1,-2,2) 1 2 2-2
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Opcién B
Problema 2.10.9 (3 puntos) Se pide:

a) (1 punto) Demostrar que si tres vectores vy, vy y v3 son perpendiculares entre si entonces se
verifica que:

|07+ 02" + B[ = [of [ + 03] + 03],
donde |w| denota médulo del vector W
b) (1 punto) Dados los vectores o7 (1,1,—1), 73 = (1,0,1) hallar un vector v3 tal que:

|01 + 07 + 032 = |1 |2+ |03 % + 932

¢) (1 punto) Dado el vector 7(1, 2,3), hallar los vectores v_1> y v_2> que cumplan las tres condi-
ciones siguientes:

a) 77 tiene sus tres coordenadas iguales y no nulas;
b) v1 es perpendicular a v3;

¢) V=0 +703

Solucion:

3+ V507 + U303 + VU3 + 0301 + U303 + 0303 = |v1)? + [03)% + |03
b) s =0 = v—fJ_@yllamamos @:(a,b,c):
==
v3vi =a+b—c=0 {b:—Qa
{v—gﬂzaJrc:O ad c=—a
25 = a(1,—2,—1) donde a es cualquier valor real.
¢) Sea v1 = (a,a,a) y 05 = (b, c,d):
{ﬁv_):a(b+c+d):02> b+c+d=0 .
v = 1,2,3):U_>1+ﬁ:(a+b,a+c,a+d)
b+c+d=0 a=2
a+b=1 . b=-1
a+c=2 c=0
a+d=3 d=1
Luego:
o =(2,2,2) y v =(-1,0,1)



2.11. Ano 2010

2.11.1. Modelo
Opcién A
Problema 2.11.1 (3 puntos) Se consideran las rectas:

y—-1 z-2

xr—5 y z+1

a) (1,5 puntos) Determinar la ecuacién de la recta t que corta a r y s, y que contiene al origen
de coordenadas.

b) (1,5 puntos) Determinar la minima distancia entre las rectas r y s.

Solucién:
.{1772:(—1,1,—2) '{@):(6,2,2):2(3,1,1)
"1 P(0,1,2 %1 Py(5,0,—1)
a)
iy = (-1,1,-2) 10
m:q OP.=(0,1,2) = 1 1 y|=0=42x4+2y—2=0
0(0,0,0) -2 2 =z
= (3,1,1) 3 5
Ty OP;=(50,-1) = |1 0 y|=0= —2+8y—52=0
0(0,0,0) 1 -1 =z
t.{4x+2y—z=0
"lax—8y+52=0
—
b) P.Ps = (5,—1,-3)
-1 1 -2
\[ug,us, PP)|=1]| 6 2 2 ||=64= se cruzan
5 —1 -3
- = >
i k
6 2 2
drs) = [ us, PP _ 64 16v2
T x| 10v2 5
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Opcién B

Problema 2.11.2 (2 puntos) Dados los puntos A(2,2,3) y B(0,—2,1), hallar el punto, o los
puntos, de la recta:

r= = —
3 -1 2
que equidistan de A y de B.
Solucién:
x=243A
rid oy=->A
z=442)\

AP =(3\,—-2-A1+2\), BP=(2-3)\2—\3+2)

4P| = |BP| =

VBN2ZH (=202 4 (1+20)2 = /(2302 + (2= N2+ (3+2))2 —
A=1= (5—1,6)

Problema 2.11.3 (2 puntos) Dados el plano 7 = 5z — 4y + z = 0 y la recta:

ﬁ
If
=18
I

contenida en 7, obtener la recta s contenida en m que es perpendicular a r, y que pasa por el origen
de coordenada O(0,0,0).

Solucion:

0(0,6,0)

0(0,0,0)
- = =
i ik
1 2 3
r _ Yy
§1—=>=—
1 1 -1
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2.11.2. Ordinaria-General
Opcion A

Problema 2.11.4 (3 puntos) Dadas las rectas:

se pide:
a) (2 puntos) Determinar la ecuacién de la recta perpendicular comin a r y s
b) (1 puntos) Calcular la minima distancia entre las rectas r y s.

Solucion:

! T:{zﬁ:(Q,Z’),—l) S

{ uy = (1,1,4)
Pr(O,l,—4)

Calculamos el vector perpendicular a estas dos rectas:

- - >
T k

u_>t:u_>T><u_>S: 2 3 -1 2(13,—9,—1)
1 1 4

Calculamos la recta ¢ como intersecciéon de dos planos:

u = (2,3,-1) 2 13 T
T up=(13,-9,-1) =| 3 -9 y—1|=0= 120+ 11ly+572+217=0
P.(0,1,—4) -1 -1 z+4
s = (1,1,4) 1 13 =z
T up=(13,-9,-1) = |1 -9 y |=0= 352+53y—222=0
Ps(,0,0) 4 71 z

L. { 122 + 11y +572+217=0
"L 3B 453y —222=0

—
b) PP, = (0,1, —4)
0 1 —4
—
ey, us, PPy =] 2 3 —1||=—-5=> se cruzan
11 4
jay x ul| = (13, -9, -1)] = V251
—
drs) = @7, s, PR 5 5v/251
’ W X ug V251 251



Opcién B

Problema 2.11.5 (2 puntos) Dadas las rectas:

__y—1_=z+1 :{ z+z=3
PETT T T ST Ly =2

se pide:
a) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano 7 determinado por r y s.

b) (1 punto) Hallar la distancia desde el punto A(0,1,—1) a la recta s.

Solucién:
a)
' Pr(oalafl) . Ps(37430)
%
A A
w=1 0 1|=(-1,-21)
2 -1 0
% .
P.P; = (3,3,1) = las dos rectas son paralelas, el plano que determinan es:
ur = (1,2,-1) 1 3 z
m P.P;=(3,3,1) = 2 3 y—1|=0=5bx—4y—32+1=0
P.(0,1,-1) -1 1 z+1
b) _of
P,A=(-3,-3,-1)
- = >
N i J k
@i x PA=[| =1 -2 1[|=1(5,-4,-3)| = V50 = 5v2
-3 -3 -1
|u_>8|: (_17_2»1)|:\/6
d(As) = i x PAl 53
9 - |u—)s 3

Problema 2.11.6 (2 puntos) Sea el plano m que contiene a los puntos P(1,0,0), Q(0,2,0) y
R(0,0,3). Se pide:

a) (1 punto) Hallar el volumen del tetraedro determinado por el origen de coordenadas y los
puntos P, Q y R.

b) (1 punto) Calcular las coordenadas del punto simétrico del origen de coordenadas respecto
del plano .

Solucién:

a)
OP = (1,0,0) oo
0G=(0.2,0) = V=502 0|=14
OF = (0,0,3) 00 3
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b) Calculamos el plano 7:

PO = (~1,2,0) -1 -1 z-1
T PR=(-1,0,3) = | 2 0 Yy |=0= 62+3y+2:—6=0
P(1,0,0) 0o 3 z

Para encontrar el punto simétrico del origen respecto a este plano seguimos el siguiente
procedimiento:

@ Calculamos una recta r que pasa por O(0,0,0) y es perpendicular a m:

7"'{17”):(6’3’2) == 7r: ;igf\\
0(0,0,0) . — 9\

@ Calculamos el punto de corte O’ de r con T

6(6) +3(30) +2(20) — 6 = 0 — A = >

49
36 18 12
! —_— — —
© (49’49’49)

@ El punto O’ es el punto medio entre los puntos O y el que buscamos O”:

0+ 0" ™ 8 2)
2 49749’ 49

Luego el punto de corte es:

—0 = 0”:20’4):(

2.11.3. Ordinaria-Especifica

Opcion A

Problema 2.11.7 (3 puntos) Dadas la recta:

z+1 y—2 z+1

-2 1 3

r

y el punto P(2,0,—1), se pide:
a) (1 punto) Hallar la distancia del punto P a la recta r.

b) (2 puntos) Hallar las coordenadas del punto P’ simétrico de P respecto de la recta r.

Solucién:
a)
= (- r=—1-2)
T{llb;(_—l( 22’—1i§)) ﬁ:(37—2,0) rid y=2+2A\
S z=—1+3\
e
) 7 k
@xPPl=|| 2 1 3||=6,91)=VIs
3 -2 0

il x PP|  VIIS  [59
d(P,r) = B = i =\ u
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b) Para calcular el punto simétrico seguimos los siguientes pasos:

@ Calculo un plano 7 perpendicular a r que contenga a P:

%
. uﬂ:(_27173) _
F'{P(Q,O,fl) = —2x+y+3z2+A=0

= 4-34+A=0=A\=T=—= 2z —y—32—7=0

@ Calculo el punto de corte P” de este plano 7 con 7:

D(—1—2)) = (24+A) = 3(—14+3\) =T =0 —> A= —2

7
pr(L1019)
7T

@ El punto P” es el punto medio entre P y P’:

P+P 2 2
“; —pP'— P =2P"—P= <?,70,—3—78) —(2,0,-1)
12 20 31
(228
77T

Opcién B
Problema 2.11.8 (3 puntos) Dados el plano m = 2z + ay + 4z + 25 = 0 y la recta:

y—1 243
= 1:7:
r=x+ 5 5

se pide:
a) (1 punto) Calcular los valores de a para los que la recta r estd contenida en el plano 7.

b) (1 punto) Para el valor de a = —2, hallar el punto (o los puntos) que pertenecen a la recta
perpendicular a 7 que pasa por P(—3/2,0,—11/2), y que dista (o distan) /6 unidades de 7.

¢) (1 punto) Para a = —2, halla el seno del dngulo que forman r y .

Solucion:

%
. Uy = (13275) — _
T { Po(—1,1,-3) Uy = (2,a,4)

a) Sir estd contenida en el plano 7 = ﬁLu_; — 172 . u_,i =0:

2420+20=0= a=11

b) Sia=-2= 7:2x—2y+4z+25 =0y sea s la recta perpendicular a m que pasa por
P(-3/2,0,—11/2):

= s:{ y=-—2A

.. { 0 =ity = 2(1,-1,2)
z=—11/242X

P.(—3/2,0,—11/2)
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Un punto genérico de esta recta serfa P(—3/2 4+ A\, =\, —11/2 + 2}\)
= 3420+ 2\ — 224 8) + 25|

d(P, V= M =1=— =1 A=—1
(P.m) VitdT16 Vo= IN

. 1 7

Sl)\—1:> (75771,7§>

. ) 15

Sl)\—_].:> (—571,_?)

¢) El dngulo « que forma r y 7 es 90° — U, = sina = cos("szu_ﬁ))

= 1-2+4+1
sina = cos(zﬁu_g) = \/%360 = 3;65

2.11.4. Extraordinaria-General
Opcion A
Problema 2.11.9 (3 puntos) Dadas las rectas:

:{y:1 :{ z=0
"=12=3 2= y—2=0

se pide:
a) (2 puntos). Hallar la ecuacién de la recta ¢t que corta a 71 y 72 y es perpendicular a ambas.

b) (1 puntos). Hallar la minima distancia entre las rectas r1 y ra.

Solucién:
, zfi:{m%u&m
1= =
p P, (0,1,3)
A S — (@=L
2= =
L=\ P.,(0,0,0)
a)
- = 2
i j k
u=|1 0 0|=(0-11)
0 1 1
Se obtiene la recta t perpendicular a ambas, y que las corta, como interseccién de dos planos:
w = (0,-1,1) 01 =z
m U =(1,0,0) = | -1 0 y—1|=0=y+2—-4=0
P, (0,1,3) 1 0 2-3
w = (0,—1,1) 00 z
i U =(0,1,1) = | -1 1 y|=0=2=0
PT2( 70a0) 1 1 =z
L { y+z—4=0
o z=0



—_ 19 Tr1y Yre
d(u’l“17u7"2): "LL—>XU—> :ﬁ_ 2u
T1 T1
—

Opcién B
Problema 2.11.10 (3 puntos) Dados el plano
m=2x—-3y+z=a

y el plano 7y determinado por el punto P(0,2,4) y los vectores v; = (0,2,6) y va = (1,0,b), se
pide:

a) (1 punto). Calcular los valores de a y b para que w1 y 72 sean paralelos.

b) (1 punto). Para a = 1 y b = 0 determinar las ecuaciones paramétricas de la recta interseccién

de m y ma.
¢) (1 punto). Para a =4 y b = —2 determinar los puntos que estdn a igual distancia de w1 y 7.
Solucién:
0 1 T
m:2r—3y+z=a; m:| 2 0 y—2 |=0=m:bx+3y—2—-2=0
6 b z—4
a) m y o son paralelos si:
2 =3 a
b)
_ x=3/2
t: { 2; _—33ij2:01 = t: ¢ y=A
4 N z=—2+3\
¢) d(P,m ) =d(P,7m2) donde P(x,y, 2):
20 -3y +2z—4 | -2x+3y—2z—2

V14 V14

{2x—3y+z—4=—2x+3y—z—2:ﬂ’:2:1:—3y+z—1:0
20 —3y+z—4=—(—2x+3y—z—2) = no tiene solucién
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2.11.5. Extraordinaria-Especifica
Opcién A

Problema 2.11.11 (3 puntos) Se consideran las rectas:

z=3—A rty=-2

Determinar la ecuacién de la recta ¢ que pasa por el punto P(0,1,—2) y corta a las rectas r y s.

Solucion: NN ?
i J
w=| 1 2 -1|=01-1-1), P(0,-2-3)
1 1 0

. { 1TT> = (1,0,-1)
"L P(1,2,3)

Vamos a encontrar la recta ¢ como interseccion de dos planos:

PP, = (1,1,5) 1 1 =z
m lﬁ:(l,()?fl) = m:| 1 0 y—1|=0= m:2-6y+2+8=0
P(0,1,-2) 5 -1 z+42
PP, = (0,-3,~1) 0 1 =
mo : 172:(1,—1,—1) = m:| -3 -1 y—-1|=0= m:2z—-y+32+7=0
P(0,1,-2) -1 -1 z+2
‘e { x—6y+2z+8=0
"l 22 —y+324+7=0
Opcién B

Problema 2.11.12 (2 puntos) Dadas las rectas:

T.{2x+yfz:72 S'x—l—l_y z—1
’ x—2y=—1 1 =3 2

Se pide:

a) (1 punto). Dados los puntos A(1,0,—1) y B(a,3,—3), determinar el valor de a para que la
recta t que pasa por los puntos A y B, sea paralela a s.

b) (1 punto). Hallar la ecuacién del plano que contiene a r y es paralelo a s.
Solucién:

.{w:@Lm ,{m:
T P’r(]-7]-75) S

t- { u_>f:(a71a3772)
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w = (2,1,5) 2 1 z-1
i w=(1,-32) = 7:|1 -3 y—1|=0=
P.(1,1,5 5 2 z-1
m:lTe4+y—T24+17=0

Problema 2.11.13 (2 puntos) Hallar la ecuacién del plano que pasa por el origen de coordenadas
y es perpendicular a los planos:

mibr—y—Tz=1 m:2x+3y+z2=5

Solucion:
Uy L Un, Uy L Uy = Uy = Uy X Uy
- = 2
i 7 k
2 3 1

El plano buscado tiene de ecuacién 7 : 20x — 19y + 172 + A = 0 y como pasa por el punto
(0,0,0) = A = 0. Luego el plano buscado es:

m:200 — 19y + 172 =0

2.12. Ano 2011

2.12.1. Modelo
Opcién A
Problema 2.12.1 (2 puntos) Dadas las rectas:

z+1 y z+1 r—5 y—4
r= == s = = =

z
2 1 17 2 1 1

se pide:
a) (1 punto). Estudiar la posicién relativa de la rectas r y s.

b) (1 punto). Determinar la ecuacién del plano 7 que contiene a las rectas r y s.

Solucién: -
. Uy = (25171) . { = (25171) A‘_)_
’"'{PT(—1,0,—1) S RG40 2 D= 640
b~ ot
a) |2 1 1 :OyRango< ”_>S>:2:>las rectas 7 y s son paralelas.
2 1 1 Us
b)
o =(2,1,1) 2 6 z+1
T:¢ PPs=(6,4,1) = |1 4 Y =0= 3z —-4y—224+1=0
P.(-1,0,-1) 11 z+1
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Problema 2.12.2 (2 puntos) Dados los planos a« =2z +y+224+1=0y =z —2y+62=0,
se pide:

a) (1 punto). Obtener las ecuaciones paramétricas de la recta r determinada por la interseccién
de a con £5.

b) (1 punto). Determinar el plano v que es paralelo al plano a y pasa por el punto (v/2,1,0)
Solucién:

2)

x = 0+ 2
3
2r+y+22+1=0 = —_2_ 9
. )
r.{ r—2y+6z2=0 — 5
1
z= ——— A
5
3 1
Un punto de r puede ser: <0, 5 5) y
- = >
i ik
u=| 2 1 2|=502-2-1)
1 -2 6

b) v :2x+y+ 22+ A =0y contiene al punto (v/2,1,0), luego:
WV24+14+A=0= A= —(1+2V2) =

yi2z4+y+22—(142V2)=0

Opcién B

Problema 2.12.3 (3 puntos) Dados los puntos A(1,—3,0), B(3,1,-2),C(7,2,3), D(5,—-2,5) y
E(1,0,2), se pide:

a) (1 punto). Demostrar que los puntos A, B, C'y D son coplanarios.
b) (1 punto). Demostrar que el poligono ABCD es un paralelogramo y calcular su drea.

¢) (1 punto). Hallar la distancia del punto E al plano 7 determinado por los puntos A, B, C'y
D

Solucion:

a)
AB

— (2,4, -2), AC = (6,5,3), AD = (4,1,5)
2 4 -2
6 5 3 | = 0 = son coplanarios
4 1 5

Los tres vectores construidos son linealmente dependientes y, por tanto, estan en el mismo
plano.
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AB = (2,4,-2) =24
BC = (4,1,5) = V22
CD = (-2,-4,2) = Vi
AD = (4,1,5) = VA2

Los lados son iguales dos a dos, luego se trata de un paralelogramo.

- =

i

—|ABxAD|=|| 2 4 —2 || =[2(11,-9, —7)| = 2v/251 u?

4 1 5

¢)

AB = (2,4,-2) 2 4 z-1

T E:(47175) = 4 1 y4+3 |=0= 1lz—9y—72—-38=0
A(1,-3,0) -2 5 z
Ay~ 138 41V

= U
V251 V251

2.12.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 2.12.4 (3 puntos)

a) (1,5 puntos). Hallar el volumen del tetraedro que tiene un vértice en el origen y los otros tres
vértices en las intersecciones de las rectas

_ _Jy=0 _Jx=0
m=TXT=Y==2z, To= Z:O,ng ZZO

con el plano m = 2z + 3y + 7z = 24.
b) (1,5 puntos). Hallar la recta s que corta perpendicularmente a las rectas

) :x+1_y—5_z+1 ,
4 = 1 - 9 - _2; 5

y+1 z-1

X
2 3 -1

Solucién:
a) Llamamos A al punto interseccién de 7 con ry:
e+ 3x+Tr=2d= z=2= A(2,2,2)
Llamamos B al punto interseccién de 7 con ro:
2z =24 = x =12 = B(12,0,0)
Llamamos C al punto interseccién de 7 con r3:
3y =24 = y=8= B(0,8,0)
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Tendremos con el origen los siguientes vectores:

OA = (2,2,2) OB = (12,0,0) OC = (0,8,0)
2 2 2
1 3
V= 6\ 12 0 0 |]|=32u
0 8 0
b) Calculamos un vector perpendicular a las dos rectas
- = =
i J k
U=t XU =| 1 2 -2 |=(4,-3-1)
2 3 -1

Calculamos la recta perpendicular a estas rectas como interseccién de dos planos:

= (4,-3,—1) 4 1 z+1

il U =(1,2,-2) = m:| -3 2 y—-5|=0= m:8z+Ty+11z—16=0
P.(-1,5,—1) -1 -2 z+1
w = (4,-3,—1) 4 2 oz

Tl U =(2,3,-1) = m:| -3 3 y+1|=0= m:3z+y+92-8=0
P, (0,—1,1) -1 -1 z-1

La recta buscada sera:
£ { 8r+Ty+112—16=0
' 3r4+y+92—-8=0
Opcién B
Problema 2.12.5 (3 puntos) Dados los planos
m=2r+y—2z=1, mm=rx—y+2z=1
se pide:
a) (0,5 puntos). Estudiar su posicién relativa.

b) (1,5 puntos). En caso de que los planos sean paralelos hallar la distancia entre ellos, en caso
de que se corten, hallar un punto y un vector de direccion de la recta que determinan.

Solucion:
a)
2 1
1 #* — = se cortan
b)
x=2/3
J 2x+y—2z=1 _
t'{ r—y+2z=1 y—zl_/?;\+2)\

La recta interseccién viene determinada por el punto P (%, —%, 0) y el vector director u =
(0,2,1).

Otra manera de calcular estos datos seria Ut) = Uy, X Ur,y, ¥ €l punto P, dando un valor
cualquiera (mismamente z = 0) y resolviendo el sistema que queda.
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Problema 2.12.6 (2 puntos) Se pide:

a) (0,75 puntos). Hallar la ecuacién del plano 7, que pasa por los puntos A(1,0,0), B(0,2,0) y
C(0,0,1).

b) (0,75 puntos). Hallar la ecuacién del plano 7o que contiene al punto P(1,2,3) y es perpendi-
cular al vector ¥ = (2,1, 1).

¢) (0,5 puntos). Hallar el volumen del tetraedro de vértices A, B, C'y P.

Solucion:
a)
AB = (~1,2,0) 1 -1 a—1
mi{ AC=(-1,0,1) = m:| 2 0 y |=0=220+y+2:-2=0
A(1,0,0) 0 1 z

b) 2x+y+2+A=0= —242+34+X=0= \=-3

me:2x—y—2+3=0

Aﬁ (0,2,3):
-1 2 0
1 1 4
0 2 3

2.12.3. Extraordinaria
Opcién A
Problema 2.12.7 ( 3 puntos). Dados los planos

m:2x+3y+2—1=0; my:2x4+y—32—1=0,

y la recta
z—1 z+2
: = 1= ;
Ty TYY 2

se pide:
a) (1 punto). El punto o puntos de r que equidistan de 1 y 7.

b) (1 punto). El volumen del tetraedro que 7; forma con los planos coordenados XY, XZ e
YZ.

¢) (1 punto). La proyeccién ortogonal de r sobre el plano ms.

Solucion:
=1+2)\
-1 2 v
r:xQ :y+1:Z; —={ y=—1+2
z=—-2+4+2A
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a) d(P.,m) = d(Py,m2):

12(04+2X) +3(=1+ X))+ (=2 +2X) — 1] [2(1+2X) + (-1 4+ ) —3(—=2+2)) — 1]
VA+9+1 B VAFT1+9

—A49A=6-\=>\=1=> P/(3,0,0)
—449A=—6+\= A=—1/4= P/(1/2,-5/4,-5/2)

| =449\ =6 -\ = {

b) Corte de 71 con el eje OX: hacemos y =0y z = 0= A(1/2,0,0).

Corte de 71 con el eje OY: hacemos x =0y z = 0= B(0,1/3,0).
Corte de 71 con el eje OZ: hacemos x =0 ey =0= C(0,0,1).

Los vectores que forman estos puntos con el origen son los siguientes:

OA = (1/2,0,0); OB = (0,1/3,0); OC = (0,0,1)

12 0 0]
V=-| 0 1/3 0|=— u?
6 0 o 1| 36

¢) Obtenemos esta recta como interseccién de dos planos, uno de ellos serd 7 y el otro serd un
plano 7 perpendicular a w5 y que contiene a 7r:

U = (2,1,-3) 2 2 z-1
T 173.:(2,1,2) —7a:| 1 1 y+41 |=0—= 7:2—-2y—3=0
Po(1,-1,-2) 3 2 242

r—2y—3=0

Proyeccién : { % ty—32—1=0

Opcién B
Problema 2.12.8 (3 puntos). Dado el punto P(0,1,1) y las rectas:

/'Y

r—1 y+1 z {:v:O
=7 = , S
2 1 -1 y=20

se pide:
a) (1,5 puntos). Determinar las coordenadas del punto simétrico de P respecto a 7.

b) (1,5 puntos). Determinar la recta que pasa por el punto P, tiene direccién perpendicular a
la recta r y corta a la recta s.

Solucién:
a) Lo calculamos siguiendo los tres pasos siguientes:

@ Calculamos un plano 7 perpendicular a r que contenga a P:

24+ y—24+2A=0= A=0=m:224+y—2=0
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@ Calculamos el punto de corte P’ de 7 con r:

-1 y+1 =142\

z
B 1 _1:> Z:_ +A =

r:

1 2 71
20420+ (-1+XN) = (- ) =0= \=—> = P’<7 - ,>
( A)+ ( A)—(=A)=0 A 5 386

@ El punto que buscamos P” tiene que cumplir:

P+P//
2

=P = P”:2P’—P:<4 10 2)

37303

b) Calculo un plano 7 L r, que contenga a P, calculado en el apartado anterior 7 : 20+y—2z = 0,
y el punto de corte P; de este plano con la recta s

z=0
s: y=0 = 2-0404+2A=0= A=0= P, =0(0,0,0)
z=A

La recta t que buscamos pasa por los puntos O y P:

o+
SIS
I
> > o

2.13. Ano 2012

2.13.1. Modelo
Opcion A
Problema 2.13.1 (3 puntos) Dados los puntos A(1,—1,2), B(2,0,—1), C(0,1,3), se pide:

a) (2 puntos). Hallar todos los puntos que equidistan de A, B y C. ;Cuéles de ellos pertenecen
al plano 7 : 2z 4+ 2y + 22+ 1 =07

b) (1 punto). Hallar la ecuacién del plano que pasa por A, By C.

Solucion:

a) El lugar geométrico de los puntos que equidistan de A, B y C serd la recta en la que se cortan
los planos mediadores definidos entre A y B, entre Ay C'y entre B y C. Calculando dos de
ellos sera suficiente.

Plano mediador entre A y B:

V@ —12+@+12+ (=22 =/ (e -22+ 12+ (z+1)2 = 20+2y—62+1=0

Plano mediador entre A y C":

\/(x—1)2+(y+1)2+(z—2)2:\/x2+(y—1)2+(z—3)2:> r—2y—2z+2=0
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—
r{2x—|—2y—6z—|—l:0 o U'r‘_(772173) — _1 2\
U z—2—242=0 : Pr<—1,§,0> y=5+t
2z =3\

Sustituimos en el plano 7:
1
2(—1—1—7)\)—&-2(5—1-2)\) +2B8N)+1=0= A=0

El tnico punto es el (71, %, 0).

b) La ecuacién del plano que contiene a los puntos A, B y C' vendra determinada por:

A.B>:(1,1,—3) 1 -1 z-1
ud /@:@172,1) =7 1 2 y+1|=0= To+2y+32—-11=0
A(1,-1,2) -3 1 z-2
Opcién B

Problema 2.13.2 (3 puntos) Dados los planos de ecuaciones:

mix—2y+22+4=0 7 =22+2y—2-2=0
se pide:

a) (1 punto). Obtener la ecuacién en forma continua de la recta que determinan.
b) (1 punto). Hallar todos los puntos que equidistan de 7 y 7’.

Solucion:

2)

r=—2A
:{§x7+23+—2zj421:8 = r:{ y=>5A
g - Z=—2+6)
En su forma continua:
T Yy  z+2
r.—==5=
-2 5 6
%
77
Up = Ug X Ugr = 1 -2 2 | = (_27576)7 PT(O705 2)
2 2 -1

b) Sea P(z,y,z) un punto tal que d(P,w) = d(P,7’):

— 2y +224+4 2042y — 2z — 2
o2yt 22 4] Rz e w2y — 2
NG Vo

Luego tenemos las soluciones siguientes:

{x—2y+2z+4:2x+2y—2—2:> x+4y—32—6=0
x—2y+2z+4=—20+2y—2—-2) = 3x+2+2=0
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Problema 2.13.3 (2 puntos) Dadas las rectas

r.x+3_y—9 z—8 x=3 y—9 x-38
-6 4 4 7 77 3 -2 -2

se pide:
a) (1 punto). Hallar la posicién relativa de las rectas r y s.

b) (1 punto). Hallar la distancia minima entre r y s.

Solucion:
a)
— —
u; = (—6,4,4) { ug = (3,-2,-2) Sl
r { P.(~3,9,8) ] P.(3,9.8) ; P.P;=(6,0,0)
6 0 0 6 0
—6 4 4|=0; up=-2u,y ‘ e\ 4 ‘_247&0
3 -2 =2

Las dos rectas son paralelas.

b) Como las dos rectas son paralelas se coge un punto al azar de una de las rectas y se calcula
la distancia desde este punto a la otra recta:

—> _)
PP, x u, /2
d(r,s):d(Ps,r):‘ﬁX—u':IQ —u
lur| 17
- = 2
N i j k
IPP.xul=|| 6 0 0]]=[240,-1,1)]=24v2; |u]|=2V17
-6 4 4

2.13.2. Ordinaria

Opcién A

Problema 2.13.4 (3 puntos) Dados los puntos P;(1,3,—1), P2(a,2,0), P5(1,5,4) vy P4(2,0,2), se
pide:

a) (1 punto). Hallar el valor de a para que los cuatro puntos estén en el mismo plano.

b) (1 punto). Hallar los valores de a para que el tetraedro con vértices en Py, Py, P3, Py tenga

volumen igual a 7.
¢) (1 punto). Hallar la ecuacién del plano cuyos puntos equidistan de Py y de Ps.
Solucién:
- — ey
a) Tenemos PP, = (a—1,-1,1), PLP; =(0,2,5), 1Py = (1,-3,3):
a—1 -1 1
4
0 2 5 :7(3a74):0:>a:§
1 -3 3
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~1 -1 1
1| _
T=2l| 0 2 5 |=>|3a—4|=6:>{“ 10/3

1 -3 3 a=-2/3
c)
VE—12+@-32+GE+12=(c-1)2+(@y-52+ (- —4)? =
4y +10z—31=0
Opcién B

Problema 2.13.5 (3 puntos) Dadas las rectas

-2 y-—1 r=—1-A
r = = — =

z
= = =3+
3 -5 20 yZot

z =

se pide:
a) (1 punto). Estudiar su posicién relativa.

b) (2 puntos). Hallar la minima distancia de r1 a rs.

Solucion:

r .{m:(37_572) .{m:(_leo)
1- To

PT1(2’170) Pr2(_1,3,5) PT1PT2 *(*37235)
a)
-3 2 5
3 =5 2 |=-8#0= r;yry se cruzan
-1 1 0
b) O N
d(r1,me) = [[Pr, Pro ), ) _ =8 4v3
1,72 |Lﬁ1X@ 2\/3 3
i J k
Uy X U] = || 3 =5 2||=(-2,-2,-2)|=2V3
-1 1 0

2.13.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 2.13.6 (2 puntos)

a) (1 punto). Dados los puntos P(2,1,—1), Q(1,0,2) y la recta

=242\
r= y=1-—2AX
z=3

determinar los puntos de r que equidistan de P y Q.
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b) (1 punto). Determinar la ecuacién del plano m que pasa por el punto @ y es perpendicular a

r.
Solucién:
a)
2422 -224+ (1 -A-12+B-(-1))P=2+22 -1+ (1-N)*+(3-2°2* =
A= g — (1577%73)
b)

20 —y+A=0, 2:1-1-04+A=0= A=-2
m:2x—y—2=0

Problema 2.13.7 (2 puntos) Una de las caras del paralelepipedo H tiene vértices en los puntos
A(4,2,8), B(6,4,12), C(6,0,10) y D(8,2,14).

a) (1 punto). Si el punto E(6,8,28) es otro de los vértices, hallar el volumen de H.

b) (1 punto). Hallar el punto E’ simétrico de E respecto del plano que contiene a la cara ABCD.

Solucion:
AB=CD = (2,2,4); AC = BD = (2,-2,2)
a)
2 2 4
AE = (26,200 — V=|2 -2 2|=1124
2 6 20

b) Seguimos los siguientes pasos:

@ Célculo del plano que contiene la cara ABCD:

=0=7r=3r+y—22+2=0

3
I
|
[CENCIN
NGO
IS
00 DO

@ Calculamos las ecuacion de la recta r L m que pasa por E:

z=06-+3\
r=< y=8+4+AX\
z =28 -2\

@ Calculamos el punto de corte E” de r con m:

364304+ (8+A) —2(28—2\)+2=0=— X\ =2— E"(12,10,24)

E+ E
2

= FE' = E =2E" — E = (24,20,48) — (6,8,28) = (18,12, 20)
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Opcién B
Problema 2.13.8 (3 puntos) Dadas la recta r y la familia de rectas s, mediante

r:{x+2y:—3 S:{2x+2y+z:a
Z:l - x+Z:0 ’

se pide:
a) (1,5 puntos). Hallar el valor de a para que ambas rectas se corten. Calcular el punto de corte.

b) (1,5 puntos). Hallar la ecuacién del plano determinado por ambas rectas cuando estas se

cortan.
Solucién:
a)
z=-3-2\ T =H —3-2A=up
r=<4 y=2A s = y:a;u = )\_a;,u =
A=-1
u=—-1 = a= -3, y el punto de corte es P(—1,—1,1)
a=—
b)
r= { 1T7"> = (_27170) s = { 1TS>: (1,—1/2,—1) — 1/2(25_17_2) —
- PT(73,0,1) o Ps(07*3/27*1)
= (—2,1,0) -2 2 z+3
r={ w=2-1,-2) =7r=| 1 -1 y |=0=
P.(—3,0,1) 0 -2 z—1

T=x+2y+3=0

2.13.4. Extraordinaria
Opcion A
Problema 2.13.9 (2 puntos) Se dan la recta r y el plano 7, mediante

4 y-1 z-2
”2 :y_l :23 =2 +y—2:—T=0

r

Obtener los puntos de la recta cuya distancia al plano es igual a uno.

Solucion:
r=q y=1-\ = r= Po(4,1,2)
Z:2+3A T b) )
| = d(P,r) = 24 4+2X)+ (1 =) —2(24+3)\) =T
vi+1+4

B 3A\+2=3=— A=1/3— P(14/3,2/3,3)
[3A+2[ =3 = { 3\ —2=3=— \=-5/3 = P(2/3,8/3,-3)
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Problema 2.13.10 (2 puntos) Dadas las rectas

r—1_y-2 2z S:{x+y:4

2 2 -2’ 2r+z=4

r=
se pide:

a) (1,5 puntos). Hallar la ecuacién del plano que pasa por A(2,3,4) y es paralelo a las rectas r
y s.

b) (0,5 puntos). Determinar la ecuacién de la recta que pasa por B(4,—1,2) y es perpendicular
al plano hallado anteriormente.

Solucién:
a)
- -
T 5k
w=|1 1 0|=(,-1,-2
2 0 1
= (2,2,-2) 2 1 z-2
! w=01,-1,-2) =7« 2 -1 y-3|=0=3r—-y+2:-11=0
A(2,3,4) -2 -2 z-4
b)
tE{u—;:(g,_Lz) _ r—4_y+l 2-2
P(4,-1,2) 3 -1 2
Opciéon B

Problema 2.13.11 (8 puntos) Dado el punto P(2,1,—1), se pide:
a) (0,5 puntos). Hallar el punto P’ simétrico de P respecto del punto Q(3,0,2).
b) (1,25 puntos). Hallar el punto P” simétrico de P respecto de larectar=z—1=y—1=z.
¢) (1,25 puntos). Hallar el punto P"”’ simétrico de P respecto del plano # =z +y + 2z = 3.

Solucion:

a)
P+ P

5 =Q= P'=2Q-P=(4,-15)

b) Calculamos un plano 7 L r que contenga a P
z+yY+24+2=0—=24+1-14+XA=0= A=-2=2x+y+2—-2=0

Calculamos el punto de corte P; de 7 con r:

r=1+A\
r:Q y=1+X
z=A

1I+MN4+14+N)+A-2=0= A=0= P1(1,1,0)

Por ultimo: P p
2+ — P = P'=2P, — P=(0,1,1)
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¢) Calculamos una recta r L 7 que contenga a P:

_ =2+
7"'{13(2_1(1 117)1) e A
b =14

Calculamos el punto de corte P> de 7 con r:

2+N)+1+N+ (1+A)—3_oz>>\_1:»P2(;;l ;)

Por ultimo: P p 8 sall
Jr

T _p P”’:QPfP:(————)

2 2= 2 333

2.14. Ano 2013

2.14.1. Modelo
Opcién A
Problema 2.14.1 (2 puntos)

a) (1 punto). Hallar el punto de corte entre el plano m = 6z — y + 32 = —2 y la recta r que
pasa por el punto P(1;2;0) y es perpendicular al plano my = 2z + 3y — 2z = 8.

b) (1 punto). Hallar el punto comiin a los tres planos 7s; m4; 75 siguientes:
ms=5x+2y+72=4; m=x+2y—32=10

y 75 el plano definido por las rectas

lez;S y;:3 z+ 3; rgszrQ:y:Z;r?
Solucion:
a)
@ == (231 N
s AR B
62 —y+32=—-2= 6(14+2)\) — (2+3\) +3(-\) = 2 =
A=—1= P/(-1,-1,1)
b)

x + 2
Y =0= 7m5:52—-3y—2z=-3
z+7

2 1
5 & 3 1
1 2
{ Sr +2y+ 72z =4

P:{ z+4+2y—32=10 = P(1,3,-1)

5r — 3y —z=—3



Problema 2.14.2 (2 puntos) Dados el plano m = x — y + 2z = 1 y la recta

_y+1l =z

r

2
-6 1 2
se pide:

a) (1 punto). Determinar la posicién relativa entre el plano 7 y la recta r.

b) (1 punto). Determinar el plano que contenga a r y pase por P(1;1;1).

Solucién:
a)
@ = (~6,1,2) r=-6
T P.(0,-1,0) = r: y=—-1+2A
»(0, =1, 2= 2)
r—y+2z2=1= (-6 —(-14+N)+22\) =1=
A =0=> se cortan P’(0,—1,0)
b)
ur = (—6,1,2) 6 1 z
mid PP=(1,21) — 7:| 1 2 y+1|=0= m :32—8y+132=3
P(111) 2 1 2
Opcién B

Problema 2.14.3 (3 puntos)

a) (1 punto). Hallar, si existe, el punto de corte de las rectas

p—y =2 r=—-142\
7ﬂl:{ﬂL“erJrZ=3; " ziz_j\LA

b) (1 punto). Determinar el valor de a para que los planos

m:r+2y+z=3 My :2x4+3y—2z2=>5
my:2x4+2y+42=3 T +3y=a

tengan un tnico punto en comun.
¢) (1 punto). Hallar la recta paralela a los planos
m5:20+dy—2=2; mg:6r—y+2z=28
que pasa por el punto P(1;5; —3).
Solucidn:
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T=2+p

T { vy = Y=L
i _ =
T+y+z2=3 Z—1—2u
24+ p=-14+2X A=5H
=2+ = u="7 = 1—2(7) # —5 = se cruzan
1—-2pu=-X 1—-2pu=-X
Otra forma:
— —
Upy = (17 L, 72) . { Ury = (2a 1771) . _
7'1 { Prl( ’071) 9 TQ . PT2(_1’2’0) b PT P7'2 - ( 3?2) 1)
11 -2
2 1 —-1|=-8#0= ryy rysecruzan
-3 2 -1
b)
z+ 2y+ z= 3 1 2 113
2z+ 3y— z= 5 - 2 3 1|5
out oyt 2= 3 AT\ 2 2 4|3
z+ 3y = a 1 3 0|a
12 1
3 —1|=-8#0= Rango(A)=3
2 2 4
12 1 3
2 3 -1 5 9
9 9 4 3 —36—8a—0=>a—§
1 3 0 a
Si a = 9/2 =>Rango(A) = 3 =Rango(A4) =n° de incégnitas y el sistema tiene solucién
Unica. Se trata de un sistema compatible determinado. Por tanto, en a = 9/2 los cuatro
planos se cortan en un punto.
c)
7 7 % r=1+A
w=| 2 5 —1|=4(1,-2,-8) = { y=5-2\
6 -1 1 z=—3—8A
2.14.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 2.14.4 (3 puntos) Dados el punto P(—1,0,2) y las rectas

=14+ A
r—z=1
7":{ -1 s y=A
Y z=3

se pide:
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a) (1 punto). Determinar la posicién relativa de r y s.
b) (1 punto). Determinar la ecuacién de la recta que pasa por Py cortaary s.
¢) (1 punto). Determinar la ecuacién de la recta perpendicular comin a r y s.

Solucion:

2)

_{u_ﬁz(l,l,l) _{775:(171,0) —
"l pP@a,-1,0 0 °T LR

=1#0= ry ssecruzan

== O
— = =
O = W

b) La recta h la encontramos como interseccién de dos planos:

PP, = (2,-1,-2) 2 1 z+1

T e zﬁ:(17171) — m:| -1 1 Y =0=m:x—4y+32=5
P(-1,0,2) —2 1 z-2
PP, = (2,0,1) 2 1 z+1

Ty : 17.:: 1,1,0) — T 0 1 Y =0=m:x—y—22=-5
P(~1,0,2) 10 z2-2

h.{x—4y+3z:5
‘lrz—y—22z=-5

c)
%
77 %
w=|1 1 1|=(-1,1,0)
1 1 0

La recta t la encontramos como interseccién de dos planos:

= (—1,1,0) -1 1 z-1
o u_Z:(l,l,l) == M : 1 1 y+1 |=0=m:z4+y—22=0
Py(1,-1,0) 01 =
u; = (—-1,1,0) -1 1 z-1
Ty : 1722(1,1,0) = Ty : 1 1 y =0=m:2=3
Py(1,0,3) 0 0 z—3

{x—l—y—Qz:O
t:
z=3
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Opcién B
Problema 2.14.5 (2 puntos)

a) (1 punto). Hallar los puntos de corte de la recta de direccién (2,1, 1) y que pasa por el punto

P(4,6,2) con la superficie esférica de centro C(1,2,—1) y radio v/26.

b) (1 punto). Hallar la distancia del punto Q(—2,1,0) a la recta

r:x—l_ +2_z—3
— 2 YT T
Solucion:
a)
7= (2,1, Y
S P.(4,6,2)) = s:¢ y=6+ X
z=24A

(—12+@y—22+(E+1)2?=26= A+22-1)? +(6+1—-22+ 2+ 1\ +1)> =26 =

1 10 1
)\:—g, A= —4— P/<70 l §)7 PN(_4723_2)

3733
b)
%
. ur:(27172) _
T'{PT(,—Z,S)) . PO =(-3,3,-3)
T 7%
BGl=| -3 3 —3|=19(1,0,—1)| = 9v2
2 1 2

:97\/5:3\f2u

Problema 2.14.6 (2 puntos) Dados el punto P(1,0,—1), plano 7 =2z —y+ 2z —1 =0y la recta
TE{ —2c+y—1=0
Jxr—2—-3=0
se pide:
a) (1,5 puntos). Determinar la ecuacién del plano que pasa por P es paralelo a r y perpendicular

al plano .

b) (0,5 puntos). Hallar el dngulo entre r y .

Solucion:
a)
2 —y—1=0 ar = (1,2,3) T=A
TE{ 3x—z—3—_0 :>TE{PT(_1’_é) = r=q y=14+2A
- A z=-34+3)\
ur = (1,2,3) 1 2 z-1
7 17,?2(2,—1 1) =72 -1 Yy =0=r:zc+y—2=2
P(1,0,-1) 3 01 z+1



= =

. Uy - Ug 3 oployl
sino = —— = —— = a = 19°6'24
lur||uz| /84

2.14.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

z=0

Problema 2.14.7 (3 puntos) Dada la familia de rectas r, : {
r—ay—3=0

, (variando a en R

se obtiene toda la familia), se pide:

a) (0,75 puntos). Probar que todas las rectas de la familia se cortan en un mismo punto y
calcular dicho punto.

b) (1,5 puntos). Dado el punto P(0,0,1), calcular la ecuacién del plano 7, que pasa por Py
contiene a la recta r,. Probar que la recta que pasa por P y por el punto Q(3,0,0) esta
contenida en el plano 7, para todos los valores de a.

¢) (0,75 puntos). Determinar para qué valores de a la distancia del punto O(0,0,0) al plano de
ecuacién ¢ —ay + 3z =3 es 1/2.

Solucién:
x=3+al
r :{Z:O =Ty yY=2A
z—ay—3=0 =0

U = (a,1,0)
T : { Ta Y todas las rectas de la familia se cortan en el punto P, (3,0,0).

b) 7, tal que r, C 7w, y P(0,0,1) € 7,:

u—i? (a,1,0) = o 31/ 261 0=
. N a =
"\ PR, =(3,0,-1)P(0,0,1) N

Tg:T—ay+3z2—3=0

El punto P y el punto @) pertenecen al plano y, por tanto, la recta que los une para cualquier
valor de a.

- 1
C) d(O,ﬂ'a)\/%Qjai\/%

Opcién B

dr+y+52=0 ysz{y—z—320

Problema 2.14.8 (3 puntos) Dadas las rectas: r = { 5y —32=0 Py 2120

se pide:
a) (1 punto). Estudiar la posicién relativa entre ellas.
b) (1 punto). Hallar la minima distancia entre r y s.

¢) (1 punto). Hallar el punto simétrico del origen respecto de la recta s.
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Solucién:

- =
ik
b) |ur xull =[| -7 3 5 ||=[(-2-17,-13)| = V462
2 1 1
o, 5) = [BP. @ @) _ 4T 47V62
’ a7 > /462 462

¢) Seguimos el siguiente procedimiento:
@ Calculamos un plano 7 L s tal que O € 7:

m:2x4+y+24+4A=0= A=0=m:224+y+2=0

@ Calculamos O’ punto de corte del plano 7 con la recta s:

=242\ 7
s:¢ y=34+X = 22420)+B+N)+A=0= )\:—62

zZ=A
111 7
(4]
367 6

O+0" 2 11 7

- =0 O”:20’—O:(—f ——7>

T T = 333
2.14.4. Extraordinaria
Opcién A
Problema 2.14.9 (2 puntos) Dados los puntos A(2; —2;1), B(0;1; —2), C(—2;0; —4), D(2; —6;2),
se pide:

se pide:

a) (1 punto) Probar que el cuadrildtero ABCD es un trapecio (tiene dos lados paralelos) y
hallar la distancia entre los dos lados paralelos.

b) (1 punto) Hallar el drea del tridngulo ABC.

Solucion:

a) AB = (—2,3,-3), BC = (-2,-1,-2) y D — (4,-6,6) = —2(—2,3,—3). Los vectores AL

y CD son paralelos, luego se trata de un trapecio.
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—
b) La distancia serd la de A sobre el vector CD. Construimos el vector CA = (4,-2,5):

T 7%
S=|CDxCAl=|| 4 -6 6 ||=|(—18,4,16)] = 2v/149 u?
4 -2 5
ICD| = 2v/22
2v/14 14
S—|CD|-h— =249 _ 119
2+/22 22
¢) AB=(-2,3,-3)y AC = (—4,2, -5):
7T 7 OF
1 1 V149
Sr=-|ABx AC|=|| —2 3 -3 ||=2/(~9,2,8) = u?
2 4 2 5| 2 2

Problema 2.14.10 (2 puntos) Dados el punto P(1;2;—1) y el plano 7 = .+ 2y — 2242 =0, sea
S la esfera que es tangente al plano 7 en un punto P’ de modo que el segmento PP’ es uno de sus
didmetros. Se pide:

a) (1 punto). Hallar el punto de tangencia P’.

b) (1 punto). Hallar la ecuacién de S.

Solucion:

a) Calculamos una recta r L 7 tal que P € 7r:

— r=1+ A\
ur = (1,2,-2)

r:{ y - = y=2+2A
Py = P(1,2,-1) MR

El punto P’ es el punto de corte de r con

1+A4+2(2+20) —2(-1-20)+2=0= A= —1= P'(0,0,1)

b) La esfera S tiene de centro el punto medio entre P y P’, serd C(1/2,1,0) y su radio sera la
semidistancia de P a 7:

dPm) 1 [1+4+2+2 9 3

r=_———e— —_ =

2 2 J1i+4+4 6 2

2
(xf%) +(y71)2+22:9

24y 422 —-2—1=0
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Opcién B

Problema 2.14.11 (3 puntos) Sean 14 la recta con vector direccién (1; A; 2) que pasa por el punto
A(1;2;1), rp larecta con vector direccion (1;1;1) que pasa por B(1; —2;3), y r¢ la recta con vector
direccién (1;1; —2) que pasa por C(4;1; —3). Se pide:

a) (1 punto). Hallar X para que las rectas r4 y 75 se corten.

b) (1,5 puntos). Hallar A para que las rectas r4 sea paralela al plano definido por rg y r¢.

¢) (0,5 puntos). Hallar el dngulo que forman rp y r¢.

Solucion:
TA.{U_TZ:(L)HQ r {@:(LLD r {@2(1’17—2)
"l P, =A(1,2,1) > "Bl P, =B(1,-2,3) ¢ P.=0C(41,-3)

a) Utilizamos el vector auxiliar AB = (0,—4,2):

0 —4 2
[Al=]1 X 2|=-2-22=0= A=-1
1 11
Para que las rectas r4 y rp se corte es necesario que Rango(4) = 2 = A = —1. En este caso

puede ser también que las rectas sean paralelas, para eliminar esta posibilidad se estudia:

U, 12
Ramgo(uﬁ):Q7 ya que | 1‘:—17&O:>TAyrB se cortan
TB
b) Plano definido por rg y r¢:
_B> =(1,1,1) 1 1 2-1
T U =(1,1,-2) = 7:]| 1 1 y+2 |=0=7m:2—y—3=0
B(1,-2,3) 1 -2 »-3

T =(1,-1,0)Lt, = T U, =0
(1,-1,0)- (1,\,2) =1—-A=0= A=1

. 1+41-2
cos e Ure 11 0= a=1_
|tr g |t | V36 2
2.14.5. Extraordinaria-Coincidente
Opcién A
-1 y+2
Problema 2.14.12 (8 puntos) Dados el plano 7 = x—2y+2z = 6 y larectar = T = =2z,
m
se pide:
a) (1 punto). Estudiar la posicién relativa de r y 7 segun los valores de m.
b) (1 punto). Para m = —2, determinar el plano que contiene a r y es perpendicular a 7.
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¢) (1 punto). Para m = —2, determinar el punto de corte de r y .

Solucion:
=142\
Tm:R Yy=—24+mA\ w:x—2y+z=6
z= A

a) (1420 —2(—24mA\) +A=6=—= A=

3—2m:

. 3 .
Sim = 3 = r y m son paralelos, en caso contrario se cortan en un punto.

b) Para m = —2:

= (1,-2,1) -1 y+2 =z
e =(2,-2,1) = 1’| 1 -2 1 |=0=n:y+2:4+2=0
P,.(1,-2,0) 2 -2 1
1 1
p = 2= A= =c:
c) Param T om = 7
(9 16 1>
717

Opcién B
Problema 2.14.13 (8 puntos) Dado el haz de planos de R? definido por: 7, = z+2y+az—1=0

1
(al variar a en R se obtienen todos los planos del haz) y la recta r = mT =y+3= %, se pide:

a) (1 punto). Determinar para qué valores de a la recta r es paralela al plano 7, .

b) (1 punto). Razonar si hay algin valor de a tal que la recta r es perpendicular al plano 7, y
en caso afirmativo calcular dichos valores de a.

¢) (1 punto). Si a = 1, obtener los puntos de la recta r cuya distancia al plano m es V6

Solucién:
r=142\
r:q y=—-3+A mugizrx+2y+az—1=0
z =2\
a) Uy L g, = Uy - U =0

(2,1,2)-(1,2,a) =24+2+20=0= a= -2

b) u; || U, = Uy = N,
(2,1,2) = A\(1,2,a) = 2= X, 1 =2y 2 = Aq, lo que es imposible.

) Po(142) =3+ 2)):

L 20+ 2(=3+\) + 21 — 1
N VIF4+1

{ A-—1l=1= A=2= Pi(5,-1,4)
A—l=-1= A=0=> P,(1,-3,0)

d(P,,T) V6= |A—-1|=1
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2.15. Ano 2014
2.15.1. Modelo

Opcién A
Problema 2.15.1 (3 puntos) Dados el punto P(1;1;1) y los planos
m=3x+ay+2=0;, m=ax+y+22=0 m=z+y—2z2=0;
se pide:
a) (1 punto). Calcular los valores de a para los que los planos se cortan en una recta.

b) (1 punto). Para a = 2, hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto P y es perpendicular
a la recta interseccién de los planos w1 y mo.

¢) (1 punto). Hallar el punto P’ proyeccién de P sobre el plano 7.

Solucion:

a)
3x+ay+2=0
ax+y+2:=0 = |Al=a*+3a—10=0= a=2, a= -5
r+y—z2=0
Sia#0ya# —-5= |A] # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(4) = n? de incégnitas =

Sistema compatible determinado. Solucién trivial (z =y = z = 0).

Sia =20a= -5 el sistema es compatible indeterminado (el sistema que forman los
tres planos es homogéneo)

Cuando a = 2 0 a = —5 se cortan los tres planos en una recta, que calculo a continua-
ci6n: Cuando a = 2: F} = Fy + F3

3z +2y+z2=0 o T = —3A

20 +y+22=0 :>{i$++y_+z2fao y =4\

r+y—2=0 Y - 2=\
Cuando a = —5:

3z —by+2=0 - x=1/2X

—br+y+22=0 :>{ix+ 5f’jfao = { y=1/2A

r+y—2=0 y a z=A

_ o 4
.{3x+2y+270 :>T:{urf(3, 4-1)
20 4+2y+2=0 P. =0(0,0,0)

.{ﬂ=ﬂ=(37—4—1)
T P(1,1,1)

3z—4dy—2z4+A=0=3—-4-14+2A=0= A =2

=

3x—4dy—2+2=0
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¢) Um = (1,1,—1) Calculamos ¢ L 75 que pasa por P:

— — - £L':].+)\
t:{;‘;(?f”i)_(l’l’ D y=142
AT ZZI—A

Obtenemos P’ como punto de corte de t con 3:

1 2214
14+ 1+XA)—-(1-X)= A=—- P’(777>
A+ +A+N-(1-N=0=r=—z =P (5,52

Opciéon B

Problema 2.15.2 (3 puntos)

a) (1 punto) Determinar si se puede construir un tridngulo que tenga dos de sus lados sobre la

rectas
T=-24+A\ _
r=< y=—6+2\ SE{;EJ:—ZJZ:ZIG:OO
z=1+X N

b) (2 puntos) Encontrar la ecuacién de la recta perpendicular comin a las dos rectas anteriores.

Solucion:
u —
ur = (1,2,1) .{uéz(l,—l,—w ———
" { Pr(_27_6, 1) 5 Pg( ,170) PPy = (577u 1)
a)
5 7T —1
1 2 1|=9#0= ry sse cruzan
1 -1 -2

No se puede construir el tridngulo.

b) Se va a calcular como interseccién de dos planos:

- = >
i J k
u_>t:’lTT>X’LTS>: 1 2 1 :_3(17_171)
1 -1 -2
w=(1,-1,1) 1 1 z42
mi w=(1,21) =m:| -1 2 y+6 |=0=2—-2+3=0
P.(—2,—6,1) 11 2—1
w=(1,-1,1) 1 1 z-3
T ui=(1,-1,-2) =m:| -1 -1 y—1|=0=a+y—4=0
Py(3,1,0 1 -2 =z

t_{m—z+3:0
r+y—4=0
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2.15.2. Ordinaria
Opcion A
Problema 2.15.3 (3 puntos) Dados el punto P(1,0,1), el plano 7 = z + 5y — 6z = 1 y la recta
T { v=0 se pide:
Ly=0 pide:
a) (1 punto). Calcular el punto P’ simétrico a P respecto de .

b) (1 punto). Hallar la distancia de P a r.

¢) (1 punto). Calcular el volumen del tetraedro formado por el origen de coordenadas O(0, 0, 0)
y las intersecciones de 7w con los ejes coordenados OX, OY y OZ.

Solucién:
a) Segimos el siguiente procedimiento:

@ Calculamos una recta t L w/P € t:

up = uny = (1,5,—6)
t:{ _ = t:q y=05A
P, = P(1,0,1) 16\

@ (Calculamos el punto de corte P” de t con 7

(1+A) +5(50) — 6(1—6)) = 1 — )\:3%

©=1+3/31 = 34/31
B T )
2=1-18/31 = 13/5 31731731

@ El punto P” es el punto medio entre P y el punto que buscamos P’:

P +P
2

68 30 26) B (37 30 5)
(31’31’31 (1,0,1) = 317317 31

=P'= P =2P"-P=

b)

z=0 —

Z:A T el
7%

BPxwll=] 1 0 1][/=[0,-1,0)]=1
0 0 1
PP x| 1
d(P,T')_T:]-:l



¢) Calculamos los puntos de corte de 7 = z + 5y — 6z = 1 con los ejes coordenados:
Con OX hacemos y =0y z=0: A(1,0,0)
Con OY hacemos z =0y z =0: B(0,1/5,0)
Con OZ hacemos x =0y y=0: C(0,0,—1/6)

Luego: N
OA = (1,0,0; OB = (0,1/5,0); OC = (0,0, —1/6)
1 0 0
1 1
V=—]|0 1/5 0 ||= u?

61l g o ~1/6 180
Opcién B
Problema 2.15.4 (3 puntos) Dados el plano 7 = 2z — y = 2, y la recta r = { y N 22 z ;

a) (1 punto). Estudiar la posicién relativa de r y 7.
b) (1 punto). Determinar el plano que contiene a r y es perpendicular a .

¢) (1 punto). Determinar la recta que pasa por A(—2,1,0), corta a r, y es paralela a .

Solucion:
a)
N rx=1
ur = (0,2,1) B
r {PT(1,2,0) — ;Z:i+2/\

2.1—-(2+2\) =2= A=-1

7y r se cortan en el punto (1,0, —1)

by Lx, rex

= (2,-1,0) 2 0 z-1
o u=(0,21) = m:| -1 2 y—-2|=0= 2+2y—42-5=0
P,.(1,2,0) 01 =z

¢) Segimos el siguiente procedimiento:

@ Calculamos el plano 7" || 7/A € ="
"2 —y+A=0= 4—14+A=0= A=5=71":20—y+5=0

@ Calculamos P punto de corte de r con 7'':

5
2-(2+2)+5=0= A=

)
Pl1,7, =
(3

@ La recta buscada s pasa por los puntos Ay P:

r=—-24 3\
AP = (3,6,5/2)
: = t: =1+6X\
{P(210) Y s,
2
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2.15.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 2.15.5 (2 puntos) Dado el plano m = 2z — y + z = 1, se pide:

a) (1 punto). Obtener las rectas que pasan por el origen de coordenadas, son paralelas al plano
7 y cortan al plano z = 0 con un angulo de 45 grados.

b) (1 punto). Hallar la ecuacién de la esfera de centro el origen O(0,0,0) que es tangente a 7.

Solucién:
= (a,b,c) = aA

a) Sean las rectas r : { T 0 = ¢ y=>b\ que se cortan en el punto O(0,0,0).
PT(O7O’0) Z:C)\

Estas rectas tiene que formar un angulo de 45° con el plano z = 0, es decir:

(b 00 e 1
Va2 + 02+ AV0+0+12 Va2 +b2+2 V2

sino =

V2e=Va2 + 02+ 2= & =ad®+b?
Por otro lado 7 || r = u, L u:

1TTF>-1TT>:(a7b,c)-(2,—1,1):2a—b+c:O:> c=b—2a

A =0*+4a® — 4ab = V* + 4a® — 4ab = a®> + b* = a(3a — 4b) = 0 =
a=0= c=b= wu, = (0,b,0) = b(0,1,1)

2 2
a:%b:> c:%:» No valida (79> #(43) + b2

3 3
z=0 z=0
Ty Y=bA = r:q y=2A
_0-04+0-1]

1
— y su centro en 0(0,0,0):

b) El radio de la esfera es r = d(O, )
VIt1i+1 V6

1
(x—0)2+(y— 0>+ (2 —0)* = <—> — 62% +6y° +622 =1
V6
Problema 2.15.6 (2 puntos) Sean los puntos A(2,1,0) y B(0,1,—4). Se pide:

a) (1 punto). Hallar la ecuacién del plano 7 respecto del cual A y B son simétricos.

b) (1 punto). Calcular los puntos situados sobre la recta determinada por A y B que estdn a
/6 unidades de distancia de P(2,—1,1).

Solucién:

a) d(A,m) =d(B,m) = /(x =22+ (y—1)2+22 = /22 + (y— 12+ (¢ +4)?2 = 7w 2+
2z+3=0
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= -
b) re Uy =BA=2 (1 0,2) — y:1 R Q(2+/\’1’2)\)
P, = A(2,1,0) S — )

PG| = (A 2,20 — 1) = X244+ (2 — 1) = V6 =

A=1= @1(3,1,2)

BA?—4A—1=0= 1 (9 2)
A=—— = - 1,—=
5 QQ 57 ) 5
Opcién B
-2

Problema 2.15.7 (3 puntos) Dados el plano 7 = 52 — 3y + 4z — 10 = 0 y la recta r = z 5 =
y+6 2—8
= , se pide:

a) (1 punto). Hallar la distancia de la recta al plano.
b) (1 punto). Hallar la proyeccién del punto P(5,—2,1) sobre el plano .

¢) (1 punto). Hallar la proyeccién del punto Q(—1,7,3) sobre la recta r.

Solucion:

%
. Uy = (37 1, 73) — _ _
T { P.(2,-6.8) uy = (5,-3,4)

a) Cuando se habla de distancia de una recta a un plano entendemos que la recta es paralela al
plano, si lo cortase la distancia seria cero y si estd contenida en el plano también seria cero.
Comprobamos el paralelismo:

w Ly = (3,1,-3) - (5,—3,4) = 0 = lo que nos indica que o es paralela o estd contenida

en el plano.
110 4 18 + 32 — 10|
d(r,m) =d(P,,7) = =5/2u
(rm) = dbm) = o+ 16
b) Proyeccién de P sobre 7:
@ Calculamos la recta t L n/P € t:
. z=5+5)
' { ;L;(g(—g)z 1? R R
! z=1+4\

@& P’ proyeccién de P serd el punto de corte de t y
1
55450 —3(—2—-3\)+4(1+4)\) —-10=0= A= —3
1
Pt
27 2
¢) Proyeccién de @) sobre 7:
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@ Calculamos un plano «’ L r/Q € 7'
Ue = =(3,1,-3) = 7' :3z+y—324+A=0
3—1)+7-33)+A=0= A =5=7":3x4+y—32+5=0

@& ()’ proyeccién de @ seré el punto de corte de r y 7'

— _ x=24 3\
AFassn - {3
T z=8—3\

32430 4 (—6+A) —3(8=3)\)+5=0= A=1= Q'(5,—5,5)

2.15.4. Extraordinaria
Opcién A

Problema 2.15.8 (2 puntos) Dados los puntos A(2,0,—2), B(3,—4,—-1), C(5,4,-3) y D(0,1,4),
se pide:
a) (1 punto). Calcular el drea del tridngulo de vértices A, By C.

b) (1 punto). Calcular el volumen del tetraedro ABCD.

Solucion:
a) AB=(1,-4,1) y AC = (3,4, ~1):
- = o
1, ¢ 7 kK 1
S=Z1 1 -4 1]|=20,4,16) = 2V17 u?
20 3 4 1| 2

b) AB = (1, -4,1), AC = (3,4, ~1) y AD = (~2,1,6)

1 -4 1
1 50
v=2l| 3 4 -ll|=5
-2 1 6

Problema 2.15.9 (2 puntos) Dados los planos
m=2x+2—-1=0, m=x+2+2=0, m3=x+3y+2z—3=0,
se pide:
a) (1 punto). Obtener las ecuaciones paramétricas de la recta determinada por 71 y 7.

b) (1 punto). Calcular el seno del dngulo que la recta del apartado anterior forma con el plano
3.

Solucion:

a)

.{2x+z—1:o . f:i
T+z+2=0 Ty Y=
z=-=5
b) tm = (1,3,2) y 4 = (0,1,0):
— =
Upy * U 3
cos(90° — ) = I = 2 —ina
lumsllur] V14
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Opcién B

Problema 2.15.10 (& puntos) Dados el plano 7 y la recta r siguientes:

r=1-—2t,
T=2xr—y+224+3=0, r= y=2—2t,
z=1+t,

se pide:
a) (1 punto). Estudiar la posicién relativa de r y 7.
b) (1 punto). Calcular la distancia entre r y 7.
¢) (1 punto). Obtener el punto P’ simétrico de P(3,2,1) respecto del plano .
Solucién:

a) 2(1—-2t) — (2—2t)+2(l+t) +3 =0 = j5=0! Luego la recta r es paralela al plano 7. Esta
claro que ;. -y = =22+ (=2)(-1) +1-2=0= @, L @y

b) P.(1,2,1): -, W
-2+2+
d(Py,7) = iTiid =gu
¢) Seguimos el siguiente procedimiento:
@ Calculamos una recta s L 7 que pase por P:
o BB = e
2% »' z=142\

@ Encontramos el punto P” de corte entre s y 7
2342\ —(2—=A) +2(1+2\) +3=0= A= -1= P"(1,3,-1)
@& P" es el punto medio entre P y el punto buscado P’

P+ P
2

=P'= P =2P"—P=(2,6,-2)—(3,2,1) = (—1,4,-3)

2.16. Ano 2015

2.16.1. Modelo
Opcién A
2\

1+ .
A ; s:{eryil,sepide:
A

x
Problema 2.16.1 (2 puntos) Dadas las rectas: r: ¢ y Y= 2
z

a) (1 punto). Estudiar la posicién relativa entre ellas. Determinar, en su caso, la interseccién
entre ambas y el dngulo que forman sus vectores directores.
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b) (1 punto). Hallar la ecuacién de la recta perpendicular a las direcciones de r y s, y que pasa
por el punto (0,0,0).

Solucion:

a) (14+2X)+ A =1= X =0 luego las dos rectas se cortan en el punto (1,0,0).

,{17;,(2,1,1) { (—1,1,1)
DU P(1,0,00 0 7T P(1,0,0)

cosa = 177) 17: _2_|_1_|—1—0:>04—I
|| V63 2
b)
i R Y
Pt(0,0,0) Z:)\
- = =2
i 5 k
u=u xu,=| 2 1 1/|=3(0,-1,1)
—1 1 1

Problema 2.16.2 (2 puntos) Dados los puntos P;(1,—1,2), P»(2,-3,0) y P5(3,1,2), se pide:
a) (0,5 puntos). Determinar la ecuacién del plano m que contiene los tres puntos.
b) (0,5 puntos). Determinar la ecuacién de la recta r que pasa por P; y es perpendicular a .

¢) (1 punto). Hallar la ecuacién de las dos superficies esféricas de radio v/17 que son tangentes
al plano 7 en el punto P;.

Solucion:

a) P1P2 = (1, 72, 72), P1P3 = (2,2,0):

1 2 z-1
| =2 2 y+4+1|=0=7n:2x—2y+32—10=0
-2 0 z-2
b)
{B-@2y RN
"l p(1,-1,2) v=

z=2+3\
¢) Calculo una recta r que pase por P; y perpendicular a m, la del apartado anterior. Ahora

hay que encontrar los dos puntos de esta recta que estan a una distancia /17 de P; y estos
seran los centros de las esferas:

Un punto C de r serd C'(1+ 2\, —1 — 2),2 4 3})

ICP,| = |(21, —2),3))| = [AVIT = VIT = A = £1

{ A=1= C1(3,-3,5) = (z—3)2+ (y+3)>+ (2 = 5)> = 17
A=—-1= Co(-1,1,-1) = (2 + 1)+ (y—1)> + (2 + 1) =17
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Opcién B
Problema 2.16.3 (3 puntos) Dados el punto P(1,2,—1) y las rectas:

r.{x—i—y—z:él ) s.{x:2
‘lrz—y—-3z=-2" ly=-3

se pide:
a) (1 punto). Calcular la minima distancia entre r y s.
b) (1 punto). Determinar el punto P’ simétrico de P respecto de 7.

¢) (1 punto). Determinar los puntos de la recta r que equidistan de los planos XY e Y Z.

Solucién:
a) IR .
Upr = (_2517_1) . { Ug = (0,0,1) —>_ A
" {PT(,?),O) ’ : ]38(27 3’0) PTPS*(]-, 6,0)
%
77
u = 1 -1 |=2(-2,1,-1)
-1 -3
(PP, ugl=| -2 1 —1|=-11#£0= 7y s se cruzan
0 0 1
s
dr,5) = B Puun ]l | -11] _ 11V5
r,s) = TrEl 5
- = >
v ) k
wxuy=|-2 1 -1 |=(1,2,0)
0 0 1

b) Seguimos el siguiente procedimiento:

@ (Calculamos un plano 7 perpendicular a r que contenga a P: 7 : —2x4+y—2+A=0=—
242414+ A=0= A= —1 luego el plano buscadoes 7: -2z +y—2z—1=0

@ Calculamos el punto de corte P” de r y =

r=1-2t
r:d y=3+t = -2(1-20)+@B+t)—(-t)-1=0= t=0= P"(1,3,0)
z=—t
-
P+ F

P/l

— P =2P" - P=2(1,3,0) - (1,2,—1) = (1,4,1) = P'(1,4,1)

¢) El plano XY es el plano 7’ : 2 = 0 y el plano Y Z es el plano 7 : x = 0. Sea P"” un punto
de la recta r que cumple d(P"',7') = d(P",n"") donde P"'(1 — 2t,3 + ¢, —t):

=t |1 -2t :>{ —t=1-2t—= t=1=—> H(—1,4,—1)
11 —t=—1+42= t=1/3= Q(1/3,10/3,—1/3)
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2.16.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 2.16.4 (2 puntos)

a) (1 punto). Dados vectores U= (2,3,4), v = (-1,-1,-1) y W= (—1,\,—5), encontrar los
valores de A que hacen que el paralelepipedo P generado por 7, o y w tenga volumen 6.

b) (1 punto). Obtener la ecuacién de la recta incluida en el plano z = 0, con direccién perpen-
dicular a ¥ = (2,—1,4) y que pasa por el punto (1,1,0).

Solucion:

a)

2 3 4
V=|u, 7,7 =|| -1 -1 -1]|]=[-22—-6/=6= A=0, A=—6
-1 A =5

b) rem:z=0,r LW =(2-1,4)y P(1,1,0) € r:

77 %
reriz=0=r_Llu,=(0,01)=w=u,xd=[0 0 1 |=(1,20)
2 -1 4
f ur=(1,2,0) B
r'{PT(Ll,O) == ¢ y=1+2A

z=0

Problema 2.16.5 (2 puntos) Dados el plano 7 : * — 2y + 2z + 1 = 0 y la superficie esférica
(x—1)2+(y—1)%2+ (2 —2)2 = 9, hallar los planos tangentes a la esfera que son paralelos al plano
TT.

Solucién: La esfera tiene de centro el punto C(1,1,2) y radio 3. Construimos una recta r
perpendicular a m que pase por C:

W= =(1,-22) R,
T P, = C(1,1,2) = r:< y=1-2\
" T z2=2+2X

Encontramos los puntos de corte de esta recta r con la esfera:
A+A=1)2+(1-22-1*+(2+22 -2 =9 = A =+1 = Pi(2,-1,4), P»(0,3,0)

Calculamos:
S r-2y+22+A=0 ) .
Wl.{P1(27_1;4) — m:r—2y+22—-12=0

Jr—-2y+224+X1=0 o _
7T2.{P2(0’370) —= M —2y+224+6=0
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Opcién B

Problema 2.16.6 (3 puntos) Dados el punto P(—4,6,6), el origen de coordenadas O, y la recta

T =—444\
r:g y=8+3A se pide:
z= =2\

a) (1 punto). Determinar un punto @ de la recta r, de modo que su proyeccién Q' sobre OP
sea el punto medio de este segmento.

b) (1 punto). Determinar la distancia de P a 7.

¢) (1 punto). ;jExiste algin punto R de la recta r, de modo que los puntos O, P y R estén
alineados? En caso afirmativo, encontrar el punto (o los puntos) con esa propiedad o, en caso
negativo, justificar la no existencia.

Solucion:

O+P

a) Un punto de la recta r es Q(—4+4X\, 843X, —2)) y el punto medio de OP seré Q' = 5

—2 .
(-2,3,3) .
Construimos el vector Q Q = (—24+4\ 543X\, —3 —2)\) y el vector O—}% —4,6,6). Impo-

nemosQQJ_O—}>’:>QQ O—}%—O
8—16A+30+18A—18—12A =0= A =2 = Q(4,14,—4)

b)
%
@ = (4,3, -2)
" {PT(—4,8,0) . PP=(0,-26)
- 5 >
i gi k
@ x BB =| 4 3 —2|=]|(14,-24,-8)| = 2v/200, y || = 20
0 -2 6

c¢) Para que los puntos O, P y R estén alineados las rectas

S:{ — OP = (—4,6,6) = 2(—2,3,3)

P, = 0(0,0, 0)

y la recta r tienen que cortarse en el punto R.

l

Para ver la posicién relativa entre ambas construimos el vector auxiliar PP, = (—4,8,0) y
hacemos el producto mixto:

—4 8 0

—

(PP ul,ull =| 4 3 —2|=-124#0
-2 3 3

Luego las rectas r y s se cruzan y, por tanto, los puntos en cuestiéon no estan alineados.
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2.16.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

r—y+az=0

Problema 2.16.7 (3 puntos) Dados la recta r = {
ay—z=4

,con a € R, y el plano
T=x+y+z—2=0, se pide:

a) (1 punto). Hallar todos los valores de a para los que la recta r es paralela al plano 7.

b) (1 punto). Para a = 2, determinar la distancia de la recta r al plano .

¢) (1 punto). Para a = 1, hallar el seno del dngulo que forman r y .

Solucion:
- = =
i j k

a)up=| 1 -1 al|l=0-a*1la),r||n<=1u ;=0
0 a —1

(1-a*1,a)-(1,1,1)=-a®*+a+2=0= a=-1, a=2

Tz =2-—3\
fax—y+22=0 .{ﬁ:(—3,1,2) 0
b)r.{ oy — 24 = r: Po(2,2,0) = g;:;;-)\

(2=3N)+(2+X)+2X\—2=0= 2 =01o que nos indica que la recta es paralela al plano
como se sabia por el apartado anterior.

_2+2+0-2 2 _2V3

d(rm) = d(Pom)y= 2210720 2
(r,m) = d(Pr,m) ESES 5 3

r=4
t—y+2=0 {m:(o,l,l)
C = r: — =4+ A
) { y—z= Pr(v470) Z:)\
sin o qjmﬂ i*@u
lurlluz| V6 3
Opcién B
=3+ R
Problema 2.16.8 (2 puntos) Dadaslasrectasr =¢ y=2—-2\ ys= 5 =y—5=—(242),
z=3+3A
se pide:

a) (1 punto). Estudiar la posicién relativa de r y s.

b) (1 punto). Determinar la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(1, 6, —3), esta contenida
en el plano que determinan r y s y es perpendicular a r.

Solucién:

T.{uﬁ=<17—2,3) S,{z?s:
L P(3,2,3) '



4 -3 5 N
—
a) [PSPT,’LT;JZ]: 1 -2 3 :OyRango<Zﬁ§):2:> ry s se cortan.
2 1 -1 s
b) Calculamos el plano /7, s C
w = (1,-2,3) r—3 y—2 z-3
r:d w=2,1,-1) =anx:| 1 —2 3 |=0=m:z—Ty—52+26=0
P.(3,2,3) 2 1 -1

Calculamos el plano 7’/r L 7'y P € 7'

7 —2y+324+2A=0= 1-12-9+XA=0= A=20=7":2—2y+32+20=0

La recta t que buscamos sera:
. { r—Ty—524+26=0
r—2y+324+20=0
Problema 2.16.9 (2 puntos) Dados el planom = x+y—2+1 =0y la recta r = (z,y,2) =
(0,0,1) + A(2,1,0), se pide:

a) (0,5 puntos). Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto P(1,0,—1) y es paralelo a
T.

b) (1 punto). Determinar la distancia del origen de coordenadas a la recta r.
¢) (0,5 puntos). Determinar la distancia del origen de coordenadas al plano 7.
Solucién:

a) 7 ||[r=1rxty—2+A=0= 14+0+14+A=0= A= 2= 7' :zx+y—2-2=0.

T 7%
——
b) 0P xw|=]| 0 0 1 |=[(-1,20)]=+5
2 1 0
—
d(0,r) = Pl — 5 — 142

0+0-0+1 V3
c) d(O,7r):—| 7 |:?u

2.16.4. Extraordinaria
Opcién A
Problema 2.16.10 (& puntos) La recta r pasa por P(2,—1,0) y tiene vector director (1, A, —2);
la recta s pasa por Q(1,0,—1) y tiene vector director (2,4,2).
9
a) (2 puntos). Calcular A > 0 para que la distancia entre r y s sea —— .
) 2p ) para q y 75

b) (1 punto). Calcular A para que r sea perpendicular a la recta que pasa por Py Q.
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Solucion:

"R =P2-1,0 TP =0Q(1,0,-1)
a) P.P.=(1,-1,1)
dr.s) = PEn ]l 18 _ 9
’ w, X ] 2V/2X2 +4X+29 /59

1 -1 1
IPBE, @ @)=|1 X —2]||=18
2 4 2
TG
urxugl =11 1 N =2 || =200 4+4,-3,2 = \)| = 2V/2)\2 + 4\ + 29
2 4 2
b)
Lo w=QP=(,-11)
Ph:Q(1707_1)
QP L@, — QP -, =0
(1L,A,-2)-(1,-1,1)=1-A—-2=0= A= -1
Opciéon B

Problema 2.16.11 (& puntos) Dados los puntos P(—1,—-1,1), Q(1,0,2) y los planos

m=x—2=0; my=my—62=0; m3=x+y—mz=0
se pide:
a) (1 punto). Calcular los valores de m para los que los tres planos se cortan en una recta.

b) (1 punto). Para m = 3, hallar la ecuacién del plano que contiene al punto P y es perpendicular
a la recta de interseccién de los planos mp y 7s.

¢) (1 punto). Hallar la distancia entre los puntos Q y P’, siendo P’ el punto simétrico de P
respecto al plano 7.

Solucién:
a)
1 0 -1
A= 0 m —6 A= -m?’+m+6=0= m=3, m=—-2
1 1 —-m

Para estos valores de m los tres planos se cortan en una recta.
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b) Sim = 3:

x:)\ —
Jx—2=0 ) _ foup=(1,2,1)
h.{y_2z:0 — h: Z;i)\ ﬁh'{Ph(0,0,0)

Tix+2y+z2z+40=0— -1-2+140=0— 0=2—
Trr+2y+24+2=0

c¢) Calculamos larectat L my y P €t

t.{@:u—ﬂz:(lvoa_l) — h: xi:1+)\
’ Pt(_L_lvl) . Z: —-A

Calculamos P” punto de corte de ¢ con 7y:
(-14A)—-(1-X)=0= A=1= P"(0,-1,0)

Tenemos:
P+ P

2
AQP') = QP = [(0,~1,-3)| = VIO u

:P”é P/:2P”7P: (1771,71)

2.16.5. Extraordinaria-Coincidente

Opcién A

Problema 2.16.12 (& puntos) Dados los puntos A(2,1,1), B(0,0,—3) y P(1,1,1), se pide:
a) (1 punto). Hallar la ecuacién del plano que contiene a Py a la recta que pasa por Ay B.
b) (1 punto). Hallar el 4rea del tridngulo formado por A, By P.

¢) (1 punto). Hallar las coordenadas del punto C' que forma con A y B un tridngulo rectdngulo
en C, sabiendo que C esta en el eje OX y tiene primera coordenada negativa.

Solucién:
a) u
N B Ur:(2;174>
; {g_%_o(z’;)’@ —71:{ PA=(1,00) =
r — ] Pr:P( ,171)
r—1 y—-1 z-1
T 2 1 4 =0= 7m:dy—2-3
1 0 0
b) 1@ S (727717 74) y ﬁ = (71’070):
AR
1 1 17

-1 0 0

c) C’(a,0,0):>:(2—a,1,1)yC@:(—a,O,—S) Como CA L CB =
(2—-a,1,1) (-a,0,-3)=0=0a*-20—-3=0=a=3, a=—1

La solucién pedida es la negativa: C(—1,0,0).
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Opcién B

rectarzx—lzy—l—lzz

Problema 2.16.13 (2 puntos) Dados el plano m = x —y + 22 + 3 = 0, el punto A(—1,4,1) y la
-1

S ide:
5> se pide

a) (1 punto). Hallar el seno del dngulo formado por 7 y r.

b) (1 punto). Hallar las ecuaciones de la recta s que pasa por A y es perpendicular a 7.
Solucién:

_>
Jour=1(1,1,2) —
T { P(1,-1,1) ur = (1,-1,2)

a) Uy * Ugy 2
in =
‘T @l 3
= 1 r=-14+2A
b)st/AEs:s:{?;(il(lzlll)ﬂ) = s5:{ y=4-2X\

z=14+2\

Problema 2.16.14 (2 puntos) Dado el vector ¥ = (1,0, —2), se pide:

a) (1 punto). Obtener todos los vectores de médulo v/5 que son perpendiculares al vector o y
tienen alguna coordenada nula.

b) (1 punto). Obtener los vectores W tales que ¥ x @ = (2,—3,1) y tienen médulo /6.
Solucién:

a) U =(a,be) LT = U - T=0=a—-2c=0= a=2c

V5

V5
= a,b,c) = ————=(2¢,b,c
(@.0,0) = e (20 0:0)

Sic=0=—= b#Ozﬁ:?(O,b,O):(O,\/ﬁo). Sic#0=—

b:o:,»ﬁz—\/g@c,o,c):(zo,m
/5
b) W = (a,b,c):
0=
T j k
Txw=|1 0 -2|=(-2b,—2a—cb)=(2,-31) =
a b c
b=1, 2a+c=3

|E?|:\/a2+1—|—62:\/6:> a2+ =5

a=2 c=—-1= W =(21,-1)
{2a+c:3 N
2 .2 2 11
@ e =5 a=2/5 c¢=11/5 = Tu>:<f,1,—>
575
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2.17. Ano 2016

2.17.1. Modelo
Opcién A

Problema 2.17.1 (2 puntos) Dados el plano # = 2+ 2y — z = 5 y la recta r : { rry-2=1

22 4+y—2=2
se pide:
a) (1 punto). Determinar la ecuacién del plano que contiene a la recta r y pasa por el punto
P(1,0,1).
b) (1 punto). Hallar la ecuacién de la recta que es perpendicular al plano 7 y pasa por el punto
Q(2,1,1).
Solucién:
) x+y—2Z:1 {7):(_17371) —>i _
a)r.{2m+y_222 = r: P.(1,0,0) y PP.=(0,0,-1)
-1 0 z—-1
T 3 0 Yy |=0=7m:3x4+y—3=0
1 -1 z
L) Us = Ug = (1,2,-1) . —
b“'{PS:Q(?,l,l) = A Sk

Problema 2.17.2 (2 puntos) Dados los puntos P(1,1,3) y Q(0,1,1), se pide:

a) (1 punto). Hallar todos los puntos R que equidistan de P y Q. Describir dicho conjunto de
puntos.

b) (1 punto). Hallar los puntos S contenidos en la recta que pasa por Py @ que verifiquen que

d(P,S) = 2d(Q, S).

Solucion:

a) El conjunto de puntos R(z,y, z) que equidistan de P y @ es un plano mediador:

VE—124+(y—12+(:-32= 22+ (@y—1)2+(z-1)? =
20 +42—9=0

b) La recta que pasa por Py @ es:

TR0y T

S(z,y,2) = (N 1,1+ 2X)
d(P,S) =2d(Q, ) = /(A = 1)2 + (=24 2))2 = 2\/A% + (2))2 =

1 1 5)
-1, A== S (-1,1,-1 2,2
A ) A 3 Sl( 5y )a S2<3a a3
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Opcién B
Problema 2.17.3 (3 puntos) Dados los planos
m=3x+4y—52—7=0, mm=x—-2y+2—-3=0

se pide:

a) (1 punto). Hallar un vector unitario cuya direccién sea paralela a los planos m y ma.

b) (1 punto). Hallar la distancia del punto P(3,—1,2) al plano .

¢) (1 punto). Hallar el coseno del dngulo que forman los planos 71 y 7.

Solucién:

a) El vector pedido es perpendicular a los vectores normales de los planos

77 F
U =Un XtUmy=| 3 4 —5|=(-6,-8-10) |&|=10v2
1 -2 1

3 4 b
5v2'5v2" V2
9-4-10-7] 6v2

El vector U = ( ) es un vector paralelo a ambos planos.

b) d(P,m) =
) dPm) = e T s
Uy Uy (3,4,-5)-(1,=2,1) V3
C) cosu = ———2 = a1V
‘uﬂd‘ X |u7r2| \/%X\/é 3

2.17.2. Ordinaria
Opcion A

Problema 2.17.4 (2 puntos) Dados los planos m = az+y—z2+1=0ym=xz+ay+2z—2=0,
determine, en caso de que existan, el valor o posibles valores del pardmetro a, para cada uno de
los siguientes supuestos:

a) (0,5 puntos). Que 71 y mo sean paralelos.
b) (0,5 puntos). Que 7 y 7 sean perpendiculares.

¢) (1 punto). Que la recta interseccién de m; y 72 sea perpendicular al plano z = y.

Solucién:

a)

a 1 -1 1
ﬂ_ﬁfzfzi _— :—1
=1, "7 753

Unt L gy = Ut Uy =a+a—1=0=—= a=1/2
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C) ﬂEm—y:0:>u_,r>:(1,—1,0)

2 77
i

U =tUn XtUmp=| a 1 —-1|=(+1,—(a+1),a>-1)=
1 a 1

(a+1)(1,-1,a—1) = X(1,-1,0) =
a—1=0= a=1

Pero en este caso los planos son paralelos y, por tanto, este resultados no es vélido y no se
puede encontrar la recta r pedida para ningin valor de a.

Problema 2.17.5 (2 puntos) Dado el punto P(2,1,—1), determine el punto simétrico de P res-
pecto al plano que pasa por los puntos A(0,2,—1); B(1,-3,0) y C(2,1,1).

Solucion:
AB = (1,-5,1) 12 z
m: R:(Q,—lj) —m:| =5 -1 y=-2|=0=2—-2-1=0
A(0,2,—1) 1 2 z+1

Segimos el siguiente procedimiento:

@ Calculamos una recta t L 7/P € r:

’ Pt:P(271771) . Z:* —A

@ Calculamos el punto de corte P’ de t con 7:

2+AN) - (-1-A)-1=0= A=-1

r=1
y=1 = P’(l,l,O)
z=0

@ El punto P’ es el punto medio entre P y el punto que buscamos P
P'4+ P B

=

(2,2,0) — (2,1, ~1) = (0,1,1)

P = P'=2P - P=

Opciéon B
Problema 2.17.6 (3 puntos) Se consideran los puntos A(0, 5,3), B(0,6,4), C(2,4,2) y D(2,3,1)
y se pide:

a) (1 punto). Comprobar que los cuatro puntos son coplanarios y que el poligono ABC'D es un

paralelogramo.

b) (1 punto). Calcular el drea de dicho paralelogramo.
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¢) (1 punto). Determinar el lugar geométrico de los puntos P cuya proyeccién sobre el plano
ABCD es el punto medio del paralelogramo.

Solucion:
a)

AB = (0,1,1) 0o 1 1

/ﬁ:(Q,fl,fl) — | 2 —1 -1 |=0= son coplanarios
AD = (2,2, -2) 2 =2 2

|ﬁ| = |Zf’| =2y ‘E| = \B?| = 21/2, luego se trata de un paralelogramo.

b
| v 77
S=|ABxAD|=|| 0 1 1|=2/0,1,-1)=2v2u’
2 -2 =2

c¢) Se trata de una recta r que pasa por el centro del paralelogramo y es perpendicular al plano

que lo contiene.
Calculamos el centro de este paralelogramo:

A+C7(1 9 g)
7272

Centro =

Calculamos el vector normal al plano 7 que contiene al paralelogramo:

W = AB x AD =2(0,1, -1)

y=9/2+ X

r~{17r>:(0’1’_1) v=1
Pr(lygag) 225/2—)\

2.17.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

r= z-1 _{x: 4+ 5z
yre = se

Problema 2.17.7 (3 puntos) Dadas las rectas r; = { y= 2-32 Y= 4z—3°
pide:
a) (1,5 puntos). Estudiar su posicién relativa y hallar la distancia entre ellas.

b) (1,5 puntos). Hallar la recta que pasa por el origen de coordenadas y corta a r1 y a ra.

Solucién:
T =

= um:(l’_g’l) = {ur2:(5a471) 5> 57 . 557 — — _
a) Y { Prl(_1727 ) ’ 2= PT2(47 _3;0) y P PTQ B (5’ 5’0) [P7"1P7"27u7"17u7'2] -

5 =5 0

1 =3 1 |=-55%# 0= las dos rectas se cruzan.

5 4 1

P
d(?“ 7”)— HPT1PT27U'—T1>7U—TQ>H _ 55 _55\/mu
VT x| VA6 426



|ty X Ups| = |

= |(~7,4,19)| = V426

OP,, = (~1,0,2) -1 1 z

T = (1,-3,1) :>7r1:‘ 0 3 y|=0=m:20+y+2=0
0(0,0,0) 2 1 =z
OP,, = (4,-3,0) 45 =z

Ty ! @:(5,4,1) = m:| -3 4 y|=0= m:3x+4y—312=0
0(0,0,0) 01 =z

{ 26 +y+2=0
"l 3r+4y—-312=0

Opcién B

Problema 2.17.8 (2 puntos) Dados el plano 7 = x —y+2z+3 = 0, el punto A(1,1,3) y la recta
rEx:y—2:§,sepide:

a) (1 punto). Hallar la distancia del punto A a la recta r.

b) (1 punto). Hallar la proyeccién del punto A sobre el plano 7.

Solucién: N ( )
= (1,1,2 S
r { P.(0,2,0) , A(1,1,3), P.A=(1,-1,3)
a) N
\P,Axu| 30
d(A’ ’[") F — = = \/g
|UT| \/6
e
R i 7k
PAxul|=]| 1 -1 3 |=](-51,2)=V30
1 1 2
b) Seguimos el siguiente procedimiento:
@ Calculamos la recta t L n/A € ¢:
. Uy = ( ?_1’2) . _
b { p=A(13) ) Y=lEA

z=234+2\

@ Calculamos A’ proyeccién de A como punto de corte de ¢ y 7

(1+/\)—(1—/\)+2(3+2/\)+3:o:>/\:_§



Problema 2.17.9 (2 puntos) Dada una recta r cuyo vector director es v = (a,b,c) con a,b,c >0,
se pide:

a) (1,5 puntos). Si r forma un dngulo de % con el eje OX y de 7 con el eje OY, determinar el
angulo que forma la recta con el eje OZ.

b) (0,5 puntos). Si v = (1,5, 3), hallar la ecuacién del plano perpendicular a la recta y que
contiene al punto A(3,0,1).

Solucién:

a) Tenemos que cos® o + cos?  + cos? vy = 1:

=

=

1 1
cos21+cos21+c082’y=1:> — 45 tcos’y=1= cos’y =
3 4 4 2
il
3
b) m: 2+ 54 32+ A =0 sustituyendo el punto 3+0+3+A=0=— A= —6:

m:x+5y+32—6=0

2.17.4. Extraordinaria
Opcién A

r—2z2—1=0

v4y+z—d—g ¥ & {@FAL-

Problema 2.17.10 (3 puntos) Dadas las rectas r : {
3\ M)\ € R}

a) (1 punto). Obtener la recta que pasa por el punto P(1,0,5) y corta perpendicularmente a .

b) (1 punto). Obtener el plano que contiene a la recta r y es paralelo a s.

¢) (1 punto). Hallar la distancia entre las rectas r y s.

Solucién: . { 2 2,-3.1) N { @ 1 -3.1)
P.(1,3,0) P,(2,1,0)
a) Seguimos el siguiente proceso:
@ Calculamos 7 L r/ P(1,0,5) € m;:
20 —3y+ 2+ A=0=2—-04+5+A=0= A= -7
m2r—3y+z2—7=0

@ Calculamos el punto de corte P’ de m; con r:

=142\
r:¢ y=3-—3\
zZ=A

21420 —33-30)+(A\)—7T=0= A=1= P'(3,0,1).
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@ La recta t buscada pasa por Py P’:

— r=142\
T:{U;:PP'Z(370,1)—(1,0,5)=(270,—4) ) =0
P, = P(1,0,5) z="5—4\
b)
= (2,-3,1) 2 1 z-1
m:{ up=0,-31) =m:| -3 -3 y—3|=0=y+32-3=0
P.(1,3,0) 1 1 z
¢) PP, =(1,-2,0)
1 -2 0
[P-Pour, )= 2 =3 1[]=2
1 -3 1
- =
i ik
u x| = 2 =3 1[|=10,-1,-3)]=+10
1 -3 1
d(r.s) PP, u,w]] 2 VIO
T Jwxw V10 5

Opciéon B

Problema 2.17.11 (2 puntos) Sea 7 el plano que contiene a los puntos A(0,2,1), B(1,0,1) y
C(-1,—-2,—1). Calcule el volumen del tetraedro que forma el origen de coordenadas con los pun-
tos de interseccién de 7 con cada uno de los ejes coordenados.

Solucién:
AB = (1,-2,0) 1 -1 x
T R:(fl’le,fg) = 7| -2 -4 y-2 |=0= 2xz+y—32+1=0
A(0,2,1) 0 -2 =z-1

Puntos de corte con los ejes:

ConOX:y=0y2=0=— z=-1/2= P1(-1/2,0,0)

ConOY:z=0y2=0= y=—-1= P5(0,—-1,0)

ConOZ:z=0yy=0= z=1/3= P5(0,0,1/3)

(4]93 el origen formaLIEE)E> los vectores: N

oP; = (-1/2,0,0), OP, = (0,—1,0) y OP; = (0,0,1/3). El volumen de este tetraedro serd:

~1/2 0 0

1 111 1

V=gl oL 0 |_6‘6'36 i
0 0 1/3

Problema 2.17.12 (2 puntos) Dado el plano 7 : 3z + 3y + 2 — 9 = 0, se pide:
a) (1 punto). Determinar la ecuacién del plano perpendicular a m que contiene al eje OX.

b) (1 punto). Determinar el punto del plano m més cercano al origen de coordenadas.
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Solucion:

a) " L7/OX Cn”:

7771'>: 3a351) 3 1 z
- tox =(1,0,0) = 7':[3 0 y|=0= 7' :y—32=0
P =0(0,0,0) 1 0 =z

b) Seguimos los siguientes pasos:

@ Calculamos una recta r L 7/O € r:

.{177’}:17#:(3,371) — Iigi
"1\ P = 0(0,0,0) " Z;)\

@ (Calculamos el punto de corte de r con 7, que sera el punto del plano més cercano al
origen:

3(30) +3(3A) + A —9=0= )\:%:>P(%7%,%>
2.18. Ano 2017

2.18.1. Modelo

Opcién A
=14+A
-2 y-3 1 v
Problema 2.18.1 (3 puntos) Dadas las rectas r = vl = Y = z—;— ys=<K y=3—-X\ ,
z=2
se pide:

a) (1,5 puntos) Comprobar que se cruzan y calcular la distancia entre ellas.
b) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano que contiene a r y es paralelo a s.

¢) (0,5 puntos) Hallar el 4ngulo que forma la recta r con el plano y = 0.

Solucion:
— —
. ur:(57172) )\ { us:(lv_lao) 55 _ _
a) r: { Pu(2,3,-1) s P.(1,3,2) P.P; = (-1,0,3)
-1 0 3
—
[P.P urus]=| 5 1 2|=-20#40=> ry s secruzan
1 -1 0
T
i i k
wxul=] 5 1 2|[=]22-6)=2V11
1 -1 0
-y
d(rs) [P P, ay)| 20 _lovit
Uy < w 2vIl 11



w = (5,1,2) t—2 y—3 z+1
b) m:{ u,=(1,-1,00 = 7:| 5 1 2 |=0=
P.(2,3,—1) 1 -1 0

mix+y—32—8=0

o) iy=0= ury =(0,1,0)y u = (5,1,2):

Ul - Uy

1
|u7r’||ur‘ B V30

sina = = o = 10°31'11"

Opcién B

Problema 2.18.2 (3 puntos) Dados los puntos A(2,1,1), B(0,0,—3), y P(1,1,1), se pide:
a) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano que contiene a los tres puntos.
b) (1 punto) Hallar el drea del tridngulo formado por A, By P.

¢) (1 punto) Hallar la distancia del punto P a la recta que pasa por A y B.

Solucién:
a)
B.1)4:(2,1,4) r y z+3
™ ﬁ:(171’4) =7:]2 1 4 =0= 7m:4dy—2-3=0
B(0,0,-3) N\
b)
77 .
1, — 1 1 17
Sr=2BAxBPl=<|| 2 1 4||=2/0,-4,1) =" 2
2 2 2
1 1 4
c) A
0 N _
po) =BA=Q2L4) 5B _FE_ (114
P, = B(0,0,-3)
|1Tﬁ><]ﬁ\ 17
d(P,T):ﬁlf: iu
u;.

2.18.2. Ordinaria

Opcion A

Problema 2.18.3 (3 puntos) Dados los puntos P(1,—2,1), Q(—4,0,1), R(-3,1,2), S(0,-3,0),
se pide:

a) (1 punto). Hallar la ecuacién del plano que contiene a P, Q v R.

b) (1 punto). Estudiar la posicién relativa de la recta r, que pasa por los puntos Py @, y la
recta s, que pasa por Ry S.

¢) (1 punto). Hallar el drea del tridngulo formado por los puntos P, Q y R.
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Solucién:

a)
PO = (—5,2,0) z-1 y+2 2-1
T ﬁ:(_47371) == 7 -5 2 0 |=0= 7m:224+5y—T2+15=0
P(1,-2,1) —4 3 1
b)
pime| W=PG=(520 | @=RS=(3,—4-2 FF_11
P.=P(1,-2,1) P, = 5(0,-3,0) =T Y
1 1 1 T
-5 2 0|=0= yRango(zTT)):2:>rysse cortan
3 —4 =2 s
¢)
77 0
1 1 1 78
S=ZPOx PR ==|| =5 2 0|l=21257]=YX2u
2 2 2 2
-4 3 1
Opcién B

Problema 2.18.4 (2 puntos)
a) (1 punto). Determine la distancia entre las rectas
rMEr=y==2 r:{x—l—y—lzo

b) (1 punto). Obtenga el punto de corte de la recta s = z = 2 —y = z — 1 con el plano
perpendicular a s, que pasa por el origen.

Solucién:
— —3
. uT’lz(l?l’]‘) .{um:(la_l»l) _(_
a) T - { PTI(O,O,O) o Prz(—1,2,0) PMPTQ—( 1,270)
-1 2 0
PPl =| -1 11 |=|-2/=2
1 -1 1
- = 2
i 7k
e xaml=1 1 1 1(]=120,2)]=2v2
1 -1 1
I
drir < PP ) 2V
v i < unl2v2 2
N ar = (1,-1,1)
b) s : y=2—-XA = s: ,un plano 7 L s tal que O € 71 = 7 :
SO P,(0,2,1)

T—y+24+A2=0=0-04+0+A=0=7m:2—y+2=0
El punto de corte de 7 con s:
A— (2 A)+(1+A)—0:>A—1:>(1 g é)

B 3 3'3'3
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2.18.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 2.18.5 (3 puntos) Dada la rectar =a — 1 =y = z, se pide:

a) (1 punto) Calcular la ecuacién de una recta 7/, con direccién perpendicular a r, que esté
contenida en el plano OXY y pase por el punto (1,2,0).

b) (1 punto) Hallar un plano perpendicular a OXY, que contenga a la recta r.

¢) (1 punto) Calcular la distancia del origen de coordenadas O(0,0,0) a la recta 7.

Solucién:
YT T T 1 T U P(1L0,0)
a) El plano 7(OXY) : z = 0 = u, = (0,0,1). Si ' € 7 = 4 = (a,b,0) y como u, L
U = up Uy =0= a+b=0= b=—a = up = (a,—a,0) = a(l,—1,0), luego
— =1+ A
podemos coger u = (1,—1,0) = ' : Uyt = (1,~1,0) ri y=2-X\
Pr’(172a0)
z=0
b)
;= (0,0,1) r—1 y =z
ol ur=(1,1,1) = 0 0 1|=0=7:2—y—1=0
P.(1,0,0) 1 1 1
- = =
s i 7 k
o) [OP. xuil=|| 1 0 o0|l=]0,~1,1)=v2u
1 1 1
—
do.r) = 0P x| _v2 _ 6
’ |url 3 3
Opcién B

Problema 2.18.6 (3 puntos) Dado el punto P(5,7,10) y el plano de ecuacién 7 = z+2y+3z = T,
se pide:
a) (1 punto) Calcular el punto P’, simétrico de P respecto de .

b) (1 punto) Hallar la posicién relativa del plano 7 y la recta que pasa por el punto Q(1,1,1) y
tiene direccién ¥ = (—10,2,2).

¢) (1 punto) Calcular el drea del tridngulo que tiene por vértices a los puntos P, @) y al origen
de coordenadas O(0,0,0).
Solucién:

a) Seguimos el siguiente procedimiento:

@ Calcularr L /P er = r{;r:?(ggll’g)’g) = r:q y=7+2X\
T T z =104+ 3\



@ Calcular P’ punto de corte de r con m:

(54N +2(7T+20) +3(104+3)0) =7= A=-3= P'(2,1,1)

P P//
- +2 =P = P'=2P —P=221,1)— (57,10) = (—1, -5 — 8)
= _ = _ _o(_ z=1-5\
b) s : { =7 = (=10,2,2) = 2(=5,1,1) = s5: y=1+X . Calculamos el posible
Ps:Q(lala]-) Z_1+>\

punto de corte entre s y 7

(1-5M)+2(1+A)+3(1+A)=7=16=T7= sy m son paralelos.

- = =

153 1]t gk 1 V38,

0) Sr=3I0Px0G|=3I| 5 7 10 |l=3(-35-2)=""u
1 1 1

2.18.4. Extraordinaria
Opcién A

br—y—z=1 3z —5y—2z=3
E{I y z y’I“QE{I y z

Problema 2.18.7 (3 puntos) Dadas las rectas rq Y —ytz=1 S0ty + Az =3

se pide:
a) (1 punto) Estudiar la posicién relativa de 71 y rs.
b) (1 punto) Calcular la distancia entre las dos rectas.

¢) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano que contiene a 71 y al punto P(1,2,3).

Solucion:
s —
. Upy = (1’4a2) | { Upy = (*17*1’1) D P’ _
o { et e { B aoo Prifr = (L 10)
1 1 0
R
[P Pt U] = 1 4 2 |=3#0= r;yrese cruzan
-1 -1 1
b) .
d(’F r ): |[PT’1P7"2317’1>au—7’2>H |3| — @
v [ty X iy | 3v6 6
s
1 7k
ary xunl =1 1 4 2 ||=[3(2-1,1)=3V6
-1 -1 1
c)
PT?’:(I,B,?)) r y+1 =z
™ @?}: 1,4,2) = m7:| 1 3 3|=0=m:6r—y—2—-1=
PTl(Ov_la ) 1 4 2



Opcién B
Problema 2.18.8 (2 puntos) Sea r la recta que pasa por los puntos P;(3,2,0) y P(7,0,2). Se
pide:

a) (1 punto) Hallar la distancia del punto Q(3,5,—3) a la recta r.

b) (1 punto) Hallar el punto de corte de la recta r con el plano perpendicular a r que pasa por

el punto Q.
Solucién:
. { u; = (2,-1,1) L ;:Si—i/\
P.(3,2,0) o\

a) B0 =(0,3,-3)

T 7%
BGxuwl=1| 0 3 —3|]=10,-6,-6)=6v2
2 1 1

b) Calculamos 7 L r = 7:2x —y+ 2+ A =0, imponemos que Q E 7 = 6 —5 -3+ )\ =
0= \=2=7m:2s—y+2+2=0.

Calculamos el punto de corte de 7 con 7: 2(34+2A) —(2—A)+A+2=0= A= -1 = el
punto de corte serd: Q'(1,3,—1)

Problema 2.18.9 (2 puntos) Se considera el tridngulo cuyos vértices son los puntos A(1,3, —1),
B(3,1,0) y C(2,5,1) y se pide

a) (1 punto) Determinar razonadamente si el tridngulo es equildtero, isésceles o escaleno.

b) (1 punto) Obtener las medidas de sus tres dngulos.

AL = (2,-2,1), AC =(1,2,2), BC =(-1,4,1)
a) |E| =3, |@| =3y \B?| = 3v/2. Como tiene dos lados iguales es un tridngulo isésceles.

b} cos A AB-AC _2-4+2
|4B| - |AC| 9

e isésceles y los otros dos angulos tienen que ser iguales § = v = [ =~ = 45°.

Solucion:

=0= a =90 luego se trata de un tridngulo rectangulo

2.18.5. Extraordinaria-Coincidente

Opcién A

Problema 2.18.10 (2 puntos) Dados los planos
m=2r+y—z2=1y m=x+2y+2=3

, se pide:
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a) (1 punto) Calcular el plano o planos formados por los puntos que equidistan de w1 y ms.

b) (1 punto) Calcular la recta paralela a 71, paralela a w9 y que pasa por el punto A(1,1,1).
Solucién:

a) P(x,y,z) tales que d(P,m1) = d(P, m):

20 +y—2z—1] |z +2y+2z— 3
V6 V6

{ r+y—z—l=x+2y+z-3=rm:0—y—224+2=0
2e4+y—z—-1=—-2—-2y—243=75:3x+3y—4=0

= 2z+y—z—1l=|z+2y+2—-3 =

b) La recta paralela a w1 y o tiene que ser paralela a la interseccién de ambos planos.

- = >

i ] k
W=l x| =| 2 1 -1 |=(3,-3,3)=3(1,-1,1)
1 2 1
. {177?:(1,*1,1) (. Z’fifi
P = A(1,-1,1) I g

Opcién B

Problema 2.18.11 (8 puntos) Dados los puntos P;(1,1,3), P»(0,0,3), Ps3(4,-3,1) y O(0,0,0).
Se pide:

a) (1 punto) Hallar el plano 7 que contiene los puntos Py, Py, Ps.
b) (1 punto) Hallar el punto simétrico de O respecto del plano 7’ =x +y — 2+ 3 =0.

¢) (1 punto) Hallar el volumen del tetraedro con vértices O, Py, Py, Ps.

Solucién:
PP; = (4,-3,-2) xr y z—3
a) T PP =(1,1,0) = 7m:| 4 -3 -2 |=0=
P2(0a0a3) 1 1 0

20 —2y+72—-21=0

b) Seguimos el siguiente proceso:

@ Calculamos r L 7//O e r = 7 = (1,1,—1):

I
> >

ﬁ

SRS
1l
|

>

@ (Calculamos el punto de corte de r con 7't

A+A+A+3=0= \=-1= O'(-1,-1,1)
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O + Ol/
-
2

¢) OP, = (1,1,3), 0P = (0,0,3) y OP = (4,3, 1):

=0 = 0"=20"-0=(-2,-2,2)

2.19. Ano 2018
2.19.1. Modelo

Opcién A

Problema 2.19.1 (2,5 puntos) Dados los planos 71 = 3z +y+22—1=0,m =2x—y+32—1=0
r=1-2t

ylarectar =< y=—-141¢ , se pide:
z=1+1

a) (1,5 puntos) Hallar los puntos de la recta r equidistantes de 71 y mo.

b) (1 punto) Hallar el drea del tridngulo que forma el punto P(—2,3,2) con los puntos de
interseccién de r con 7wy y 7o.

Solucion:

a) Sea P.(1—2t,—1+t¢,1+t) un punto cualquiera de la recta r:
d(PT,Wl) = d(PT,'/TQ) -

13(1—2t) 4+ (=1+t)+2(1+t) - 1]  [2(1 —=2t) — (=1 +1t) +3(1+¢) — 1]
V14 - V14

—3t+3=-2+5=>t=-2= Py(5,—3,—1)
—3t+3=2t—5= t=8/5=> Py(—11/5,3/5,13/5)

|—3t+3|:|—2t+5\:>{

b) Corte de r con my:
-3t+3=0= t=1= A(-1,0,2)
Corte de r con mo:
2% +5=0=> t=5/2 = A(—4,3/2,7/2)
_> ?
PA=(1,-3,0)y PB = (-2,-3/2,3/2):

T 7 %
1 1
5:§|P_f4xP_B’|:4 1 3 0|:3\Z/1£u2
—2 —3/2 3)2

Opcion B

Problema 2.19.2 (2,5 puntos) Dados los planos 11 = 24y = 0, 73 = 2 = 0 y el punto B(—1,1,1),
se pide:

a) (1 punto) Determinar el punto B’, simétrico de B respecto del plano 7.
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b) (1 punto) Obtener una ecuacién de la recta r, contenida en el plano 7y, paralela al plano
y que pasa por el punto B.

¢) (0,5 puntos) Hallar el dngulo que forman los planos 71 y 2.

Solucion:

a) Seguimos el siguiente procedimiento:

r=—-14+A
@ Calcular la recta t L my/B € t. Tenemos w4} = i, = (1,0,0):t:{ y=1
z=1
@ Calcular el punto de corte B” det conm: 1 —A=0= A=1= B"(0,1,1)
B+ B
- J; — B’ — B'=2B" - B=(0,2,2) — (-1,1,1) = (1,1,1)
%
7 7 k z=-1
b) Uy =g XUme=| 1 1 0[=(00-1)=r:{ y=1
1 0 0 z=1-2X
c) cosa = qu_m)@ _ L — o = = radianes
|y ||ty | 2 4 .
2.19.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 2.19.3 (2,5 puntos) Dados los planos m = 4z + 6y — 122+ 1 =10;, m = —22 — 3y +
6z — 5 = 0 se pide:

a) (1 punto) Calcular el volumen de un cubo que tenga dos de sus caras en dichos planos.

b) (1,5 punto) Para el cuadrado de vértices consecutivos ABCD, con A(2;1;3) y B(1;2;3),
calcular los vértices C'y D, sabiendo que C pertenece a los planos mo y n3 =z —y + 2z = 2.

Solucién:

a) La tnica posibilidad de que el cubo tenga una cara en cada plano es que éstos sean paralelos.
En el caso de que no lo fueran, es decir, si se cortan cabria la posibilidad de que fuesen

4
perpendiculares, pero en este caso habria infinitas soluciones. Veamos que son paralelos: — =

6 —12 1
=T #* = = paralelos. La longitud del lado del cubo buscado serd | = d(ms,71),
para calcular esta distancia tomamos un punto cualquiera A de 7y : —2x — 3y + 62 — 5 =

0= A(0,0,5/6) y tendremos:

—12. 1 _
| = d(my,m) = d(A, m1) = 040 5/6+1 _|-91_ 9
16 + 36 + 144 V196 14

9\% 729
= 3 = _ = — = 2 2
V=i (14) o7aq ~ 206

b) El cuadrado es:
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4(2,1,3) B(1,2,3)

1+3A
xr =

5
_ ) 22z -3y+62=5 )
Cer=mnmr = r'{x—y—ﬁ—z:Q = 7r: 94 8)
5

z=A
143X —9+38AX
Luego C’( + 7;,)\). Por ser un cuadrado ELﬁzﬁ-ﬁzo

5 5
143\ —9+8)
Elvectorf@:(—Lm)yel@:( *’53 ,%,)\)—(1,273):

<74;3>\77195+8>\7>\73)' Luego AL - B — 4;3A+ 7195+8>\ 03—

C(2,3,3).
D=A+AD=A+BC =(2,1,3)+(1,1,0) = (3,2,3) (El vector BC = (1,1,0))

Opcién B

20 +y=2
5cr4+2=06"

Problema 2.19.4 (2,5 puntos) Dados el punto P(1,1,1) y las rectas r = { s
r—2 y+1 =z-1
-1 1 1/3

a) (1 punto) Hallar la distancia del punto P a la recta r.

, se pide:

b) (1 punto) Estudiar la posicién relativa de las rectas r y s.

¢) (0,5 puntos) Hallar el plano perpendicular a la recta s y que pasa por el punto P.

Solucién:
T.{i‘:(l,—z—m {B=33
“1 P.(0,2,6) Y3 P2, -1,1)
T 7 %
— —
a) PP, =(-1,1,5)y |[PP.xw|=|| -1 1 5 ||=1(501)] =26
1 -2 -5
PP, x@| V26 [13
d(P,r) = — = =1/—~0,931 u
|uz| V30 15
2 -3 -5
b) P. S:(2,73,75)y[PTPS,zTg,1TS>]: 1 -2 -5 |=-1#0= ry s se cruzan.
-3 3 1
¢) Uy =us=(-3,3,1)= 7: 32 +3y+z+A=0como Perm=— —3+3+1+A=0—=

A=—1luegor: -3x+3y+2—-1=0= 7m1:3x—-3y—2+1=0
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2.19.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 2.19.5 (2,5 puntos) Se consideran los puntos P(1,1,1), Q(1,0,1), R(0,0,1) y la recta
r que pasa por los puntos A(0,0,—1) y B(0,1,0). Se pide:

a) (1 punto) Encontrar el punto de interseccién de r con el plano que contiene a P, Q y R.

b) (0,75 puntos) Hallar un punto T" de r, tal que los vectores ]@, ﬁ, ﬁ sean linealmente
dependientes.

¢) (0,75 puntos) Calcular el volumen del tetraedro cuyos vértices son O(0;0;0) y los puntos P,

QR

Solucion:
rz=0
AB = (0,1,1)
: ) : =14+A
r {P B(o,l,o) B TR A
z=A
QP = (0,1,0) 01 =
a) m: R?f(l,l,O) = q7:|1 1 y =0=m:2—-1=0
R(0,0,1) 0 0 z-1

El punto de cortede r con m: 0+ 0+ A —-1=0= A=1= (0,2,1)

b) T(0,14\, A), PQ = (0,~1,0), PR = (=1,-1,0) y PT = (0, 14X, A\)—(1,1,1) = (=1, A, A—1):

0 -1 0
-1 -1 0 = A+1=0=X2=1
-1 A A-1

Si A =1 los vectores ]@ P—é y ﬁ son linealmeente dependientes, luego 7°(0,2,1).

OP = (1,1,1), 0Q = (1,0,1) y OR = (0,0,1):

1 1 1
1 1 1 .
V:g\ 1 0 1 |:6|f1|:6u3
0 0 1
Opcién B
v =2 —r+y+2z+4=0
Problema 2.19.6 (2,5 puntos) Dadas las rectas r = Zi:iJrZ)\ ,SE{ T2+ 3245 =0

y el punto P(—1,2,—1), se pide:
a) (1 punto) Determinar la posicién relativa de las rectas r y s.
b) (0,75 puntos) Hallar la ecuacién implicita del plano que pasa por Py es paralelo a r y a s.

¢) (0,75 puntos) Calcular el drea del tridngulo que tiene por vértices el origen de coordenadas,
el punto P y el punto P’ proyeccién de P sobre el plano z = 0.

Solucion:
7,.{1%7’1:(0’27_1) s.{@:(L_lvl)
"1 P(=2,-3,00 Y7 1 Py(3,-1,0)
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e

a) P.P;=(520)= |0 2 —1|=3%#0=> lasrectas ry s se cruzan.
1 -1 1
%
77 %
b) = 0 2 -1 |=(,-1,-2)comoPenmr—=— z—y—224A=0= —1-2424)\=

1 -1 1
0= A=1l=m:2—y—22+1=0

¢) Calculo de P’ proyeccién de P sobre 7’ : z = 0:

@ Calculamos una recta t L 7’/P € t:

— r=-1
ut:(0,0,l)

t:{ - = t:q¢ y=2
Pt—P(_LQv_l) 2,2714»)\

@ calculamos P’ punto de corte de t con 7’: —1+ A =0= A =1= P’(-1,2,0)

OB = (=1,2,—1) y OP = (—1,2,0)

T %
1 5
s=al1 % o= denn= e
-1 2 0

2.19.4. Extraordinaria

Opcion A

Problema 2.19.7 (2,5 puntos) Se consideran los vectores U = (—1,2,3), v = (2,0,—1) y el
punto A(—4,4,7). Se pide:

a) (1 punto) Determinar un vector wj que sea ortogonal a @ y o , unitario y con tercera
coordenada negativa.

b) (0,75 puntos) Hallar un vector no nulo w$ que sea combinacién lineal de @ y ¥ y ortogonal
a

¢) (0,75 puntos) Determinar los vértices del paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de

los vectores W y o y una de sus diagonales es el segmento OA.

Solucidn:
- = =
Blo@ x| 1 b 25, -4)| = VB = i = (=, 5. 1)
a =dxV|=]| -1 2 3||=|(-2,5-4)|=VhHh= w=|—r,—=,—F—
) [w] = | | =1 Lo =1 )| =E s
b) wh =ad + b7 =a(—1,2,3) +b(2,0,—1) = (—a+2b,2a,3a —b) y ws L ¥ = wh- U =
(—a+2b,2a,3a—D) - ( 1)=—-2a+4b+0-3a+b=0= —5a+5b=0= a="bPor

ejemplosia=b=1= 17 (1,2,2)
c¢) Tenemos:
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_>: ad + b0 =a(-1,2,3) +b(2,0,-1) = (—a + 2b,2a,3a — b) = (—4,4,7) = a =2y
@_2 ~1,2,3) = B(-2,4,6) y BA=—(2,0,-1) = (~2,0,1) = 0C — C(-2,0,1)
Es decir, O(0, 0, 0),B( 2,4,6), A(—4,4,7) y C(-2,0,1).

Opciéon B

Problema 2.19.8 (2,5 puntos) Dados el punto P(0,—1,1) y la recta r, que pasa por el punto
Q(1,0,1) y tiene como vector director U = (0,1,2), se pide:

a) (0,5 puntos) Hallar la ecuacién implicita del plano que contiene a r y pasa por P.

b) (0,5 puntos) Encontrar el punto S contenido en r tal que el vector ﬁ sea perpendicular a
la recta r.

¢) (1,5 punto) Hallar el drea del tridngulo cuyos vértices son el punto P y dos puntos 17, Ts,
contenidos en la recta r, que estédn a distancia v/5 de P.

Solucién:
— o =1
r:{qj;:g(l_éoi)lﬂ) = 7r:{ y=A y P(0,-1,1)
T T z2=1+2\
a)
77;:(07132)
7:8 PP=(0,-1,1)—(1,0,1) = (-1,-1,0) —>
P.(1,0,1)
r—1 y =z-1
T 0 1 2 =2r—-2y+2—-3=0
-1 -1 0
b) S e€r= S(1,A,1+ 2)) luego SP = 0,-1,1) — (1, A, 14+ 2)\) = (=1,-1 — A\, —=2)\) y como

SﬁLu, = Slg U =0= (—1,—1—>\,—2/\)-(O,1,2)=—1—>\—4/\=0:> —1-5\=
1 13
NERRY (R
00— 5:>S B F

¢) Sea T € r: T(LA1+2\) = PT' = (LA1+2)\) — (0,-1,1) = (LA +1,2\) y |PT| =

3
VIFOFIP IR = Vo= M =-ly = =
3 11
Ti(1,-1,-1) T (1,7,f>
1( ) T2 \L g,
— — 11
PT; = (1,—1,-1) — (0, ~1,1) = (1,0, -2) PT2:(1,7,€) (0,—1,1) = (1 52)



A
1l == = 1 16 —16 8
S:§|PT1><PT2|=\ 1 0 =2 |=2’(5,5,5>’—
1 8/5 6/5
1 2 —21 12
~.8 (7,—,7) == =244
2 5 575 5

2.20. Ano 2019

2.20.1. Modelo
Opcién A
Problema 2.20.1 (2,5 puntos) Dados los puntos A(1,2,-3); B(1,5,0); C(5,6,—1) y D(4,—1,3),
se pide:
a) (1,5 puntos) Calcular el plano m que contiene a los puntos A, B, C y la distancia del punto
D a dicho plano.

b) (0,5 puntos) Calcular el volumen del tetraedro definido por los cuatro puntos dados.

¢) (0,5 punto) Calcular el drea del tridngulo definido por A, By C.

Solucién:
AB = (0,3,3) z—1 y—2 243
a) m: R=(4,4,2) = 7 0 3 3 =0=
A(1,2,-3) 4 4 2
mirx—2y+22+9=0
[4+2+6+9
dD,7) = ————— =7
N B
b) AD = (3, -3,6)
0 3 3
1 1 —12
vol@Bac an) =t a1 2= 2 g
6 6 6
3 -3 6
c)
77
1 1
S=-ABxAC|==l| 0 3 3||=2](-6,12,~12)] = 9 u?
2 2
4 4 2
Opcién B
=2+ vy =2
Problema 2.20.2 (2,5 puntos) Dadas las rectas r: { y =3+ A ys:{ y—&—g:l se pide
z=1-2X o

a) (1 punto) Determinar la posicién relativa de r y s.
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b) (1 punto) Obtener un plano que contenga a las dos rectas.

¢) (0,5 puntos) Dado el punto A(3,1,0), de la recta s, obtener un punto B, de la recta r, de
modo que el vector AB sea perpendicular a la recta r.

Solucién:
— —
. Uy = (1717_1) . { Us = (_L _171) 5 _ _
T'{PT(Q,?),I) s P.(3,1,0) P,P.=(-1,2,1)
-1 2 1
a) [PSPT,qu,U;} = 1 1 -1 |=0y Rango(PSPT,zTZ) =2y Rango(ﬁz,@) =1, luego las
-1 -1 1
dos rectas son paralelas.
ur = (1,1,-1) r—3 y—1 =z
b) « P,P.=(-1,2,1) = 1 1 -1 |=0=
PS(S’]"O) _1 2 1

T:x+2—3=0

Q) Ber= B2+A3+A1-A) = AB = (247, 3+A,1-A\)—(3,1,0) = (—1+A, 241, 1)
ABlr—AB Ll =(1,1,- 1) = AB- @ =0= 1 +A+2+A—1+A=0= A=
0= B(2,3,1)

2.20.2. Ordinaria
Opcion A
Problema 2.20.3 (2,5 puntos) Dadas la recta r = xTil = L_Qg = z y y la recta s que pasa por
el punto (2, —5,1) y tiene direccién (—1,0,—1), se pide: -
a) (1 punto) Estudiar la posicién relativa de las dos rectas.
b) (1 punto) Calcular un plano que sea paralelo a r y contenga a s.

¢) (0,5 puntos) Calcular un plano perpendicular a la recta r y que pase por el origen de coor-

denadas.
Solucién:
T R 177“):(27_271) . { 17;2(—1,0,—1)
enemos: 7 : P.(1,3,0) v s P.(2,-5,1)
—
a) P.Ps=(2,-5,1)—(1,3,0) = (1,-8,1).
1 -8 1
—
[PTPS,u_ﬁ,tTZUs)} =| 2 =2 1 |=-8#0= ry ssecruzan.
-1 0 -1
b) m||ryscCm:
= (2,-2,1) -2 y+5 z-1
v = (-1,0,-1) = m: 2 -2 1 =0=
PS(23_5a1) -1 0 -1

m:2x+y—22+3=0

c)n LryOen”:
720 —2y+24+4A=0= 04+0—-0+A=0= A=0, luego: 7’ : 20 — 2y + 2 =0
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Opcién B

Problema 2.20.4 (2,5 puntos) Dados el punto A(2,1,0) y el plano 7 = 2z + 3y + 4z = 36, se
pide:

a) (0,75 puntos) Determinar la distancia del punto A al plano 7.
b) (1 punto) Hallar las coordenadas del punto del plano 7 més préximo al punto A.

c¢) (0,75 puntos) Hallar el punto simétrico de A respecto al plano 7.

Solucion:

|44+ 3+ 0 — 36| 29
a) d(A,m) = = =
) d( ) vV4+9416 V29

b) Calculamos la recta t 1 7 tal que A € ¢:

29 u

Ut:(273a4)
t:{ B = ¢ y=1+3X
P, = A(2,1,0) —y

Calculamos el punto de corte A’ de t con 7: 2(2 4+ 2A) 4+ 3(1 4+ 3\) + 4(4)\) = 36 = 29\ =

920 = \=1=> A'(4,4,4)

A+ A B
;=

) A= A" =24 — A= (8,8,8) — (2,1,0) = (6,7,8)

2.20.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 2.20.5 (2,5 puntos) Dados los vectores v = (1,0,-1) y W= (1,1,0), se pide:

a) (1 punto) Calcular un vector que sea ortogonal (perpendicular) a ¥ y a @ , que tenga médulo
V/3/2, y cuya tercera coordenada sea negativa.

b) (0,5 puntos) Calcular un vector W ortogonal a U y tal que W, ¥ y W sean linealmente
independientes.

¢) (1 punto) Hallar la proyeccién del punto P(5,1, —1) sobre el plano que pasa por el origen de
coordenadas y contiene a los vectores K4 y W .

Solucién:
- =
i g k

a) Uxuw=| 1 0 —1|=(1,-1,1)=-1(-1,1,-1)
1 1 0

7 = V3. L(*Ll’*l) — (,1717,1)
2 V3 2'2 72

b) Sea U = (a,b,c) L Y= U U =0, es decir: (a,b,c) - (1,0,—1)=a—c=0= a=c,
por ejemplo a = ¢ = 1 y b puede ser cualquier nimero real, elijo b = 0 = U = (1,0,1).

1 0 1
Comprobamos la independencia: | 1 0 —1 | =2%#0= o = (1,0,1) es ortogonal a o
11 0

v a w, y los tres vectores son linealmente independientes.
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m:x—y+2z=0

?_(1_11) =5+ A
@ Calculamos ¢ L 7w por P(5,1,71):t:{ AT = t: y=1—2X\
Pi(5,1,—1) y A\

@ Calculo P’ punto de corte de t con 7:

BAA)—(L=AN)+(-1+N)=0=\=—1= P/(4,2,-2)

Opcién B

r—y=>5 _{:c+z:3

Problema 2.20.6 (2,5 puntos) Dadas la rectas r = { ytz=1 Y55 \ytzed’

se pide:
a) (1,25 puntos) Escribir unas ecuaciones paramétricas de cada una de las dos rectas y deter-
minar la posicién relativa de ambas.

b) (1,25 puntos) Dado el punto P(5,0,1), de la recta r, obtener un punto @, de la recta s, de
modo que el tridngulo OPQ sea rectdngulo, con dngulo recto en O(0,0,0), y calcular las
longitudes de los tres lados de dicho tridngulo.

Solucion:

a) rid o y=2A = 7 P.(5,0,1)
Zzl_A I bl
Z:)\ P9(3a470)
P,P. = (5,0,1) — (3,4,0) = (2,—4,1)

2 —4 1

[P.P.ulul]l=| 1 1 —1[=0
-1 -1 1

PP, U
Rango( R ik ) =2y Rango( 17? > =1 = las rectas r y s son paralelas.
u

b) OP L 00 — OP-00 =0
P(5,0,1) = OP = (5,0,1)
Qes=— QB-M\4—\)\) =00 =(3-X\4—\))
ﬁ~0ﬁ:15—5A+0+/\=0:>A:%
15 15 15 3115
0G=(s- - 07) =11 7)

0P| = V26 u, |00] = 11/235 u y |PQ| = 1/651 .
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2.20.4. Ordinaria-Valencia

Incluyo el examen de Valencia por la expectacién generada con éste.

Opcién A

. . x—y+3—0
Problema 2.20.7 Consideramos en el espacio las rectas r : CL43-=0 ¥ stx=y+1=
z—2

5
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) (3 puntos) La ecuacién del plano que contiene las rectas r y s.
b) (4 puntos) La recta que pasa por P(0,—1,2) y corta perpendicularmente a la recta 7.

¢) (3 puntos) El valor que deben tener los pardmetros reales a y b para que la recta s esté
contenida en el plano 7 : x — 2y + az = b.

Solucion:
r=A
T { gmf_yz++33—_00 = r:{ y=3+2A
o z2=3+2)\
— i
e =(1,1,2) { =(1,1,2)
Tenemos: r : { P,(0,3,3) yS: P,(0,—1,2)
e
a‘) R‘?PT = (073a3) - (Oa _172) = (Ov4a 1)
0 4 1
[PSPT,tT,z,ﬂ@Tg] =|1 1 2 |=0= ry sno se cruzan. Tenemos Rango( PS_1>DT ) =2y
11 2 Ur

3

Rango( 12; > =1 por lo que r y s son paralelas.

El plano 7 que contiene a ambas rectas vendra determinado por:

P,P. =(0,4,1) r y—3 z-3
T up=(1,1,2) =m:|0 4 1 |=0=
P.(0,3,3) 11 2

m:Tlr+y—42+9=0

b) Seguimos el siguiente procedimiento:

@ Calculamos un plano 7’ L r tal que P(0,—1,2) € 7'

mirx+y+224+A=0=0—-14+44+1A=0= A= -3 =
#ix+y+22—-3=0
@ Calculamos el punto de corte P’ de 7" y r:
W)+ B+HA)+2B420)-3=0= 6A+6=0= A= 1=

P'(-1,2,1)
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@ La recta t buscada vendra definida por:
— 7
. { u = PP = (—1,2,1) — (0,—1,2) = (~1,3, 1)

=
P, = P(0,—1,2)
x=—A
t:d y=—-1+3X
z=2—-A

1
o) sCr= u Lug = ut-up=(1,1,2)-(1,—2,a) =1—-2+2a =0 = a=g.

1
P,emn— 0+2—|—2-§:b=> b=3

Opcién B

Problema 2.20.8 Sea 7 el plano de ecuacién 9z + 12y + 20z = 180.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) (4 puntos) Las ecuaciones de los dos planos paralelos a 7 que distan 4 unidades de 7.

b) (4 puntos) Los puntos A, B y C interseccién del plano 7 con los ejes OX, OY y OZ y el
angulo que forman los vectores E y B .

¢) (2 puntos) El volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen O de coordenadas y los
puntos A, By C.

Solucién:

a) Sea un plano 7 : 9z + 12y + 20z +a = 0 paralelo a 7, elegimos un punto cualquiera del plano
~_ [0+0+180+a]  |180+a|

m, por ejemplo P(0,0,9), y calculamos d(P,m;) = SEsrrE R
AT TI T 200

|180 + a| = 100, tendremos dos soluciones:
@ 180+a=100= a=—-80= 7} : 92+ 12y + 20z —80 =0
@ 180+a=-100—= a=—-280 = w} : 9z + 12y + 202 — 280 = 0
b) Puntos de corte con los ejes del plano 7 : 9z + 12y + 202 = 180:
@ Con OX: hacemos y =0y z=0= 92 = 180 = z = 20 = A(20,0,0)
@ Con OY: hacemos z =0y 2 =0 = 12y = 180 = y = 15 = B(0,15,0)
@ Con OZ: hacemos x =0ey=0=— 20z =180 = 2 =9 = ((0,0,9)

AB = (0,15,0) — (20,0,0) = (—20,15,0) y AC = (0,0,9) — (20,0,0) = (—20,0,9)

wa ABAC a0 16
|AB||AC| V625V481 V481

a = 43°9'8”
¢) OA = (20,0,0), OB = (0,15,0) y OC = (0,0,9):

01 f
0 || = =|2700| = 450 u?
9 6
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2.20.5. Extraordinaria
Opcion A
Problema 2.20.9 (2,5 puntos) Dados los puntos A(1,1,1), B(1,3,-3) y C(—3,—1,1), se pide:

a) (1 punto) Determinar la ecuacién del plano que contiene a los tres puntos.

b) (0,5 puntos) Obtener un punto D (distinto de A, B y C) tal que los vectores E, 1@ y E
sean linealmente dependientes.

¢) (1 punto) Encontrar un punto P del eje OX, de modo que el volumen del tetraedro de vértices
A, B, C'y P seaigual a 1.

Solucion:
AB = (0,2, —4) r—1 y—1 2—-1

a) m: ﬁ:(_4’_270) =T 0 2 -4 | =0=
A(1,1,1) 4 2 79

mix—2y—2+2=0

b) Cualquier punto del plano 7 nos valdria, por ejemplo: D(—2,0,0).

¢) Un punto cualquiera del eje OX puede ser P(a,0,0):
AB = (0,2, -4), AC = (—4,-2,0) y AP = (a—1,-1,—1)

1 1 0 2 -4 1
VZEHE,A‘&,ﬁH:a 42 0 |=f-8a+2)=1=
a—1 -1 -1

11 11
8a-16=6=a=—1 = P (‘Z’O’())
| — 8a—16] = 6 =

5 5
Ba+16=6= a=—- = P, <_Z’O’O)

Opciéon B

r+y—2=0

Problema 2.20.10 (2,5 puntos) Dados el plano, 7 : 224+3y—z = 4, y las rectas r : { Tyt 2

ys:(x,y,2)=(1,2,3) + A\(1,0,1), con X € R, se pide
a) (1 punto) Calcular el punto simétrico de P(1,2,3) respecto de 7.

b) (1 punto) Hallar la ecuacién de la recta perpendicular al plano 7, que pasa por el punto
interseccién de las rectas r y s.

¢) (0,5 puntos) Calcular el dngulo que forman entre si las rectas r y s.
Solucién:

a) Seguimos el siguiente procedimiento:
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@ Calculamos la recta t L 7 que contiene a P(1,2,3):

up = uy =(2,3,-1)
t:{ _ = t: ¢ y=2+3A
P, =P(1,2,3) =3

@ Calculo P’ punto de corte de ¢ con T

1 6 25 43

14
@ Calculo P”:
P+ P , . , (6 25 43)
5 11 22
qas

— T \rT7

r=14+ A\
b) s:¢ y=2 sustituimos en r y nos queda:

z=3+ A

.{1+>\+2—(3+A)=0=> 0=0

LA+ 2434 A2 A= 2 = Q(—1,2,1) punto de corte

= =(2,3,-1)

l {ul_uﬂ 2,3, = 1l:¢ y=2+3)\

Pi=0Q(-1,21) s=1-\
—)
T 7%

o m=| 1 1 —1|=2(1,-1,0)yu=(1,01)

1 1 1

uy - 11 .

— = a =60

U
COS o = = =
luclw] — V2v2 2

2.21. Ano 2020

2.21.1. Modelo
Opcién A

r=2z-—1 {x=4+52 .
yroe: , se pide:

Problema 2.21.1 (2,5 puntos) Dadas las rectas ry : { Y =232 Y =4z —3
a) (1,5 puntos) Estudiar su posicién relativa y hallar la distancia entre ellas.

b) (1 punto) Hallar el punto de corte entre la recta 7o y el plano que contiene a r; y pasa por
el origen de coordenadas.
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Solucion:
r=-14+A

_>
U, = (1,-3,1)
riid y=2-3) :s{ 1=
Y P, (~1,2,0)
Ty ! gyci4;_—i)é\1/\ = { ) = (5.4, 1)
2! =- s
"2 P,,(4,-3,0)
e
a‘) P7‘1P7“2 = (4’ _370) - (_172a0) = (57_530)
5 =5 0
—
[Py Proyitirs tig] = | 1 =3 1 | =—55%#0=> r, yry se cruzan
5 4 1
- = =
1 7k
Uy x| =1 1 =3 1 || =(=T,4,19)| = V426
5) 4 1
e
d(r r)_l[PanmmH_ 55 _ 55V4%6
DT fun g V426 426
Uy, = (1,-3,1) r oy z
b) m OP,, = (-1,2,0) = 7: 1 3 1|=0=
0(0,0,0) 1 20

m:2x+y+2=0

El punto de corte de ro con 7 sera:

1 13 1
24450 + (34N +A=0= A= —2 = p<7 13 _,)

30 37 3
Opcién B
Problema 2.21.2 (2,5 puntos) Dados los puntos A(1,1,—-2), B(3,—1,4) y la recta
z=1+3\
r:{ y=—24+5\ , se pide:
z=3

a) (1,5 puntos) Calcular el drea del tridngulo OPQ), siendo O(0,0,0), P el punto medio del
segmento AB y @ la interseccion de la recta que pasa por Ay By el plano 7: 2z =7.

b) (0,5 puntos) Hallar la ecuacién del plano que pasa por A y es perpendicular a la recta r.

¢) (0,5 puntos) Calcular el coseno del dngulo que forman la recta r y la recta que pasa por A y
B.

Solucién:
. { 17T> = (3, 570)
"l P(1,-2,3)
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= (2,0,1), la recta que pasa por AB es

— B r=1+A
:{uS_A_B>_2(17—1,3) P 1oa

= S
P =A(1,1,-2) 2= 243)

Calculamos el punto de corte de esta recta conel planow:2 =7 —24+3\=7= A =3, el
punto Q es Q(4,—2,7).

0P = (2,0,1), 00 = (4,-2,7)
7%
1 1
Sr=-10Px0Q|=|| 2 0 1|l==:/(2-10,—4) =30 u?
2 4 —2 7| 2

b) U = up = (3,5,0) = 7’ : 3z + 5y + A = 0 sustituyendo A tenemos 3+5+A=0= A =
8= 7 :3x+5y—8=0

c)
|y - s | -2 V374
cosa = = = =0,1034175379
lur| - |ug] — V3411 187

2.21.2. Ordinaria

Opcién A
Problema 2.21.3 (2,5 puntos) Dadas las rectas
vy =2 r=—-14+2)\
r:{3x—z:—1 ys:iq y=—-4—X |
z=A

se pide:
a) (1 punto) Calcular la posicién relativa de las rectas r y s.

b) (0,5 puntos) Hallar la ecuacién del plano perpendicular a la recta r y que pasa por el punto
P(2,-1,5).

¢) (1 punto) Encontrar la ecuacién del plano paralelo a la recta r que contiene a la recta s.

Solucion:
z=A @ =(1,1,3) r=-1+2X W= (2,-1,1)
a) r y=-2+X =7 Po(0,-2,1) ) S y=—4-A = s: Py(~1,-4,0)
z=1+4+3\ T z=A s Y
——
y Prps = (_13 _27 _1)
-1 -2 -1
——
(PP ufuwl]=| 1 1 3|=-11#£0=ry s se cruzan
2 -1 1

b) # Lr= uy =u, =(1,1,3) = z4+y+32+A = 0 como P(2,—1,5) € 7 = 2—14+15+\ =
0= A=-16=m:x+y+32—16=0.

= (1,1,3) r+1 y+4 2z
o |rysca = a:{ w=02-11) = 7| 1 1 3|=0= 7 :
P,(—1,-4,0) 2 -1 1

4r +5y—32+24=0
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Opcién B

Problema 2.21.4 (2,5 puntos) Dados los puntos P(—3,1,2) y Q(—1,0, 1) y el plano 7 de ecuacién
T+ 2y — 3z = 4, se pide:

a) (1 punto) Hallar la proyeccién de @ sobre .

b) (0,5 puntos) Escribir la ecuacién del plano paralelo a m que pasa por el punto P.

¢) (1 punto) Escribir la ecuacién del plano perpendicular a m que contiene a los puntos P y Q.
Solucién:

a) Seguimos el siguiente procedimiento:

@ (Calculamos una recta t 1 7 tal que @ € t:

— r=—14+\
ut:(1,2,—3)

t { B = t:q y=2A
Pt*Q(flaoal) z=1—3\

@ Calculamos el punto @’ proyeccién de ) sobre 7 en el punto de corte de ¢ con :

4 ,( 38 5
(71+>\)+2(2)\)73(173>\):4:>/\:?:>Q<—?,?,7?)

b) Sin' || 7 = Uy = Uy => 7 : x4+2y—324+X=0como P(—3,1,2) € 7/ => —3+2—6+\ =
0= A=T= 7 :124+2y—324+7=0

ur = (1,2, -3)
c) m Ln=7":¢ PQ=(2,-1,-1) =
P(-3,1,2)
z+3 y—1 2-2
7’ 1 2 -3 |=0=7:2+y+z2=0
2 -1 -1

2.21.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 2.21.5 (2,5 puntos) Se consideran los puntos A(0,—4,2), B(3,-2,3) y C(—1,-3,3).
Se pide:

a) (0,75 puntos) Comprobar que el tridngulo de vértices A, B y C es rectdngulo, identificando
los catetos y la hipotenusa.

b) (0,75 puntos) Determinar una ecuacién del plano 7 que contiene a los tres puntos.

¢) (1 punto) Calcular el punto simétrico de A respecto de la recta que pasa por los puntos B y

C.

Solucion:

Sean/@ (3,2,1) ym -1,1,1). Tenemosqueﬁm —24241=0= /@Lm

luego los tres puntos determman un trlangulo rectangulo cuyo angulo recto se encuentra en
el vértice A. Los catetos seran los segmentos AB y AC v la hipotenusa el segmento BC.
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AB = (3,2,1) ¢ y+4 z-2
b) m:Q AC=(-1,1,1) = 7:| 3 2 1 |=0=
A(0,—4,2) -1 1
mix—4y4+52—-26=0
— BO = (—4,-1,0) = —(4,1,0)
S QU b > : =2+ A
c) Sear {PT—B(S,—Q,?)) = r ZZ/:3 +

Seguimos los siguientes pasos:
@ Calculamos un plano 7’ L r/A € 7/ = Ut = up:

7 idr+y+A=0= 0-4+A=0= A=4=71":da+y+4=0
@ Calculamos el punto A" de corte de r y 7'
14 5 48
AB AN+ (<24 A\ +4=0 )\:—7:>A’<_7_73)
BraN+(=2+H+4=0= 17 1717

5 48 10 28

A+ A ’ " ’ ( ) " ( )
- = — = — = —_—— = — —4 4 -

Opciéon B
Problema 2.21.6 (2,5 puntos) Dadas la recta r : { T2y z=4 y la recta s que pasa por

111
A (7, =, 7) y tiene direccién (—1,1,0), se pide:
4’472
a) (0,5 puntos) Estudiar la posicién relativa de ambas rectas.
b) (1 punto) Calcular la ecuacién de un plano que contiene a la recta r y a un vector perpendi-
cular ary as.

¢) (1 punto) Encontrar una perpendicular comin a r y a s.

Solucién:
T {173:(1’0’1) =T ;:;
P, (0,2,0) =
1
’U,_;:(—].,l,o)
s: = s 1—i—/\
. 111 ¥y=17
PS_A< ) 1 > 4
44" 2
_1
T3
— 111 1 71
a) HacemosPTPS:<Z,Z,§)—(O,2,O) (4, 4,2>
1 -7 2
—_— 1
[PTPS,ET},UQ:Z 1 0 1|=-=2#0= ry s se cruzan
—1 1 0



b) Sea uj L up y up = uj = uy X

- = -
i j k
uw=| 1 0 1]|=(-1,-11)
-1 1 0
u = (-1,-1,1) T y—2 z
7:4{ up=(1,0,1) —r=|-1 -1 1|=0=
P,(0,2,0) 1 0 1

m:—x+2y+z2—-4=0=—=m:x—2y—2+4=0

¢) La recta perpendicular a r y s la calculamos como interseccién de dos planos:

u =(-1,-1,1)
T 17:(1,0,) = m=7m:x—2y—2+4=0
P(0,2,0)

u = (—1,-1,1)

)

W = (-1,1,0) v—1/4 y—1/4 z—1/2
T2 ! — T2 : -1 -1 1 =0
111 -1 1 0
Ps:A<77777>
474" 2
= M2 +2y+42—-3=0
1
=—- =)
N
Jr—-2y—2+4=0 ) 11
{2x+2y+4z—3:0 =t y=—5
z=2A
2.21.4. Extraordinaria
Opcién A
r—2 Y z+1
Problema 2.21.7 (2,5 puntos) Dados el punto P(3,3,0) y la rectar_ilziz 0 e
pide:

a) (0,75 puntos) Escribir la ecuacién del plano que contiene al punto P y a la recta r.
b) (1 punto) Calcular el punto simétrico de P respecto de r.

¢) (0,75 puntos) Hallar dos puntos A y B de r tales que el tridngulo ABP sea rectangulo, tenga

area — y el angulo recto en A.

V2

Solucion:

Tenemos r :
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ur = (-1,1,0) x-3 y—3 =z
a) m:{ PP=(1,31) —7:| -1 1 0|=0=—
P(3,3,0) 1 301

Tix+y—42—-6=0
b) Seguimos el siguiente procedimiento:

@ Calculamos un plano «’ L r/P € 7’
— _ = _ /. _
U =t = (—1,1,0) = 7' : —x+y+A=0
Perd = 34+34+A=0=A\=0=7":—2+y=0
@ Calculamos el punto P’ de corte de 7’ con r. Para ello pasamos la ecuacién de la recta
r a paramétricas y sustituimos en el plano.

rT=2-A
rig oy=A = —(2-XN)+X=0= X =1.Y sustituyendo en r tenemos
z=-1
P'(1,1,-1)
, . _r . , P+P ,
@ Ahora tenemos que P’ es el punto medio entre P y su simétrico P": —5 = P =

P"=2P' — P =(2,2,-2) — (3,3,0) = P"(-1,—1,-2)

¢) Como A y B estdn en la recta r podemos poner de forma general A(2 — A\, \,—1) y B(2 —
w, p, —1) y el vector AB = (A= p)(1,-1,0).

Tenemos que el vector /ﬁ =(3,3,0)—(2—=X\-1)=(1+X3-X\1)

Como el dngulo recto se encuentra en el vértice A tenemos que AB 1 AP = (1,—1,0)-(1+
A3-AN1)=0=14+XA-34+2A=0= A=1= A(1,1,-1), el vector AP — (2,2,1) y
el vector AB = (1—p)(1,-1,0).

El édrea seria:

- = =
1 1 ik 1 1
Si=5[ABxAP| = Jl0-w| -1 1 0 |I=5l0-m,1,-9] = 51 - Vs =
2 2 1

3v3

3
5 l—ul=—=1-pu=1

V2
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&« 1—p=1= p=0= B(2,0,—1)y A(1,1,-1).
&« 1l —p=-1= p=2= B(0,2,—1) y A(1,1,—1).

Opcién B
Problema 2.21.8 (2,5 puntos) Del paralelogramo ABCD, se conocen los vértices consecutivos
A(1,0,-1), B(2,1,0) y C(4,3,—2). Se pide:

a) (1 punto) Calcular una ecuacién de la recta que pasa por el punto medio del segmento AC
y es perpendicular a los segmentos AC' y BC.

b) (1 punto) Hallar las coordenadas del vértice D y el drea del paralelogramo resultante.

¢) (0,5 puntos) Calcular el coseno del dngulo que forman los vectores AB y AC.

Solucién:
D
A=
a) M<2 > ) AC = (3,3, 1) y BC = (2,2,-2).
e
i g k
Tenemos:m:ﬁxB?: 3 3 -1 4(1,-1,0)
2 2 =2
5
=—4+A
T 2+
w = (1,-1,0) 3
T P—(5§ §> = y:§_)‘
"\272" 2
o3
2

) D=A+AD = A+@ (1,0, —1) + (2,2, -2) = (3,2, -3)

Tenemosjﬁ )yA =(1,1,1)
s
i g k
S=|ABxAD|=|| 1 1 1||=|-4(1,-1,0)=4v2 u?
2 2 =2

|A—B> ﬁ| sH+3-1 5\/577:>a*48°31’38”
JAB|[AD|  VI9V3 5T -
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2.22. Ano 2021

2.22.1. Modelo
Opcién A

Problema 2.22.1 (2,5 puntos) Se consideran los puntos A(3,1,2), B(0,3,4) y P(—1,1,0). Se
pide:

a) (0,75 puntos) Determinar las coordenadas de un punto @ sabiendo que los vectores 1@ y
P() son linealmente dependientes, tienen sentidos opuestos y tienen el mismo mddulo.

b) (1 punto) Determinar las coordenadas del punto de interseccién de la recta r que contiene a
Ay P,y delarecta s que contiene a B y al punto C'(2, -1, —2).

¢) (0,75 puntos) Calcular el coseno del dngulo formado por PA y PB.

Solucioén:

) AB = (~3,2,2) y PO = —AB = (3, -2,—2). Tenemos PO = Q — P —s Q = P + P() —
(=1,1,0) + (3, -2, —2) = Q(2,-1,-2).

b) Tenemos:

— 342\
f @ = AP = (~4,0,-2) = —2(2,0,1) o rEsT
T P = A(3,1,2) = r:< y=1
T B z=24+A

= _ — (9 A @) — 9 _ T=H
S:{us_ﬁ_(z 4,-60)=20,-2-3) _, )] T5 o

Ps:B(0a374) Z:4—3,u

r=3+2=pu P
:>{ T = H(1,1,1)

y=1=3-2u B
z=2+A=4-3u p=1l

¢) PA = (4,0,2) ‘ﬁ‘_mfﬁ (1,2,4) ‘ﬁ‘_fyPAﬁ—4+0+8—12

_PA-PBE 12 6 6/105
cosa—‘P_AHﬁ‘—Q\/g\/ﬁ—m— 108

a = 54°9'32"
Opcién B
r+2z=1 z=-3+2A
Problema 2.22.2 (2,5 puntos) Dadas las rectas r : { Utz 7_2 , y=2-A , se pide:
- z=1+4+2X

a) (0,5 puntos) Hallar la distancia del origen a la recta s.

b) (0,5 puntos) Determinar la posicién relativa de r y s.
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(0,75 puntos) Escribir la ecuacién del plano que contiene a la recta r y al vector perpendicular
aryas.

d) (0,75 puntos) Escribir la ecuacién de una recta perpendicular comin a r y a s.
Solucién:
{era=t o {Z=(2-10
A\ y+z2=2 "y YT " P(1,2,0)
z=2A
s ;:_34)12)\ — s {@_(2’ L1)
AR P.(—3,2,1)
——
a) OPs=(-3,2,1)y
T 7%
—
u,xOPy| =] 2 —1 1|]=](-3,-51)]=+35
-3 2 1
=
40, 5) = us X OP; V35 V210
’ ] V6 6
—
b) P.Ps =(—4,0,1)
-4 01
[PTPS,qu,u_)S] =] -2 -1 1 |=4#0= ryssecruzanr jf s.
2 -1 1
- = o
i ik
C) m:lﬁxm: -2 -1 1 :(07434):4(07171)
2 -1 1
w = (0,1,1) r—1 y—2 z
o u_>T:(—2,—1,1) = M : 0 1 1 |=0=
PT( ’ 27 O) _2 —1 1
m:rz—y+2+1=0
d) Como interseccién de dos planos. Uno de ellos serfa el calculado en el apartado anterior y el

otro serl'_za;:
Ut

=(0,1,1) r+3 y—-2 z-1
ma:Q us=(2,-1,1) = my: 0 1 1 =0=
Py(—3,2,1) 2 1 1
meix+y—2+2=0

t_{x—y+z+1:0
"lz+y—24+2=0

2.22.2. Ordinaria

Opcion A

Problema 2.22.3 (2,5 puntos) Sean la recta r = {

—r—y+z=0

2% +3y—2+1=0 y el plano 7 = 2x 4y —

z + 3 = 0. Se pide:
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a) (0,75 puntos) Calcular el dngulo que forman r y 7.

b) (1 punto) Hallar el simétrico del punto de interseccién de la recta r y el plano 7 con respecto
al plano z —y = 0.

¢) (0,75 puntos) Determinar la proyeccién ortogonal de la recta r sobre el plano .

Solucién:
%
G
a)up = | -1 —1 1| =(=2,1,—1) y un punto de la recta puede ser P.(—1,0,—1). El

2 3 -1
vector ortogonal al plano 7 es u, = (2,1,-1)

o : ‘U_>Tu—7r>‘ |*4+1+1| 1 09Q! 1
cos(90° — a) =sina = = = - — a=19"28'16,39
e Wl VoV 3
b) Calculamos el punto de interseccién de r con m, tenemos:
T.{a;:(—m,—n o ng—l—z,\
Pr(7170771) r=—1-=\

Sustituyendo en m = 2(—=1—-2X\)+ A — (=1 —=A) +3 =0 = A = 1 y sustituyendo en
r=— A(-3,1,-2)

Para calcular el simétro de A respecto del plano «’ : —y + 2z = 0 seguimos el siguiente
procedimiento:

@ Calculamos una recta t L 7'/A € &

t.{m:ﬁ(o,—m) . ;f;i)\
Pt:A(—S,l,—Q) 2 =—24 A\

@ Calculamos el punto de corte A’ de t con 7':
3
=N (2HN)=0= A=7
Sustituyendo en t => A’ (=3,—1,—1)
@ Calculamos el punto de corte A” sabiendo que A’ es el punto medio entre A” y A:

_A_|_Al/

A — A" =24 — A= (—6,—1,—1) — (=3,1,-2) = (—-3,-2,1)

¢) Calculamos la recta proyeccién como interseccién de dos planos, uno de ellos es 7 : 2x +y —
2+ 3 =07y el otro 7" serd un plano perpendicular a m que contenga a r:

= (2,1,-1) r+1 y z+1
7 172:(—2,1,—1) = 7' 2 1 -1 |=0=7":1y+2+1=0
P,(~1,0,—1) —2 1 -1
r=—-1+A
J 2z2+y—2+3=0 ) 4
h'{y—i—z—i—l:O = h: Z:_l A
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Opcién B
Problema 2.22.4 (2,5 puntos) Sean los planos my =x+y=1ym=z+2z=1.

a) (1,5 puntos) Halle los planos paralelos al plano 7 tales que su distancia al origen de coorde-
nadas sea 2.

b) (0,5 puntos) Halle la recta que pasa por el punto (0,2,0) y es perpendicular al plano .

¢) (0,5 puntos) Halle la distancia entre los puntos de interseccién del plano 71 con los ejes x e
1.

Solucién:
a) Los planos paralelos a m tienen de ecuacién @' : 2 +y+ A =0

C0+04+ A
V2

Los planos serfan: 7} : 2 +y +2vV2=0y mh: 2 +y —2v/2=0

d(0,7") 2= A =22 = \=+22

= _ T =\
. Uy = Uny = (13071) . —
b)r'{Pr(O,ZO) = 7r: gzj;i

c) m:x+y=1coneje OX hacemos y=0y 2=0=— 2z =1= A(1,0,0)
m :x+y=1coneje OY hacemos x =0y 2=0=— y=1= B(0,1,0)

d(A, B) = ’ﬁ‘ =|(~1,1,0)] = V2 u

2.22.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 2.22.5 (2,5 puntos) Desde el punto P; = (1,1,—1) se ha trazado una recta, r, per-
pendicular a un plano, 7. El punto de interseccién del plano con la recta es P, = (0,0,0). Se

pide:
a) (1 punto) Hallar una ecuacién de la recta r.
b) (1 punto) Hallar una ecuacién del plano .
c¢) (0,5 puntos) Hallar la distancia de P; al plano .

Solucion:

5
SRS
Il
| > >
>

b) up =1 =(1,1,-1) = m:a+y—2z+A=0como P(0,0,0) e = 0+0—0+A=0—=
A=0=m:2+y—2=0

¢) d(Py,m) =5l = V3w
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Opcién B

Problema 2.22.6 (2,5 puntos) En un laboratorio se lanza un rayo ldser desde el punto P(2,3, —5)
en la direccién del vector ¥ = (—1,-2,2), para que impacte en una placa metdlica plana de
ecuacion m = 3z — 2y — 2z = 1, con el fin de perforar un orificio.

a) (0,75 puntos) Calcule las coordenadas del punto de impacto.

b) (0,75 puntos) Si el dngulo entre el ldser y el plano es menor a 45°, el rayo sera reflejado y no
se realizard el orificio. Determine si ese es el caso.

¢) (1 punto) Para optimizar la velocidad de perforacién, se decide lanzar el rayo desde P en
direccién perpendicular a 7, y lanzar simultdneamente otro rayo, también perpendicular a
7, desde un punto situado al otro lado del plano y a la misma distancia de m que P. ;Doénde
habria que situar el origen del segundo rayo para que ambos impacten en el mismo punto del
plano?

Solucion:

a)

7"{77’":7:(_1’_2’2) = 7 Zi?):;\)\
"l P.=P(2,3,-5) ) = 519

Sustituyendo en el plano:

32-A)—2B3—-2\)—2(-5+2)) =1= A=3= P;(—1,-3,1)

1

| (=1,-2,2)-(3,-2,-2)] _
'|u-,r>‘ y V917 -
|73+474| _

Erw 1£77 = a = 14°2'11” = no se realiza la perforacion.

S

b) cos(90° — a) =sina = |_>

Uy

¢) Hay que calcular el punto simétrico de P respecto de m:

@ Calculamos una recta ¢t 1 m tal que P € ¢

= = a5 =243\
REE T A e
T e z=—5-2\

@ Calculamos el punto P’ de corte de ¢ con 7

3(243M) — 2(3 —20) — 25— 2\) = 1 —> A= — > —s

17
7 69 67)
/
P (17’ 177 17
@ El punto P’ calculado en apartado anterior serd el punto medio entre el buscado P y

el dado P:

P=P — proop - p= (1,138 1) (23 -5)= (-2 5 _19)
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2.22.4. Extrordinaria
Opcién A

Problema 2.22.7 (2,5 puntos) Dado el punto A(1,0,—1),larectar=2—-1=y+1= 252 yel
plano 7 = x + y — z = 6, se pide:

a) (0,75 puntos) Hallar el dngulo que forman el plano m y el plano perpendicular a la recta r
que pasa por el punto A.

b) (0,75 puntos) Determinar la distancia entre la recta r y el plano 7.

¢) (1 punto) Calcular una ecuacién de la recta que pasa por A, forma un &dngulo recto con la
recta r y no corta al plano .

Solucion:

%
. ur:(17172) — _
T'{Pr(l,—l,Q) al=(1,1,-1)
a) Elplano n/ L r = iy =, = (1,1,2) = 7' : 2+ y + 22+ A = 0 imponiendo 4 € 7/ =

14024+ XA=0= A =1=7":24+y+22+1=0
_ Jumugl _ JLL—D(112)] o

Cos Qv = ey = NV m:0:>a:90°

b) Para que este apartado tenga sentido r y m tienen que ser paralelos. En efecto, - up =
(1,1,2)-(1,1,-1)=1+1-2=0.
Por el apartado anterior ya sabfamos que r || 7.

Elegimos un punto B(1,—1,2) € r y calculamos la distancia de B a =
1-1-2-6] 8

8v/3
d(B, ) A 7 =-3 U

¢) La recta s que buscamos es perpelglicular a r y paralela a 7 por lo que 1TS> 1L u_Z y 17; 1L
_>

P 7k
U= w=uxm=1 1 2 |=
1 1 -1
(-3,3,0) =3(—1,1,0)
s {17;:(_1’1’0) = s x—i\_)\
PS = A(lvoa 71) z=—1
Opciéon B
Problema 2.22.8 (2,5 puntos) Dadas las rectas
_r=2 _ y+1 _ =z+4 :{J;—i—z:Q
"ETTTT T T T30 Tl 2wy —22=1

a) (1,5 puntos) Escriba una ecuacién de la recta perpendicular comin a r y a s.

b) (1 punto) Calcule la distancia entre 7 y s.
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Solucién:

— —
f our=(1,1,-3) B _ _ _{usz(—l,(),l)
r'{PT(Q,—l,—él) S y 1+22 AN+22 =5 = s: P.(2,5,0)
P %’
a) up =up xup=| 1 1 = (1,2,1) Calculamos la recta t como interseccién de dos
-1 0 1
planos:
w = (1,2,1) -2 y+1 z+4
il u=(1,1,-3) = m:=]| 1 2 1 |=0=
P.(2,—-1,-4) 1 1 -3
mlr—4y+2—14=0
w = (1,2,1) -2 y—5 2z
T { up=(-1,0,1) = my: 1 2 1|=0=
P,(2,5,0) ~1 0 1
myir—y+2+3=0
t.{7zf4y+zfl4:0
"lz—y+2+3=0
—
b) P.P, = (2a5a0) - (2a _17_4) = (07674)
0 6 4
[
HPTPS,qﬁ,u—g] —/l1 1 -3||=)16/=16
-1 0 1

2.23. Ano 2022

2.23.1. Modelo
Opcién A

Problema 2.23.1 (2,5 puntos) Una sonda planetaria se lanza desde el punto P(1,0,2) y sigue
una trayectoria rectilinea que pasa por el punto Q(3,1,0) antes de impactar en una zona plana de
la superficie del planeta, que tiene por ecuaciéon m = 2z — y + 2z + 5 = 0. Se pide:

a) (1,5 puntos) Calcular las coordenadas del punto de impacto y el coseno del dngulo entre la
trayectoria de la sonda y el vector normal al plano 7.

b) (1 punto) Sabiendo que la alarma de proximidad se dispara antes de llegar a la superficie
cuando la distancia al planeta es 1, determinar en qué punto estara la sonda al sonar la
alarma.

Solucion:
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a) Tenemos:

=142\
S @=P0=(21,-2) T
T P = P(1,0,2) = r: =A
T » 2=2—=2\

El punto de impacto es el punto de corte de r con =:
21420 = A +2(2-20)+5=0= A=11

Sustituyendo en r tenemos el punto H (23,11, —20)

Si a es el dngulo que forma u, = (2,—1,2) con = (2,1,-2)
lag-ur| _ [A=1-4] _ 1

luzllur] = V9v9 9

Cosx =

b) Un punto genérico de la trayectoria seria A(1 + 2X, X,2 — 2)) y seria d(A, 7) = 1:

d(A, 7'(') _ |2(1+2)\)7)\\~/|>§2(272)\)+5| — |11;)\‘ -1 = |11 _ )\| —3

{ 11-A=3= A=8= A4,(17,8,—14)
11-A=-3= A=14= Ay(29,14,—26)
separados por el plano 7 y pertenecen a la recta. Observamos la segunda coordenada en la que
y = Ay tenemos P(1,0,2), continda con @Q(3,1,0), contintia con A;(17,8, —14) e impacta
en H(23,11,—20). Luego el punto A(29,14, —26) vendria después del impacto y no seria
valido.

Lo légico es que los puntos calculados estén

Opcién B
Problema 2.23.2 (2,5 puntos) Dados los planos 11 = x —2y+ 32 =6y m =3z —2=2yel
punto A(1,7,1), se pide:

a) (0,5 puntos) Comprobar que 71 y 72 son perpendiculares.

b) (1 punto) Calcular el volumen de un cubo que tenga una cara en el plano 71, otra cara en el
plano 7y, y un vértice en el punto A.

¢) (1 punto) Calcular el punto simétrico de A respecto de ;.

Solucion:

a) Los vectores normales a los planos tienen que ser perpendiculares t,, L Ur, <= Uz, * Upy =

(1,-2,3)(3,0,—1) =3+0-3=0

b) Analizamos:
Observamos que el punto A € mo luego el lado del cubo es la
distancia de A a my:

1-14+3-6] 16
VI+4+9 V14

3
El volumen del cubo es (\}%) = % ~ 78,193 u?

d(A,?Tl) = |

¢) Seguimos el siguiente procedimiento:
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@ Calculamos una recta t L m tal que A € t:

- s _ r=14+ A
R e e R+
e AL Z=1+3\

@ Calculamos el punto de corte A’ de t con my:

(14 X) = 2(7—20) +3(1 4 3)) = 6 — A:%

Sustituyendo en t: A’ (£, 32, 31) A"

7T T

@& A’ es el punto medio entre A y el punto que buscamos A”:

A+ A"
2

=A== A”:2A’—A:(

7T 777
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