Capitulo 1

Algebra

1.1. Ano 2000

1.1.1. Modelo
Opcién A
Problema 1.1.1 (3 puntos) Sea el sistema
—x+ Ay+ 2z= A
2z+ My— z= 2
Ar— y+ 2z= A
a) (1 punto) Discutir la compatibilidad del sistema segin los diversos valores de .
b) (1 punto) Resolver el sistema para A = —1.
¢) (1 punto) Resolver el sistema para A = 2.

Solucion:

a)

(NI V]

- 1 A A
A= 2 A —1[2 |, [Al=-3)2-6A-3=0= A= -1
A -1 A
@& Si\#£ —1 = |A| # 0 =Rango(A4) = 3 =Rango(A4) =n° de incégnitas = Sistema
Compatible Determinado. (Solucién tnica)
&« Si)\=-1:
-1 -1 2] -1
A= 2 -1 —1| 2
-1 -1 2| -1

Como tiene dos filas iguales y el menor _; :1 ‘ = 3 # 0 tenemos que Rango(A) =
2 =Rango(A) <n® incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado. (Infinitas solu-

ciones)

15



b) SiA=—1:

—r— y+ 2z= -1 e= 1+¢

20— y— z= 2 v= t

z= t

c) SiA=2:
-+ 2y+ 2z= 2 r= 2/3
2x+ 2y— z= 2 = 2/3
2e—  y+ 2z2= 2 z= 2/3
Opciéon B

Problema 1.1.2 (3 puntos)

a) (1 punto) Encontrar los valores de A para los que la matriz

A—1 1 -1
A= 0 A—2 1
A 0 2

es invertible.

b) (1 punto) Para A = 2, hallar la inversa de A y comprobar el resultado.

¢) (1 punto) Resolver el sistema

T 0
Al vy = 0
z 0
para A =1
Solucion:

4
a) [Al=(A-1)3\—-4)=0= )\:ly)\:§.
4
Sid=1,0A= §:>No es invertible.

4
SiA£L yA# 3 = Si es invertible.

b) SiA=2:
1 1 -1 0 -1 1/2
A= 00 1 ), At=( 1 2 -1/2
2 0 2 0 1 0
11 -1 0 -1 1/2 1
A-Aat=fo0oo0 1)1 2 —-1/2 |=(0
2 0 2 0 1 0 0
c) ConA=1y AX =0O:
0 1 - x 0
0 -1 1 y = 0 -
1 0 2 z 0
y— 2=0 B T =
— y+ z=0 :>{m+ y 2’2 8:> =
T+ 2z=0 z=



1.1.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 1.1.3 (3 puntos) Para una matriz cuadrada, se define su traza como la suma de los
elementos de la diagonal principal. En lo que sigue, A y B son matrices cuadradas 2 x 2.

a) (0,5 puntos) Comprobar que se verifica:

Traza(A+ B) = Traza(A) + Traza(B)

b) (1 punto) Comprobar que
Traza(A- B) = Traza(B - A)

¢) (1 punto) Utilizando los resultados anteriores, demostrar que es imposible tener AB—BA =1,
donde I denota la matriz identidad.

d) (0,5 puntos) Encontrar dos matrices A y B para las que:

Traza(AB) # Traza(A) - Traza(B)

Solucidn:
a) Sean
. a; az N bl b2 )
A_(Cl3 G4>’ A_(b?, ba
Traza(A) = a1 + a4, Traza(B) =by + by
Traza(A) + Traza(B) = a1 + by + a4 + by
([ a1 a b1 bg)_((h—l-bl a2+b2)
ArB= ( as a4 >+( by ba /) \az+by as+bs
= Traza(A+ B) =a; +b1 + a4+ by
Luego:
Traza(A+ B) = Traza(A) + Traza(B)
b)
A.B— < ar  a )( bi by ) _ < aiby + azbs  aiby + asbs )
az a4 bz by azby + asbz  azbs + asby
B.A— < bi b2 )( ay  az ) _ < aibi +agby  azb1 + asbs )
bs by az a4 arbs + azbs  azbz + asby

Traza(AB) = a1by + agbs + agbs + a4by B
{ Traza(BA) = ayb, + asbs + asbs + asbs = Traza(AB) = Traza(BA)

¢) Suponemos que la igualdad es cierta, es decir:
AB—-BA=1= AB=BA+I1= Traza(AB) =Traza(BA+I) =

Traza(AB) = Traza(BA) 4+ Traza(I), como Traza(AB) = Traza(BA)
= 0=2

Luego esta igualdad es falsa.
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d) Sea A una matriz cualquieray B =1

A= 5) m=(0 1)

A-B=A= Traza(A-B) =Traza(A) =4, Traza(B) =2
Traza(A)-Traza(B)=4-2=38
Luego Traza(A - B) # Traza(A) - Traza(B)

Opcién B
Problema 1.1.4 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

ar+ y+ z= (a—1)(a+2)
v+ ayt+ z= (a—1)*(a+2)
r+ y+ az= (a—1)3(a+2)

a) (1 punto) Comprobar que es compatible para todo valor de a.

b) (1 punto) Describir en términos geométricos el conjunto de soluciones para a = 1 y para
a

= 2.
¢) (1 punto) Resolverlo para a = —2.
Solucién:
a)
B a 1 1| (a=1)(a+2)
A= 1 a 1|(a—13%@+2) |, |Al=d®>-3a+2=0=a=1, a= -2
1 1 a|(a—1)3a+2)

& Sia#1ya# —2= Rango(A4) =Rango(A) = 3 = n° de incégnitas = SCD.

@ Sia=1: (Homogéneo)

1 1 1|0
A= 1 1 1|0 | = Rango(A) = Rango(A) < nincégnitas = SCI
1 1 110
@& Sig=-2
\ -2 1 110 9 1
A= 1 -2 110 ], 1 _2‘:37AO:>
1 1 =210
Rango(A) =Rango(A4) = 2 <n® incégnitas= SCI
Para cualquier valor de a el sistema es, por tanto, compatible.
b) Sia =1 se trata de tres planos coincidentes,  +y + z = 0.
Si a = —2 se cortan en una recta que calculamos en el siguiente apartado.
c)
T=A
r— 2y+ z= 0 {:13— U= —z B
{ac+ y+ —2z2= 0 7\ z+ y= 2z — ZZ/:;\
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1.1.3. Extraordinaria
Opcion A

Problema 1.1.5 (& puntos) Considerar el sistema de ecuaciones

—_

y+ z=
A= Daz+ y+ z=
z+ A-1y— z= 0

>

a) (1 punto) Discutirlo segiin los valores del pardmetro A.
b) (1 punto) Resolverlo para A = 0.
¢) (1 punto) Resolverlo para A = 3.
Solucidn:
a)
0 1 111

A= A—1 1 1
1 A—-1 —-110

>

)

A= A -1)=0=A=0, A=1

® SiA£0y \#1= |Al # 0 = Rango(A) = 3 =RangoA =n? de incégnitas =
Sistema compatible determinado (solucién unica).
@« Six=0
0
A= -1
ii? —

— =

1]1
110
-110

Como la tercera fila es igual a la segunda multiplicada por —1, y como el menor

‘ _? } ‘ = 1 # 0 Tenemos que Rango(A) = 2 =Rango(A) <n® de incégnitas =
Sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones).
@« Sia=1
0 1 111
A= 01 1|1
1 0 —-1|0
. . 0 1
Como la primera fila es igual a la segunda, y como el menor 1 0l= -1 #0

Tenemos que Rango(A) = 2 =Rango(A) <n® de incégnitas = Sistema compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

b) SiA=0
T = 1
y+ z= 1
{7 . e y= 1-—t
z+ y+ z= 0 L .
c) SiA=3
y+ =z 1 r=1
20+ y+ = 3 =< y=0
z+ 2y— z= 0 z=1
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Opcién B
Problema 1.1.6 (3 puntos)

a) (2 puntos) Discutir en funcién de los valores de k y resolver el sistema

z+ y+ 5z= 0
2z — kz= 0
z— y+ =z= 0

b) (1 punto) Discutir en funcién de los valores de A y resolver en los casos de compatibilidad
del sistema

z+ y+ Hz= 0
2x — 3z= 0
r— Y+ z= 0
z+ 2y+ 2 z= A
Solucion:
a)
1 1 5
A= 2 0 —k , |Al=-2k-12=0= k= -6
1 -1 1

Se trata de un sistema homogéneo y, por tanto, es siempre compatible.

@ Sik # —6 = Rango(A4) = 3 = n® de incdgnitas = Sistema Compatible Determinado.
Como la solucion es tnica, sélo tiene la trivial: x =y =2=0

& Sik=—6:
1 1 5
A= 2 0 6 | = Rango(A4) < nincdgnitas = SCI
1 -1 1
El sistema en este caso es Compatible Indeterminado, si escogemos el menor } _1 =

—2 # 0, vemos que el Rango(A) = 2 y, ademés podemos eliminar la segunda fila, para
la solucién del sistema, y nos queda:

z+ y+ bz= 0 v y= =5 z= =3\
{zf e I A T
z2= A z= A
b) Ahora tenemos
1 1 510
— 2 0 =30 L L b
A= 1 1 1o yque |2 0 =3 |=-18
I 2 2\ | b=t
IR HTINTIN
[A=|7 ] Slol=A2 0 =3|=-18x=0=2xr=0
12 2)|A bt



@& Si )\ # 0= Rango(A) = 4 #Rango(A) = Sistema Incompatible.(No tiene solucién)

@ Si A\ = 0 se trata de un sistema homogéneo. Tenemos que Rango(A) = 3 = n? de
incégnitas, ya que

1 1 5
0 —3 | =-18# 0 = Sistema Compatible Determinado
1 -1 1

La tnica solucién en este caso es la solucién trivial: x =y =2=0

1.2. Ano 2001

1.2.1. Modelo
Opcion A

Problema 1.2.1 (2 puntos) Comprobar que las siguientes matrices tienen el mismo determinante

l+a 1 1 1 ‘1+a 1 ’1 1‘
1 1—a 1 1
1 1-a 1 1
A= yB:
1 1 1+b 1
) ) R 11 1+b6 1
11 1 1-b
Solucion: )
_ —a O 232
|B|’ 0 1-p |70
Fy — Fy a a 0 0 1 1 0 0 2
A = F 1 1-a 1 1 |_ 1 1-a 1l 1 |_ | FE-F|_
| B3-F o o b b |" "o o 1 1 |7 Py -
Fy 1 1 1 1-b% 1 1 1 1-b% | By — P
1 1 0 0 o 1 10 0
pl 1 1—a 0 0 Fy—Fy | _ 10 —a 0 0] _
@To 0 1 1 |7 Fy %o o001 1|7
0 0 1 1-—b Fy— Fy 0 0 0 —b
10 0 1 00
=—a%|0 1 1|=a??|0 1 1|=ad%?
0 0 —b 0 0 1
. 1 3
Problema 1.2.2 (2 puntos) Sea la matriz A = ( 1 4 >

a) calcular A~}

. 5 z 21
b) Resolver el sistema A - K 1 >—|—< Y )} = < o4 )

Solucion:
4 -3
-1 _
a) A 7( 11 >
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=4 )21

Problema 1.2.3 (3 puntos)

Opcién B

a) (1,5 puntos) Discutir en funcién de los valores de k y resolver cuando tenga mds de una
solucidn, el sistema
z+ y+ 22=3
20— y+ kz=9
rz— y— 6z=5

1 1 2 3
b) (1,5 puntos) Si el rango de lamatriz A= 2 —1 &k 9 | es2, determinar una combi-
1 -1 -6 5

nacién lineal nula de los vectores fila F, Fo y F3, asi como una combinacion lineal nula de
— = =
los vectores columna C, Cs, C3 y Cy.

Solucion:

2)

1 1 2|3
A= 2 -1 k|9 |, |A/=2k+16=0= k=8
1 -1 —6|5

& Si\#£ —8 = |A| # 0 =Rango(4) = 3 =Rango(A) =n° de incégnitas = Sistema
Compatible Determinado. (Solucién tinica)

& Si)\=-8:
1 1 213 1 1
A= 2 -1 -8|9 |, ‘ 9 1 ‘ —3 # 0 = Rango(A4) =2
1 -1 —615

|Al =0, |A2[ =0, |A3] =0, [Asf =0

Luego tenemos que Rango(A) = 2 =Rango(A) <n? incégnitas => Sistema Compatible
Indeterminado. (Infinitas soluciones)

Podemos tachar la tercera ecuaciéon y nos queda el sistema

_ r=442\
(ol 82) ={v=1m
y o 2=\
b)
— - = 2
F3+aF1+bF2:(O,O7O,O):>a= ,b:—g



1.2.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 1.2.4 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

z+ y+ 2z2= 2
20— y+ 3z= 2
5¢r— y+ az= 6

a) (1 punto) Discutirlo segin los valores del pardmetro a.

b) (1 punto) Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.

Solucion:
a)
B 1 1 2|2
A= 2 -1 3|2 , |Al=-3a+24=0= a=38
5 -1 a|6

@ Si g # 8 = Rango(A) =Rango(A) = 3 = n? de incégnitas = SCD.

@& Sig=2_&:

1 1 2|2
A= 2 -1 3|2
5 —1 8|6
11 , _
‘ 9 _1 ‘ —3 # 0 = Rango(A) = 2. Estudiamos el Rango(A):
1 2 2
5 8 6
1 1 2 1 2 2
[As|=2 -1 2 |=0, |[A3]=| -1 3 2 |=0
5 -1 6 -1 8 6

Luego Rango(A) = 2 =Rango(A4) = n° de incégnitas = SCI. El sistema tiene infinitas
soluciones.

b) Si a = 8 por el menor elegido podemos eliminar la tercera ecuacién.
x=4/3—-5/3\

z+ y+ 2z= 2 { x+ y= 2-2z B B

Problema 1.2.5 (2 puntos) Sea k un nimero natural y sean las matrices:

1 1 1 0
A=| 0 1 0 |, B= 1], Cc=(11 2).
0 0 1 -1

a) (1 punto) Calcular A*.

23



b) (1 punto) Hallar la matriz X que verifica la ecuacién A¥X = BC.

Solucion:
a)
1 2 2 1 3
Al=4, A>= 0 1 0 |, A= 0 1
0 0 1 0 0
1 k k
A =1 01 0
0 0 1
b) A*X = BC = X = (4*)"'BC
0 1 1 2
BC = 1 - 1 1 2 )=(01
-1 -1 -1 =2
1 -k —k
AHt=( 0 1 o0
0o 0 1
1 -k —k 0 10 1 0
X=(0 1 o0 1 1 2 |= 1
0 0 1 -1 -1 =2 -1

Opcién B

Problema 1.2.6 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

11 1 A
11 A TN [
N A Lo B
A1 z 1

a) (1 punto) Discutirlo segun los valores del pardmetro real A.
b) (1 punto) Resolverlo para A = —3.
¢) (1 punto) Resolverlo para A = 1.

Solucién:

a)

|

Il
P S
—= > =
= o= >
— = = >

@& Si\#1y \#—2= Rango(A4) = 4 #Rango(A) = SL

24
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@& Si)\=-3:

A= y |1 1 —3|=-16+40
1 -3 1| 1 L s
-3 1 1] 1

Tenemos que Rango(A) = 3 =Rango(A) =n° de incégnitas = SCD.
o Six=1:

1
— 1
A= 1
1

= =
T

Tenemos que Rango(A) = 1 =Rango(A) <n® de incégnitas = SCI.

b) Si A = —3 quitamos la cuarta ecuacién y nos queda el sistema:
x+ oyt z= =3 = —1
z+ y+ -3z2= 1 =< y=-1
r— 3y+ z= 1 z=-1

¢) Si A = 1 tenemos que suprimir tres ecuaciones y nos queda = + y + z = 1, se trata de un
plano, en forma paramétrica serd:

1.2.3. Extraordinaria
Opcién A
Problema 1.2.7 (3 puntos) Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

ar+ y+ 4z= 1
—x+ ay— 2z= 1
y+ z= a

a) (1 punto) Discutir el sistema segtin los valores del pardmetro a.
b) (1 punto) Resolver el sistema para a = 2.
¢) (1 punto) Resolver el sistema para a = 1.

Solucion:

a)

o a 1 411
A= -1 a -2|1 |, |Al=d*+2a-3=0=a=1, a=-3
0 1 1l|a

@ Sia#1ya# —3 = Rango(A) =Rango(4) = 3 = n? de incdgnitas = Sistema
Compatible Determinado. (Solucién tnica)
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@& Sig=1:

1 1 411
A= -1 1 =21
0 1 111
Como la segunda columna y la cuarta son iguales Rango(A) = Rango(A) < n° de
incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado. (Infinitas soluciones)

@& Sig=-3:

-3 1 4 1

A= -1 -3 -2| 1 ,‘ :? _é w:10¢()::
o 1 1]-=3
Rango(A) = 2 < pero el menor
-3 1 1
1 -3 1 |=-2840=—
0o 1 =3

Rango(4) = 3.

Como Rango(A) #Rango(A) = Sistema Incompatible. (No tiene solucién).

b) Para a =2
13
r= -
5
20+  y+ 4dz= 1 3
—z+ 2y— 2z2= 1 = y= -
y+ z= 2 5
7
= L
5
c) Paraa=1
r= =3\
{H yi "o 1:» = 1-A
Y = z= A
Opcién B
0o 3 4
Problema 1.2.8 (3 puntos) Dada la matriz A = 1 —4 =5 | se pide:
-1 3 4

a) (1 punto) Comprobar que verifica la igualdad A + I = O, siendo I la matriz identidad y O
la, matriz nula.

b) (1 punto) Justificar que A tiene inversa y obtener A1
¢) (1 punto) Calcular A0,

Solucion:
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0 3 4 -1 0 1 -1 0 0
Al = 1 -4 -5 |, A?2= 1 4 4 ], A= 0 -1 0
-1 3 4 -1 -3 -3 0 0 -1

Luego A2+ I =—-I+1=0.
b) A4+ T1=0= A- A== A-(—A) == A1 = A2

1 0 -1
Alt=-A*=| -1 -4 —4
1 3 3
—1 0 1
c) Tenemos A! = A, A? = 1 4 4 |, A3 =T A* = —A, A> = —A? AS =1T,...
-1 -3 -3

Dividiendo 100 entre 6 el resto es 4 luego A% = A* = — A,

1.3. Ano 2002

1.3.1. Modelo
Opcién A

Problema 1.3.1 (3 puntos) Sea A una matriz cuadrada que verifica A2 +2A = I, donde I denota
la matriz identidad.

a) (1 punto) Demostrar que A es no singular (det(A) # 0) y expresa A~! en funcién de A e I.
b) (1 punto) Calcular dos nimeros p y q tales que A% = pI + qA

a=(1 )

cumple la relacién de partida, calcular el valor de k.

¢) (1 punto) Si

Solucién:
a) Aplicamos la propiedad |A - B| = |A| - |B|:
A2 424 =1= (A+2)A=1= |A+2I||A|=|I|=1

Si |A] =0 = 0 =1, lo que es imposible y, por tanto, la matriz A no es singular (|]A4| # 0).
Esto quiere decir que siempre tiene inversa:

A4 2A=1= (A+2)A=1= A ' =A+2I

b) A2 =1 -2A
AP =A% A=A—-24>=A—-2] +4A = -2 +5A

Luegop=—-2yq=>5.

c)
o (1 k ) 9 _( 1 k+2 )_(1 0)
A_(k a1 ) A= g2 )= Lo

== k=-2
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Opcién B

Problema 1.3.2 (3 puntos) Sean las matrices

1 0 -1 1 0 2
A= -1 0 2|, B=[ -1 1 0
0 1 0 1 0 3
a) (1 punto) Calcular A~
b) (1 punto) Resolver la ecuacién matricial AX = BA.
Solucién:
a)
210
A7l = 0 0 1
1 10
b) AX = BA= X = A~'BA:
210 1 0 2 1 0 -1 0 4 1
X = 0 01 -1 1 0 -1 0 2 = 1 3 -1
1 10 1 0 3 0 1 0 -1 2 2

Problema 1.3.3 (2 puntos) Sea la matriz

2 -3
a=(13)
Para cada nimero real O definimos la matriz B = A — OI, donde I denota la matriz identidad
2 x 2.

a) (1 punto) Hallar los valores de O que hacen que el determinante de B sea nulo.

5 (3 )=(3)

b) (1 punto) Resolver el sistema

Para los diferentes valores de O.

Solucion:

a)

Por el apartado anterior tenemos que:
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Si O # £1 = |B| # 0 = Sistema Compatible Determinado (solucién tnica). La solu-
cién es la trivial x =y = 0.

Si O = £1 = |B| = 0 = Sistema Compatible Indeterminado (infinitas soluciones):

1 -3
B:<1 —3>
—3)\
— A

& Si0=1

tenemosx—3y=0=>{gU

o Si0=-1

tenemos x — —0:>{$ A
Y= Y=\

1.3.2. Ordinaria

Opcién A

Problema 1.3.4 (2 puntos) Calcular las edades actuales de una madre y sus dos hijos sabiendo
que hace 14 anos la edad de la madre era 5 veces la suma de las edades de los hijos en aquel momen-
to, que dentro de 10 anos la edad de la madre sera la suma de las edades que los hijos tendran en ese
momento y que cuando el hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor tendra 42 anos.

Solucién:
Sea x la edad de la madre, y la edad del hijo mayor y z la del hijo menor:

r—14= 5( y+2z—28) r— by— bHz+ 126=0
z+10 = y+2z+20 = z— y— z— 10=0
r—42 = Yy—z r— y+ z— 42=0

Multiplicamos la 22 ecuacién por —5 y la sumamos a la 12

{ z— By— bBz+ 126=0 — A 4+176=0=— 2 =44

—5z+ by+ 524+ 5H0=0

Ahora por simple sustitucién en la 22 y la 32 nos quedaria:

{y—l—z: 34 {y:18
y—z= 2 z =16

Problema 1.3.5 (2 puntos) Calcular el rango de la matriz A segin los diferentes valores del
parametro real a:

2 0 a 2
5 a+4 —4 -3
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Solucion:

2 0 a 2
A=| —1 0 -1 3
5 a+4 —4 -3

Es una matriz de dimensién 3 x 4 esto quiere decir que, el rango de la matriz como mucho sera 3.
Consideramos ahora las siguientes matrices:

2 0 a 2 0 2

Al = -1 0 -1 Ay = -1 0 3
5 a+4 —4 5 a+4 -3

2 a 2 0 a 2

Az = -1 -1 3 Ay = 0 -1 3
5 —4 -3 a+4 —4 -3

Calculamos sus determinantes:

[A1] = —(a+4)(a—2)=0= a=—-4 a=2
|As| = —8(a+4)=0= a=-4

|A3| =120 +48 =0 = a=—4

|As] = (a+4)(Ba+2)=0= a=—4 a=—2 El tinico valor de a que anula todos los determi-

2 2 . .
nantes es a = —4. Ademads tenemos que 1 3 ‘ # 0. Por tanto podemos concluir de la siguiente
manera:

Sia= —4elrango de A es 2
Sia# —4elrango de Aes 3

Opciéon B

Problema 1.3.6 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones, dependiente
del parametro real a:

T— Yy = 2
ax+ y+ 2z= 0
r— y+ az= 1
Se pide:
a) (1,5 puntos) Discutir el sistema segun los diferentes valores del pardmetro a.
b) (0,5 punto) Resolver el sistema para a = —1.

¢) (1 punto) Resolver el sistema para a = 2.

Solucion:

a) Sean las matrices A y A siguientes:

1 -1 0 B 1 -1 0 2
A= a 1 A= a 1 2 0
1 -1 1 -1 a 1
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Vamos a calcular los valores de a que anulan el determinante de A.

1 -1 0
Al=la 1 2|=d*+a=0=a=0 a=-1
1 -1 a

Es decir, si a # 0y a # —1 tendriamos que Rango(A) = Rango(A) = 3 = n° de incégnitas;
el sistema seria compatible determinado.

Sia=0:
1 -1 0
@ Tenemos A = 0 1 2 donde podemos encontrar:
1 -1 0
1 -1
0 1 # 0 = Rango(A) =2
B 1 -1 0 2
@ Tenemos A = 0 1 2 0 donde podemos encontrar:
1 -1 0 1
1 -1 2
0 1 0|=-1#0= Rango(A) =3
1 -1 1

@ En conclusion si a = 0 el sistema seria incompatible.

b) Sia=—1:
1 -1 0
@ Tenemos A = -1 1 2 donde podemos encontrar:
1 -1 -1
-1 0
1 9 # 0= Rango(A) =2
1 -1 0 2
@ Tenemos A = —1 1 2 0 donde podemos comprobar:
1 -1 -1 1
1 -1 2 1 0 2 -1 0 2
-1 1 0|=0 -1 2 0|=0 1 2 0]=0
-1 1 1 -1 1 -1 -1 1

Es decir, Rango(A) = 2.
@ En conclusién, si a = —1: Rango(A) = Rango(A) = 2 <n® de incégnitas = El sistema
es compatible indeterminado.

¢) Sia = —1 ya hemos visto en el apartado anterior que el sistema es compatible indeterminado,
resolvemos:
r— Y = 2
-+ y+ 2z=

z— y— z= 1
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Si a la primera le restamos la tercera nos queda z = 1 y si hacemos y = A tendriamos el
resultado:

d) Si a =2 ya hemos comprobado que el sistema serfa compatible determinado, resolvemos:

T— Y = 2
2z+ y+ 2z2= 0
z— y+ 2z= 1

. . — — 2
Si a la tercera le restamos la primera tenemos: 2z = -1 = z = —% = { 3 Y —
22+ y= 1
{ v 1 Es decir:
y= -1
T = 1
= -1
_ 1
z 2

1.3.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 1.3.7 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema de ecuaciones, dependientes del
parametro real A:
T+ y+ Az= A\
y—  z= A
T+ Ay+ z= A

1,5 puntos) Discutir el sistema segin los diferentes valores del pardmetro A.

)

a) (
b) (1 punto) Resolver el sistema en los caso en que sea posible.
c) (

)

0,5 puntos) En el caso A = 2, indicar la posicién relativa de los tres planos cuyas ecuaciones
forman el sistema.

Solucién:
a)
11 A[A
A= 0 1 —-1| X | = |A| =0 siempre
1 A 1] A

Si elegimos el menor
1 1 .
‘ 01 ’ =1 # 0 = Rango(A) = 2 siempre

Si elegimos el menor

1 1 A2
01 A|=201-AN=0=A=0A=1
1 A A
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Sid=00A=1= Rango(4) =Rango(A) = 2 <n? de incégnitas y el sistema es compatible
indeterminado.

SiA#0y A#1=— Rango(A) = 3 #Rango(A) = 2 y el sistema es incompatible.

b) SiA=0:
r=—t
{%Ly_o =4 y=t
y—z2=0
-
Sia=1:
=2t
{x—i—y—i—i—l y—1+t
y—z=1 L —t

¢) Si A =2 el sistema es incompatible y no tiene solucidn.

T+ y+ 2z= 4
y— z= 2
4+ 2y+ z= 2

Los tres planos se cortan dos a dos

Opcién B

Problema 1.3.8 (3 puntos) Sea A una matriz cuadrada de orden n que verifica la igualdad A% = I,
siendo I la matriz identidad de orden n.

Se pide:
a) (1 punto) Expresar A~! en términos de A

b) (1 punto) Expresar A™ en términos de A e I, para cualquier ntimero natural n.

c¢) (1 punto) Calcular a para que A% = I, siendo A la matriz:
1 1
A= ( 0 a )
Solucion:
a) A2=A- A== A=A""
b) Al=A, A2 =1 A3 =A, A* =1, - luego:

A"—{A si n es impar
“ L I si nespar



1.4. Ano 2003

1.4.1. Modelo
Opcién A

Problema 1.4.1 (3 puntos) Sea M una matriz cuadrada de orden n que verifica la identidad
M? — 2M = 3I, donde I denota la matriz identidad de orden n. Se pide:

a) (1 punto) Estudiar si existe la matriz inversa de M. En caso afirmativo, expresar M~! en
términos de M e I.

b) (1 punto) Expresar M? como combinacién lineal de M e I.

a

b 2 ) que verifican la identidad

¢) (1 punto) Hallar todas las matrices de la forma M = (

del enunciado.

Solucion:

a)
1
M?—2M =31 = (M -2)M =3] = (M -2)M =1 =

M~ = %(M— 2)

M? =2M + 3] = M?> = (2M +3I)M =

2M? + 3M = 2M? + 3M = 2(2M + 3I) + 3M = 7TM + 61

Mg_(a b)(a b)_(a2—|—b2 2ab>

“\b a b a /) 2ab a? +b?
(30 2 2b ([ 3+2a %

31+2M‘(0 3)*(217 2a)( % 3+2a>

(a2+b2 2ab)7<3+2a 2b>
2ab a?+0b* )~ 26 34+ 2a

a’?+b*=3+2a e=1, b=
{ sab=20 ) = b 0=0
a a=3, b=0

Las matrices serian:

(i) (o) (5 4) (05)



Opcién B
Problema 1.4.2 (3 puntos) Hallar todas las matrices X tales que XA = AX, siendo A la matriz

Solucion:

a+b=b+d= a=d

(5 2)

0 a

Problema 1.4.3 (2 puntos) Para cada valor del pardmetro real k, se considera el sistema lineal
de ecuaciones:

La matriz buscada es de la forma

r— y= 3
20— 3y= 2k
3r— 5Sy= k?

Se pide:

a) (1 punto) Discutir el sistema segtin los valores de k.

b) (1 punto) Resolver el sistema en los casos en que sea compatible.
Solucidn:

a)

B 1 -1]3 i
A= 2 =32k |, ‘ 9 _3 ’ = —1 = Rango(A4) =2
3 —5|k?

Al = —k? +4k-3=0= k=1, k=3

Sik=10k=3= |A] # 0 = Rango(A4) =Rango(A) = 2 = n? de incégnitas y el sistema
es compatible determinado, es decir, tiene solucién unica.

Sik#1yk+#3=-Rango(A) #Rango(A4) = Sistema Incompatible.

b) Sik=1:

[\)

{ z— y= 3 :{x:7
2e— 3y = y=4

{ r— y= 3 :>{asz3
2e— 3y =

Sik=2:

[=p)
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1.4.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 1.4.4 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

(m+2)a+ (m—1)y— z=3
mr— y+ z2=2
T+ my— z=1
a) (1 punto) Resolverlo para m = 1.

b) (2 puntos) Discutirlo para los distintos valores de m.

Solucion:

a) Para m =1 el sistema queda de la siguiente manera

3
3z+ z2=3 =3
T— y+ 2=2 = y=1
z+ y— z=1 z:§
2
b)
(m+2)a+ (m—1)y— z=3
mr— y+ z=
T+ my— z=1
m+2 m-—1 -1 m+2 m—-1 -1 3
A= m -1 1 A= m -1 1 2
1 m -1 1 m -1 1
m+2 m-1 -1
|A| = m -1 1 |=-m(m+1)
1 m -1
m=10
—m(m—i—l)—O:>{m:_1

@ Cuandom # 0ym # —1 = |A| # 0 = Rango(A) =Rango(4) = 3 =n° de incégnitas,
luego en este caso el sistema es compatible determinado.

@ Cuando m = 0 = |A| = 0, y como el menor g :1 ‘ = —2 # 0 tenemos que
Rango(A4) = 2
2 -1 -1 3
A= 0 -1 1 2
1 0 -1 1
-1 -1 3 B
Elmenor | —1 1 2 |=-1%#0= Rango(4) =3
0 -1 1

En conclusién, cuando m = 0 = Rango(A4) = 2 #Rango(A4) = 3, luego en este caso el
sistema es incompatible.

36



@ Cuando m = —1 = |A] = 0, y como el menor 1 :? ' = —3 # 0 tenemos que
Rango(A4) = 2
B 1 -2 -1 3
A= -1 -1 1 2
1 -1 -1 1
-2 -1 3
Elmenor | -1 1 2 |=1% 0= Rango(4)=3
-1 -1 1
En conclusién, cuando m = —1 = Rango(A) = 2 #Rango(A) = 3, luego en este

caso también el sistema es incompatible.

Opciéon B

Problema 1.4.5 (2 puntos) Comprobar, aplicando las propiedades de los determinantes, la iden-
tidad:

a’> ab b?
206 a+b 2b|=(a—0)>

1 1 1
Solucién:
a?>  ab b? a?> ab—a®> b —a? 2 p2 2
2% a+b 2 |=|2 at+b—2a 2W—2a |=| P "C Pma_
1 1 1 1 0 0 —a+b 2b—2a
ab—a) (b—a)(b+a a b+a
(b—a) ( Q(b)ﬁa) )‘:(b—a)Q 1 9 = (a—b)*(a—0b) = (a—b)?

Problema 1.4.6 (2 puntos) Encontrar un nimero real A # 0, y todas las matrices B de dimensién
2 x 2 (distintas de la matriz nula), tales que

2 (38)-(3 )
(DG D-(2068)

{)\aﬁ—&—?)y: 3z + 9y :>{ A=3)z=0

Solucion:

y= 3y y=0
{)\z+3h: 3z +9h {()\—3)220

En conclusiéon, A = 3 y  y z pueden ser cualquier valor que no cumpla z = z = 0.

5=(7 1)
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1.4.3. Extraordinaria

Opcién A

Problema 1.4.7 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones
3z+ 4dy+ 3z2=9

mr+ 2y+ z2=5
z+ y+ z=2

a) (1,5 puntos) Determinar los valores de m para que el sistema dado tenga solucién tnica.
b) (1,5 puntos) Resolverlo para m = 1.

Solucion:

a)
3z+ 4y+ 3z=9
mx+ 2y+ 2=295
z+ y+ z=2

3 4 3 3 4 3 9
A= m 2 1 A= m 2 1 5
1 11 1 1 1 2
3 4 3
[Al=m 2 1|=-m+1=0=m=1
1 11

Sim # 1 = |A| # 0 = RangoA =RangoA = 3 =n? de incégnitas, luego en este caso el
sistema es compatible determinado.

b) Para m = 1 el sistema queda de la siguiente manera

3z+ 4dy+ 3z2=9
T+ 2y+ z2z=5
r+  y+ z=2

Tenemos
3 4 3 3 4 3 9
A= 1 2 1 A= 1 2 1 5
1 11 1 11 2
1 2
Rango(A) = 2 ya que 11 ‘ =—-1#0.

Calculando todos los determinantes posibles que se pueden hacer de orden 3 en la matriz A,
comprobamos que se anulan todos ellos, y por tanto, RangoA = 2.

En conclusién, si m = 1 Rango(A) =RangoA = 2 <n® de incégnitas, luego es este caso
el sistema es compatible indeterminado.
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Por el menor escogido anteriormente, podemos eliminar la primera ecuacién y nos queda
el siguiente sistema:

x+ 2y+ z=5 r= -1t
{x+ y+ z=2 — Zﬁ :z

Opcion B

Problema 1.4.8 (2 puntos) Un mayorista del sector turistico vende a la agencia de viajes A, 10
billetes a destinos nacionales, 10 billetes a destinos extranjeros europeos comunitarios, y 10 billetes
a destinos internacionales no comunitarios, cobrando por todo ello 12.000 euros. A una segunda
agencia B le vende 10 billetes a destinos nacionales y 20 a destinos internacionales no comunitarios,
y cobra 13.000 euros. A una tercera agencia C' le vende 10 billetes a destinos nacionales y 10 a
destinos extranjeros europeos comunitarios, cobrando 7.000 euros. Se pide:

a) (1,5 puntos) Hallar el precio de cada billete.

b) (0,5 puntos) Por razones de mercado, el mayorista se ve obligado a bajar un 20 por ciento el
precio de todos los billetes nacionales. Hallar en qué porcentaje debe incrementar el precio
de todos los billetes extranjeros europeos comunitarios (suponiendo que mantiene constante
el precio de todos los billetes internacionales no comunitarios) para mantener constantes sus
ingresos totales por las ventas a las tres agencias.

Solucion:

a) a = precio de un billete con destino nacional.
y = precio de un billete con europeo comunitario.

z = precio de un billete con internacional no comunitario.

1024+ 10y +10z= 12000 4+ y+ 2= 1200
102+ 20z = 13000 = { a+ 2z= 1300 =
102+ 10y = 7000 4+ oy = 700
z = 300
—{ y =400
2 =500

b) El total de billetes vendidos tienen que cumplir:
30z + 20y + 30z = 32000 si reducimos un 20 % a los billetes nacionales tenemos 0,8 - 30 -
300 = 7200. Si mantenemos el precio de los billetes internacionles no comunitarios tenemos
30 - 500 = 15000. Aumentamos el precio de los billetes extranjeros europeos comunitarios
k= k-20-400 = 8000k. En conclusién:

7200 + 8000k + 15000 = 32000 = k = 1,225 — incremento 22,5 %

Problema 1.4.9 (2 puntos)
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a) Sean Ay B dos matrices invertibles que verifican la identidad A+ B = AB. Comprobar que

entonces se tiene la féormulas:
(I-B)'=-B"'4A

(Donde I denota la matriz identidad).

-1 1
AZ( 2 —1>’

hallar la matriz B para la cual se verifica A+ B = AB.

b) Dada la matriz

Solucion:

a) A+ B=AB=—A+B—-AB=0—A—-AB=-B—=
AI-B)=-B= -AI-B)I-B)"'=B(I-B)"! =
B(I-B)'=—-A=— B 'BI-B)"!=-B'A—
(I-B)"'=—-B"4

b) LLamamos B = ( z ), y tendremos:

Y
h

<71 1)+<9: y>_<f:17+z fy+h>
2 -1 z h) \ 2r—2 2y—h

Tenemos:
{m—lz—x—l—z :{x:
242=2x—=2 z=-1
{ y+1l=—-y+h {hzO
—14+h=2y—nh y=-1/2
Luego
B 0 —-1/2
p=( 4 )

1.5. Ano 2004

1.5.1. Modelo
Opcién A

Problema 1.5.1 (3 puntos) Discutir segin los valores del pardmetro A, y resolver en los casos

que sea posible el sistema:
6z+ 4dy+ 2 z= 2
Ar+  y— z= 2
5rx+ 3y+ 3z= 2\

Solucion:
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6 4 2)]| 2
A= X 1 —1] 2 ], |4 =262 -11A+8)=0= A=1, A=8/3
5 3 3|2\

SiA#1y\#3= |A|l # 0 = Rango(A) =Rango(A) = 3 = n? de incégnitas y el sistema es
compatible determinado, es decir, tiene solucién tunica.

Sid=1:
6 4 2|2
A= 11 -1]|2
5 3 3|2
6 4
‘1 1‘:27&O:>Rango(A):2
4 2 2
1 -1 2 |=-12%# 0= Rango(A) =3
3 3 2

Luego el sistema es incompatible.
SiA=28/3:
6 4 16/3| 2
A= 8/3 1 -1 2
5 3 3 16/3

6 4 14
‘8/3 1'——3#O:>Rango(A)_2
4 16/3 2 068 B
1 -1 2 |=—— # 0= Rango(4) =3
3 3 16/3

Luego el sistema es incompatible.

Sélo es compatible en los casos A # 1 y A # 3, resolvemos por Cramer:

2 4 2\
2 1 -1
21 3 3 2(A2 — A+ 3)

€T —

T2BAT 11N +8)  3A2—11A 8

6 2 2\
A2 -1
5 2x 3 203 — TA + 13

YT oBAI 11N +8)  3A2—11A+8

6 4 2
A1 2
5 3 2\ AN -9\ +3

TToBNT—1IA+8)  3AZ—11A+8
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Opcién B

Problema 1.5.2 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones, dependiente
del parametro real a:
z+ 3y— az= 4
r+  ay+ z =
z+ 4y— 5bHz= 6

[\

Se pide:
a) (2 punto) Discutir el sistema segun los diferentes valores del pardmetro a.
b) (1 punto) Resolver el sistema en el caso de que tenga infinitas soluciones.
Solucién:
a)

—a
A= 1

I

4
2 |, |1Al=a®* -9 +14=0=a=2, a=T7
6

>~ W

Sia#1o0a#3=|A| # 0= Rango(4) =Rango(A) = 3 = n? de incégnitas y el sistema
es compatible determinado, es decir, tiene solucién tinica.

Sia=T7:
B 1 3 -7|4
A= 1 7 112
1 4 -5|6

1 3 4
1 7 2|=10%# 0= Rango(4) =2
1 4 6

Como Rango(A) # Rango(A)Rango(A) = el sistema es incompatible.

Sia=2:
1 3 =24
A= 1 2 112
1 4 -5|6
' } g ’:—1:> Rango(A) =2

1 3 4
|A1| =]A| =0, |Az]=|1 2 2|=0
1 4 6

1 -2 4 3 -2 4
As]=|1 1 2|=0, |A4=[2 1 2|=0
1 -5 6 4 -5 6

Luego Rango(A4) = 2 =Rango(A) <n?® de incégnitas = El sistema es compatible indeter-
minado, es decir, admite infinitas soluciones.
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b) Por el menor elegido cuando a = 2 para discutir el Rango(A) podemos decidir que la tercera
ecuacién es combinacién lineal de las dos primeras, por tanto, el sistema a resolver es:

r=-2-T\
z+ 3y— 2z= 4 .
{ + W+ z= 2 Z:i—’—g)\

1.5.2. Ordinaria
Opcion A

Problema 1.5.3 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

(1—a)z— 2+ 4z=0
z— (I4+ay+ 2z=0
—z+ ay— 2=0

a) (1,5 punto) Estudiar su compatibilidad segun los valores del pardmetro a.
b) (1,5 puntos) Resolver el sistema anterior cuando sea compatible indeterminado.

Solucion:

a) Sea la matriz

1—a -2 4
A= 1 —(14a) 1 |=|4=-a-3=0=0a=-3
-1 a -1

Sia# —3 = |A] # 0 =Rango(A) = 3 y como el sistema es homogéneo resultaria que es
compatible determinado. La solucién en este caso serfa z =y = z = 0.

Si a = —3 tenemos
4 =2 4 4 —9
A= 1 2 1 N =8+2=10#0
-1 -3 -1

Luego tenemos que Rango(A4) = 2 y como el sistema es homogéneo podemos concluir, en este
caso que, el sistema es compatible indeterminado.

b) Resolvemos este tltimo caso. Por el menor que hemos escogido podemos despreciar la tercera

ecuacion.
{ dx— 2y+ 42=0 { dox— 2y= -4z . xi_)\
z+ 2y+ 2=0 T+ 2y= -z vy=
z=A
Opcién B
Problema 1.5.4 (2 puntos) Dadas las matrices
1 0 0 1 0 0
A= -3 1 -1 ), B=| 0 -1 0
5 -1 2 0 00

Se pide:
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a) (1 punto) Hallar A~!.
b) (1 punto) Hallar la matriz X, tal que:
A-X-A"=B

(donde AT significa la matriz traspuesta de A).

Solucién:
a)
100 1 -3 5
A7l = 1 21 |; AT=1 0 1 -1 |; ADH)t=@AHT
-2 1 1 0 -1 2
b)
AXAT = B= A" AXAT(AT)y ' = A'B(AT) ' = X = A"'BA")!
100 1 00 11 -2 1 1 =2
X = 121 )-t0 -10]-{ 02 1 |= 1 -3 -4
-2 1 1 0 0 0 0 1 1 -2 —4 3
Problema 1.5.5 (2 puntos)
. z+ 2y=1 _ .
a) (1 punto) Dado el sistema G-y =2 escribir una tercera ecuacién de la forma ax +

by = c (distinta de las anteriores) de manera que el sistema de tres ecuaciones y dos incégnitas
resultante siga siendo compatible.

224+ 2y— z=

z+ y+ 2z=1"
ax + By + vz = 1 (distinta de las anteriores) de manera que el sistema de tres ecuaciones y
tres incognitas resultante siga siendo compatible indeterminado.

b) (1 punto) Dado el sistema { escribir una tercera ecuacion de la forma

Solucion:

a) La tercera ecuacién debe de ser una combinacién lineal de las anteriores, ya que en caso
contrario el sistema resultaria incompatible. La suma de las dos puede ser una solucién:

dr+y=3

b) La tercera ecuacién tiene que ser una combinacién lineal de las dos anteriores, pues en caso
contrario, el sistema resultaria compatible determinado o incompatible. Como el término
independiente tiene que ser 1, podemos multiplicar la primera por 2 y le restamos la segunda:

3r+3y—4z=1

1.5.3. Extraordinaria
Opcion A
Problema 1.5.6 (2 puntos) Dadas las matrices

A=

o O =
[NOR )
w N o
Sy
Il
e e
=
|
—
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a) (1 punto) Determinar la matriz inversa de B.

b) (1 punto) Determinar una matriz X tal que A =B - X.

Solucion:
a)
4/3 —-1/3 -1
Bl = -1 1 1
1/3 -1/3 0

b) A=BX = B 'A=B'BX = B !'A=X

4/3 -1/3 -1 1 20 4/3 1/3 —11/3
X=| -1 1 1 )-(o12 )= -1 1 5
1/3 -1/3 0 02 3 1/3 1/3 —2/3

Problema 1.5.7 (2 puntos)

0

00 ), jcudl es el valor del determinante de

a) (1 punto) Si A es una matriz tal que A% = (
A?

b) (1 punto) Calcular un nimero & tal que:

SOlucién:

8) A% = [A- Al = |A]-|A| =0 = |4] =0

o)

b)
(2 2) (0 -0 L) -
1 -1 0 1 o 1 —-1—-k% o
_<k2—6k+5 8(1@71))_(0 0>
- 2—2k kK*+2k-3/) \0 0
Tenemos que:
k*—6k+5=0
8(k—1)=0 _
2 2k=0 — k=1
k2 42k—-3=0
Opcién B

Problema 1.5.8 (3 puntos)
a) (2 puntos) Discutir segiin los valores del pardmetro real X el sistema

Az+ 3y+  z= A
T+ Ay+ Az= 1
z+ y— z= 1
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b) (1 punto) Resolver el sistema anterior en el caso A = 2
Solucién:
a)
A3 1A
A= 1 A Al
1 1 —-1]1
Al = 2\ 2 +20+4=0=)1=2, A= -1
SiA#2y )X # -1 = |A] # 0 = Rango(4) =Rango(A4) = 3 =n? de incégnitas =
Sistema Compatible Determinado.
SiA=2:
2 3 11]2
A=( 1 2 2|1
1 1 —-1]1
Observamos que la tercera fila es la resta de la primera menos la segunda, y teniendo en
cuenta que % g ‘ =1z 0, podemos concluir en este caso:
Rango(A4) =Rango(A) = 2 <n? de incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado
SiA=-1:
B -1 3 1] -1
A= 1 -1 -1 1
1 1 -1 1
Basta observar las columnas de la matriz para darnos cuenta que la primera y la cuarta son
iguales y la tercera esta multiplicada por —1. Si tenemos en cuenta que _} _:1)’ =—4#0,
podemos concluir en este caso:
Rango(A) =Rango(A) = 2 <n® de incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado.
b)
{21‘—1— 3y+ 2= 2 {295—}— Jy= 2— =z N
z+ 2y+ 2z= 1 z+ 2y= 1- 2z
r= 1+4t
=< Y= =3t
z = 4
1.6. Ano 2005

1.6.1. Modelo

Opcién A

Problema 1.6.1 (3 puntos)
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a) (2 punto) Discutir segtin los valores del pardmetro A el sistema

222+ 2y+ Az= 1
x+ Ay— z= 1
dz+ 3y+ =z 2\

b) (1 punto) Resolver el sistema anterior en los casos en que sea compatible.

Solucién:
a)
20 2 A| 1 .
A= LA =1 1], |A=-224+9-10=0= \A=2, A=3
4 3 1]2x

SiA#2y\# 2= |A| # 0= Rango(4) =Rango(A) = 3 = n® de incégnitas y el sistema
es compatible determinado, es decir, tiene solucién unica.

SiA=2:

Como el menor

421 B
1 2 1|=15%#0= Rango(4)=3
4 3 4

Luego en este caso Rango(A) #Rango(A) = sistema incompatible.

5
Si\=—-
AT
5 2 5/2]1
A= 1 5/2 -1|1
4 3 1|5
5 2
Como el menor 1 5 ‘:23;&0:>Rango(A):2. Por otro lado
5 5/2 1 . B
1 -1 1 :—?#OzRango(A):3
4 1 5

Luego en este caso Rango(A) #Rango(A) = sistema incompatible.

b) El sistema sélo es compatible cuando A # 2 y A # % y |A| = —2)% + 9)\ — 10. Aplicando la
regla de Cramer:

1 2 A
1 N -1
22 3 1 2a% — 1

TT IO 0A—10 22 —9a+10
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22 1 A

1 1 -1

4 2) 1 6a2 —2a — 5
Y= o5 0r—10 242 —9a+10

2 2 1

1 A 1

4 3 2)\ 4a® — 14a + 11

T IONAOAN—10 2a2—9a+10

Opcién B

Problema 1.6.2 (2 puntos) Considerar el siguiente sistema de ecuaciones, en el que a es un
parametro real:

—ax+ 4dy+ az= -—a
dx+ ay— az= a
—r— y+ 2= 1

Se pide:

a) (1 punto) Discutir el sistema

b) (1 punto) Resolver el sistema para a = 1.
Solucién:

a)
—a 4 al| —a
A= 4 a —al| a |, |Al=d*-16=0= a=+4
-1 -1 1| 1

Sia # +4 = |A| # 0 = Rango(A) =Rango(A4) = 3 = n® de incdgnitas y el sistema es
compatible determinado, es decir, tiene solucién tunica.

Sia=4:

Como el menor 4 i ' = —32 # 0 = Rango(A) = 2. Como el menor
—4 4 —4
4 4 4 |=-64#0=— Rango(A)=3
-1 1 1

Como Rango(A) #Rango(A) = sistema incompatible.

Sia=—4:
4 4 —4 4
A= 4 —4 4| —4
-1 -1 1 1
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Como el menor

= —32 # 0 = Rango(A) = 2. Como el menor

4 4
4 —4 4
4 4 —4|=64%#0= Rango(A)=3
111

Como Rango(A) #Rango(A) = sistema incompatible.

b) Cuando a = 1:

-+ 4dy+ z= -1 -1 4 1|-1
dz+ y— z= 1 A= 4 1 -1 1 , |Al=-15
—r— Y+ z= 1 -1 -1 1 1
Aplicando la regla de Cramer:
-1 4 1
1 1 -1
1 -1 1 2
T = —
-15 3
-1 -1 1
4 1 -1
1 1 1] 2
iy —15 5
—1 4 -1
4 1 1
-1 -1 1 19
Ga— —
-15 15
Problema 1.6.3 (2 puntos) Sea la matriz:
2 2 =2
A= 2 2 =2
2 2 =2
a) (1 punto) Comprobar que
A% —24*=0
b) (1 punto) Hallar A™.
Solucion:
a)
2 2 =2
A= 2 2 —2
2 2 =2
2 2 =2 2 2 =2 2 2 =2
A= 2 2 —2 2 2 -2 2 2 —2 | =
2 2 =2 2 2 =2 2 2 =2



221 11 -1 | =24
1 1 -1
1 1 -1 1 1 -1
A2=23 1 1 -1 11 -1 |=
11 -1 11 -1
11 -1 11 -1
21 11 -1 1 1 -1 | =44
1 1 -1 1 1 -1

A3 — 242 =4A—4A=0
b) A =2n-14
1.6.2. Ordinaria

Opcién A

Problema 1.6.4 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones

(m—1)a+ y+ z = 3
mx+ (m—1)y+ 3z= 2m -1
x+ 2u+ (m—2)z= 4
a) (1,5 punto) Discutirlo segin los distintos valores de m.
b) (1,5 puntos) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.
Solucién:
a) Sea la matriz
 /m-1 1 1 3
A= m m-—1 3 2m—-1 | =
1 2 m—2 4

=4

3

= [Al=(m-2)(m+1)(m—-4)=0=m=2, m=—1,

Sim#-1ym#2ym# 4= |A| # 0 =Rango(4) = 3 =Rango(A) =n? incégnitas
luego en este caso el sistema seria compatible determinado.

Si m = —1 tenemos

-2 1

s ‘:5;&0

2 1 1] 3
A= -1 -2 3]|-3 ‘

Luego tenemos que Rango(A4) = 2. Ahora calculamos el rango de A, para ello cogemos el
determinante

1 1 3
—2 3 =3 |=5+#0
2 -3 4
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Luego en este caso Rango(A) #Rango(A) = el sistema es incompatible.

Si m = 2 tenemos

- 1
A= 2
1

N =
S W =
=~ W W

11
121

Luego tenemos que Rango(A) = 2. Ahora calculamos el rango de A, para ello cogemos el
determinate

’:-1%0

1
1 =440
2

S W =
= W

Luego en este caso Rango(A) #Rango(A) = el sistema es incompatible.

Si m = 4 tenemos

3
A= 4
1

N LW =
N Lo =

3

7 ,'i é’:5¢0

4

Luego tenemos que Rango(A) = 2. Ahora calculamos el rango de A, que estd claro que es

dos, ya que la dltima fila es la resta de las dos anteriores.

Luego en este caso Rango(A) =Rango(A) = 2 <n? incégnitas= el sistema es compati-
ble indeterminado.

b) Resolvemos este tltimo caso. Por el menor que hemos escogido podemos despreciar la tercera
ecuacion.

2

T ==

5

3z+ y+ 2z=3 { 3xz+ y= 3— z 9

{4334’ 3y+ 3z=7 - dz+ 3y= T7— 3z — yzg_/\
z=A
Opciéon B

Problema 1.6.5 (2 puntos)

a)

b)

(1 punto) Resolver el sistema de ecuaciones:

{ z+ 2y+ 3z=1
20+ y— z=2

(1 punto) Hallar dos constantes a y 8 de manera que al afiadir al sistema anterior una tercera
ecuacion: 5z + y + az = 3, el sistema resultante sea compatible indeterminado.

Solucion:
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{ z+ 2y+ 3z=1 { x+ 2y =1— 3z N 7
204+ y— z=2 20+ y =24+ =z y**gt

b) Para que el sistema siga siendo compatible indeterminado esta tltima ecuacién tiene que ser
combinacion lineal de las dos anteriores, es decir, si ponemos

1 2 311
2 1 —-112
5 1 alp
serfa a(1,2,3,1) +b(2,1,-1,2) = (5,1, ¢, 8) = { ga++2ll; i ? —a=-1,b=3=a=

_67 6 = 5
Problema 1.6.6 (2 puntos) Hallar una matriz X tal que:
AT'XA=B

. 3 1 1 -1
blendoA—<_2 _1), B_(2 1>

Solucién:

Primero resolvemos la ecuacién matricial:

A'XA=B= XA=AB=— X = ABA™!

Ahora calculamos A~1:

" (Adjt/(lrl))T _ ( 11 )

Efectuamos el producto

X:ABA’lz(_g _})(é _1)(_; —é):

1.6.3. Extraordinaria

Opcién A

Problema 1.6.7 (3 puntos) Dadas las matrices

a=(o 1) =00 V)
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a) (1 punto) Hallar dos constantes a y 3 tales que A% = a4 + SI.
b) (1 punto) Calcular A% utilizando la expresién obtenida en el apartado anterior.

¢) (1 punto) Hallar todas las matrices X que satisfacen (A — X)(A + X) = A% — X2

Solucion:
a)
A—(O1 , A+ Bl = 0 a+t B
a+p=1 _ _M
{20(:4 —a=2, f=-1
b)

AP = A%A%A = (2A —1)?A = (4A? + I —4ADNA = (4A? —4A+ )A =
42A -~ 1)A—4A2 + A=8A? —4IA—42A- 1)+ A =

8(2A—I)—4A—8A+4I+A=5A—41:5( 1 2)_4( 1 0>:(

1 10
0 1 0 1 1

0

(A-X)A+X)=A? - X? = A’ + AX - XA+ X?=42-X?
= AX - XA=0= AX=XA
Seran todas aquellas matrices X que cumplan AX = X A.
a+2c=a=—= c=0
(1 2)'<a b)_(a b>'<1 2):> b+2d=2a+b=— a=4d
0 1 c d) \c d 0 1 c=c

d=d

Opcién B
Problema 1.6.8 (3 puntos) Dadas las matrices

k t
A= 0 k B =
0 0

o O O
oo
O =
= X~

a) (1 punto) Hallar A,
b) (1 puntos) Hallar la matriz inversa de B.

¢) (1 punto) En el caso particular de k = 0, hallar B0.

Solucion:
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0 k ¢ 0 k ¢ 0 0 &
A2=A-A=( 0 0 &k 00k |J=(00 0
0 0 0 0 0 0 00 o0
0 0 k? 0 k t 0 0 O
A=A A= 0 0 O 00k =000
00 0 0 0 0 0 0 0
0 0 O
A =A% AT=[ 0 0 0
0 0 0
b)
0 —k k*—t
B'=(o0 1 -k
0 0 1
c)
1 0 ¢t 1 0 2t 1 0 3t
Bl 010 B*>=| 01 0 B = 01 0
0 01 0 0 1 0 0 1
1 0 nt 1 0 10t
B*=( 01 0 |=BY"=[01 o0
0 0 1 00 1
1.7. Ano 2006
1.7.1. Modelo
Opcién A
Problema 1.7.1 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:
2¢+ 3y— z= k
z+ 2y+ 3z = 2
kx+ ky— 4z= -1
a) (2 punto) Discutirlo segtn los distintos valores de k.
b) (1 punto) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.
Solucién:
a)
B 2 3 1| k
A= 1 2 3| 2 |, |Al=4k—-4=0= k=1
E k —4|-1

Si k #1 = |A| # 0 = Rango(A4) =Rango(4) = 3 = n° de incignitas y el sistema es
compatible determinado, es decir, tiene solucién tunica.
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Sik=1:

23 -1 0
A= 1 2 3| 2
00 —4|-1
2 3
Como el menor 1 9|~ 1 # 0 = Rango(A) = 2. Por otro lado se observa que la cuarta

fila es la diferencia entre la primera y la segunda, luego el Rango(A) = 2, en conclusién:

Rango(A) =Rango(A) = 2 < n® de incégnitas y en este caso el sistema es compatible
indeterminado, tiene infinitas soluciones.

b)
{ 20+ 3y— 2= 1 _ ;f;ﬁj“
z+ 2y+ 3z= 2 Y=\
Opciéon B

Problema 1.7.2 (3 puntos) Se consideran las matrices:
2 2 -1 1 0 0
A= -1 -1 1 I= 01 0
-1 -2 2 0 0 1

Se pide:
a) (1,5 punto) Hallar (A — I)2.

b) (1,5 punto) Calcular A* haciendo uso del apartado anterior.

Solucion:
a)
1 2 -1 1 2 -1 0 0 O
(A-I)?=| -1 -2 1 -1 =2 1 ]=( 000
-1 -2 1 -1 -2 1 0 0 O

b) (A-I)?2=A2-24A+1=0= A?2=24-1
At = (A?)? =4A? —4A+ T =42A 1) —4A+T=4A-31

2 2 -1 1 00 5 8 —4
At=4| -1 =1 1 }|-3l 0 1 0 |=| -4 -7 4
-1 -2 2 0 0 1 -4 -8 5

1.7.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 1.7.3 (2 puntos) Dado el sistema homogéneo

z+ ky —2z=0
kx— y 4+z2=0
(k+1z+ vy =0
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averiguar para qué valores de k tiene soluciones distintas de x = y = z = 0. Resolverlo en tales
casos.

Solucion:

1 k-1
A= k -1 1 | = A=k -k-2=0=k=—1, k=2
(k+1) 1 0
Sik#—1yk+#2=|A|#0 el sistema es compatible determinado x =y = z = 0.

Sik=2— SCI

_1
{w+%—z:o Z*§§

= 5

3xr+y=0 L=\

Sik=-1= SCI
T=A
r—y—2=0
y z=A

Problema 1.7.4 (2 puntos) Dada la matriz A = ( (1) % ) encontrar todas las matrices

r=(2 1)

tales que AP = PA.

Solucion:
(1 2)(a b>7<a b)(l 2)
0 1 c d/) \c d 0 1
at+2c=a=—c=0
(a+2(: b+2d)_(a 2a+b) b+2d=2a+b=a=d
c d) \c¢c 2+d c=c
d=2c+d=—c¢c=0
a b
P_(O a)
Opcién B

Problema 1.7.5 (3 puntos) Dada la matriz:

2 1 —a
M = 20 1 -1
2 a 1

a) (1,5 punto) Determinar el rango de M segun los valores del pardmetro a.

b) (1,5 punto) Determinar para qué valores de @ existe la matriz inversa de M. Calcular dicha
matriz inversa para a = 2.

56



Solucidn:
a)
M| =—2a(a>-1)=0= a=0, a=1, a=—1
Sia#0,a#1ya# —1 entonces |[M| # 0 = Rango(M) = 3.

Sia=0
2 1 0 9 1
M=|[ 01 -1 ‘ ‘23&0:>Rango(M)2
0 1
2 0 1
Sia=1
2 1 -1 .
M= 21 -1 ], ‘ ’:4¢0:>Rango(M):2
2 1
2 1 1
Sia=-1
2 1 1 9 1
M= -2 1 -1 ], =4 # 0= Rango(M) =2
2 1 1 —2 A

b) M es invertible para cualquier valor de a distinto de 0, 1 y —1.

Sia=2
2 1 -2 —1/4 5/12 —1/12
M= 41 -1 |=M"'= /2 —1/2 1/2
2 2 1 ~1/2  1/6 1/6

1.7.3. Extraordinaria

Opcion A

Problema 1.7.6 (3 puntos) Dadas las matrices A = ( _2 _; ), I= < (1) (1) )

a) (1 punto) Comprobar que |A?| = |A|?, y que |A + I| = |A| + ||

b) (0,5 puntos) Sea M una matriz cuadrada de orden 2. ;Se puede asegurar que se cumple
|M?| = |M|*?. Razonar la respuesta.

¢) (1,5 puntos) Encontrar todas las matrices cuadradas M, de orden 2, tales que:

|M + I = [M] +[I|

Solucién:
a)
. 31)_(3 1)_10_
A"’(é& 3) U8 =3)[T]o 1|7}
31 31
ar=| 3 5| 5 meven=



Luego |A?| = |AJ2.

4 1

A+I' g _9

-
Al +|I|=-141=0= |A+1| = |A| + |I]
b) Si podemos asegurar que |M?| = |M|?:

[M?| =M - M| = M| |M|=|M*

M= b‘:ad—cb, I =1
c d
[ a+1 b _
|M+I|—( . d+1>—(a+1)(d+1)—cd

(a+1)(d+1)—cd=ad—cb= a=—d
M:<a b)
c —a
Opciéon B

Problema 1.7.7 (2 puntos)

a) (1 punto) Resolver el sistema de ecuaciones:

{ z+ y— 32=0
2z+ 3y— z=5

b) (1 punto) Hallar la solucién del sistema anterior tal que la suma de los valores correspon-
dientes a cada una de las tres incognitas sea igual a 4.

Solucion:

a)

{ o+ Y= 32=0 _ gycigi—g/\fﬂ)\
224+ 3y— z=5 =\
b) =54+8A\+5-5A+A=4= =1

r=3, y=0, z=1

Problema 1.7.8 (2 puntos)

a) (1 punto) Hallar todas las matrices A = ( 8 Z ) distintas de ( 8 8 ) tales que A% = A
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b) (1 punto) Para cualquiera de las matrices A obtenidas en el apartado 1.), calcular

M:A+A2+Ad++A10

Solucion:
a)

2 2
2_ 4 4_(a a aa_aa—i—ab)_(aa)
A’”4A_(o b)(O b>_< 0 p* )\ 0 b

a®=a ala—1)=0=a=0, a=1
a>+ab=a =<{ ala+b—-1)=0 =
b =0 bb—1)=0=0=0, b=1

a=0 b=1 (00 (11
{a:Lb:o :>A‘(0 1)’ A‘(o 0)

b) A2 =A; A3 =A2A=AA=A; A*=A3A=AA=A-.- A" = A Luego:

M=A+A*+ A+ .+ A =104 = ( 18 18 >
1.8. Ano 2007
1.8.1. Modelo
Opcién A
Problema 1.8.1 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:
+ ky+ kz= 1
x+ ky— kz= k?
—x+ ky— k2z= k?
a) (2 punto) Discutirlo segtin los distintos valores de k.
b) (1 punto) Resolverlo para k = —1.
Solucién:
a)
1k k|1
A= 1k —k|k |, |A=2k*Fk+1)=0= k=0, k=-1
-1 k —k*|K?

Sik#0yk# —-1= |Al # 0 = Rango(A) =Rango(A) = 3 = n°® de incignitas y el
sistema es compatible determinado, es decir, tiene solucién tnica.

Sik=0:

|

I
==
o OO
o O O
o O =



11
1 0"‘17é

0 = Rango(A) = 2. Por tanto, Rango(A4) #Rango(A) = Sistema Incompatible (No tiene
Solucién). Si k = —1:

El Rango(A) = 1, dado que las tres filas son iguales. Sin embargo el menor

1 -1 1)1
A= 1 -1 11
-1 -1 —-1]1
La matriz tiene dos primeras filas iguales, luego Rango(A) =Rango(A4) < n? incégnitas=—

Sistema Compatible Indeterminado (Infinitas Soluciones).
b)
z— y+ z= 1 e
{—x— y— z: 1 = y=-1
4 N z=A
Opcién B

Problema 1.8.2 (3 puntos) Dada la matriz

2 -1 A
M = 2 =21
22 -1 1

a) (1,5 punto) Determinar el rango de M segin los valores del pardmetro A.

b) (1,5 punto) Determinar para qué valores de X existe la matriz inversa de M. Calcular dicha
inversa para A = 0.

Solucion:

a)

2 -1 A
2 A 1 [=203-3A+2)=0= A=1 A= -2
20 -1 1

SiA#1y \#—-2= |M|#0=Rango(M) = 3.

SiA=1:
2 -1 1
M = 2 -1 1
2 -1 1

Las tres filas son iguales y, por tanto, el Rango(M) = 1.

Sid=-—-2
2 -1 =2
M = 2 2 1
-4 -1 1
2 -1
Como el menor 9 9 ':67502Rang0(M):2.
b) Si A=0:
2 -1 0 14 1/4 —1/4
M=[2 01 |=M"'=| -1/2 1/2 -1/2
0 -1 1 —1/2 1/2 1/2
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1.8.2. Ordinaria
Opcién A

m m—1 m(m-—1)
Problema 1.8.3 (2 puntos) Estudiar el rango de la matriz m 1 m segun
m 1 m—1
los valores del pardmetro m.

Solucion:
[Al=m(m—-2)=0= m=0, m=2

Sim#0ym#2=— |A| # 0 = Rango(A) = 3.

Sim=0:
0 -1 0 0
0 1 0 :>|A|:Oy(1 1)
0o 1 -1

Luego en este caso el Rango(A) = 2.

Sim = 2:
2 1 2 1 9
2 1 2 | = |A=0y ‘ ‘ # 0 (dos filas iguales)
11
2 11
Luego en este caso el Rango(A) = 2.

Problema 1.8.4 (2 puntos) Sean las matrices

AZ((Q) —01> BZ(? :2)

Hallar una matriz X tal que XAX~! =B

Solucion:
XAX'=B—=— XA=BX
ab>'<2 O>_<8—9)_<a b>:>
c d 0O -1/ \6 -7 c d
<2a —b)_(Sa—Qc 9b—9d>2{6a—9020 :>{ b=d
2¢c —=d )\ 6a—9c b-—d b—d=0 c=2/3a
a b 3 1
X*<2/3a b)’ p'eX’<—2 1)
Opciéon B

Problema 1.8.5 (3 puntos) Dadas las matrices

5 2 0 a b 0
A= 2 5 0 B = c ¢ 0
0 0 1 0 0 1

Se pide:
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a) (1,5 puntos) Encontrar las condiciones que deben cumplir a, b y ¢ para que se verifique
AB = BA.

b) (1,5 puntos) Para a = b = ¢ = 1, calcular B°.

Solucion:

a)

5 2 0 a b 0 a b 0 5 2 0
2 5 0 c c 0 c ¢ 0 2 50
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
5a +2¢ 5b+2c 5a—|—2() 2a+5b 0 a—c=0
2a + 5¢ 2b+5c 7c 0 :>{b—c:0
0 0 1 -
Las condiciéon que deberia de cumplir serfa a = b = ¢
b)
201 0 2t 21 0
B'=[ 1 1 0 B*=|( 2! 2! 0
0 0 1 0 01
2222 0 23 23 0
B*=| 22 22 ¢ Bt=|( 28 2% 0
0 0 1 0 01
Luego:
29 29 0 an—1 on=l
AIO _ 29 29 0 A" = 2n—1 2n—1 0
0 0 1 0 0 1

1.8.3. Extraordinaria
Opcion A

Problema 1.8.6 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

e+ (k+Dy+ 22= -1
kx+ y+ oz = k
(k—1)az— y— z= k+1

se pide:
a) (2 puntos) Discutirlo segin los distintos valores de k.

b) (1 punto) Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.

Solucion:
a)
1 (k+1) 2] -1
A= k 1 1| k
(k-1 -2 —1|k+1
1
|A\:2k2—5k+2:0:>k:§,k:2
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® Sik#1yk+#2= |Al # 0= Rango(4) =Rango(4) = 3 = n° de incégnitas =
Sistema Compatible Determinado.

- k= %:
1 3/2 2| -1
A= /2 1 1]1/2
-1/2 -2 -113/2
1 3/2
Como |A| =0y 12 1 |7 —1/2 = Rango(A) = 2. Por otra parte
3/2 2 -1
1 1 1/2 |=-3+#0= Rango(4) =
-2 -1 3/2
Como Rango(A) #Rango(A) = Sistema Incompatible.
- k=2
B 1 3 2| -1
A= 2 1 1] 2
1 -2 -1 3
Observamos que la tercera fila es la diferencia de la segunda menos la primera, y como
‘ ; :1)) = —b # 0 = Sistema Compatible Indeterminado.
b)
x="T/5—1/5\
x+ 3yt+ 2z= -1 _ e
{2x—|— y+ z= 2 = Y= 4/5-3/5A
z=A
Opcién B

Problema 1.8.7 (2 puntos) Calcular una matriz cuadrada X sabiendo que verifica

X A%+ BA = A?

0 0 -1 0 0 -2
siendo A = 0 -1 0 y B= 0 -2 0
-1 0 0 -2 0 0
Solucién:
XA? 4+ BA=A= XA?’=A?-BA= X = (A? - BA)(4*)~!
0 0 -1 0 0 -1 1 00
A=A A= 0o -1 o0 - 0 -1 0 )= 010 |=1I
-1 0 0 -1 0 0 00 1
(A =1
0 0 -2 0 0 -1 2 00
B-A= 0 -2 0 0 -1 0 |=| 0 2 0 |=2I3
-2 0 0 -1 0 0 0 0 2
Luego:
-1 0 0
X = (A% = BA)(A*) ™ = (I3 — 2I3) I3 = —I3 0 -1 0
0 -1



Problema 1.8.8 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones

{ rz+ 2y— 3z= 3
2z4+ 3y+ z= b
se pide:
a) (1 punto) Calcular a y b de manera que al afiadir una tercera ecuacién de la forma ax+y+bz =

1 el sistema resultante tenga las mismas soluciones que el sistema original.

b) (1 punto) Calcular las soluciones del sistema dado tales que la suma de los valores de las
incégnitas sea igual a 4.

Solucion:

a) Para que las soluciones del sistema resultante sean las mismas que las del sistema del enun-
ciado necesariamente la ecuacién ax +y+ bz = 1 tiene que ser combinacion lineal de las otras
dos, de esa manera el sistema,

z+ 2y— 3z= 3
2z+ 3y+ z= b5 es Sistema Compatible Indeterminado
ax+ y+ bz= 1

Si multiplicamos la primera ecuacién por k y la segunda por ! su suma serd la ecuacién
ax +y+bz=1, es decir F5 = kFy + [ F5:

a=k+2l k=2
2k+3l=1 N l=-1
—3k+1=0b a=0
3k+5l=1 b= -7
La ecuacién serfa y — 7z = 1
b)
I S
22+ 3y+ z= 5 Z;)\

2
Luego (1 = 11N+ (14+7N)+A=4= A= —3Y sustituyendo tenemos:

1.9. Ano 2008

1.9.1. Modelo
Opcién A

Problema 1.9.1 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

T+ y+ mz= m+2
2z+ (m+ly+ (m+1)z= -m
(m 4+ 2)x+ 3y+ (2m+1)z= 3m+4
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a) (2 punto) Discutirlo segiin los valores del pardmetro real m.
b) (1 punto) Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.

Solucion:

2)

- 1 1 m| m+2
A= 2 m+1 m+1 -m
m—+ 2 3 2m+1|3m+4

A= —(m+2)(m—-12=0= m=1, m= -2

Sim#1ym# —2 = |A| # 0 = Rango(4) =Rango(A) = 3 = n? de incdgnitas y el
sistema es compatible determinado, es decir, tiene solucién tnica.

Sim = —2:
/1 1 2] 0 L
A= 2 -1 —-1| 2 ,’ _1‘3¢0:>Rango(A)2
0 3 3| -2

Como F3 = 2F; — F, podemos decir que Rango(A4) = 2 =Rango(A) < n® de incdgnitas vy,
por tanto, el sistema es Compatible Indeterminado.

Sim=1:
1 1 1 3
A= 2 2 2| -1
3 3 3 7
A la vista de la matriz se ve que el Rango(A) = 1 al tener las tres filas iguales, pero

Rango(A) = 2 #Rango(A) = Sistema Incompatible (No tiene Solucién).

b)
_ r=2/3+X
S A e T R
o z=A
Opcién B

Problema 1.9.2 (8 puntos) Sean las matrices:

11 7T =3
A‘(o 1)’ B‘(s —3)
a) (1 punto) Hallar una matriz X tal que AXA~! = B.
b) (1 punto) Calcular A°.

¢) (1 punto) Hallar todas las matrices M que satisfacen

(A= M)A+ M) = A* - M?
Solucion:
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a) AXA"'=B=— X =A"'BA

A2+ AM —MA—-M?=A4>-M?>=— AM =MA

Co )0 a)=(a)(o ) \

<a—|—c b—i—d) (a a+b) b+d=a+b= a=d
= —_
c d c c+d c=c
d=c+d=—= ¢c=0

La matriz buscada es: g
v=(50)
1.9.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 1.9.3 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:
{ r— ay= 2
ax— y= a+1
se pide:

a) (2 puntos) Discutir el sistema segtin los valores del pardmetro a. Resolverlo cuando la solucién

sea Uunica.

b) (1 punto) Determinar para qué valor o valores de a el sistema tiene solucién en la que y = 2.

Solucién:

a)
- _ 2 _ —
0 -1 a—|—1>’|A|_ l+a°=0= a==1
Sia# +1= |A| # 0 = Rango(4) = 2 =Rango(4) = n°® de incdgnitas y el sistema es
Compatible Determinado (solucién tnica). Su solucién serfa, aplicando Cramer:

Z:<1—a 2

2 —a 1 2
_ a+1 -1 _a+2 _]a a+1 B 1
= —1+a2 T a+1’ y= —14a2 = a+1
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Sia=-1
— 1 12
A:(—l —10)

En este caso Rango(A) = 1, mientras que Rango(A) = 2 ya que el menor

1 2
n | ‘ — 240,
Como Rango(A) #Rango(A) = Sistema Incompatible (no tiene solucién).

— 1 —1/2
A= ( 1 —-112 )
Est4 claro, que las dos filas son iguales y, por tanto, Rango(4) = 1 =Rango(4) < n? de

incégnitas y el sistema es Compatible Indeterminado (infinitas soluciones). Las soluciones,
en este caso y aunque no las pida el problema son:

Sia=1

{x:2+)\
y=A
b)
2 ! = A
= — a = ——
a+1 2
3
Cuando a =1e y =2 = x =4, luego las soluciones de a pedidas sona =1y a = ——.
Opcion B

Problema 1.9.4 (3 puntos) Dada la siguiente matriz de orden n:

1 1 1 11
-1 9 1 11
A= -1 -1 11
1 -1 -1 - -1 9
se pide:
a) (0,5 puntos) Calcular el determinante de la matriz As.
b) (0,5 puntos) Calcular el determinante de la matriz As.
¢) (2 puntos) Calcular el determinante de la matriz As.
Solucién:
)
11
am] 1 3]
b)
1 1 1
Ay=| -1 9 1 |=10%=100
-1 -1 9



1 1 1 1 1
-1 9 1 11
As=| -1 -1 9 1 1 |=10*=10000
-1 -1 -1 9 1
-1 -1 -1 -1 9
1.9.3. Extraordinaria
Opcién A
Problema 1.9.5 (3 puntos) Dada la matriz:
2 a+1 1
A= 2a 0 1

se pide:
a) (1,5 puntos) Determinar el rango de A segiin los valores del pardmetro a.
b) (1,5 puntos) Decir cudndo la matriz A es invertible. Calcular la inversa para a = 1.

Solucion:

2)

2 a+1 1
14
Al=|2a 0 1 :72(a+1)(a2+a—1):O:>a:fl,a:T\/g

En los tres casos el Rango(A4) = 2
b) Sia# —-1ya# %\/5 = |A| # 0 = la matriz A es invertible.
Sia=-loa= %\/g — |A| = 0 = la matriz A no es invertible.

Cuando a = 1:

2 21 0 1 -1/2
A= 2 0 1 |=A4A1t=| 1/2 -1/2 0
2 0 2 0 -1 1
Opciéon B
Problema 1.9.6 (2 puntos) Resolver el siguiente sistema:
r =2y +z -3v = -4
r 2y + z +3v = 4
2r —4y 42z —6v = -8
2z +2z = 0

Solucion:
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1 -2 1 -3 -4
1 2 1 3 4
A= 2 -4 2 -6 -8
2 0 2 0 0

Observando la matriz vemos que, la 1 columna es igual a la 32, y la segunda es igual a la 42
multiplicada por dos, luego el Rango(A) =Rango(A4) = 2 < 4 n° de incdgnitas y se trata de un
Sistema Compatible Indeterminado con 4 — 2 = 2 grados de libertad. Es decir, necesitaremos dos

parametros para su solucién.

Como las dos primeras filas son linealmente independientes el sistema a resolver serd:

r=—\
{x -2y +z —3v = —4 . y:4—3,u
r +2y 4z +3v = 4 2

z=A

V=L

Problema 1.9.7 (2 puntos) El cajero automatico de una determinada entidad bancaria sélo ad-
mite billetes de 50, de 20 y de 10 euros. Los viernes depositan en el cajero 225 billetes por un
importe total de 7000 euros. Averiguar el nimero de billetes de cada valor depositado, sabiendo
que la suma del nimero de billetes de 50 y de 10 euros es el doble que el nimero de billetes de 20
euros.

Solucién:
z: n? de billetes de 50 euros

y: n° de billetes de 20 euros

z: n2 de billetes de 10 euros

50z + 20y + 10z = 7000 z = 100
r+y+z2=225 == y="75
r+z2=2y z =050

1.10. Ano 2009

1.10.1. Modelo
Opcion A

Problema 1.10.1 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

r— y= 3
20— 3y= 2k
3z— by= k

a) (1 punto) Discutirlo segin los distintos valores del pardmetro k.
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b) (1 punto) Resolverlo en los casos en que sea posible.

Solucion:
a)
1 -1 3
A= 2 =3 |2k
3 =5| k

[A|=3k-1)=0= k=1
1 -1
2 -3
Si k #1 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 #Rango(A) = 2 = n? de incignitas y el siste-
ma es Incompatible, es decir, no tiene solucion.

Como el menor ‘ = —1# 0 = el Rango(A) = 2 independientemente del valor de k.

Sik=1:
1 -13 . A
A= 2 =3|2 |, [A=0y = —1 # 0 = Rango(4) =2
3 =51 2 g

Luego en este caso Rango(A) =Rango(A) = 2 = n° de incégnitas =—> Sistema Compatible
Determinado, es decir, tiene solucién tnica.

{ r— y= 3 :{x:7
2r— 3y: 2 y:4

Problema 1.10.2 (2 puntos) Resolver la ecuacion:

222 -1) z+1 (z+1)?
x—1 z+1 z+1 |=0
(x—1)2 z-1 22-1

Solucion:
2022 —1) x+1 (z+1)2 2(x —1) 1 z+1
z—1 z+1 x+1 =@@+)z-1)| z—-1 z+1 z+4+1|=
(z-1)2% z-1 z22-1 z—1 1 z+1
2(x —1) 1 1 Fi 2z—-1) 1 1
(z+1)%(z—-1)| z—-1 241 1|=|FKR-F |=@@+1D%*(z-1)| —(z—-1) = 0]|=
z—1 1 1 F3—F1 —(.’L‘—l) 0 0
2 1 1 11
(z+1)%*(z—-1)3% =1 = 0 |=—(z%—1)? ’—x(m2—1)2—02>x—:t1
-10 0 z 0
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Opcién B
Problema 1.10.3 (3 puntos) Si A = (Cy, Cs, C3) es una matriz cuadrada de orden 3 con columnas
Cy, Cs, C5, y se sabe que det(A) = 4, se pide:

a) (1 punto) Calcular det(A3) y det(3A).

b) (2 puntos) Calcular det(B) y det(B~!), siendo B = (2C3,C; — C3,5C1) la matriz cuyas
columnas son:

2C5,Cy — C4,5C,
Solucién:
a) & A3 = [A]-|A]-]A| = 4° = 64
® [3A] =|(3C1,3C%,3C5)| = 33| A =27-4 =108
b) @ |B|=|(2C5,Cy — C3,5C)| = —10|(C1,C1 — Co,C3)| =

= —10[(Cy,C1, C5) — (Cy, Ca, C3)] = 10| A| = 40

1 1
«Si|B- B =1=B|- B =1= B = = 5

1.10.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 1.10.4 (3 puntos) Dado el sistema:

de+ Ady+ 2z= 2\
Az+ y— Az= A,
dz+ Ady+ A= 9

Se pide:
a) (2 puntos) Discutir el sistema segun los valores del pardmetro \.
b) (1 punto) Resolver el sistema para A = —1.

Solucion:

4 4x 2] 2x )
A1 =] A |A| = —4X(BA2 =6 +1)=0= A=0 A =1 A=z
AN 4N A] 9

A

® SiANA0yA#1yk#1/5= |A| # 0 =Rango(A) =Rango(A4) = 3 =n? de incégnitas,
luego en este caso el sistema serd compatible determinado.

@« Six=0

|

I
oo
oo
oo
© oo



0
1

Como|A=Oy’3 ‘z47éO:> Rango(4) = 2.

Como

= —18 # 0 = Rango(4) =3

Luego el sistema es incompatible.

e Sia=1
— 1422 Rango(A) = 3
A= 11 —-1]1 =\ R N9 —
44 19 ango(A) =
Sistema es Incompatible.
o« Six=1/5
4 4/5 212/5 -
A=( 15 1 —1/5[1/5 | = { gangogﬁgig —
4/5 4/5 1/5| 9 angota) =
Sistema es Incompatible.
SiA=-1
de— dy+ 2z= =2 r=-—1
—r+ y+ z= -1 = y=-—
—4dx— 4y— 2= 9 z=-1
Opcién B

Problema 1.10.5 (2 puntos) Dado el sistema:

20—y = A
Ar—2y=4
3x—y =2

a) (1,5 puntos) Discutir el sistema segtn los valores del pardmetro A

b) (0,5 punto) Resolver el sistema cuando sea posible

Solucion:
a)
2 —1]AX B
A= A =214 [Al=-A=2)(A=6)=0= A=2 A=6
3 —-112

® Si\#£2y\#6= |A] #0=Rango(A) #Rango(A) luego en este caso el sistema
serd Incompatible.
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& Si\=2

2 —1|2 —
3 —1|2 angols) =
Sistema es Compatible Determinado.
@& SiA=6
2 —1|6 —
A= 6 —2|4 :»{gangogjgig —
3 12 ango =
Sistema Compatible Determinado.
b) Cuando A = 2:
20 —y =2 B
20 -2y =4 = { I:O_Q
3r—y=2 -
Cuando A = 6:
20 —y =6 =Y
6r —2y=4 — 14
3z —y =2

Problema 1.10.6 (2 puntos) Dada la matriz:

A:

— = Q
— Q=
Q = =

se pide:
a) (1 punto) Estudiar el rango de A segin los distintos valores del pardmetro a.
b) (1 punto) Obtener la matriz inversa de A para a = —1

Solucién:

a) A=a*>-3a+2=0=a=1, a= -2

Sia#1ya#—-2= |A| # 0= Rango(A) = 3.

Sia=1:
1 1 1
A= 1 1 1 )] = Rango(4)=1
1 11
Sia=—-2:
-2 1 1
A= 1 -2 1 | = Rango(4) =2
1 1 -2
b) Sia=-1:
-1 1 1 0 1/2 1/2
A= 1 -1 1 |=A't= 12 0 1/2
1 1 -1 1/2 1/2 0
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1.10.3. Extraordinaria
Opcién A
Problema 1.10.7 (3 puntos) Dada la matriz:

1
M = 1
1

o3 3
— o 3

a) (1,25 puntos) Determinar los valores del pardmetro m para los cuales la matriz M es inver-

tible.
b) (0,5 puntos) Determinar los valores del pardmetro m para los cuales la matriz M?5 es inver-
tible.
c) (1,25 puntos) Para m = —1 calcular, si es posible, la matriz inversa M ! de M.
Solucién:

a) [M|=2m(m—-1)=0= m=0, m=1.
Sim#0ym#1=— existe M~

Sim=00m=1=> no existe M1,

b) M2 no es invertible si |[M?®| = 0 = |M|*® = 0 = |M| = 0. Luego M?® es invertible si

m#Z0ym#1
c)
-1 1 =2 —1/4 -3/4 1
M= -1 1 2 |=M"!'= /4 —-1/4 1
01 1 —1/4  1/4 0
Opcién B

Problema 1.10.8 (2 puntos) Dado el sistema:
A 4+2y+2z=0
At —y+2z=0 ,
z—Ay+22=0
se pide:

a) (1 punto) Obtener los valores de pardmetro A para los cuales el sistema tiene soluciones
distintas de:

b) (1 punto) Resolver el sistema para A = 5.

Solucién:
Se trata de un sistema homogéneo
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A 2 1
A= X -1 2 [Al=XA —6A+5=0= A=1\=5
1 =X 2
@ Si\#1y)\#5= |A| # 0 =-Rango(A) = 3 =n® incégnitas luego en este caso el
sistema serd Compatible Determinado y la tnica solucién es la trivial.
r=y=2=0

@® Si\=10)\=5= |A] = 0 =Rango(A) = 2 <n® incégnitas luego en este caso el
sistema sera Compatible Indeterminado y tendra infinitas soluciones.

b) Cuando A = 5:

T=—=A
5T 4+ 2y = —A
S5 +2y+2=0
{ L = br—y=-2\ = :1)\
dbxr—y—+22=0 Ji VS Y 3
z=A

Problema 1.10.9 (2 puntos) Dadas las matrices:

4 -2 4 -2
A:(l 1)’ B:(—3 1)’

obtener una matriz cuadrada X de orden 2 que verifique la ecuacién matricial AXB = A+ B

Soucién:
AXB=A+B— X = A" (A+B)B"!
avs=(1 T)+(5 1)-(5 )
= afe o ) 2= (s 2
x—anaeme = (e 3fs ) (5 ) (Sl )=
(%55 4s)
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1.10.4. Reserva
Opcién A
Problema 1.10.10 (2 puntos) Dado el sistema:
{ 20 —y=+3
3x+22 =25
se pide:

a) (1 punto) Anadir, de forma razonada, una tercera ecuacién para que el sistema resultante
sea compatible determinado.

b) (1 punto) Anadir, de forma razonada, una tercera ecuacién para que el sistema resultante
sea compatible indeterminado.

Solucion:

Anadimos una tercera ecuacidn:

20 —y=+/3 o
3z + 22 =25 — A=
ar+by+cz=d

-1 0] V3
0 2/2V5 | = |Al=—-2a—4b+3c
b ¢ d

L W N

a) Para que sea compatible determinado |A| # 0 y una solucién posible puede ser a =2, b =0
yc=0.

b) Para que sea compatible indeterminado |A| = 0, es decir, la fila F3 = aF} + SFs:

a=2a+ 33
b= -
c=20

d= a3+ B2V5
Bastaria tomar cualquier o # 0 o cualquier 8 # 0, por ejemplo, si a # 0y 8 = 1 tenemos:

a=3,b=0,c=2y d=2V5

Problema 1.10.11 (2 puntos) Dadas las matrices:

12 -1 1 -1 2
A= 11 2|, B=[ 0 21
10 5 1 0 2

Hallar una matriz X que verifique la ecuacién matricial XB = A+ B

Solucion:
XB=A+B= X=(A+B)B!

2 11 -4 =2 5 -7 =3 9
X = 1 3 3 -1 0 1 = -1 1 2
2 07 2 1 -2 6 3 —4
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Opcién B

Problema 1.10.12 (3 puntos) Dado el sistema:

(m+1)a+ y+ z= 0
x+ (m+1y+ z= m
T+ y+ (m+1z= m?

se pide:
a) (2 puntos) Discutir el sistema segun los valores del pardmetro m.

b) (1 punto) Resolver el sistema para m = 0.

Solucion:
a)
(m+1) 1 1 0
A= 1 (m+1) 1 m
1 1 (m+1) | m?

Al =m?*(m+3)=0= m=0m= -3

& Sim#0y \#—3 = |A| # 0 =-Rango(A) = 3 =n? incdgnitas luego en este caso el
sistema sera Compatible Determinado.

@&« Sim=0:

Rango(A4) =Rango(A) = 1 < n? de incégnitas, y el sistema es compatible indeterminado.

& Sim=-3:

En este caso Rango(A) = 2 #Rango(A) = 3, y el sistema es incompatible. Los determi-

nantes:
1 1 0 11
—2 1 -3 |=18#0, ‘_2 1‘3;&0
1 -2 9

b) Cuandom=0= x4+ y+2=0:



1.11. Ano 2010

1.11.1. Modelo
Opcién A

Problema 1.11.1 (2 puntos) Obtener, para todo ntimero natural n, el valor de:

(ba) (1)

Solucion:
Sin=1
(1 1>+( 1 —1>_(2 O)
1 1 -1 1/ \0 2
Sin=2
(2 2)+( 2 —2)_(4 0)
2 2 -2 2/) \0 4
Sin=3
(4 4)+( 4 —4)_(8 0)
4 4 —4 4) \0 8
Sin=n

< anl 277,71 >+( 2n71 727171 ) A ( on
2n71 2n71 _2n71 27171 =2 0

Problema 1.11.2 (2 puntos) Discutir razonadamente, en funcién del pardmetro k, el siguiente

sistema:
z+ ky+ z= k+2
kx+ y+ z= k
4+ y+ kz= —2(k+1)
Solucién:
1 k1 k+2
A= k 1 1 k Al = —k*+3k—-2=0= k=1 k=2
1 1 k| -2(k+1)

& Sik#1yk# 2= |A|l # 0 =Rango(4) =Rango(A4) = 3 =n? de incdgnitas, luego en

este caso el sistema serd compatible determinado.

& Sik=1
— R Rango(A) =
A= 11 1] 1 Ronco(4) —
11 1|—4 angots) =

Sistema es Incompatible.
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&* Sik=-2

- 1 -2
A= -2 1 1]-2
1 1 - 2
Tenemos: )
- Rango(A4) =2
Fy=—(I+ )= { Rango(A) — 2 =
Sistema Compatible Indeterminado.
Opciéon B
Problema 1.11.3 (3 puntos) Dado el sistema:
T+ z= 2
T+ Ay— z= 4
—Ar— y— 2= =D

a) (1 punto) Discutirlo para los distintos valores del pardmetro A
b) (1 punto) Resolverlo cuando el sistema sea compatible indeterminado.
¢) (1 punto) Resolverlo para A = —2.

Solucion:

a)
1 0 1] 2
A= 1 A —1] 4 A= - A —2=0= A=—-1 \=2
-2 -1 —-1]|-5

& Si\#£—1y\+#2= |A] #0=Rango(A) =Rango(A) = 3 =n° de incégnitas, luego
en este caso el sistema serd compatible determinado.

& Siy=-1
1 0 1 2 —
A=(1 1 -1| 4 | = { gangogﬁ;:g e
1 -1 —1|-5 ) =
Sistema es Incompatible.
& Si\=2
1 0 1 2 —
A= 1 2 -1 4 { Eaﬂgo(j)fg —
—2 -1 -1|-5 ango(4) =
Sistema Compatible Indeterminado.
b) El sistema es compatible indeterminado cuando A = 2:
rT=2—-X
T+ 2= 2 .
{ - z= 4 T Z:?L)\
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1.11.2. Ordinaria-General
Opcién A
Problema 1.11.4 (2 puntos) Dado el sistema homogéneo de ecuaciones:

z+ ky— z= 0
22—  y+ 2z= 0
x— 4dy+ kz= 0
se pide:
a) (1 punto) Determinar para qué valores del pardmetro k el sistema tiene soluciones distintas

dex=y=2=0.

b) (1 punto) Resolverlo para el casa de k = 3.

Solucién:
a)
1k -1
A= 2 -1 2 Al = 2k +k4+15=0=—= k=3 k= —5/2
1 -4 K

@& Sik#£3yk+#-5/2=|A| #0=Rango(A) = 3 =n° de incignitas, luego en este caso
el sistema serd compatible determinado y la tinica solucién seria la trivial t =y =2 =0

® Sik=30k=-5/2 = |A|] = 0 = sistema compatible indeterminado y tendria
infinitas soluciones distintas de la trivial.

b) Sik=3:

> i

{a:+3y— z=O:

20— y+ 2z= 0

E NS
Il
>N |

Problema 1.11.5 (2 puntos) Dadas las matrices:

a=(1 2) =0 1)

se pide:
a) (1 punto) Hallar dos constantes a y b, tales que A% = aA + bl.

b) (1 punto) Sin calcular explicitamente A® y A%, y utilizando sélo la expresién anterior, obtener

la matriz A°.

Solucion:
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- 24)_ (1 1> (1 0) {a 1
A_(—l 5 )=\ 1 o)t g 1 )= p=3
A? = —A+31

b) A3 =A% A= (—-A+3I)A=—A2+3A=A—3]+3A=4A4—3]

A3:4<} _;)—3(5 (1)):(411 —111>

A =A% A= (4A-31)A=4A* ~3A=4(—A+3I) -3A=-TA+12]
AP =AY A= (—TA+12)A = —TA? + 12A = —7(—A+3I) + 124 = 194 — 21T

1 1 10 -2 19
5 _ _ —
wn(y )2 1)=(h )
Opcion B

Problema 1.11.6 (3 puntos) Dado el sistema:

T+ ay— z= a

azx+ 2z= =2

T+ z =l =2

a) (2 puntos) Discutirlo segin los valores del pardmetro a.

b) (1 punto) Resolverlo en el caso de a = 0.

Solucion:

a)

- 1 a -1 a
A= a 0 2|2 A|=2a—a*=0= a=0a=2
1 0 1]-2

& Sia#0ya#2=|A] #0=Rango(A) =Rango(A4) = 3 =n? de incégnitas, luego en
este caso el sistema serd compatible determinado.

@& Sia=0

1 0 -1 0 —
10 1 |-2 angota) =
Sistema es Compatible Indeterminado.
& Sig=2
1 2 -1 2 —
A= 2 0 2|-2 { gangogig L=
10 1|-2 angota) =

Sistema Incompatible.
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b) El sistema es compatible indeterminado cuando a = 0:

T=A
{a:f z= 0 N
2= =2 = )\
1.11.3. Ordinaria-Especifica
Opcién A
1 2 3
Problema 1.11.7 (3 puntos) Sabiendo que | 6 0 3 | =3,y utilizando las propiedades de los
a By
determinantes, calcular:
2 4 6\"
a) (1 punto) El determinante de la matriz [ 6 0 3
a B v
10 20 30
b) (1 punto) | 2 0 1
3a 38 3y
30+2 38+4 3746
¢) (1 punto) 2 20 2y
a+6 B v+3
Solucién:
2 4 6\" 2 4 6| 1 2 3
a) || 6 0 3 =6 0 3| =246 0 3| =6
a B v a [ v B
10 20 30 1 2 3 1 2 3
b) 2 0 1 |=3-10-{ 2 0 1 |=10{6 0 3|=30
3a 38 3y a B v a By
3a+2 35+4 3v+6 3a 38 3y 2 4 6
c) 20 268 27 =| 20 28 2y |4+| 2a 28 2y |=
a+6 Ié] v+3 a+6 B ~v+3 a+6 6 ~v+3
2 4 6 1 2 3 1 2 3 1 2 3
=| 2a 28 2y |=4 a p yl=4|a B vy |+4|a B v |=
a+6 [ ~v+3 a+6 B v+3 a By 6 0 3
1 2 3
—4/6 0 3 |=-12
a B v
Opcién B
Problema 1.11.8 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones:
2x+ my+ 3z= 3
4+ y— 2z= 0

S5z+ (m+Ly+ z= 9
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a) (1,5 puntos) Discutir el sistema segun los valores del pardmetro m.

b) (0,5 puntos) Resolver el sistema para el caso de m = 0.

Solucion:
a)
B 2 m 313 3
A= 1 1 -210 |A\:—2(2m+3):0:>m:—§
5 m+1 119

& Sim #£ —3/2 = |A| # 0 =Rango(A) =Rango(A4) = 3 =n° de incégnitas, luego en
este caso el sistema serd compatible determinado.

*« Sim=-3/2

A= 1 1 =20 ﬁ{gangogﬁgig —
5 —1/2 1|9 ANEOLA) =
2 3 3
1 -2 0|=-30%£0
5 19

Sistema Incompatible.

b) Sim =0:
2z+ 3z= 3 T =
T+ y— 2z2= 0 =< y=->H
5¢+ y+ z= 9 z=—
1 a 1
Problema 1.11.9 (2 puntos) Dada la matriz A=| 0 1 0 | estudiar para que valores de a
01 a

tiene inversa y calcularla siempre que sea posible.

Solucion:

A= — |Al=a

O O =
)
QO

Sia=0= |A| =0 = la matriz no tiene inversa.
Sia# 0= |A|# 0= la matriz si tiene inversa:
1 1/a—a -1/a
A7l =10 1 0
0 -1/a 1/a
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1.11.4. Extraordinaria-General
Opcién A
Problema 1.11.10 (3 puntos) Dada la matriz:

m—1 1 m 1
A= 1 m—1 m 1
1 1 2 m-—1

se pide:
a) (2 puntos). Estudiar el rango de A segun los valores del pardmetro m

b) (1 punto). En el caso de m = 0, resolver el sistema

v 0
Al o )=1{o
¢ 0
Solucién
a)
m—1 1 m
1 1 2
m—1 1 1
|As| = 1 m-1 1 =m® -3m*+4=0= m=—-1, m=2
1 1 m—1
m—1 1 m
|Aq1| = 1 m—1 m |=0
1 1 2
m—1 m 1
|As] = 1 m 1 =m®-3m*+4=0= m=-1, m=2
1 2 m-1
1 m 1
| Ayl =] m—=1 m 1 =-mP+3m? —4=0= m=—-1, m=2
1 2 m-—1
Sim= -1
-2 1 -1 1 _9 1
A= 1 -2 -1 1 :>’ 1 _2’:37&O=>Rango(z4):2
1 1 2 =2
Sim = 2:
11 2 1
A= 1 1 2 1 | = Rango(4)=1
11 2 1

Sim # —1y m # 2= Rango(A) = 3.
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b) Sim =0:

1 10 1
A= 1 -1 0 1
1 1 2 -1
-1 10 1 v 0
1 -1 0 1 Yy 1= o | =
1 1 2 -1 z 0
t
= —-A
—z+ y+ =0
y= —A
T— Y+ t= 0 = Y \
T+ y+ 22— t= 0 s N0

Opcién B
Problema 1.11.11 (2 puntos) Dado el sistema:
{ r+2y—2z=0
20 —y+2=3
se pide:
a) (1 punto). Estudiar la compatibilidad del sistema

b) (0,5 puntos). Anadir una ecuacién para que el sistema sea compatible determinado. Razonar
la respuesta.

¢) (0,5 puntos). Aniadir una ecuacién para que el sistema sea incompatible. Razonar la respuesta.

Solucion:

a)
0

3

3 1 2 -1
A:(z 1 1

)=

RangoA =Rango(A) = 2 <n® de incégnitas, luego el sistema es compatible indeterminado.

b) Se elige una ecuacién linealmente independiente de las otras dos por ejemplo = + z = 1 (Los
tres planos se tienen que cortar en un sélo punto)

r+2y—2=0 1 2 -1|0
2r—y+z2z=3 = A= 2 -1 113 ==
r+z=1 1 0 11

RangoA =Rango(A) = 3 =n® de incégnitas, luego el sistema es compatible determinado.

c) Se elige una ecuacién de forma que los términos en z, y y z dependan de las otras dos pero
el término independiente no. (Los planos se cortarian dos a dos sin coincidir los tres en una
recta). Por ejemplo: 3x +y =1

r+2y—2z=0 - 1 2 —-11]0
2t —y+2=3 —= A= 2 —1 113 =
3x4y=1 3 1 01

RangoA = 3 #Rango(A) = 2 = luego el sistema es incompatible.
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Problema 1.11.12 (2 puntos) Dada la matriz:

Se pide:
a) (1 punto). Estudiar el rango de A segin los valores del pardmetro a.

b) (1 punto). ;Para qué valores de a existe la matriz inversa A=1? Calcular A~! para a = 1.

Solucién:
a)
—a 0 a
a a—1 0 |=a2-a)=0=0a=0, a=2
0 a a+2
Sia=0:
0 00 10
0 -1 0 | = 0 2|= —2 = Rango(A) =2
0 0 2
Sia=2:
2 0 2 N\
210 | = 5 1 |=2= Rango(A) =2
0 2 4
En conclusidn, Si a # 0y a # 2 = Rango(A) = 3. Por el contrario, sia =00 a =2 =

Rango(A4) = 2.
b) Sia# 0y a# 2= existe inversa.

Sia=00a=2= no existe inversa. Si a = 1:

-1 0 1 0 1 0
A= 1 00 |=A4'1=| -3 -3 1
0 1 3 1 1 0

1.11.5. Extraordinaria-Especifica
Opcion A
Problema 1.11.13 (3 puntos) El sistema AX = B, donde

1 0 1
A= 0 2 0 5 X = Yy 3
a 5 a
tiene diferentes soluciones segun sea la matriz B

a) (1 punto). Determinar, si existen, el valor o valores de a para los que el sistema es compatible
determinado (independientemente del valor de B).
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0

b) (0,5 puntos). Sia =4,y B = —1 |, determinar, si existen, el valor o los valores de b
b
para los que el sistema es incompatible.
0
¢) (1,5 puntos). Sia =4,y B = ¢ |, determinar, si existen, el valor o los valores de ¢
10
para los que el sistema es compatible indeterminado. Resolver el sistema.
Solucién:
1 0 1
a) |Al=10 2 0 | =0 seacual sea el valor de a, luego el sistema no compatible determinado
a 5 a
en ningin caso.
b)
1 0 1 T 0
0 2 0 y | = -1 —
4 5 4 z b
/10 1] 0
A= 0 2 0]-—-1
4 5 4 b

5
|A1| = |C1C2C3] =0, |Ag| = |C1C2Cy| =20+5=0= b= —

5
‘Agl = |010304| =0, |A2| = |CQCg,C4| =-2b—-5=0= b=—

El sistema es imcompatible para cualquier valor distinto de -5/2.

1 0 1 x 0
0 2 0 = c | =
4 5 4 z 10
1 0 1| 0
A= 0 2 0| ¢
4 5 4|10

Sabemos que Rango(A) = 2, luego tenemos que encontrar ¢ de forma que la segunda fila

sea combinacién lineal de las otras dos, de esa forma Rango(A) =Rango(A) = 2 < n? de
incégnitas. Tendremos Fo = mF| + nky:

0=m+4n
2=>5n
(0,2,0,¢) =m(1,0,1,0) + n(4,5,4,10) = 0=m+4n i
c=10n
m = —4n
n=2/5 = c=4
c=10n
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Es decir cuando ¢ = 4 tenemos que Fy = —8/5F;+2/5F; y, por tanto, el sistema es compatible
indeterminado.

r=—A
= y =2

{x+z:()
= A

2y =14

Opcién B
Problema 1.11.14 (8 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

z+ y+ kz= k
z+ ky+ 2= k2
kx+ y+ z= 1

se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo segin los valores del pardmetro k.

b) (1 punto). Resolverlo para k = 0.

Solucién:

a)
k
k

A= ;A= -k +3k-2=0= k=1, k= -2

e
— T =
==

2

1

& Sik#1yk#-2= |A| # 0= Rango(A) = 3 =Rango(A4) =n° de incégnitas, luego
el sistema seria compatible determinado.

& Sik=-2
o 1 1 -2 -2 1 -2 =2
A= 1 -2 1| 4 |y | -2 1 4|=-9+#0
-2 1 1 1 1 1 1
1 1
En este caso tenemos |A| =0y 1 o | = —3 # 0 = Rango(A4) = 2. Por tanto,
Rango(A) #Rango(A) y el sistema es incompatible.
& Sik=-2:
/1111
A= 1 1 111
1 1 111
Claramente Rango(A) =Rango(A) = 1 < n® de incégnitas y se trata de un sistem
compatible indeterminado.
b) Sik=0:
T+ oy = 0 xr=-1/2
x+ z= 0 =< y=1/2
y+ 2= 1 2=1/2



1.12. Ano 2011

1.12.1. Modelo
Opcién A
Problema 1.12.1 (3 puntos) Dado el sistema:

Az + Az= 2
x+ Ay— z= 1
z+ 3y+ z= 2)\

se pide:
a) (1,5 puntos). Discutir el sistema segiin los valores del pardmetro A
b) (1,5 puntos). Resolver el sistema para A = 1.

Solucion:

a)
2
1

A
A= 1 A= —6A=0= A=0
1

w > o

A
-1
112X

® Si A\ #£ 0= |A] # 0 =Rango(A) =Rango(A4) = 3 =n° de incdgnitas, luego en este
caso el sistema sera compatible determinado.

* SiA=0
0 0 012 —
A= 1 0 -1|1 {gango(ﬁ)fg =
13 10 ango(4) =
Sistema es Incompatible.
b)
x + z= 2 x=23/2
z+ y— 2= 1 = ¢ y=0
z+ 3y+ z= 2 z2=1/2
Opciéon B
Problema 1.12.2 (3 puntos) Dadas las matrices:
2 -1 -1 1 00
A= 1 0 -1}, 17=[o010
-2 2 3 0 0 1

Se pide:

a) (1 punto). Calcular A2 —4A + 31
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1
b) (1 punto). Demostrar que la matriz inversa A~! de A es §(4I —A).

¢) (1 punto). Hallar la matriz inversa de la matriz A — 21.

Solucion:
a)
2
2 -1 -1 2 -1 -1 1 0 0
A% —4A+ 31 = 1 0 -1 —4 1 0 -1 |+3f 01 0 |=
-2 2 3 -2 2 3 0 0 1
000
000
000
b)

(A—4I)) ==

A? —4A+31 =0 = A(A—4I) = -3] = A(—é

A7l = é(u —A)

(A—2I)? = (A—2I)(A—2I) = A% —2TA — 2AT + 41* = A? —4A 4+ 4] =
A? —4A43I+T1=0+1=1T= (A-2I)"'=A-2I

1.12.2. Ordinaria
Opcion A
Problema 1.12.3 (3 puntos) Dada la matriz:

2 -2 a?
A= -1 a —1
2 1 a
Se pide:

a) (1 punto). Calcular el rango de A en funcién de los valores de a.

T 2
b) (1 punto). En el caso de a = 2, discutir el sistema A y | = 1 en funcién de los
z b
valores de b, y resolverlo cuando sea posible.
x -1
¢) (1 punto). En el caso de a = 1, resolver el sistema A| y | = 2
z 2

Solucion:
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a) |Al =4 —a%?=0= a= %2, por tanto, si a # +£2 = |A| # 0 = Rango(A) = 3.

Sia=2:
4 =2 4 4 _9
2 1 2
Luego en este caso Rango(A) = 2.
Sia=—-2:
-4 =2 4 4 _9
A= -1 -2 -1 :>|A|:0y’_1 _2‘:67&0
2 1 -2
Luego en este caso Rango(A) = 2
b) Sia=2:
4 =2 4 x 2
12 -1 y | = 1
2 1 2 z b
o 4 =2 4 2 4 _9
A= -1 2 -1 1 :>|A|=O’_1 2'267&0
2 1 20

Luego el Rango(A) = 2 independientemente del valor de b. Tal y como se habia estudiado en
el apartado anterior.

-2
2 — —6(b—3)=0=b=3
1

N
S =N

Si b # 3 = Rango(A) = 3 y el sistema serfa Incompatible, por el contrario, si b = 3 el
Rango(A4) = 2, y en este caso serfa Compatible Indeterminado. En este tltimo caso:

r=1—-X\
{—x+2y—z:1 — ) y-
20 +y+22=3 Y=\
¢)
2 — 1 T -1 T =2
-1 1 -1 y | = 2 | =4quy=1
2 1 1 z 2 z=-3
Opcién B

Problema 1.12.4 (3 puntos)

a) (1,5 puntos). Discutir el sistema de ecuaciones AX = B, donde

0 1 (m—1) x m
A= 0 m-1 1 , X=| vy |, B= m
m—2 0 0 z m+ 2

segun los valores de m.
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b) (1,5 puntos). Resolver el sistema en los casos m =0y m = 1.

Solucién:
a)
y+ (m—1)z= m
(m— Dy+ z= m
(m —2)z+ = m+2
B 0 1 (m—-1)| m
A= 0 m-1 1 m Al = —m(m—2)?=0= m=0, m=2
m — 2 0 0 m+ 2

@& Sim#0ym#2= |A| # 0 =Rango(A) =Rango(A) = 3 =n? de incégnitas, luego
en este caso el sistema sera compatible determinado.

& Sim=0

0 1 =110 —
A= 0 -1 1|0 |= { gangogi; i; =
-2 0 0]2 angoLA) =
Sistema es Compatible Indeterminado.
& Sim=2
0 1 1|2 _
A=( 01 1|2 :{Eangogigff —
00 0|4 angola) =

Sistema es Incompatible.

b) Sim=0
r=-1
y— z= 0 B
{—2:10 =g — v
z=A
Sim=1
Y = 1 z=-3
—T = 3 z=1

1.12.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 1.12.5 ( 2 puntos). Calcular el rango de la matriz

1 3 -2

-1 1 a

A= 2 0 —a
a+2 0 a



segun los valores del parametro a.

Solucion:
1 3 =2
[Al=] -1 1 a|=2a4+2)=0= a=-2
2 —a
Sia=-2:
31 ?1’ :; 1 3 —2
A= 5 4 y [Ag]=| -1 1 -2 |=-8#0
0 0 —9 0 0 -2

Luego Rango(4) =3, Va e R
Problema 1.12.6 (2 puntos). Dada la matriz

sinx cosx O
M = cosr —sinx 0
0 0 1

se pide:
a) (0,5 puntos). Calcular el determinante de la matriz M.
b) (1 punto). Hallar la matriz M?2.
¢) (0,5 puntos). Hallar la matriz M?2®.

Solucion:

a)

sint coszx O

|M|=| cosz —sinz 0 |= ST COS T = —(sin®2 4 cos?z) = —1
0 0 1 cosx —sinx
b)
sinx cosx O sinx cosx O 1 0 0
M? = cosr —sinx 0 . cosr —sinx 0 = 0 1 0 =1
0 0 1 0 0 1 0 0 1

M”:{M sionimpar 05 g
I si npar

Opcién B

Problema 1.12.7 (3 puntos). Dado el sistema de ecuaciones lineales

204+ 4y = 4k
—k3x+ Ky+ kz= 0
z+ ky = k2

se pide:
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a) (2 puntos). Discutirlo en funcién del valor del pardmetro k.

b) (0,5 puntos). Resolver el sistema para k = 1.

¢) (0,5 puntos). Resolver el sistema para k = 2.

Solucion:
a)
2 4 0|4k 2 4 0
A= -k k2 k| O ;4] = k3 k% Kk =2k(2-k)=0= k=0, k=2
1 k 0] k2 1 k£ O

& Sik#£0yk#2= |A] # 0= Rango(A) = 3 =Rango(4) = n° de incégnitas
= SCD Sistema compatible determinado.

& Sik=0:
/24 0|0 N\t
A= 0 0 olo |: ’1 0’:—47&0:>
1 0 00
Rango(A) = 2 =Rango(A) < n? de ncégnitas = SCT Sistema compatible indetermi-
nado.
& Sik=2:
B 2 4 0|8 ),
A= -8 4 2|0 |: 2F3F1y‘_8 4‘407é0:»
1 2 014

Rango(A) = 2 =Rango(A) < n? de ncégnitas = SCT Sistema compatible indetermi-
nado.

b)
2x+ 4y = 4 =0
z+ oy =1 z=-—1
c)
x=4/54+1/5\
2+ 4y = 8 o
{—8x+ gt 22— 0 — | Y=8/5-1/10A
z=A
1.13. Ano 2012
1.13.1. Modelo
Opcién A

Problema 1.13.1 (3 puntos) Dado el sistema lineal de ecuaciones:

se pide:

T+ y+ 2z = 2
—3z+ 2y+ 3z= -2
2z4+ my— 5S5z= —4
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a) (2 puntos). Discutir el sistema segiin los valores de m.
b) (1 punto) Resolverlo para m = 1.

Solucion:

a)
11 2] 2
A= -3 2 3|-2 |=|4=-9m—-2T=0= m=-3
2 m -5|-4

Sim # 3 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas = Sistema com-
patible determinado.

Sim=3:
11 2| 2 11
A= -3 2 3|-2 ﬁA|=0,‘_3 2’257&0$
2 3 5|4
Rango(4) = 2.
11 2 ) ]
-3 2 -2 |=-44+# 0= Rango(A4) =3
2 3 -4

Como Rango(A) # Rango(A) = el sistema es incompatible.

b) Para m = 1:
T+  y+ 2z= 2 r=1
—3Jz+ 2y+ = -2 = y=-1
2z+ y— Sz= -4 z=1
Opcion B

Problema 1.13.2 (3 puntos) Dado el sistema:

z+  2y= 1
3r+ y= —a
=3+ 2ay = 7

se pide:
a) (1,5 puntos). Discutir el sistema segtin los valores del pardmetro a.

b) (1,5 puntos). Resolver el sistema cuando sea compatible.

Solucién:
a)
B 1 2] 1 B
A= 3 1|-a |= |A=2d*+12a-32=0=a=2, a=—38
-3 2a 7

? ’ = —5# 0 = Rango(4) =2

W =
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Sia#2ya#—-8= |A| # 0= Rango(A4) = 3 #Rango(A) = el sistema es incompati-

ble.

Si @ = 2 = Rango(A) = 2 =Rango(A) = n° de incdgnitas y el sistema es compatible
determinado.

Si a = —8 = Rango(A4) = 2 =Rango(A) = n? de incdgnitas y el sistema es compati-

ble determinado.

b) Sia=2:
{ T+ 2y=
3x+
Sia=-8:
{ T+ 2y=
3x+
1.13.2. Ordinaria
Opcién A

y:

y:

Problema 1.13.3 (3 puntos) Dadas las matrices

Eook k2
A= 1 -1 k |, B=
2% —2 2

se pide:

12
6
8

r=—1

» =1
—
y:

1 :>{33=3
8 y=-—1

4 T
, O=1 3 ), X=1 v
3 z

a) (1,5 puntos) Hallar el rango de A en funcién de los valores de k.

b) (0,75 puntos) Para k = 2, hallar, si existe, la solucién del sistema AX = B.

¢) (0,75 puntos) Para k = 1, hallar, si existe, la solucién del sistema AX = C.

Solucién:

a)

|A| =4k(k* —1)=0= k=0, k==+1

-

Sik=0:
0
A= 1
0

Sik=1:

Sik=-1:

Sik#0o0k#+xl = Rango(4) =3

0
-1
-2

—1
-2

-1
—1
-2
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b) Sik=2:

/12 —-1/2  1/3 12 2/3
AX=B= X=A"'B= 1/4 —1/2 0 6 | = 0
/12 1/2 —1/6 8 8/3

2 2 4 /12 —1/2  1/3

A= 1 -1 2 |= A= /4 —1/2 0

4 -2 2 /12 1/2 —1/6

c) Si k=1 elsistema AX = C tiene como matriz asociada:

1 1 1|4
A= 1 -1 1|3 |, Rango(A) =2
2 -2 213
1 1 4
1 -1 3 |=20%#0= Rango(4)=3
2 -2 3

Como Rango(A) #Rango(A) = el sistema es incompatible y no tiene solucién.
Opcién B

Problema 1.13.4 (3 puntos) Dadas las matrices

0 1 2 4 -1 1 -2
A= -2 -1 0 , B= -2 =3 -7 =8
1 a 1 3 2—a 3+a 3

se pide:

a) (1 punto). Estudiar el rango de la matriz B en funcién de a.

b) (1 punto). Para a = 0, calcular la matriz X que verifica AX = B.
Solucién:

a)

4 -1 1

|Bi]=| -2 -3 -7 |=401-a)=0=a=1
3 2—a 3+4a

Luego si a # 1 = Rango(B) =3. Sia = 1:
4 -1 1 -2
B= -2 -3 -7 -8
3 1 4 3
|Bi1| = |Bz2| = |Bs| = |B4| = 0 = Rango(B) = 2

97



b) Sia=0:
4 -1 1 -2

0 1 2
A= -2 -1 0 |, B=[ -2 -3 -7 -8
1 0 1 3 2 3 3
AX=B=— X =A"'B:
—1/4 —1/4 1/2 4 -1 1 =2 1 2 3 4
X = /2 —-1/2 -1 -2 -3 -7 -8 |=[0 -11 o0
1/4  1/4 1/2 3 2 3 3 2 0 0 -1

Problema 1.13.5 (2 puntos) Calcular el valor del determinante

z 1 1 1
1y 11
11 2 1
111 1
Solucion:
z 1 1 1 F,— F, -1 0 0 0
1y 11| |BR-F|_| 0 y-1 0 o0 .
11 2 1| | B-—E|"| o 0 2-1 o|=@-Dy-DE-1
111 1 F 1 1 11

1.13.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 1.13.6 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

3z+ 2y+ (a—1)z= 1
-+  ay+ z= 0
24+ y— 2z= 3

se pide:
a) (2 puntos). Discutir sus soluciones segtn los valores de a.

b) (1 punto). Hallar la solucién del sistema para a = 1.

Solucién:
a)
N 3 2 (a—1)]1 )
A= -1 1 0 ;|A|:—2(a+§)(a+2):0:>
2 1 —2 3
1
a=-3, a=-2
& Sig=——:
[ ia 5
B 3 2 -1/2]1 5 o
A= -1 1/2 1 0 :>|A|0y’ 1 1/2‘760:>



Rango(A4) =2

3 2 1
-1 1/2 0 |# 0= Rango(A4) =3
2 1 3

Luego en este caso el sistema es Incompatible.

& Sig=——2:
3 2 =3|1 3 9
A= -1 =2 1]o0 :>|A|:0y'1 2';&0:
2 1 =213
Rango(A4) =2
3 2 1
-1 -2 0 |#0= Rango(4) =3
2 1 3

Luego en este caso el sistema es Incompatible.

b)
3z+ 2y =1 x=-1/3
—z+ y+ z= 0 =< y=1
2z+ y— 2z= 3 z=-4/3
Opcién B
T Yy =z
Problema 1.13.7 (3 puntos) . Sabiendoque | 1 1 0 | =1, calcular los siguientes determinan-
2 35
tes:
3 1 0 r+1 y+1 =z
a) (1,5 puntos) | 3z y 2z |, b) (I,bpuntos) | 2—x 2—y —=z
6 3 10 3 4 5
Solucién:
3 1 0 Yy oz
a) 3r y 22 |=-6{1 1 0|=-6
6 3 10 3 5
z+1 y+1 =z r+1 y+1 =z z+1 y+1 =z
b) 2—z 2—y —z|= 2 2 0 |- x Y z | =
3 4 5 3 4 5 3 4 5
T Yy z 1 1 0 T Yy 2 T Yy =z T Yy z
211 0{+2f1 1 0|—-|2z vy 2z|+|1 1 0|=3]1 1 0|=
3 45 3 4 5 3 45 3 4 5 3 45
F T Yy z
Fy =31 1 0]|=3
F;— F, 2 3 5
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1.13.4. Extraordinaria
Opcién A

Problema 1.13.8 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

3x+ ay+ 4z = 6
z+ (a+Dy+ z= 3
(a —1)z— ay— 3z= -3

se pide:
a) (2 punto). Discutir el sistema segtn los valores de a.

b) (1 punto). Resolverlo para a = —1.

Solucion:
a)
- 3 a 6
A= 1 (a+1) 1| 3 |A| = —3d®> —-8a—~5=0= a= -1, a=—5/3
(a—1) —a —-3|-3

@& Sik#—-10k# —5/3 = Rango(A4) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas, y el sistema
es compatible determinado (solucién tnica).

* Sik=-5/3:

=~
(=)

B 3 —5/3 L6
A= 1 -2/3 1| 3 :>‘1 3’:67&O:>Rango(A):2
-8/3 5/3 —3|-3

3 4 6 -
1 1 3 |=-4#0= Rango(4) =3
~8/3 -3 -3

Luego Rango(A4) #Rango(A) y el sistema es incompatible (no tiene solucién).

@& Sig=—1:

Z: 1 0 1 3 ;FgZFQ—Fl

Luego en este caso el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

b) Sia=—1:
r=3-A
32— y+ 4z= 6 _
{ ot L 3 — Z i—i—)\
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Opcién B
Problema 1.13.9 (8 puntos) Sean 7, ?, < y 7 € R3, vectores columna. Si
det(@, b, d) =1, det(@, 7, d)=3, det(D, e, d)=—2

calcular razonadamente el determinante de las siguientes matrices:

a) (0,5 puntos). det(@,3d, b).

b) (0,75 puntos). det(d — Z), z, 77)

¢) (0,75 puntos). det(7 + 3?, 24, T -3d + 7)

Solucién:
a) det(@,3d, ) =3det(@, d, b)) = —3det(@, b, d) =3
b) det(@ — b, 7, —d) =det(@, @, —d)+det(— b, @, —~d) = -3-2=—5

o) det(d +30,2@, 0 —3@ + d) = det(d,2d, b))+ det(d , 20, —33) + det(d, 2@, d) +
2d,d)=-24+0+0+0+0+6=14

Problema 1.13.10 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

r— 2z = 2
ar— y+ z= -8
2x+ az = 4

se pide:
a) (2 punto). Discutir el sistema segtin los valores de a.
b) (1 punto). Resolverlo para a = —5.

Solucion:

a)
1 0 -2 2
A= a -1 1|-8 |; |Al=-a—-4=0= a=—4
2 0 a 4

& Sia# —4= |A| # 0= Rango(4) = 3 =Rango(A) =n° de incégnitas y el sistema es
compatible determinado.

@& Siag=—4:

1 0 -2 2

A= -4 -1 118 J;jA[=0, 7411 7(1) ‘2—17&0:> Rango(A4) = 2
2 0 —4 4
1 0 2
A = [A] =0;[As] = | =4 -1 -8 |=0
2 0 4
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1 -2 2 0 -2 2
|A3‘ = —4 1 —8 = 0, |A4| = -1 1 —8 = 0
2 —4 4 0 —4 4

Como
1 _
’ 4 _(1) ’:—1750:> Rango(A4) = 2
Luego cuando a = —4 tenemos que Rango(A4) = 2 =Rango(A) < n2 de incégnitas y el
sistema es compatible indeterminado.

b)
r— 2z = 2 xr =
—5r— y+ z= -8 = y=-2
2r— 5z = 4 z=

1.14. Ano 2013

1.14.1. Modelo
Opcion A
Problema 1.14.1 (3 puntos) Dado el sistema

z+ 2y+ (m+3)z= 3
r+ y+ @d+m-m?)z= 3
2x+  Ady+ 3(m+2)z= 8
se pide:
a) (2 puntos). Discutir el sistema segtin los valores de m.
b) (1 punto). Resolverlo para m = —2.
Solucién:
a)
B 1 2 m+3 3
A= 1 1 44m-m?|3 | = |[Al=-m=0= m=0
2 4 3(m+2) |8

Sim # 0= |A|] # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n° de incégnitas => Sistema com-
patible determinado.

Sim =0:

= N

|

I

—_
—_
B~
w
—_ =

= |A] =0,

‘:—17AO=>

[N}
W
D
[02]

Rango(4) = 2.

= —2# 0= Rango(4) =3

N —
—
w

Como Rango(A) # Rango(A) = el sistema es incompatible.
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b) Para m = —2:

x4+ 2y+ z= 3 r=-2
T+ Yy— 2z2= 3 =< y=3
2z+  4y+ = 38 z=-1

Opcién B
Problema 1.14.2 (2 puntos)

a) (1 punto). Dada la matriz A = ( ; f ) y la matriz X = ( j z ) obtener las relaciones

que deben cumplir z, ¥y, z, t para que la matriz X verifique AX = X A.

b) (0,5 puntos). Dar un ejemplo de matriz X distinta de la matriz nula y de la matriz identidad

que cumpla la igualdad anterior.

¢) (0,5 puntos). Calcular la inversa de la matriz A.

Solucién:
a)
ax=xa=(, 1)(21)=(14) (2 1)=
(x—|—2z y—|—2t>:(:13—|—2y 256—!-7;):>
20+ 2 2y+t z+2t 2241
T+22=24+2y= z=y
LT == (G ).
Y +t=22+t= 2=y
wx=(13)
94 =( T k)

Problema 1.14.3 (2 puntos) De las matrices cuadradas A y B se sabe que:

o O O

0
2
1

N O N

, A2— AB+BA - B? =

S O =
N OO

2

A+B= 2

-1

a) (1 punto). Calcular la matriz A — B.

b) (1 punto). Calcular las matrices A y B.

Solucion:
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-2 00
(A+B)(A—-B)=A* - AB+BA - B* = 0 20 | =
2 -1 0
-2 00
A-B=(A+B)"! 0 20 |=
2 -1 0
0 1/2 0 -2 00 0 1 0
A-B= 1 -1 0 0 2 0 = -2 -2 0
0 1/4 1/2 2 -1 0 1 00
b)
210 1 1 0
A+B= 2 00 A= 0 -1 0
-1 0 2 0 0 1
=
0 1 0 1 0 0
A-B=| -2 -2 0 B= 10
1 00 -1 0 1
1.14.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 1.14.4 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales
ax+ Ty+ bHz= 0
z+ ay+ z= 3
y+ 2= -2
se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo segin los valores de a.
b) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso a = 4.
¢) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso a = 2.
Solucién:
a)
N a 7 5| 0
A= 1 a 1| 3 |=|Al=d*-a-2=0=a=-1, a=2
01 1|-2

Sia# —-1ya#2= |Al # 0 = Rango(4) = 3 =Rango(A4) = n° de incéngitas =
Sistema compatible determinado.

Sia=-1:
- -1 7 5 0 1 .
A= 1 -1 1 3 :>A|O,‘ 1 _1‘6#0:>
0 1 1]-2



Rango(4) = 2.

-1 7 0
1 -1 3 |=15%#0= Rango(4) =3
0 1 -2
Como Rango(A) # Rango(A) = el sistema es incompatible.
Sia=2:
/27 5] 0 5 o
A= 1 2 1| 3 | = |4|=0, 1 9 =-3#0=
01 1|-2
Rango(A4) = 2.
2 7 0
|[A1| =[A] =0, [A42=]1 2 3 |=0
0 1 -2
2 5 0 7 5 0
|Azl=]1 1 3 |=0, |44 =2 1 3 |=0= Rango(A)=2
01 -2 1 1 -2

Como Rango(A4) = Rango(A) < n? incégnitas == el sistema es compatible indetermina-
do(infinitas soluciones).

b) Para a = 4:
dx+ Ty+ OS5z = 0 r=2
z+ 4dy+ z= 3 =q y=1
TR = N z=-3
c) Paraa=2:
_ rT="T+A
SIS PR
A - z=A
Opciéon B
Problema 1.14.5 (3 puntos) Dadas las matrices
1 A 0 0 1 1
A= 1 1 2 B = 1 0 -1
0 -1 -1 2 1 0

Se pide:

a) (1 punto). Hallar el valor de X\ para el cual la ecuacién matricial XA = B tiene solucién
Unica.

b) (1 punto). Calcular la matriz X para A = 4.
¢) (1 punto). Calcular el determinante de la matriz A2B en funcién de .

Solucion:

a) |JAl=A+1=0= A= —1.Si XA # -1 = |A| # 0 = JA~! por tanto la solucién del
sistema XA = B = X = BA~! tiene solucién tinica.
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b) Si A= 4:
1/5 4/5 8/5

Al = /5 —1/5 —-2/5 |; X=BA'=
-1/5 1/5 =3/5
01 1 /5 4/5 8/5 o 0 -1
1o -1 |- 15 —-1/5 —=2/5 | = 2/5 3/5 11/5
2 1 0 -1/5 1/5 =3/5 3/5 7/5 14/5

c) [A*B| = |A[|A|B| = —(A + 1)?

1.14.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 1.14.6 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

Az+ 2y— 3z= 2\
z+ y+ z= 1
20— 3y+ 2z= 2

se pide:

a) (1,5 puntos). Discutirlo segin los valores de A.

b) (1,5 puntos). Para los valores de A tales que el sistema tiene solucién dnica, obtener esta

solucién en funcién de A.

Solucion:

a)
A2 —3]2A
A= 1 1 1] 1 |=]4=5A+15=0= A= -3
2 -3 2| 2

Si A # -3 = |A4] # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(A) = n° de incéngitas = Sistema
compatible determinado.

SiA=-3
- -3 2 —-3|-6 3 9
A= 1 1 1] 1 :>|A|_O,' i 1‘_—5¢0:>
2 -3 2 2
Rango(A) = 2.
-3 2 —6 B
1 1 1 |=15%#0= Rango(4)=3
2 =3 2
Como Rango(A) # Rango(A) = el sistema es incompatible.
b) Para un A # —3 cualquiera:
2X 2 -3 A 20 =3 A 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 -3 2 20+ 3 2 2 2 2 -3 2 A
x = P Y=— e =0 2= ==
S5A+15 A+3 5A+15 S5A+15 A+3
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Opcién B

Problema 1.14.7 (2 puntos) Sean Ay B matrices 2 con determinantes: detA = 5, detB = 3. Se
pide:

a) (0,5 puntos). Hallar det [B~'A%B?]

b) (0,5 puntos). Hallar det [A + ( g (1) ) A}.

¢) (1 punto). Si ¢; y ¢g son las columnas de la matriz A (es decir, A = (¢; ¢2)), hallar la solucién
del sistema:
x
A< y > = (62)

Solucion:

1
a) |B~1A?B?| = |B7Y|A?||B?| = |B|7'A!|B|* = 3 -25-9=175

2 0 1 0 2 0
b)HA+<0 1)“‘”‘”((0 1)+(0 1>)AH_
30
Xl
c) Sea A = < CCL 2 ) = (c1 c2), tenemos AX = (¢;) = X = A~ Y(cp):
1 _4
Como\A|:5:>A_1:f( d b)
5 —C a
x=5( ¢ ) =50 ala) =50 ) = (1)
"5\ —c¢ a d) 5\ —cb+ad /) 5\ |4/ \1
-3 A+1 0
Problema 1.14.8 (2 puntos) Dada la matriz: A = 3 0 4 | sepide:
A0 1

a) (1 punto). Determinar A para que A sea invertible.

b) (1 punto). Calcular A=! en el caso A = 1.

Solucion:

a) |[Al=(A+1)(4A—3) =0 = A = —1, A =3/4. La matriz es invertible para cualquier valor
distinto de los calculados anteriormente.

-3 2 0 0 -1 4
b) SiA=1: A= 304 |=A1=| 1/2 -3/2 6
101 0o 1 -3
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1.14.4. Extraordinaria

Opcién A

Problema 1.14.9 (3 puntos) Dadas las matrices:
1
; X =

QQ Q
S —~ B~ Q
— = Q Q
ST S
Q
Il
o O OO

1
a
a
se pide:

a) (1,5 puntos). Calcular el determinante de A. Determinar el rango de A segin los valores de
a.

b) (0,5 puntos). Resolver el sistema homogéneo AX = O en el caso a = 1.

¢) (1 punto). Resolver el sistema homogéneo AX = O cuando a = —1.
Solucion:
a)
1 1 a a [ C1—Cy ] 0 1 a a
a 1 1 al| Cy la—-1 11 a| _
a a 1 1| Cs o 0 a 1 1|
a a a 1 | (4 ] 0 a a 1
1 a [ ] 1 0
—(a=1)la 1 1|=]|C—-C5 |=—=(a—1)| a 0 1=
a 1 | Cs | a a—1 1
2| 1 a 2 2 3
(a—1) 0 1 =(a—-1)*1-0a*)=—(a+1)(a—1)
—(a+1)(a-1)P2=0=a=-1, a=1
Sia=1:
1 1 1 1
1 1 11
A= 1111 = Rango(4) =1
1 1 11
Sia=-1:

11 -1 -1
A= :1 _} 1 _1 _:>‘ -1 1 1 |=-4= Rango(4)=3

-1 -1 -1 1
Sia#1ya#—-1= Rango(4) =4.

b) Sia =1 el Rango(A) = 1y, como el sistema es homogéneo, el sistema es compatible inde-
terminado. Como el sistema tiene cuatro incégnitas se necesitan 4 — 1 = 3 parametros:

T=—-A—pu—o

ctytztw=0=—{ Y77
2=l
w=0o
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c) Sia = —1 el Rango(A) = 3 y, como el sistema es homogéneo, el sistema es compatible
indeterminado. Como el sistema tiene cuatro incognitas se necesitan 4 — 3 = 1 parametro:

1 1 -1 -1 * 8
-1 1 1 -1 Z -1
-1 -1 -1 1 w 0

z+ y— z2— w= 0 r= g)\

-+ y+ z— w= 0 = B 0

—z— y— z+ w= 0 - \

Opciéon B

Problema 1.14.10 (& puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

2r+  Ay+ Az= 1-—-2AX
z+  y+ (A=1)z= =2
A—1Dz+  y+ z= A—1

Se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo segin los valores del pardmetro A.
b) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso A = 1.
¢) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso A = —1.

Solucioén:

a)
2 A A 1-)
A= 11 A—1 -—2A :>|A|:)\3—3)\2+4:0:>{
A-1 1 1 A-1

A=-1
A=2

SiA# -1y \#2= |A] # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado.

SiA=2:

2 -1
1 -2
1 1

Z:

o= N
= o= N

En este caso el Rango(A4) =1 y el Rango(A4) = 2 y el sistema es incompatible.

SiA=-1:
2 -1 -1 2
A= 1 1 -2 2
-2 1 1 -2
En este caso: F} = —F3 = el sistema es compatible indeterminado.
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b) SiA=1:

224+ y+ z= 0 x=0
T+ oy = -2 = = -2
y+ z= 0 z=2
c) SiA=-1:
— 4
{230— y— z= 2 N x:ii,u
x+ y— 2z= 2 y=sTH
z=p
1.14.5. Extraordinaria-Coincidente
Opcién A
1 2 1
Problema 1.14.11 (8 puntos) Dada la matriz A = 0 1 2 |, sepide:
0 0 1
a) (1 punto). Calcular la matriz inversa A=! de A.
b) (1 punto). ;Son iguales las matrices (A71)? y (A2?)~1?
6
¢) (1 punto). Dada la matriz B=| 8 | resolver la ecuacién matricial AX = B.
3
Solucidn:
1 -2 3
a) A7'=( 0 1 -2
0 0 1
1 -4 10
b) Si, (A"1)2=(A%)"t=| 0 1 —4
0 0 1
1 -2 3 6 -1
) AX=B= X=A"'B=[ 0 1 -2 s | = 2
0 0 1 3 3
Opcion B

Problema 1.14.12 (2 puntos) Resolver la ecuacién:

z+1 1 6
zr—1 0 —6|=6
242 x 12

Solucién:

110



r+1 1 6 z 1 6 1 1 6 r 1 6 1 1 1
x—1 0 —-6|=| 2z 0 -6 -1 0 -6 |=| x —6|=6x|1 0 —-1]|=
2+2 z 12 2 oz 12 2 x 12 2 oz 12 x 2
0 1 1 11
6z| 1 0 —1|=—-6z ’:—Gx(Q—x)=6=>
Tz 2
0 =z 2

r=1++2
Problema 1.14.13 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales
z+ ay— z= 0
3z+ 2y+ az= 0
Tr+ 9y+ 9z= 0
se pide:
a) (1,5 puntos). Discutir el sistema segin los valores de a.
b) (0,5 puntos). Resolverlo para a = 5.

Solucion:

a) Se trata de un sistema homogéneo

1 a -1
A= 3 2 a |=|Al=Ta*-36a+5=0= a=5 a=1/T
79 9
Sia#5ya#1/7T= |A| # 0= Rango(A4) = 3 = n° de incégnitas = Sistema compatible

determinado. Solucién trivial (z =y =z =0)
Sia=50a=1/7el sistema es compatible indeterminado.

b) Para Sia = 5:

B z = —27/13)
{ ot dy— 2= 0 _ Y — 8/13)

3z+ 2y+ 5z= 0 =\

1.15. Ano 2014

1.15.1. Modelo
Opcién A
Problema 1.15.1 (3 puntos) Dadas las matrices

= o O
o = O
o O =

111
A= 11 2 ]; B=
4 3 k

se pide:

a) (0,5 puntos). Hallar los valores de k para los que existe la matriz inversa A~!.
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b) (1 punto). Hallar la matriz A~! para k = 6.

¢) (1,5 puntos). Resolver la ecuacién matricial AX — A = B para k = 6.

Solucién:
a)
11 1
Al=|1 1 2 |=1#0= FA ' Vk,,€R
4 3 k
b)
111 0 -3
k=6= A= 11 2 |= A= 2 2 -1
4 3 6 -1 1 0
c) AX-A=B= X=AYB+4)
0 -3 1 1 1 2 2 -3 0
X = 2 2 -1 1 2 2 )= -1 3 2
-1 10 5 3 6 0 1 0
Opciéon B
Problema 1.15.2 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales
(a+2)z+ (a+1)y= -6
T+ oY = a
T+ y= -5

se pide:
a) (1,5 puntos). Discutir el sistema segin los valores de a.

b) (0,5 puntos). Resolverlo cuando sea posible.

Solucién:
a+2 a+1|—6
A= 1 5 a
1 1 -5
a) [Al = —2la—21 = 0 = a = —1. Sia = -1 = [A| # 0 = Rango(4 = 3 #
Rango(A) = 2 = el sistema serfa incompatible.
Sia=-1:
1 0]—6
A= 1 5|1
1 1|5

En este caso Rango(4 = 2 = Rango(A) = n° de incégnitas=> el sistema serfa compatible

determinado.



Problema 1.15.3 (2 puntos) Sabiendo que el valor del determinante

T Yy z
1 01
2 46
es igual a 1, calcular el valor de los determinantes:
3 01
a) (1 punto). | 3z 2y =z
6 8 6
24z 44y 64z
b) (1 punto). | 3z -1 3y 3z-1
3 4 7
Solucién:
2)
3 01 1 0 1 T Yy z
3r 2y z|=6|z y z|=—6|1 0 1|=-6
6 8 6 2 4 6 2 4 6
b)
242 44y 64z 24z 44y 64z 2+z 44y 642
3r—1 3y 3z2-1|=]3x—-1 3y 3z—-1|+|3x—-1 3y 3z—-1|=
3 4 7 2 4 6 1 0 1
2 4 6 T Y z
=|3r—1 3y 32—1|4+|3x—-1 3y 3z2—-1 |+
2 4 6 2 4 6
242 4+y 642 24z 4+y 642
+| -1 0 -1 |+| 3=z 3y 3z =
1 0 1 1 0 1
x Yy oz r Yy z 2 4 6 r Yy =z
=|3z 3y 3z |—|1 0 1 |4+|3x 3y 32z |+ | 3z 3y 3z |=
2 4 6 2 46 1 0 1 1 0 1
T Yy z T Yy z T Yy z T Yy z
=—|1 0 1|-3/2 4 6|=2({1 0 1|=2{1 0 1|=2
2 4 6 1 0 1 2 46 3 47
1.15.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 1.15.4 (3 puntos) Dadas las matrices
a B v T 1 0
A= v 0 a |; X= y |; B= 0 0= 0
1 8 ~ z 1 0

se pide:
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a) (1,5 puntos). Calcula «, 8 y v para que 2 sea solucién del sistema AX = B.
3

b) (1 punto). Si f =~ =1 ;Qué condicién o condiciones debe cumplir o para que el sistema
lineal homogéneo AX = O sea compatible determinado?

¢) (0,5 puntos). Sia = —1, 8 =1y v =0, resuelve el sistema AX = B.

Solucién:

a)
a B v 1 1 a+28+3y=1 a=1
v 0 « 2 = 0 = 3a+~v=0 = B8=9/2
1 58 v 3 1 264+3v=0 v=-3

b) f=7y=1
a 1 1 T 0
1 0 « y — 0 i A= —a(la=-1)=0= a=0, a=1
1 1 1 z 0

Se trata de un sistema homogéneo:
Sia#0ya#1= |A| # 0= Rango(A4) = 3 = n® de incignitas por lo que es un sistema
compatible determinado y su dnica solucion seria la trivial: x =y =2 = 0.

Sia=00a=1= |A] =0 = Rango(A) < n° de incégnitas por lo que es un sistema
compatible indeterminado.

¢c) Sia=-1,=1yy=0:

-1 1 0 T 1 —r4+y=1 =0
0 -1 . Y 0 = —2=0 == y=1
1 1 0 z 1 z+y=1 z=0

Opcién B

Problema 1.15.5 (2 puntos) Dada la matriz:

-1 -1 a
A= -3 2 a |, se pide:
0 a —1

a) (1 punto). Hallar el valor o valores de a para que la matriz A tenga inversa.
b) (1 punto). Calcular la matriz inversa A=! de A, en el caso a = 2.

Solucién:
a) |[Al = -2d>+5=0= a::t\/g.
Sia;éj:\/g:>|A|7é0:> 34-1,

Sia= :I:\/g = |A] = 0 = no existe A7L.
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b) Para a = 2:

-1 -1 2 2 -1 2
A= -3 2 2 |=Aa't=( 1 -1/3 4/3
0 2 -1 2 —2/3 5/3

Problema 1.15.6 (2 puntos) Por la compra de cinco cuadernos, dos rotuladores y tres boligrafos
se han pagado veintidés euros. Si se compran dos cuadernos, un rotulador y seis boligrafos, el coste
es de catorce euros. Se pide:

a) (1 punto). Expresar, en funcién del precio de un boligrafo, lo que costarfa un cuaderno y lo
que costaria un rotulador.

b) (1 punto). Calcular lo que deberfamos pagar si adquirimos ocho cuadernos y tres rotuladores.

Solucién:
Sean z el precio de un cuaderno, y el precio de un rotulador y z el de un boligrafo.

a)
{5x+2y+3z:22 {x:—6+9z
2v+y+6z=14 y=26—24z

b) 8z 4 3y = 8(—6 + 9z) + 3(26 — 24z) = 30 euros.

1.15.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 1.15.7 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

z— Y+ z= 1
y— z= a
z+ y— z= 3a?

se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo segin los valores de a.

b) (1 punto). Resolverlo cuando sea posible.

Solucién:
B 1 -1 1] 1 L
a) A= 0 1 -1 a :>|A|:|A1|:0y'0 1‘:175O:>

1 1 —1]3a?

Rango(4) =2 Va € R
1 -1 1

|A42/=]0 1 a|=3d>-2a—1=0=a=1, a=-1/3
1 1 a2
1 1 1

A5 =10 —1 a|=-3a*+2a+1=0=a=1, a=-1/3
1 -1 3a?
-1 1 1

|A4| = 1 -1 a|=0

1 -1 3a?
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En conclusién si a # 1y a # —1/3 = RangoA = 3 #Rango(A) y el sistema serfa incompa-
tible. Por el contrario sia =1 0 a = —1/3 = RangoA = 2 =Rango(A) < n® de incégnitas
y el sistema seria compatible indeterminado.

b) Para a = —1/3:

x=2/3
T— y+ z= 1
{ S = ¢ y=—-1/3+ X
y— z= -—1/3 )
Para a = 1:
z— y+ z= 1 v =2
{ T = y=14A
y B z2=A
Opcién B
a b c
Problema 1.15.8 (3 puntos) Sabiendo que la matriz A = 1 2 3 tiene determinante
x Yy z
igual a 10, se pide calcular justificadamente:
2a+b b ¢
a) (1 punto). El determinante de la matriz 4 2 3
20 +y y =z
3z 3y 3z
b) (1 punto). El determinante de la matriz 1 2 3
2a 2b 2c
a+2 b+4 c+6
c¢) (1 punto). El determinante de la matriz (BB?)?, donde B = 1 2 3 y Bt
x Y z
es la matriz transpuesta de B.
Solucién:
2a+b b ¢ 2a b ¢ b b ¢ a b c
a) 4 2 3= 2 2 3 |J+]2 2 3|=2]1 2 3|=20
2r4+y Yy =z 2r y =z Yy oy =z T Yy z
3x 3y 3z a b c
by[ 1 2 3 |==6/1 2 3|=-60
2a 2b 2c Ty z
a+2 b+4 c+6 a b c 2 4 6
¢) |B| = 1 2 3 |=]1 2 3|4+|1 2 3|=10
x Yy z x Yy z x Yy z

(BB")*| = |BB'|> = (IB||B|)* = (|1B")* = |B|° = 10°
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1.15.4. Extraordinaria

Opcién A
Problema 1.15.9 (3 puntos) Dadas las matrices:
1 a a T 0
A= 1 a1 |, x=(y ]|, o={o0
a—1 a 2 z 0

a) (1 punto). Determinar el valor o valores de a para los cuales no existe la matriz inversa A~*.
b) (1 punto). Para a = —2, hallar la matriz inversa A1
¢) (1 punto). Para a = 1, calcular todas las soluciones del sistema lineal AX = O.

Solucion:

a) |[Al = —a(a> —=3a+2)=0= a=0,a=1ya=2.
Sia=0o0oa=1loa=2= |A|=0= AA~L
Sia#0ya#1lya+#2= |A|#0= AL

b)
1 -2 =2 -1/12  1/3 —1/4
A= 1 -2 1 |=A'=| -5/24 -1/6 -1/8
-3 -2 2 -1/3  1/3 0

¢) Sia=1y AX = O tenemos:

1 1 1 U4 z=0 =
A= 111 |= { 4%122—_0 —{ y=-2)
01 2 yreE= 2=
Opcién B
Problema 1.15.10 (2 puntos) Dada la ecuacién matricial:
a 2 1 1
( 37 ) b= ( 11 )
donde B es una matriz cuadrada de tamano 2 x 2, se pide:

a) (1 punto). Calcular el valor o valores de a para los que esta ecuacién tiene solucidn.

b) (1 punto).Calcular B en el caso a = 1.

(33 e (1)

a) A-B=C = B = A"1C, luego la ecuacién tiene solucién siempre que exista A~!:

Solucion:

6
Al =Ta—6=0= a=

Sia=7/6= |Al=0= BA".

Sia#7/6= |Al#0= 3471
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b) B = A"'C:

Problema 1.15.11 (2 puntos) Estudiar el rango de la matriz:

2 -1 -3 5
2 2 -1 a
A= 1 1 1 6
3 1 —4 a
segun los valores del pardmetro a.
Solucién:
2 -1 -3 5 " 2 -1 -3 5
2 2 -1 a Fy+2F; 6 0 -7 a+10
1 1 1 6 s+ Fy 3 0 —2 11
3 1 -4 a Fy+ F 5 0 =7 a+5
6 —7 a+10
3 =2 11 |=12—-2a=0= a=6
5 =7 a+5

Sia# 6= |A| # 0 =-Rango(4) =4.
Sia=6= |A] =0 =Rango(4) < 4. Y como

2 -1 -3
2 2 —-1|=9#0—=— Rango(A)=3
1 1 1

1.16. Ano 2015

1.16.1. Modelo
Opcién A
Problema 1.16.1 (3 puntos) Dadas las matrices

-2 4 2 -2 x
A= -1 m m |; B= 0 X = Y 0=
-1 2 1 -1 1

se pide:
a) (1 punto). Estudiar el rango de A seguin los valores de m.

C

) (

b) (0,5 puntos). Calcular el determinante de la matriz A2°.
) (0,75 puntos). Para m = —2, resolver el sistema AX = O.
) (

d) (0,75 puntos). Para m = 0, resolver el sistema AX = B.
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Solucion:

a)
-2 4 2
|[Al=| -1 m m |=0Vm € R=— Rango(A4) <3

-1 2 1

92 4 :

_1 =-2m+4=0= m=2= Sim #2 Rango(A) =2

. -2 2
Y51m:2tenemos'1 2‘:—27&O:> Rango(A) =2

Por tanto, Rango(A) =2 Vm € R.
b) |A20‘ — |A|20 — 020 =0

c) Se trata de un sistema homogéneo y el Rango(A) = 2 < n? de incégnitas, luego es un sistema
compatible indeterminado.

2 +4y+22=0 = QL2
y = —3/4\
—r—2y—2z=0 R

d) Param = 0 se observa que F; = 2F5 y como Rango(A4) = 2 se trata de un sistema compatible

indeterminado.
2z +4y+ 2z = -2 z=0
=0 :>{ x=0 SN S B
- - _ )
—z+2y+z=-1 R ! z=2A

Opcion B
Problema 1.16.2 (2 puntos)

a) (1,5 puntos). Hallar X e Y, matrices 2 x 2, tales que
3 -1 2 1 1 0 1 3
X*(O 2>Y*(1 3)’ X*(l 1)Y*<0 1)

b) (0,5 puntos). Hallar Z, matriz invertible 2 x 2, tal que

Solucion:

a)
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_ _ 1 3 1/3 1 )
2. . 1 . . 1_ = —
b) 22.31-2°1=32-2-2"1=3Z (1 2>:>Z—<1/3 2/3

Problema 1.16.3 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

mz+ y= 0
z+ my= 0
mx+ my= 0

se pide:
a) (1,5 puntos). Discutirlo segun los valores de m.
b) (0,5 puntos). Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

Solucion:

a)

m 1[0 m 1
A= 1 m|o0 ‘ ’:m2—1:O:>m:i1
1 m
m m|0
m 1

Sim#+1 = 1 m # 0 = Rango(A4) = 2 = n? de incégnitas y, por ser un sistema

homogéneo, seria un sistema compatible determinado.

Sim=-1:

- -1 1|0 1 1

A= 1 =110 S R ‘ = —2 # 0 = como antes seria un sistema compatible
-1 -1|0

determinado.

Sim=1:
1 1|0

A= 1 1|0 Las tres filas son iguales y el sistema seria compatible indeterminado.
1 110

(x+y=0)

b)

1.16.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 1.16.4 (3 puntos)

a) (2 puntos). Discutir, segin los valores de m, el sistema de ecuaciones siguiente:

dx+ 3y+ (m—1)z= 0
r— 2y+ mz =
S+ my+ z =

[ —

b) (1 punto). Resolver el sistema anterior para el caso m = 1.
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Solucion:

a)
4 3 m-1]0
A= 1 -2 m |1 Al = -3m?>+24m —21=0= m=1, m=7
5 m 1 1

Sim#1ym#7= |A|] # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas, serfa un
sistema compatible determinado.

Sim=T:
B 4 3 610 4 3
A= 1 -2 71 ;|A|Oy' ‘11¢O:>Rango(A)2
1 -2
5 7 1]1
Como
4 3 0 B
1 —2 1 |=-24%#0= Rango(4)=3
5 7 1
Luego, en este caso, el sistema es incompatible.
Sim=1:
B 4 3 010 4 3
A= 1 -2 1|1 ];|Al=0y = —11# 0 = Rango(A) =2
5 1 11 N

Como F3 = Fy + F, = Rango(A) =2. En este caso el sistema es compatible indeterminado.

b) para m = 1:
r=3— 3
dz+ 3y =0 T, 11
_ _ 1 =y y="atal
T 20+ =z 1 L=\
Opcién B
Problema 1.16.5 (2 puntos) Dadas las matrices:
0 01 3 00
A= 0 1 0 |, B=( 0 3 0
1 00 0 0 3

se pide:
a) (1 punto). Calcular A y A20

b) (1 punto). Resolver la ecuacién matricial 6X = B —3AX, donde X es una matriz cuadrada
de orden 3.

Solucion:

A si n impar

a) A1:A,A2:A-A:I:>A":{ .
I si n par

A = Ay AP =]
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b) 6X = B—3AX = 6X + 34X = B=> (6] +34)X = B=> X = (6] +34)"'B

6 0 0 0 0 3 6 0 3
6I+34= 0 6 0 |+ 0 3 0 |=| 0 9 0
0 0 6 300 30 6
2/9 0 —1/9
(61 +34)"! = 0 1/9 0
-1/9 0 2/9
2/9 0 —1/9 300 2/3 0 —1/3
X = (6I+3A)"'B= 0 1/9 0 030 |= 0 1/3 0
-1/9 0 2/9 00 3 -1/3 0 2/3

Problema 1.16.6 (2 puntos) Dadas las matrices:

1 2 3 1 0 0
A= 0 t 2 |,el= 01 0 se pide:
3 -1 ¢ 0 0 1

a) (1,25 puntos). Hallar el rango de A en funcién de t¢.

b) (0,75 puntos). Calcular ¢ para que det(A —¢I) = 0.
Solucién:

a) |[Al=t2 -9t +14=0= t=Tyt=2.Sit#7yt+#2= |Al # 0= Rango(4) = 3.

Sit=T:
1 2 3 1 9
A= 0 7 2 |]; |4 =0, = 7% 0= Rango(4) =2
0 7
3 -1 7
Sit=2:
1 2 3 1 92
A= 0 2 2 |; |A=0, ’:27&O=>Rango(z4):2
0 2
3 -1 2
b)
1 23 t 00 1-t 2 3
A-tI=( 0 t 2 |- 0 ¢t 0 |= 0 0 2
3 -1 ¢ 0 0 t 3 -1 0

1.16.3. Ordinaria-Coincidente

Opcion A
1 00 100
Problema 1.16.7 (2 puntos) Dadas las matrices: L = 1 3 0 JelI=[ 010
-1 -1 1 0 0 1
se pide:
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a) (1 punto). Calcular la matriz inversa de L.

b) (1 punto). Buscar la matriz A, tal que LAL? = I, donde L es la traspuesta de L.

Solucién:
1 0 0
a) L='=|{ -1/3 1/3 0
2/3 1/3 1
1 0 0 1 —-1/3 2/3
b) A=LNLHt=( -1/3 1/3 0 0 1/3 1/3
2/3 1/3 1 0 0o 1
1 -1/3 2/3
A= -1/3 2/9 -1/9
2/3 —1/9 14/9
m -2 0
Problema 1.16.8 (2 puntos) Dada la matriz A = 0 —2 0 |, se pide:
0 1 m

a) (1 punto). Estudiar el rango de A, segin los valores de m, e indicar para qué valores de m
admite inversa la matriz A.

b) (1 punto). Sin calcular A~1, hallar m para que det(A) = det(4A~1).

Solucion:

a) [Al = —2m? =0 = m = 0. Sim # 0 = |A] # 0 = Rango(A) = 3 = 3JA~L Si
m=0= |A| =0 = Rango(4) =1 = AA~L.

. 1 43 43
b) A7 =43 — = — = A= —— =—2m> = m' =2" = m=£2
) | | IR |A] o2 m m m

Opcién B

Problema 1.16.9 (3 puntos)

2x+ y= 5

a) (2 puntos). Discutir el sistema de ecuaciones x4+ my= 7 ,en funcién de los valores
T— y= 4
del pardmetro m y hallar la solucién del sistema anterior en los casos en los que ésta sea
Unica.

b) (1 punto). Encontrar el valor o valores de k que hacen incompatible el sistema

{ z— y+ kz= 2
kx— ky+ 4z= —4

Solucion:
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a)

2 115
A= 1 m|7 |= [4A=3m+12=0= m = —4
1 —-114
Sim # —4 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 #Rango(A) = sistema incompatible.
Sim = —4 como % _1 = —3 # 0 = Rango(A) =Rango(A) = 2 = n® de incégnitas y
el sistema es compatible determinado.
22+ y= 5 r—3
z— dy= 7T = 1
x— y= 4 y=

— 1 -1 k 2
A= ( k —k 4|4

Si k=2= |A3] = —8 # 0 => Rango(A) = 2 #Rango(A) = 1 = el sistema es incompa-
tible.

Si k=-2= |A5| =8 # 0 = Rango(A) = 2 #Rango(A) = 1 = el sistema es incompa-
tible.

Si k # +2 = Rango(A4) = 2 =Rango(A) <n° de incégnitas = sistema compatible inde-
terminado.

) |A1] = 0, |As| = 4—k?, |A3| = —4—2k, |A4| = 442k, |A5| = —4k+8

1.16.4. Extraordinaria

Opcién A

Problema 1.16.10 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

—-mz+ my+ z= 0
z— my+ 3z= 4
20— 2y— z= 0

a) (2 puntos). Discutirlo segiin los valores del pardmetro m.
b) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso m = 0.

¢) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso m = 2.

Solucién:

a)

\ -m m 110
A= 1 -m 3 |4 Al =-m*+3m—-2=0= m=1, m=2
2 -2 110

Sim#1ym#2= |A] # 0= Rango(A) = 3 =Rango(A) = n° de incdgnitas, serfa un
sistema compatible determinado.
Sim=1:

= —4 # 0 = Rango(4) =2



Como

1 1 0 B
-1 3 4 |=-4#0= Rango(A4)=3
-2 -1 0
Luego, en este caso, el sistema es incompatible.
Sim =2:
-2 2 110 9 9
A= 1 -2 3 |4 |;|A =0y = —6 # 0 = Rango(4) =2
1 =2
2 -2 -110
Como F3 = —F; = Rango(A) =2. En este caso el sistema es compatible indeterminado.
b) para m = 0:
r+3z2=4 — y=4
20 —2y—2=0 z=0
c) param = 2:
{ —2z4+ 2y+ z= 0 2 xi:ii%i
z— 2+ 3z= 4 vy= 2
z=A
Opcién B
a b ¢
Problema 1.16.11 (2 puntos) Sabiendo que | d e f | = 3 y usando las propiedades de los

1 2 3
determinantes, calcular el valor de los siguientes determinantes:

2a—2b ¢ 5b
a) (1 punto). | 2d —2e f be
-2 3 10

a—1 b—2 2c—6
b) (1 punto). 2 4 12
d e 2f

Solucion:
a)
2a —2b ¢ 5b 2a—2b b ¢
2d—2e f be |=-5|2d—2 e f |=
-2 3 10 -2 2 3
2a b ¢ -2b b c
-5 2d e f|4+| -2 e f =-30
2 2 3 -4 2 3
b)
a—1 b—2 2¢—6 a—1 b—2 2c—6
2 4 12 | =2 1 2 6 | =
d e 2f d e 2f
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a b 2 -1 -2 -6
2 1 2 6|+ 1 2 6 =12
d e 2f d e 2f

Problema 1.16.12 (2 puntos) Dada la matriz A = ( i’ (1) > hallar todas las matrices B =

< CCL d ) que conmutan con A, es decir que cumplen AB = BA.

Solucion:

<3a+c 3b+d)_<3a+b a) 3b+d=a {a:3b+d
a b/) \3c+d c a=3c+d b=c
b=c
_f 3c+d b
b= ( bood )
1.16.5. Extraordinaria-Coincidente
Opcién A
a—1 1 -1 T
Problema 1.16.13 (3 puntos) Dadas las matrices M = 0 a—2 1 , X = y
1 0 2 z
0
y O = 0 , se pide:
0

a) (1 punto). Determinar los valores del pardmetro a, para que la matriz M tenga inversa.
b) (1 punto). Hallar la inversa de M, para a = 2.
¢) (1 punto). Resolver el sistema homogéneo M X = O, para a = 1.
Solucién:
a) [IM|=2a>-5a+3=0= a=1ya=3/2:

Sia#1lya#3/2= |M|#0= 3IM~!
Sia=1lo0a=3/2= |[M|=0= AM~L.

11 -1 0 -2 1
b) Sia=22M=| 0 0 1 |=M1'=| 1 3 -1
10 2 0o 1 0
¢) Sia=1:
0o 1 -1 x 0
0 -1 1 y 0 =
1 0 2 z 0
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0 1 -1
M = 0 -1 1 como Fy = —F; = sistema compatible indeterminado:
1 0 2
Y= T = -2\
{ T+ 2z = = y=A
z=A\
Opciéon B

Problema 1.16.14 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

y+ z= 1
(k—1Daz+ y+ z=
z+ (k—1ly+ z= 0
se pide:
a) (2 puntos). Discutir el sistema segun los valores de k.
b) (1 punto). Resolverlo para k =0 y para k = 1.
Solucién:
B 0 1 1|1
A= k-1 1 1|k |=|A=k-1)k-2=0=—= k=1yk=2

1 k—1 1]0

Sik#1yk#2= |A| # 0 = RangoA = 3 =Rango(4) = n? de incdgnitas y el sistema
es compatible determinado.

0 1 1|1
Sik=1: A= 01 1|1 como F; = F;, = el sistema es compatible indeterminado.
1 0 110
0 1 1|1 0 1 1 1
Sik=2: A= 1 1 112 = 1 11 2 y el sistema es incompatible.
11 110 0 0 0]-—-2
y+ 2= 1 r=1
b) Parak=0: ¢ —z+ y+ z= 0 =< y=1
z+ —y+ z= 0 z=0
-
Parakzlz{ yt z2= = y—l—)\
T+ -\

1.17. Ano 2016

1.17.1. Modelo
Opcién A
Problema 1.17.1 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

x+ 2uy+ kz= 1
2z+ 4dy+ z= 3
kx+ 2y— 2z= 3

se pide:
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a) (2 puntos). Discutirlo segin los valores de k.

b) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso k = 2.

¢) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso k = 1.
Solucién:

a)

1

1
A= 3 \A|=—4k2+6k—2=o:>k:l,k:5
3

TN
DN = DN
— =

Sik#1yk#1/2 = Rango(4) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas y serfa un sistema
compatible determinado.

Sik=1:
/12 11 -
A= 2 4 1|3 ];|Al=0 = —2# 0= Rango(A) =2
4 1
1 2 —-113
1 2 1
|Ai[ =[A] =0; [A2]=]2 4 3 |=0;
1 2 3
1 1 1 2 1 1
[As|=12 1 3|=0; |A4]=|4 1 3|=0
1 -1 3 2 -1 3
2 1 —
41 = —2# 0 = Rango(4) = 2.
Luego Rango(A) = 2 =Rango(A) < n? de incégnitas y el sistema es compatible indetermi-
nado.
Sim=1/2:
B 1 2 1/2]1 -
A= 2 4 1 |3 ;A|:0;‘1/2 2‘:27&0:>Rango(A)=2
12 2 —113
2 1/2 1 B
4 1 3 | =3# 0= RangoA = 3 #Rango(A) = sistema incompatible.
2 -1 3
b) Sik=2
r+ 2y+ 2z= 1 r=1
2z+ dy+ z= 3 = y=1/3
2+ 2y— z= 3 z=-1/3
c) Sik=1:
z+ 2y+ z= 1 z=A
{2334— dy+ z= 3 — Zil_l_)\/Q



Opcién B

Problema 1.17.2 (2 puntos) Dadas las matrices

1 20 100 x 0
M=|210 ), 1= 010 |, XxX=( vy |,o=[o0
00 3 00 1 z 0

se pide:

a) (1 punto). Calcular el valor o valores de A que hacen que el determinante de la matriz M — AT
sea igual a 0.

b) (1 punto). Para A = —1, resolver el sistema de ecuaciones lineales: (M — A X = O.
Solucién:
1-A 2 0
a) |[M —X| = 2 1-X 0 =-M+5M2-31-9=0= A=-1 A=3

0 0 3—-A

b) M —\ =

es la matriz asociada a este sistema homogéneo que es claramente

S NN
S NN
~ O O

compatible indeterminado:

z+y=0 v=-t
{ dz=0 y=t
z=0
Problema 1.17.3 (2 puntos) Dadas las matrices:
1 00 0 01 1 00
A= -1 2 3 |, B=( 010 |, I=| 010
01 2 1 00 0 01

resolver la ecuacién matricial AX + 3B = B(A" 4 3I), donde A" denota la matriz transpuesta de

A.

Solucion:
1 0 0 1 -1 0
A7t = 2 2 -3 |; A= 0 21
-1 -1 2 0 3 2
X =A"YBA'+3B-3B)=A"'BA' =
1 0 0 0 0 1 1 -1 0 0 3 2
2 2 -3 010 0 21 |=( -3 13 6
-1 -1 2 1 00 0 3 2 2 -7 -3



1.17.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 1.17.4 (3 puntos)

a) (1,5 puntos). Despeje X en la ecuacién matricial X(CD)™! = A+ X(D~'C~! — B), siendo
A; B; C; D matrices cuadradas invertibles. Exprese X de la forma maés simple posible.

2 0 -1

1 1 -1
b) (1,5 puntos). Para A = 1 0 1 y B = -1 0 1 determine la matriz Y
2 1 1 1 1 1

tal que YB = A.
Solucién:
a) Vamos a aplicar la propiedad (CD)~! = D~1C~ 1
XDy '=A+X(D'C'-B)= X(CD)"'-X(D'C'-B)=A=

X((CD)y'—(D7'C'+B)=A= XB=A=— X =AB"!
b) YB=A=— Y = AB "

2 0 -1 ~1/2 -1 1/2 ~1/2 -2 1/2
vy=[10 1 1 1 0 )= -1 -1 1
2 1 1 ~1/2 0 1/2 ~1/2 -1 3/2

Opcién B

Problema 1.17.5 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

3z+ Y + mz= 1
r— Y 4+ 2z= =2
S5z+ (m+1ly + 2z2= 4

se pide:

a) (2 puntos). Discutirlo segiin los valores de m.
b) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso m = 0.

¢) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso m = 2.
Solucidn:

a)

- 3 1 m| 1
A= 1 -1 2] -2

Al=m? —4=0= m =42
5 m+1 2| 4

Si m # +£2 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n® de incégnitas y serfa un sistema compatible
determinado.
Sim=-2:
/3 1 —2]1 -
A= 1 -1 2|-=2 ;|AO;’1 _1‘ —4 # 0 = Rango(A) =2
5 —1 2| 4



31 1
A = [A]=0; [Ag] =| 1 —1
5 -1 4

Luego Rango(A) = 2 #Rango(A) y el sistema es incompatible.

Sim=2:
31 2] 1
A= 1 -1 2|=2 |];|A]=0; 132;
5 3 2| 4

F3 = 2F, — F; — sistema compatible indeterminado.

b) Sim = 0:
3z+ gy = 1 r=—-2
z— y + 2z= -2 = Yy =
be+ y + 2z= 4 z2="17/2
c) Sim=2:
r=-1/4—X
3z+ y + 2z= 1
{ - o = y=T/4+ A
T y + 2z= 2 =
1.17.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
-1 0 2
Problema 1.17.6 (3 puntos) Dadas las matrices A = 0 a 0 |yB
0 0 1

se pide:

= —28 £ 0;

1

’:2750:> Rango(A4) = 2

2

= 0 2

1

5

0
-2
-1

)

a) (1 punto). Determinar los valores del pardmetro a, para que se verifique la igualdad A? = I,

siendo I la matriz identidad de orden 3.
b) (1,5 puntos). Para a = 2, resolver la ecuacién matricial AX A~ = B.
c) (0,5 puntos). Calcular el determinante de la matriz (2B)~1.

Solucion:

10 2\ " 12 0 1
X 02 0 Ao 2 —2 ). 0
0 0 1 5 -1 0
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1 0 2 1 0 2
020 = 0 1/2 0
00 1 0 o0 1
c)
1 1 1

Opcién B
Problema 1.17.7 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

az— y + z= 0
z+ y 4+ az= 0
ax+ 4y + 2z2= a

se pide:

a) (2 puntos). Discutirlo segiin los valores del pardmetro a.

b) (0,5 puntos). Resolverlo, si es posible, para a = 1.

¢) (0,5 puntos). Resolverlo, si es posible, para a = —1.
Solucién:
a)
B a —1 110
A= 1 1 alo0 Al = —5a*+a+6=0= a=—1, a=6/5
a 4 2|a

Sia# —1ya+#6/5=Rango(A) = 3 =Rango(A4) = n? de incégnitas y serfa un sistema
compatible determinado.

Sia=06/5:
/655 -1 1|0 65 1
A= 1 1 6/5] 0 ; |A] = 0; 1 1 ‘:11/57&O:> Rango(A) = 2
6/5 4 2|6/5
6/5 -1 0
Al =1A|=0; [A2]=| 1 1 0 |=066/25%#0;
6/5 4 6/5

Luego Rango(A) = 2 #Rango(A) < y el sistema es incompatible.

Sia=-1:
-1 -1 1 0 11
A= 1 1 —-1]0 ;i A =0; = 5% 0= Rango(4) =2
-1 4
-1 4 2 | -1
F, = —F; = sistema compatible indeterminado.
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b) Sia=1:

z— y + =z= 0 r=-1
>+ y + z= 0 = y=20
z+ 4y + 2z 1 z=1
¢) Sia=—1:
{ oy = 2= 0 )T 1—/15/;76/15?&
—z+ 4y + 22= -1 Z: \

1.17.4. Extraordinaria
Opcién A
Problema 1.17.8 (2 puntos)

a) (1 punto). Determine, si es posible, los pardmetros o y 8 de modo que se verifique la igualdad:

2
3 —4 1 0 3 -8
O‘(5 71>+6<2 1) —(72 f5>
b) (1 punto). Determine los posibles valores de A para que el rango de la matriz A sea 2, donde

a=:(75)+ (o 1)

Solucién:
a)
(5 2)+e(a1)=(2 3)
(@ﬂg _0;4%>:(_§ :§>
3a+p=3
—4o = -8 oa=2
a4+ 46 = —2 ﬁ{ﬁ=—3
—a+pB=-5
b)

A_<2/\+1 2>\)
- A 3A+1

1
JA| =4\ +5A+1=0= A= —1, A=
El Rango(A) =2si A # —1y A # —1/4.
Problema 1.17.9 (2 puntos) Cierta fundacién ha destinado 247000 euros para la dotacién de

115 becas de estudios. El importe de cada beca es de 3000 euros, si el estudiante cursa un grado
universitario; de 2000 euros, si cursa formacién profesional y de 1500 euros, si realiza estudios de
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postgrado. Sabiendo que la fundaciéon ha concedido doble nimero de becas de formacién profesio-
nal que de postgrado, cuantas becas ha concedido a cada nivel de estudios?

Solucién:
x : n° de becas para grado, y : n° de becas para FP y z : n® de becas para postgrado.

r+y+z=115 r+y+z=115 r =31
3000z + 2000y + 1500z = 247000 = ¢ 6x+4y+32=494 = ( y =256
Yy =2z y—22=0 2 =28

Opciéon B

Problema 1.17.10 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones siguiente:

20+ (a—1)y — 2z= a
2x+ y — az= 2
—x+ y + z= 1l-—a

se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo segiin los valores de a.

b) (1 punto). Resolverlo cuando sea posible.

Solucion:

a)
2 a—1 =2 a
A= 2 1  —al| 2 Al=a®*-a—-2=0= a=—1, a=2
-1 1 1|{1-a

Sia# —1ya# 2 =Rango(4) = 3 =Rango(A4) = n? de incégnitas y serfa un sistema
compatible determinado.

Sia=-1:
2 —20-2\=1 5 o
2 1
-1 1 2
2 -2 -1
Al = Al =0; |Ag|=| 2 1 2[=9#0;
-1 1 2

Luego Rango(A) = 2 #Rango(A) y el sistema es incompatible.

Sia=2:
2 1 =2| 2 9 1
A= 2 1 -2 2 i Al =0; =3 # 0 = Rango(4) =2
-1 1 1 |-1 -l

Fy = F, = sistema compatible indeterminado.

134



b) @ Siag=2:

{2x+ y - 2= 2 _ ;fé*A
-+ y 4+ z= -1 L=\
@ Sia+# —1y a2 por Cramer:
a a—1 =2
2 1 —a
1—a 1 1
x = a;
(a+1)(a—2)
2 a —2
2 2 —a
-1 1-a 1] 2-a
v= (a+1)(a—2)  a+1’
2 a-1 a
2 1 2
-1 1 I—a | 2a-1
: @+1)(a—2)  a+1
1.18. Ano 2017
1.18.1. Modelo
Opcion A
Problema 1.18.1 (3 puntos) Dadas las matrices
1 -1 1 1 2 m 1 1 -1
A= 1 0 -1 |, B=( 24 1), c=( 4 1
-1 2 2 m 2 -1 1 -2 0

se pide:
a) (1,5 puntos) Determinar el rango de B en funcién de los valores de m.
b) (1,5 puntos) Calcular la matriz inversa de A y comprobar que verifica A~! = 1(A% 4 30).
Solucién:

a) [Bl|=—-4m?+6m—-2=0= m=1, m=1/2luegosim#1ym#1/2= |B| #0=

Rango(B) = 3.
1 2 1 11
Sim=1:B=| 2 4 1 7|B:Oy’ ‘:—1750:>Rango(B):2.
2 1
1 2 -1
1 2 1/2 L
Sim=1/2: B= 2 4 1 ,|B|Oy‘ ‘17&0:>Rango(B)2.
12 2 -1 /2 2
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2/5 4/5 1/5 /2 4
by A= -1/5 3/5 2/5 | == -1 3 2
2/5 —1/5 1/5 P\ 2 11
11 4 3 3 -3 2 41
A% -3C = 2 -3 -1 |+ -3 6 3 |=( -1 3 2
1 5 1 3 -6 0 2 1 1

Luego A=t = é(A2 +30).

Opciéon B

Problema 1.18.2 (2 puntos) A un florista le han encargado preparar 5 ramos iguales para cinco
eventos. El precio total acordado es de 610 euros. Ha decidido emplear rosas, tulipanes y lilas.
Cada ramo llevara un total de 24 flores y el niimero de rosas empleado doblara al ntimero total de
flores de otras especies. ;Cudl es el nimero de flores de cada tipo que usard en cada ramo sabiendo
que cada rosa cuesta 6 euros, cada tulipan cuesta 4 y cada lila 37

Solucién:

Sea x el nimero de rosas, y el nimero de tulipanes y z el niimero de lilas de un ramo, respectiva-
mente.

r+y+z=24 T+y+z=24 =16
x=2y+ 2) = xr—2y—22=0 = <{ y=2
6z + 4y + 3z = 810 =122 6 + 4y + 3z = 122 z2=06

1.18.2. Ordinaria
Opcién A
2c +ay+z=a
Problema 1.18.3 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones ¢ = —4y+ (a+ 1)z =1 | se pide:
4y —az=0
a) (2 puntos). Discutirlo en funcién de los valores del pardmetro real a.

b) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso a = 1.

¢) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso a = 2.
Solucién:

a)
2 a 1 a
A= 1 -4 a+1]1 Al =a®—4=0= a=+2
0 4 —a |0

N

Si a # +2 = Rango(A4) = 3 =Rango(A4) = n? de incdgnitas y serfa un sistema compatible
determinado.
Sia=-2:

B 2 =2 1] -2 9 _9

A= 1 -4 —-1]1 ;|AO;’1 _4‘6¢0:>Rango(A)2



2 -2 -2
[Al] =]A]=0; [Az]=]| 1 —4 1 |=-16#0;
0 4 0

Luego Rango(A) = 2 #Rango(A) < y el sistema es incompatible.

Sia=2:
2 2 112 5 o
A= 1 -4 3|1 ; 4| = 0; 1 _4’:—10750:>Rang0(14):2
0 4 -21|0

|A1| = |Ag| = |A3] = |A4| = 0 => Rango(A) = 2 =Rango(A) < n? de incégnitas = sistema
compatible indeterminado.

b) Sia=1:
2 4+y+z=1 x=-1/3
r—dy+22=1 = y=1/3
dy—2=0 z=4/3
c) Sia=2:
{2z+2y+z:2 ;’qfi\/—?/\
4y —22 =0 L=\
Opcién B
Problema 1.18.4 (3 puntos) Dadas las matrices
1 21 -1 0 0
P=(3 2 2 |, J= 0 2 0
2 3 2 0 01

se pide:
a) (1 punto). Determinar la matriz P~!, inversa de la matriz P.
b) (1 punto). Determinar la matriz B~!, inversa de la matriz B = P~1J 1.

c) (1 punto). Calcular el determinante de la matriz A2, siendo A = PJP~!.

Solucion:
2 1 —2
a) P71 = 2 0 -1
5 —1 4
1 —2 -1\ -2 1/2 -2
b) B=P-lJl=(JP)"l = 6 4 4 - -2 0 -1
2 3 2 5 —1/2 4
—1 —1 1 2 2 2
¢) |A|=|PJP~| = |P||J||P |=IPHJIE=IJ|=—2- Luego A% = [A]? = (-2)* = 4.
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1.18.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 1.18.5 (2 puntos) En un supermercado tienen tres articulos con ofertas por la compra
de una segunda unidad. La segunda unidad del articulo A tiene un descuento del 60 %, la segunda
unidad del articulo B tiene un descuento del 75 %, mientras que la segunda unidad del articulo
C se oferta con un descuento del 50 %. Si un cliente compra un articulo de cada clase y, por lo
tanto, no se beneficia de descuento alguno, debe pagar 26 euros. Si compra dos articulos de cada
clase pagara 35,20 euros. Finalmente, si no adquiere el articulo A, pagara lo mismo comprando dos
unidades de B y una de C' que si compra dos unidades de C' y una de B. Determinese el precio de
cada articulo.

Solucién:
T+y+z=206 T+y+z2=26 x=2_8
1,42 4+ 1,25y + 1,52 = 35,20 = ¢ 282+ 25y +302 =704 = < y=12
1,25y +2=1,52+4+y y—22=0 z=06
0 1 2
Problema 1.18.6 (2 puntos) Dada la matriz 1 0 3 ], sepide:
4 -3 8

a) (1 punto) Calcular su inversa.

—4
b) (1 punto) Calcular la matriz B para que X = 0 | sea solucién del sistema A?X = B.
1
Solucién:
0 1 2 —9/2 T -3/2
a) A= 1 0 3 |= A"1l= -2 4 -1
4 -3 8 3/2 -2 1/2
0 1 2 —4 —17
) B=A2X=( 1 0 3 0 )=( —22
4 -3 8 1 —-53
Opciéon B

Problema 1.18.7 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

z+ my+ 3z = 4
T+ y— 2z = -2
3 + (m+1l)z= m+2

, se pide:
a) (2 puntos) Discutirlo segtin los valores del pardmetro real m.
b) (0,5 puntos) Resolverlo para m = —3.

¢) (0,5 puntos) Para cierto valor de m, que hace que el sistema sea compatible, se ha obtenido
una solucién con y = 0. Determinar x y z para esa solucion. ;Cudl es el valor de m?

138



Solucion:

a)

B 1 m 3 4
A= 1 1 =2 —2 Al = —(m*+6m+8)=0= m=-2, m=—4
3 0 m+1|m+2

Sim # —2y m # —4 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n°® de incégnitas y serfa un sistema
compatible determinado.

Sim=-2:
B 1 -2 3] 4
A= 1 1 —=2| -2 |;F3=F)+2F, = Sistema Compatible Indeterminado
3 0 —-1|0
Sim = —4:
1 -4 3| 4 Py 1 -4 3 4
A= 1 1 =2| -2 =| (hLh—-F | = 0 5 -5 —6 =
3 0 —-3|-2 F5 -3 0 12 -12|-14
£y 1 -4 3| 4
Fy = 0 5 —5| —6 — Sistema Incompatible
5F3 — 12F, 0o 0 0] 2
b) Sim = —3:
r—3y+3z=4 r=1
T+y—2z2=-2 = (¢ y=1
3r —2z=-1 z=2
¢) Siy=0:
r+3z=4 x=2/5
T + 22N == y=20 = m=-2
3x+(m+1)z=m+2 z2=16/5

1.18.4. Extraordinaria

Opcién A

Problema 1.18.8 (2 puntos) Se dispone de tres aleaciones A, B y C' que contienen, entre otros

Oro (%) Plata (%)
. . . A 100 0
metales, oro y plata en las proporciones indicadas en la tabla adjunta. B 75 15
C 60 22

Se quiere obtener un lingote de 25 gramos, con una proporcién del 72% de oro y una proporcién
del 16 % de plata, tomando = gramos de A, y gramos de B y z gramos de C. Determinense las
cantidades z, y, z.

Solucion:
TH+y+z2=25 T+y+z2=25 z=3
x4+ 0,75y 4+ 0,602 =0,72-25 — 100z + 75y + 60z = 1800 — y=12
0,15y + 0,22z = 0,16 - 25 15y + 22z = 400 z=10
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Opcién B

Problema 1.18.9 (3 puntos) Dada la matriz A = y la matriz identidad I =

S O N
= o O
O = O

O O =

0 0
1 0 |, se pide:
0 1

a) (0,5 puntos) Calcular la matriz B = (A — I)(2] + 2A4).
b) (1,5 puntos) Determinar el rango de las matrices A — I, A? — Iy A3 — 1.

¢) (1 punto) Calcular la matriz inversa de A%, en caso de que exista.

Solucién:
1 0 0 3 00 6 0 0
a) B=(A-1)2[+2A)=2| 0 -1 1 0 1 1 =1 0 0 0
0 1 -1 0 1 1 0 0 O
1 0 o0 1 0
b)yA-I=| 0 -1 1 7A—IzOy’O _112—1#0: Rango(A—1) =2.
0 1 -
3 00
A2—T=| 0 0 0 | = Rango(42-1)=1
0 0 0
7 0 70
AB-T=(0 -1 1 ,|A3—I|:Oy‘ ’:—77&OﬁRango(A—I):2.
0 -1
0 1 -1
4 0 0 8 0 0
c) A? = 01 0 |,43=( 0 0 1
0 0 1 01 0
2" 0 0
01 0 si n es par
001 64 0 0
n __ 6 __
R = 2 0 0 — A= 8 é ?
0 0 1 si n es impar
01 0

1/64
(A%~ = 0
0

o~ O
_ o o
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1.18.5. Extraordinaria-Coincidente

Opcion A
T+ Y = 1
Problema 1.18.10 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones ty+ z= 0,
z+ (Q+ty+ tz= t+1
se pide:

a) (2 puntos) Discutirlo en funcién del pardmetro t.
b) (0,5 puntos) Resolverlo para t = 0.

¢) (0,5 puntos) Resolverlo para t = —1.

Solucion:

a)
0| 1
1| 0 A=t —t=0=t=0, t=1

1
A= t
1+t t|t+1

—_ O =

Sit#0yt#1=Rango(A) = 3 =Rango(4) = n? de incégnitas y serfa un sistema
compatible determinado.

Sit=1:
1 1 011 Fy 1 1 01
A= 0 1 1|0 |= F, =l 01 10 |=
1 2 12 F3s— Fy 0 1 1|1
F 1 1 01
Fy = 0 1 1|0 = Sistema Incompatible
F3— Fy 0 0 0f1
Sit=0:
B 11 0|1
A= 0 0 1|0 |;F;3=F; = Sistema Compatible Indeterminado
1 1 011
b) Sit=0:
o4 1 z=1-A
{ = o y=2A
z=0
z=0
c) Sit=-1:
r+y=1 x=1/2
—y+z=0 =< y=1/2
T—z= z=1/2



Opcién B
1 -1 7T a

Problema 1.18.11 (8 puntos) Dada la matriz A = 1 0 5 2a |,seconsidera la matriz
0 2 —4 2a

B formada por las tres ultimas columnas de A y se pide:
a) (1 punto) Estudiar para qué valores del pardmetro real a la matriz B es invertible.

b) (1 punto) Obtener el rango de A en funcién de los valores del pardmetro real a.

T 1
¢) (1 punto) Resolver el sistema B y | =| 1 |, enelcasoa=0.
z 0
Solucion:
a) |[Al=0= AB"'VaeR
1 -1 7 a F 1 -1 7 a
b) Por Gauss: A = 1 0 5 2a =| Fhb—F | = 0 1 -2 a =
0 2 —4 2 Fy 0 2 —4 2
P 1 -1 7 a L
Fy = 0 1 -2 a y como 1‘:17&O:>
F5 —2F, 0 0 0 0

Rango(A4) =2 Va € R.

¢) Con a = 0 se trata de un sistema compatible indeterminado:

-1 7 0 T 1
2 -4 0 z 0
—r+Ty=1 x=2/5
Sy=1 = ¢ y=1/5
1.19. Ano 2018
1.19.1. Modelo
Opcién A
0 1 1 1 0 0
Problema 1.19.1 (2,5 puntos) Dadas las matrices A= 0 3 0 |,yI=| 0 1 0
0 -1 3 0 0 1

se pide:
a) (1,5 puntos) Obtener los valores de m para los que la matriz A — mI admite inversa.
b) (1 punto) Calcular la matriz inversa de A — 21.

Solucion:
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-m 1 1
a) A—ml = 0 3—m 0 |=]A-mI|l=-m(m-3)2=0= m=0ym=
0 -1 3—-m
Luego 3(A —mI)~t sim € R — {0, 3}.

-1/2 1 1/2
b) (A—-2I)"1 = 0 1 0
0 1 1
Opcién B

Problema 1.19.2 (2,5 puntos) Dada la matriz A y los vectores X y B siguientes:

1 1 1 x 1
A= m 1 m+1 |, X=| vy |, B= £
1 m m z 24 m

se pide:

a) (2 puntos) Discutir el sistema lineal AX = B en funcién de los valores del pardmetro m.

b) (0,5 puntos) Resolver el sistema lineal AX = B cuando m = —1.

Solucion:
a)
- 1 1 1 1
A= m 1 m+1 1 [Al=—-m(m—-1)=0= m=0, m=1
1 m m 24 m

Sim # 0y m # 1 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n° de incégnitas y serfa un sistema
compatible determinado.

Sim=1:
B 1 1 1)1 £y 1 1 1|1
A= 1 1 2|1 F,— Fy 0 0 1]0 = Sistema Incompatible
11 13 F; — Fy 0 0 0|2
Sim =0:
1 1 171 Fy 1 1 1 |1
A= 01 1|1 |= Fy =l 0 1 1|1 |=
1 0 012 F3;— Fy 0 1 111
P 11 11
F = 01 1)1 — Sistema Incompatible
s+ Fy 0 0 02
b) Sim=—-1:
r+y+z=1 z=1
—zrz4+y=1 = Yy =2
r—y—z=1 z=-2



1.19.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 1.19.3 (2,5 puntos) Dado el sistema de ecuaciones

T+ my = 1
A=< —2z— (m+1)y+ z= -1,
z+ (2m-—-1Dy+ (m+2)z= 2+4+2m

se pide:
a) (2 puntos) Discutir el sistema en funcién del pardmetro m.
b) (0,5 puntos) Resolver el sistema en el caso m = 0.
Solucién:
a)
B 1 m 0 1
A= -2 —(m+1) 1 ~1 Al=m?-1=0= m==1
1 2m—-1 m+2|242m

Si m # +1 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas y serfa un sistema compatible

determinado.
Sim=1:
1 1 01 I 1 1 011
A= -2 =2 1|-1 = | IZ+2F | = 0 0 1|1 =
1 1 3| 4 Fs—F 0 0 3|3
I 1 1 011
F = 0 0 1|1 — Sistema compatible indeterminado
F5 — 3F, 0 0 0|0
Sim=-1
1 -1 0|1 F 1 -1 0] 1
A= -2 0 1]-1 =| 2 4+2F | = 0 -2 1] 1 =
1 -3 1|10 F;s—F 0 -2 1|-1
R 1 -1 0] 1
F = 0 -2 1] 1 — Sistema Incompatible
F;— F, 0 0 0] -2
b) Sim = 0:
r=1 r=1
2r—-y+z=-1 = y=-1
T—y+2z=2 z=0



Opcién B

m 0 2 —2
Problema 1.19.4 (2,5 puntos) Dadas las matrices A = -2 4 m |,yB= 0 se
0 1 -1 0

pide:
a) (1 punto) Obtener los valores del pardmetro m para los que la matriz A admite inversa.
b) (1 punto) Para m = 0, calcular A- By A~!- B.

c) (0,5 puntos) Calcular B - B' y Bt - B, donde B! denota la matriz traspuesta de B.

Solucion:

a) |[Al=—-(m?+4m+4)=0= m = —2:

o Sim=-2=|A=0= A4
o Sim#—2=|A]£0=— JA

1 -1/2 2
b) Sim =0 tenemos A=t = | 1/2 0 1
/2 0 0
00 2 —2 0
& A-B= -2 4 0 0 = 4
01 -1 0 0
1 -1/2 2 —2 —2
e A1.B=( 1/2 0 1 0 |={ -1
/2 0 0 0 ~1
-2 4 0 0
c) B-B'= 0 |-(=2,0,0)=( 0 0 0 |y
0 0 00
-2
Bt-B=(-200)-{ 0 |=@)
0

1.19.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

1/3 —2/3 —2/3
Problema 1.19.5 (2,5 puntos) Dadas las matrices A= -2/3 1/3 -2/3 |y

2/3  2/3 —1/3

se pide:

S

I
oo
oo
v oo

a) (0,5 puntos) Calcular A*A y AA!, donde A denota la matriz traspuesta de A.
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b) (1,25 puntos) Hallar A=! y resolver el sistema lineal A | y | = 1

¢) (0,75 puntos) Calcular C?, donde C' = ABA".

Solucion:
. 1 -2 —2 /900
AA=-( 2 1 2 |=aa=-( 09 0 |=1y
3\ 2 2 41 N0 o0 9
L/ 900
AA==( 09 0 |=1
Y\ 00 9
. 1 -2 2 x 1 , 1 -2 2 1
by Atl=-( -2 1 2 |yl y |=41 1 )= -2 1 2 1 | =
3\ 2 2 2 1 3\ 2 2 1
1/3
1/3
~5/3
2 0 0
¢) C = ABA! = A2[A! = 2AA' =21 = B = | 0 2 0 | — 2 = 2121 = 4I =
00 2
40 0
0 4 0
0 0 4
Opciéon B

Problema 1.19.6 (2,5 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

10z— 20y— 10z = 8a+44
A= 2z—  by+ 3z= 4da+4 ,
3z—  Ty+ 2z= ba+9

se pide:
a) (2 puntos) Discutir el sistema en funcién de los valores del pardmetro real «.
b) (0,5 puntos) Resolver el sistema para o = —3.

Solucién:

a) Por Gauss:

B 10 —20 —10| 8+ 44 Iy
A= 2 =5 3| da+14 =| b+ F | =
3 -7 2| ba+9 10F5 — 3F}
10 =20 —-10| 8a+44 R 10 —-20 —-10| 8a+44
0 5 —25| —-12a+24 = F, = 0 5 =25 | 120+ 24
0 —10 50 | 26a — 42 F3+4+2F, 0 0 0 2a+6
Si 2046 =0=— o = -3 = sistema compatible indeterminado y si o # —3 = sistema

incompatible.
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b) Sia=-3:

P WU Tz =26+ 11\
{ T, T = y=1245)
Y N z2=A
1.19.4. Extraordinaria
Opcién A
14 0 10 x
Problema 1.19.7 (2,5 puntos) Dadas las matrices A = o7 5 , X = Y y
3 4 bHa z
2
B=| 37/2 | se pide:
11

a) (1,25 puntos) Discutir el rango de la matriz A, en funcién de los valores del pardmetro a.
b) (0,75 puntos) Para o = 0, calcular, si es posible, A~1.

¢) (0,5 puntos) Resolver, si es posible, el sistema AX = B, en el caso o = 1.

Solucién:
a)
14 0 10
A= o0 7 5 |A| =490(0—1) =0 = a =1
3 4 ba
Si @ #1 = Rango(A) = 3.
Sia:1:>|A:Oy’ 181 (; ’:987&0:>Rango(A)=2.
b) Sia=0:
14 0 10 2/49 —4/49  1)7
A= 07 5 |=A1t=| -3/98 3/49 1/7
3.4 0 3/70  4/35 —1/5
c) Sia=1:
14 0 10 2 F 14 0 10 2
A= 0 7 5 37/2 = Iy = 0 7 5|37/2 =
3 4 5 14F5 — 3Fy 0 56 40| 148
14 0 10 2
0 7 51]37/2 | = Sistema compatible indeterminado
F5 — 8F2 00 O 0
x=1/7—(5/7)A
14z + 10z = 2 -
{ Ty b5 gry = ¥=37/14= (/DA

z= A
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Opcién B

Problema 1.19.8 (2,5 puntos) Un grupo de estudiantes ha realizado un viaje por tres paises
(Francia, Alemania y Suiza). En los hoteles cada estudiante ha pagado: 20 euros diarios en Fran-
cia, 25 euros diarios en Alemania y 30 euros diarios en Suiza. En comidas cada uno ha gastado:
20 euros diarios en Francia, 15 euros diarios en Alemania y 25 euros diarios en Suiza. Ademas, el
transportista les ha cobrado 8 euros diarios a cada uno. Sabiendo que el gasto total del viaje ha
sido 765 euros por persona, que ha durado 15 dias y que han estado en Francia el doble de dias
que en Suiza, obtenga el niimero de dias que han estado en cada uno de los tres paises.

Solucién:
x dias en Francia, y dias en Alemania y z dias en Suiza.

(20420 + 8)x + (25 + 15+ 8)y + (30 + 25 4 8)z = 765
r+y+2=15 ==
r =2z

48x + 48y + 63z = 765

r+y+z2=15 r=6, y=6, 2=3

r—22=0

1.20. Ano 2019

1.20.1. Modelo
Opcion A

Problema 1.20.1 (2,5 puntos) Para cada uno de los siguientes apartados, proponga un ejemplo
de matriz cuadrada A, de dimensién 3x3, con todos sus nimeros distintos de cero y con sus tres
filas y columnas diferentes, que cumpla la condicién pedida.

a) (0,5 puntos) El determinante de A vale 0.
b) (0,5 puntos) El determinante de A vale 1.
¢) (0,5 puntos) La matriz A coincide con su traspuesta.
d) (1 punto) Para una cierta matriz cuadrada C, distinta de la matriz nula y de la identidad, se
verifica que A-C = C - A. (Debe proponer ejemplos concretos para las dos matrices Ay C.)
Solucién:

a) Basta con que una fila o columna sea combinacién lineal de las otras dos, por ejemplo:

1 21
A= 3 —1 5 COHIOF3:F1+FQ:>|A‘:O
4 1 6
b) Dividiendo una fila o columna por el valor del determinante de esa matriz obtenemos una
1 21
nueva matriz de determinante 1, por ejemplo: B = 3 -1 5 |, |Bl=-1b= A=
2 15
1 21 -1/15 —-2/15 -1/15
-+ 3 -1 5 |= 3 ~1 5 | = |Al=1
2 1 5 2 1 5
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1 3 2
¢) La matriz tiene que ser simétrica, por ejemplo: A = 3 1 5 = A=AT
2 5 —4

d) Bastaria con que C' = k-I,,Vk € R, una matriz proporcional a la identidad: A-C = A-k-I =

1 21 500
k-I-A=C-A, por ejemplo: A = 3 -1 5 yC = 0 5 0
2 15 0 0 5

1 21 5 0 0 5 10 15

A-C=[ 3 -1 5 05 0 |= 15 -5 25

2 15 0 0 5 10 5 25

5 00 1 2 1 5 10 15

C-A=| 0 5 0 3 -1 5 | = 15 =5 25

0 0 5 2 15 10 5 25

Luego A-C =C- A.

Opciéon B
Problema 1.20.2 (2,5 puntos) Dado el sistema de ecuaciones
T —my— z = 0
mx— dy+ (6 —2m)z= —8m se pide:
—x+ 2y+ z= 6

a) (2 puntos) Discutir el sistema en funcién de los valores del pardmetro m.

b) (0,5 puntos) Resolver el sistema en el caso m = 6.

Solucién:
a)
1 —m -1 0
A= m —4 6—2m | —8m Al = -m? +8m —12=0 =
—1 2 1 6

m=2, m==6

Sim # 2y m # 6 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas y serfa un sistema
compatible determinado.

Sim=2:
1 -2 -1 0 F 1 -2 -1 0
A= 2 4 2|-16 |=|FR-2F |=| 0 0 4|-16 |=
-1 2 1] 6 F3+ Fy 0O 0 0| 6
Sistema Incompatible
Sim = 6:
B 1 -6 —-1| O P 1 -6 —-1| 0
A= 6 —4 —6|—-48 | =| Fo—6F | = 0 32 0 | —-48 =
-1 2 1 6 F3+ Fy 0 -4 0 6



F 1 -6 —-1| 0
Fy = 0 32 0 | —-48 =
8F3 + Iy 0 0 O 0

Sistema Compatible Indeterminado

b) Sim = 6:
r—6y—2=0 z=-9+A
9y — -3 = y=-3/2
y z=A
1.20.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 1.20.3 (2,5 puntos)
1 3 4 1 (1) (1) 8
Dadas la matrices A = 1 a 2 2—a y M= 00 0 ; se pide:
-1 2 a a—2 00 1

a) (1,5 puntos) Estudiar el rango de A en funcién del pardmetro real a.

b) (1 punto) Calcular, si es posible, la inversa de la matriz AM para el caso a = 0.

Solucién:
1 3 4
a) 1 a 2|=ad’+a-2=0= a=1ya= -2 Luegosia # 1ya# —2=Rango(A) =
-1 2 a
3.
1 3 4 1 1 3
Sia=-2=— A= 1 -2 2 4 ||, _2‘57é0yF3F2:>
= 2 =2 4
Rango(A4) = 2.
1 3 4 1 1 3 1 1 4 1
Sia=1=— A= 112 1 |, 11 1l=0/] 12 1]=o,
-1 2 1 -1 -1 2 -1 -1 1 -1
3 4 1 3 4
1 2 1|=0y ’—27£O:>Rango(A)—2.
2 1 -1 L2
En consecuencia Rango(A) =3 sia € R — {1,—2} y Rango(A) =2sia=10a= —2.
1 3 4 1
b) Sia=0:A=| 102 2 |y
-1 2 0 -2
1 3 4 1 (1) (1) 8 1 3 1
AM = 1 0 2 2 00 0 = 1 0 2
-1 2 0 -2 00 1 -1 2 =2
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|AM| = —2 # 0 = 3(AM)~ "

2 —4 -3
(AM) ! = 0 1/2 1/2
-1 5/2 3/2

Opciéon B

Problema 1.20.4 (2,5 puntos) Una estudiante pidié en la cafeterfa 3 bocadillos, 2 refrescos y 2
bolsas de patatas y pagé un total de 19 euros. Al mirar la cuenta comprobd que le habian cobrado
un bocadillo y una bolsa de patatas de mas. Reclamé y le devolvieron 4 euros. Para compensar
el error, el vendedor le ofrecié llevarse un bocadillo y un refresco por solo 3 euros, lo que suponia
un descuento del 40 % respecto a sus precios originales. jCuéles eran los respectivos precios sin
descuento de un bocadillo, de un refresco y de una bolsa de patatas?

Solucién:

Sea x el precio de un bocadillo, y el de un refresco y z el de una bolsa de patatas.

4o +2y+32=19 =3
r+z=4 - y=2
r+y=>5 z=1
1 0 1]4 Fy 10 114
A= 1 1 0|5 =| FKh—F = 01 —-1|1 =
4 2 3|19 F3 —4F 0 2 —-1|3
B 1 0 114 x=3
Fy = 01 —-1|1 = y=2
F3 —2F, 0 0 111 z=1

1.20.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 1.20.5 (2,5 puntos) La aerolinea ” Air”, para uno de sus vuelos, ha puesto a la venta
12 plazas de Clase Preferente (P), a 250 euros cada una, 36 plazas de Clase Turista (T), a 150
euros cada una, y 72 plazas de Clase Econémica (FE), a 100 euros cada una. Se sabe que ha vendido
el 90 % del total de las plazas, recaudando un importe de 13800 euros.

a) (0,25 puntos) Determine el nimero total de plazas vendidas.

b) (2,25 puntos) Sabiendo que se han vendido el triple de plazas de clase (T') que de clase (P),
obtenga el nimero de billetes vendidos de cada clase y cudnto dinero se ha recaudado de
cada clase.

Solucién:
Sea x el nimero de billetes vendidos de (P), y el ndmero de billetes vendidos de (T') y z el nimero
de billetes vendidos de (F)

a) 12+ 36 4 72 = 120 plazas ofertadas = 0,9 - 120 = 108 plazas vendidas.

250z + 150y + 100z = 13800 = 5z + 3y + 2z = 276
b) x+y+2z=108
3r—y=0
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o 1 1 11108 F 1 1 1 108
A= 3 -1 0 0 =| F,-3F | = 0 —4 —-3|-324 =
5 3 2276 F3 — 5F, 0 -2 —3|-264
3 1 1 1] 108 z =10
I = 0 -4 -3|-324 |= ¢ y=30
2F; — Fy 0 0 —3|-204 z = 68
Opciéon B
Problema 1.20.6 (2,5 puntos)
11 1 0 0 4
Sean las matrices A = 1 0 -2 y B = 1 m 2 . Se pide:
1 1 -1 m 2 1

a) (0,5 puntos) Calcular los valores de m € R para los cuales B no tiene inversa.
b) (1 punto) Para m = 1, calcular la inversa de la matriz B.

¢) (1 punto) Para m = 2, calcular la matriz producto A B (donde A? denota la matriz traspuesta
de A) y el determinante de la matriz A?B.

Solucién:

a) |B| =4(2 —m?) =0 = m = +/2, para estos valores la matriz B no es invertible.
00 4 —3/4 2 -1
b) Sim=1= B=| 1 1 2 |= B l= /4 -1 1
121 /4 0 0
0 0 4
¢) Pram=2= B=| 1 2 2
2 21
1 1 1 0 0 4 3 4 7
A'B = 1 0 1 1 2 2 = 2 2 5
1 -2 -1 2 21 -4 —6 -1

|A2B| = |A%[|B| = |A]’| B = 2*(-8) = —32

1.20.4. Ordinaria-Valencia

Incluyo el examen de Valencia por la expectacién generada con éste.

Opcién A
1 0 a
Problema 1.20.7 Se dan la matriz A = -2 a+1 2 y que depende del pardmetro real
-3 a—1 a
a, y una matriz cuadrada B de orden 3 tal que B2 %I — 2B,siendo I la matriz identidad de
orden 3.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
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a) (242 puntos) El rango de la matriz A en funcién del pardmetro a y el determinante de la
matriz 2A7! cuando a = 1.

T -1
b) (3 puntos) Todas las soluciones del sistema de ecuaciones A [ y = 2 cuando
z 0
a=—1.
¢) (3 puntos) La comprobacién de que B es invertible, encontrando m y n tales que B~! =
mB +nl.
Solucién:
1 0 a
a) [Al=| =2 a+1 2 |=2(a?*+2a+1)=0= a=—1.Luegosia# -1 = |A|#£0=
-3 a—-1 a
Rango(A) = 3.
Sta=-1= |A|:Oy‘ :§ _(2) ‘:4#O:>Rango(A):2.
1 0 1 1 8
Sia=1= A= -2 2 2 |y|A|=8= 247} =22—=—-=1
Al 8
-3 0 1
1 0 -1 x -1 B 1 0 —-1|-1
b) -2 0 2 y | = 2 = A= -2 0 2| 2 =
-3 -2 -1 z 0 -3 -2 -1 0
P 10 —1]-1 r=gira
Fy +3F) 0 -2 2|-3 .

¢) B2=11-2B= 3(B*+2B)=1= B(3B+6l)=1=>
B! =3B + 61, luego B es invertible con m = 3 y n = 6.

Opcién B

4+  y+ z= 4
Problema 1.20.8 Se da el sistema { 3x+ 4y+ 5z= 5 , donde « es un parametro real.
Tz+ Yy+ 1llz= «
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) (4 puntos) Los valores de « para los que el sistema es compatible y los valores de « para los
que el sistema es incompatible.

b) (4 puntos) Todas las soluciones del sistema cuando sea compatible.

¢) (2 puntos) La discusién de la compatibilidad y determinacién del nuevo sistema deducido del
anterior al cambiar el coeficiente 11 por cualquier otro nimero diferente.

Solucion:
B 1 1 1|4 F
A= 3 4 515 = | F, -3F | =
79 11|« Fs —7F
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1 1 1 4 F 1 11 4
01 2 -7 = Fy = 01 2 -7
0 2 4| a—28 F5 —2F, 0 0 O0jla—14

Si o = 14 el sistema es compatible indeterminado y si a # 14 el sistema seria incompatible.
Como |A| = 0 para cualquier valor de « el sistema nunca seria compatible determinado.

s+ oyt 2= 4 r=11+ A
Sla=14:>{3x+ Ayt 5z= 5 = y=—7-—2\
z=A
1 1 1
Si cambiamos 11 pora: A=| 3 4 5 | = |4 =a—11 =0 = el tnico valor que anula
79 a

el determinate es @ = 11 luego para cualquier otro valor, como es el caso, |A| # 0 el sistema seria
compatible determinado.

1.20.5. Extraordinaria

Opcién A
Problema 1.20.9 (2,5 puntos)
kx+ (B+1Dy+ z= 0
Dado el sistema de ecuaciones A = —z+ ky— z= 0 ; se pide:
(k—1)a— y = —(k+1)

a) (2 puntos) Discutir el sistema segin los valores del pardmetro real k.
b) (0,5 puntos) Resolver el sistema para k = —1.

Solucion:

B ko k+1 1 0
a) A= ~1 k-1 0 = |A| = -2k +2=0= k= +1. Luego
k=1 -1 0 |—(k+1)

& Sik#+1 = |A| # 0 =Rango(4) = 3 =RangoA =n? de incégnitas= SCD.

& Sik=1:
1 2 171 0 Fy 1 2 11 0
A= -1 1 -1| 0 |=| FR+F |=[ 0 3 0] 0 |=
0 -1 0]-2 F3 0 -1 0|-2
P 1 2 1] 0
Fy = 0 3 0 0 = Luego se trata de un sistema incompatible.
33 + Iy 0 0 0|—-6
(ST)
-1 0 110
o« Sik=-1.A= -1 -1 =110 —> Luego se trata de un sistema homogéneo
-2 -1 0|0
y |A| = 0 = sistema compatible indeterminado. (SCI)
T =A
b) Sik:—lz{_mf—;izio —{ y=-2
z=A



Opcién B
Problema 1.20.10 (2,5 puntos)

. 1—a 1 1 0 .
DadaslamatrlcesAf< 1 1+a>eI7(O 1),seplde.

a) (1 punto) Calcular para qué valores a € R se verifica A2 — I = 2A.

b) (0,75 puntos) Calcular los nimeros reales a para los que la matriz A admite inversa y calcu-
larla, cuando sea posible, en funcién del parametro a.

c) (0,75 puntos) Calcular, en funcién de a, el determinante de la matriz (AA%)2, donde A* denota
la matriz traspuesta de A.

Solucion:

a) A2 -1 =2A:

(a272a+2 2 )_(1 O>_<2—2a 2 ):>
2 a? +2a+2 01/~ 2 24 2a

{a2—2a—|—1:2—2a:> a==+1
a?+2a+1=2+20 = a==1

b) [Al=—-a?=0= a=0= JA " Va e R - {0}

e 4
L It T (R
_(12 1 afl B 1 a—1
a? a?

c) [(AAT)?| = |(AA")]? = |(AA")||(AA")| = |A||A*]|A]|A*] = |A||A]|A[|A] = [A]* = (—a®)*! = a®

1.21. Ano 2020

1.21.1. Modelo
Opcién A

Problema 1.21.1 (2,5 puntos) Se quiere construir un invernadero para el cultivo de semillas
con ambiente controlado de temperatura, humedad y composicion del aire. El aire que hay que
suministrar debe contener un 78 % de nitrégeno, un 21 % de oxigeno y un 1% de argén.

a) (0,5 puntos) Si la capacidad del invernadero es 2000 litros, determine cudntos litros de
nitrégeno, cudntos de oxigeno y cuantos de argén son necesarios.

b) (2 puntos) Para suministrar el aire se dispone de tres mezclas gaseosas A, B y C, cuya
composicion se expresa en la tabla adjunta. Obtenga la cantidad que hay que utilizar de cada
mezcla para llenar el invernadero de aire con la composicién requerida.

Mezcla | Nitrégeno | Oxigeno | Argén
A 80 % 20 % 0%
B 70 % 20% 10%
C 60 % 40 % 0%
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Solucién:

a) Se necesitan: de nitrégeno 2000 - 0,78 = 1560 1, de oxigeno 2000 - 0,21 = 420 1 y de argén
2000-0,01 =20 1.

b) Se z el n® litros de mezcla A, y el n® litros de mezcla B y z el n® litros de mezcla C.

0,8x 40,7y + 0,62z = 1560 x = 1700
0,20 +0,2y + 0,42 =420 = { y =200
0,1y =20 z =100
Opcién B
1 2+t [
Problema 1.21.2 (2,5 puntos) Dada las matrices A = 5 10+3t |, X = ( Y ), B =
-1 -2
3
9 , se pide:
3t+3

a) (1 punto) Calcular el rango de la matriz A en funcién del pardmetro ¢.

b) (1,5 puntos) Resolver el sistema AX = B, para los valores de ¢ que lo hagan compatible y
determinado.

Solucion:

a) Por Gauss:

1 2+t 3] 1 241
A= 5 1043t |=| F,—5F | = 0 -2t |=
S Fs+ F 0 t

2} 1 2+t
Py =l 0o -2t |=
2F; + Fy 0 0

Sit=0el Rango(A) =1y sit=#0 el Rango(A) = 2.

b) El sistema es compatible determinado si Rango(A) =Rango(A) =n® de incégnitas= 2 =
t # 0 por el apartado anterior. Por Gauss:

1 2+t 3 Fi 1 2+t 3
A= 5 10+ 3t 9 = | F, —5F | = 0 -2t —6
-1 -2 3t+3 Fs+ Fy 0 t 3t+6
I3 1 2+1¢ 3
= F = 0 =2t —6 == 6t+6=0—=t=—-1
2F5 + Fy 0 0 6t + 6

El sistema seria:



1.21.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 1.21.3 (2,5 puntos) Se considera el siguiente sistema de ecuaciones dependientes del
parametro real a:
r+ay+z=a+1
—ar+y—z2=2a
—y+z=a

Se pide:
a) (2 puntos) Discutir el sistema segun los diferentes valores de a.
b) (0,5 puntos) Resolver el sistema para a = 0.

Solucién:
1 a lla+1

—a 1 —-1| 2a i JAl=ala+1)=0= a=0ya=—1.
0 -1 1 a

a) A

@ SiageR-{0,-1} = |4] # 0 = Rango(4) = 3 =Rango(A) = n° de incdgnitas
= SCD: Sistema compatible determinado, solucién tnica.

-
1 0 P 1 -1 110
A= 1 —1 -2 =| Fb—F | = 0 2 -2 -2 =
0 -1 F; 0 -1 1] -1
F 1 -1 110
{ = 0 2 =2| -2 = SI: sistema incompatible, no tiene solu-
2F3 + Fy 0 0 0| —4
cié
& Siag=0:
1 0 111 F 1 0 1]1
A= 0 1 —-110 = Fy = 01 —-110 — SCI: sistema
0 -1 110 34+ F 0 0 0|0
compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.
b) Sia=0:
r+z=1 r=1-2
{ y—z=0 = y= ;
Opcién B

Problema 1.21.4 (2,5 puntos) Segin informa la Asociacién Empresarial de Acuicultura de Es-
pana, durante el afio 2016 se comercializaron en Espana doradas, lubinas y rodaballos por un total
de 275,8 millones de euros. En dicho informe figura que se comercializaron un total de 13740 to-
neladas de doradas y 23440 toneladas de lubinas. En cuanto a los rodaballos, se vendieron 7400
toneladas por un valor de 63,6 millones de euros. Sabiendo que el kilo de dorada fue 11 céntimos
mas caro que el kilo de lubina, se pide calcular el precio del kilo de cada uno de los tres tipos de
pescado anteriores.
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Solucién:
Sea x el precio del kg de doradas, y el precio del kg de lubinas y z el precio del kg de rodaballos.

1374000z + 23440000y + 7400000z = 275300000
7400000z = 63600000 e
z=011+y

x = 5,7767 euros/kg
y = 5,6667 euros/kg
z = 8,5945 euros/kg

1.21.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 1.21.5 (2,5 puntos) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales

(k+1x+3y+kz=1
v+ (k+1)y+22=k—-1 ,
kx+2y+kz=2
se pide:

a) (2 puntos) Discutir el sistema en funcién de los valores del pardmetro real k.

b) (0,5 puntos) Resolver el sistema para k = —3.

Solucion:

B E+1 3 k| 1
A= 3 k41 2|k—-1 |; A=k —4=0= k=42

k 2 k 2

& Sik#£+2= |A| # 0= Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tnica)

&« Sik=2:
- 3 3 2|1
A= 3 3 2|1 = [ F,=F, ] — Sistema compatible indeterminado
2 2 2|2
& Sik=-2
A" -1 3 =2 1 I3 -1 3 =201
A= 3 -1 21 -3 =| F+3F | = 0 8 —410 =
-2 2 =2 2 F; —2F; 0 —4 210
I -1 3 2|1
F == 0 8 —410 — Sistema compatible indeterminado
3+ 2F, 00 010
b) Sik=-3:
—2x+3y—3z=1 r=-2
3 —-2y+22=—4 =< y=1
—3Jr+2y—32=2 z=2
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Opcién B

0 1 1 1 0 0
Problema 1.21.6 (2,5 puntos) Sean B = 101 ),C= 0 2 0 y A una matriz
110 0 0 3
que verifica AB = BC'. Se pide:
a) (0,5 puntos) Calcular el determinante de A.
b) (1 punto) Calcular BCB~!.
x x 1
¢) (1 punto) Encontrar el vector | y | talque BC'| y | =[ 2
z z 3
Solucién:
a) [AB| = |BC| = |A[|B|] = |B||C| = |A] = |C| =6
b)
01 1 100 01 1\ "
BCB™'=( 1 0 1 020 101 =
110 0 0 3 110
0 2 3 1 -1 1 1 1 b) 1 -1
1 0 3 3 1 -1 1 =3 2 4 =2
1 2 0 1 1 -1 1 -1 3
T 1 0 2 3 T 1
o) BC| y |=| 2 |=| 10 3 y |=( 2 | =
z 3

<
Il
—
o
w
2

[\

(an)

N
Ne—

w

I3

—_
[\
s}
w

1.21.4. Extraordinaria
Opcion A

Problema 1.21.7 (2,5 puntos) Sea A una matriz de tamano 3 x 4 tal que sus dos primeras filas
son (1,1,1,1) y (1,2,3,4), y sin ningin cero en la tercera fila. En cada uno de los apartados
siguientes, se pide poner un ejemplo de matriz A que verifique la condicién pedida, justificAndolo
apropiadamente:

a) (0,5 puntos) La tercera fila de A es combinacién lineal de las dos primeras.

b) (0,5 puntos) Las tres filas de A son linealmente independientes.

c¢) (0,5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado.
d) (0,5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema compatible indeterminado.
e) (0,5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema incompatible.
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Solucién:

11 1 1
Tenemos A = 1 2 3 4 cona#0,b#0,c#0yd#0.
a b ¢ d
1 1 1 1
a) Hacemos F3 =5F) — F» = A= 1 2 3 4
4 3 2 1
1 1 11 1 1 1
b) Hacemos A = 1 2 3 4 Jceonl|Al=|1 2 3 |=-1%#0= las tres filas son
3 3 2 2 3 2
linealmente independientes.
¢) Tomamos la matriz anterior y tenemos:
1 1 111
A= 1 2 3|4 |A1] = =1 # 0 = Rango(A;) = 3 =Rango(A) =n° de incégnitas—>
3 3 2|2
Sistema Compatible determinado.
d) Tomamos la matriz del primer apartado: (Por Gauss)
1 1 1|1 F 1 1 1 1
A= 1 2 3|4 =| Fh—F = 0 1 =
4 3 2|1 Fs — 3F 0 -1 —-2|-3
F 11 1)1
Fy = 01 2|3 —
s+ 0 0 00

Sistema Compatible Indeterminado.

e) A la matriz anterior le cambiamos el dltimo valor de la tercera fila: (Por Gauss)

1 1 1|1 F 1 1 111
A= 1 2 3|4 |=| B-FA |=[0 1 2[3 =
4 3 2|2 Fs—3F, 0 -1 —2/1
F 1 1 1)1
Fy = 01 2|3 —
F5+ Fy 0 0 0|4
Sistema Incompatible.
Opcién B
0o -1 2 1 00
Problema 1.21.8 (2,5 puntos) Sean las matrices A = 2 1 -1 |, I= 01 0 |,
1 0 1 0 0 1
2 -1
B = 1 0 ). Se pide:
0 1

a) (1 puntos) Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A.
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b) (0,5 puntos) Calcular la matriz C' = A? — 21.

c¢) (1 punto) Calcular el determinante de la matriz D = ABB?! (donde B! denota la matriz
traspuesta de B).

Solucion:
0 -1 2 1 1 -1
a) A= 2 1 -1 |=A'1=| -3 —2 4
1 0 1 -1 -1 2
0 -1 2\° 100 -2 -1 3
b)C:AQ—ZI: 2 1 -1 -2 0 1 0 = 1 -3 2
1 0 1 0 0 1 1 -1 1
2 1 5 2 -1
c) BBt = 1 0 ) 2 1 0 —
0 1 _1 0 ! -1 0 1
|BB!| = 0= |D|=|ABB!| = |A||BB!| =0
1.22. Ano 2021
1.22.1. Modelo
Opcion A
0 1 T
Problema 1.22.1 (2,5 puntos) Dadas las matrices A = 1 0 z—1 |y
r+1 0 3
0 1/3 —1/3
B = 0 1 0 , se pide:
1 2/3 —2/3

a) (0,5 puntos) Determinar los valores de x € R para los cuales A tiene inversa.
b) (1 punto) Para z = —1, calcular la inversa de A.

¢) (1 punto) Para x = 1, hallar (AB")3 y (AB")?°20 (donde B* denota la matriz traspuesta de

B).
Solucién:
a) [A|=22 —-4=0= z=42= JA ' Vz e R — {£2}.
01 -1 0 1 2/3
b) Siz=-1=A=| 1 0 -2 |=A41=[ 1 0 1/3
0 0 3 0 0 1/3
0 1 1
c) Siz=1= A= 1 0 0
2 0 3
01 1 0 0 1 01 0
C=AB'=( 1 0 0 13 1 2/3 |=( o001
2 0 3 —1/3 0 —2/3 -1 0 0
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01 0 01 0 0 01
Cc? = 001 001 |=(-1 00
-1 0 0 -1 0 O 0 -1 0
0 01 01 0 -1 0 0
c*=c?*.Cc= -1 00 001 )= 0 -1 0 |=-1
0 -1 0 -1 0 O 0 0 -1
01 0
02020 _ (03)673 .C = (_1)673 .O=—-C=— 0 0 1
-1 0 0
Opcién B
0 1 -1
Problema 1.22.2 (2,5 puntos) Dados la matriz A = a -3 a y el vector B =
a—1 =3 a
0
1 ], determine el valor o valores de a para los que:
2
x
a) (1,5 puntos) El sistema A| y | = B no tenga solucién.
z
b) (1 punto) A = AL
Solucién:
a)
0 1 =110
A= a -3 a|l |; |Al=3—-a=0=a=3
a—1 -3 a2

@ Sia#3=— |A| # 0= Rango(A4) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién unica)

@& Sig=3:

~ 0 1 —-11]0 P =F 3 -3 311
A= 3 -3 3|1 =| Fh=FN | = 0 1 -11]0 =
2 -3 3|2 F3 2 =3 312
P 3 -3 3|1 "
Fy = 0 1 =110 = F =
3F; —2F 0 -3 3|4 F5 4+ 3F;
3 -3 31
0 1 —-110 — Sistema Incompatible
0 0 04
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b) A=A"l= A2 =T

0 1 -1 0 1 -1 1 00
A% = a -3 a a -3 a =010
a—1 -3 a a—1 -3 a 0 0 1

Elegimos del producto la segunda fila de la primera matriz por la segunda columna de la
segunda matriz y tiene que dar uno:

a+9—-3a=1— a=4

Como so6lo da un valor este debe de ser inico. Comprobamos que con este valor se cumple el

enunciado:
0 1 -1 0 1 -1 1 0 0
A2=|( 4 -3 4 4 =3 4 |=( 010
3 -3 4 3 -3 4 0 0 1

1.22.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 1.22.3 (2,5 puntos) Tres hermanos quieren repartirse de forma equitativa un total de
540 acciones valoradas en 1560 euros, que corresponden a tres empresas A, B y C. Sabiendo que el
valor actual en bolsa de la accién A es el triple que el de B y la mitad que el de C, que el nimero
de acciones de C' es la mitad que el de B y que el actual valor en bolsa de la accién B es 1 euro,
encuentre el nimero de cada tipo de accién que le corresponde a cada hermano.

Solucién:
Si una accién de B cuesta 1 € = una accién A cuesta 3 € = una accién C' cuesta 6 €.
Sean x el niimero de acciones de A, y el nimero de acciones de B y z el nimero de acciones de C.
Tendremos:

r+y+ 2z =540 x4+y+2z=>540 x = 360
3r4+y+6z2=1560 — ¢ 3z+y+6z=1560 — ¢ y =120
z =% y—22=0 z =160

A cada hermano le corresponderan % = 120 acciones de A, % = 40 acciones de B y 6—30 =20

acciones de C.

Opcién B

Problema 1.22.4 (2,5 puntos) Se considera el siguiente sistema de ecuaciones dependientes del
parametro real a:
arx —2y+(a—1)z=4
—2x+3y—6z=2
—ar+y—6z=206

a) (2 puntos) Discuta el sistema segin los diferentes valores de a.
b) (0,5 puntos) Resuelva el sistema para a = 1.

Solucion:
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a -2 a—1]4 %
A= -2 3 -6 |2 |; |A|=3¢a*>-29a+26=0=a=1, a=—
3

—a 1 —6 |6

@ Sia#1lya#% = |A] # 0= Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n° de incognitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

® Sia=26/3:
26/3 —2 23/3|4 3F, 26 —6 23|12
A= 2 3 6|2 |=| R |=[ -2 3 6|2 |=
—26/3 1 —6|6 3F% —26 3 —18|18
F 26 —6 23|12
= | BR+F |=[ 0 33 —55[38 |=
Fy+ F 0 -3 530
£ 26 —6 23| 12
5 = 0 33 -55|38 |=
11F; + F, 0 0 0368

Sistema Incompatible

@& Sig=1:

B 1 =2 0|4 Fy 1 -2 0| 4
A= -2 3 —6|2 =| Fb+2F | = 0 -1 —-6110 =
-1 1 —6|6 s+ Fy 0 -1 —-6]10
R 1 -2 0] 4
= Fy — 0 -1 —-6|10 =
F;— F, 0O 0 0]O0
Sistema Compatible Indeterminado
b) Sia=1:
r—2y=4 xr=—16 — 12\
—2x43y—62=2 = (¢ y=-—10—6X
—r+y—62=0 z=A

1.22.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 1.22.5 (2,5 puntos) Dadas las siguientes matrices:

0 1 1 0
A= m 1 0 |, B= 1
1 01 0

a) (1,25 puntos) Determine los valores del pardmetro real m para los que la matriz A es invertible
y calcule su inversa en esos casos.
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x
b) (0,75 puntos) Estudie el sistema de ecuaciones A [ y | = B en funcién del pardmetro m.
z
¢) (0,5 puntos) Resuelva el sistema del apartado anterior para el valor m = 2.

Solucion:

a) [Al=-m—-1=0= m=-1= FA ! VmeR-{-1}

0 1 1 1 -1 1 1
A= m 1 0 — Al m 1 —m
101 m+l\ 1 g
T 01 1]0
b) Al v |=B= A= m 1 0|1 |com|A=-m—-1=0= m=-1
z 1 0 11]0

& Sim # —12 = |A| # 0 = Rango(A4) = 3 = Rango(4) = n? de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tinica)

& Sim=—1:
0 1 1(0 F3 1 0 110
A= -1 1 0|1 =\ F | = -1 1 01 =
1 0 110 Fy 0 1 1|0
Fy 1 0 110 Fy
Fy + F = 0 1 1|1 = Fy =
F; 01 110 F3 — F,
1 0 1] 0
01 1 1 — Sistema incompatible
0 0 0f—-1
c) Sim=2
T 0 1 1 T 0
Al v |=B= 2 1 0 y | = 1 =
z 1 0 1 z 0
y+2z=0 x=1/3
2r+y=1 = ¢ y=1/3
x4 z= z=-1/3
Opciéon B

Problema 1.22.6 (2,5 puntos) Una tienda online de productos gourmet elabora tres tipos de
cafés exclusivos, el Gold Cuvée (a 7,85 euros/kg), el Paradiso (a 13,3 euros/kg) y el Cremissimo (a
24,85 euros/kg). Para ello utiliza solo dos tipos de grano, el Ardbica y el Robusta. El Gold Cuvée
tiene un 90 % de grano tipo Arabica, el Paradiso un 85 % y el Cremissimo un 80 %.

A lo largo de un mes han necesitado utilizar 27,1 kg de grano del tipo Robusta para atender todos
los pedidos y han ingresado un total de 3112,5 euros. Sabiendo que se ha vendido doble cantidad
de café Cremissimo que de las otras dos especialidades juntas, se pide calcular los kilogramos de
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grano del tipo Arabica que se han utilizado a lo largo de ese mes.
Solucién:
Sean x los kg café Gold Cuvée, y los kg café Paradiso y z los kg café Cremissimo.

7,85x 4 13,3y + 24,85z = 3112,5 157z + 266y + 497z = 62250
0,1z 4+ 0,15y + 0,20z = 27,1 = 2x + 3y + 4z = 542
z2=2(x+vy) 2042y —2=0
z =30
— y =22
z =104

Los kg de tipo Arabica utilizados son 0,9z + 0,85y + 0,82 = 0,9-30+0,85-22+0,8-104 = 128,9
kg.

1.22.4. Extrordinaria

Opcién A

Problema 1.22.7 (2,5 puntos) Tres amigas, Sara, Cristina y Jimena, tienen un total de 15000
seguidores en una red social. Si Jimena perdiera el 25 % de sus seguidores todavia tendria el triple
de seguidores que Sara. Ademads, la mitad de los seguidores de Sara méas la quinta parte de los
de Cristina suponen la cuarta parte de los seguidores de Jimena. Calcule cudntos seguidores tiene
cada una de las tres amigas.

Solucién:

Sean z el nimero de seguidores de Sara, y el nimero de seguidores de Cristina y z el niimero
de seguidores de Jimena. Tendremos:

x +y+ 2z = 15000 x +y+ z = 15000 x = 2000
0,75z = 3x e dr —2=0 = ¢ y = 5000
S+4=2 10z +4y —52=0 z = 8000

Sara tiene 2000 seguidores, Cristina 5000 seguidores y Jimena 8000 seguidores.
Opcién B
Problema 1.22.8 (2,5 puntos)

a) (0,75 puntos) Encuentre un dnico sistema de dos ecuaciones lineales en las variables z e y,
que tenga como soluciones {z =1, y =2} y {x =0, y =0}.

b) (1 punto) Encuentre un sistema de dos ecuaciones lineales en las variables z, y y z cuyas
soluciones sean, en funcion del parametro A € R.

r=A
y=A—2
z=A—1

¢) (0,75 puntos) Encuentre un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incégnitas, = e y, que
solo tenga como soluciéon a xz =1ey = 2.
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Solucion:

a) Un sistema de ecuaciones lineales o bien tiene solucién unica o bien tiene infinitas soluciones
o bien no tiene solucién. Luego el caso que nos ocupa debe de tener infinitas soluciones, como
una de ellas tiene que ser {x = 0, y = 0} las infinitas soluciones buscadas serfan:

=\ Y o
{y:2>\ =>/\—x—2ﬁ2x y=20

La segunda ecuacién del sistema tiene que ser proporcional

{ 20 —y=0
—6x+3y=0
b)
T=A
y=A—-2 = A=z=y+2=z+1—= { T=y+2
r=z+1
z=A—-1
{x—y:Z
r—z=1
¢) Calculamos un sistema con la solucién buscada, por ejemplo
{2x+y:4
r—y=-—1

Como el sistema tiene que ser compatible determinado la tercera ecuacién tiene que ser
irrelevante, hacemos una combinacion lineal de las dos, por ejemplo multiplico la segunda
por 3 y le sumo la primera. Me queda el sistema:

2x4+y=4
r—y=-—1
Sr —2y =1

1.23. Ano 2022

1.23.1. Modelo
Opcién A

Problema 1.23.1 (2,5 puntos) En una academia de idiomas se imparten clases de inglés, francés
y aleman. Cada alumno estd matriculado en un tnico idioma. El ntimero de alumnos matriculados
en inglés representa el 60 % del total de alumnos de la academia. Si diez alumnos de francés se
hubiesen matriculado en aleméan, ambos idiomas tendrian el mismo ntimero de alumnos. Ademas,
la cuarta parte de los alumnos de inglés excede en ocho al doble de la diferencia entre los alumnos
matriculados en francés y aleman. Calcule el nimero de alumnos matriculados en cada idioma.
Solucién:

Sean z nimero de alumnos de inglés, y nimero de alumnos de francés y z nimero de alumnos de

aleman.
x=0,6(x+y+=z) 20 —3y—32=0 x =192
y—10=2+10 = y—2z=20 == y="74
T=8+2(y—2) x — 8y + 8z = 32 z =54
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Opcién A

3
y B = —1 ]. Se pide:

0 1
Problema 1.23.2 (2,5 puntos) Sean las matrices A= 1 0
a 1 =2/

o e Q

a) (0,5 puntos) Calcular los valores de a para los que la matriz A no tiene inversa.
b) (1 punto) Para a = 1, calcular la inversa de la matriz A.

x
¢) (1 punto) Para a = 2, resolver el sistema A | y | = B.
z

Solucion:

a) |[Al=a®?+a=0= a=0ya=—1, para estos valores 1A~}

01 1 —-1/2  1/2  1/2
b) Sia=1l= A= 1 0 1 |= A"1=| 1/2 -1/2 1/2
110 12 1/2 -1/2
01 2 -1/3  1/3  1/3
¢)Sia=2= A= 10 2 |= A= 2/3 -2/3 1/3
2 1 0 1/6  1/3 —1/6
-1/3  1/3  1/3 3 -2
AX=B=— X=A"'B=| 2/3 -2/3 1/3 -1 | = 2
1/6  1/3 —1/6 —2 1/2
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