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Optimizacién

m Una persona se acerca a una estatua de 2 m de altura. Los ojos de la persona estin 1 m por debajo
de los pies de la escultura. ;A qué distancia se debe acercar para que el 4ngulo, @, bajo el cual ve la
estatua sea maximo?

Hay una hermosa resolucién por métodos geométricos. Obsérvala:

Se traza una circunferencia que pasa por los puntos A y B y es tangente a la recta 7.

Demuestra que el punto de tangencia, 7, es el lugar de la recta » desde el
que se ve el segmento AB con dngulo mdximo.

1IA

o T r

Para probar que el dngulo trazado desde el punto de tangencia 7" es el mayor posible entre todos los
trazados desde puntos de la recta usaremos la siguiente propiedad:

“Todos los dngulos inscritos en una circunferencia que abarcan el mismo arco son iguales”.

Sea P un punto cualquiera situado sobre la recta r (andlogamente se razonaria si se encuentra en la po-
sicién de Q). Unimos el punto P con B y obtenemos el punto de corte P con la circunferencia. El
, — , /\' /\, — , . .

dngulo APB es menor que el dngulo AP'B pero AP'B=ATB porque los dos son dngulos inscritos
en una circunferencia que abarcan el mismo arco AB. En consecuencia el 4ngulo trazado desde P es
menor que el trazado desde el punto de tangencia 7. Asi, cualquier dngulo trazado desde puntos de

la recta distintos de 7" es menor que ATB, de donde se deduce que este es el mayor dngulo posible.
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1 Halla las rectas tangentes a cada curva que cumplen la condicién que se indica:

5x3 + 7x% —16x

_ 2, .2 24
a)y= -3 b)x*+y*-2x+4y-24=0
en los puntos de abscisa 0, 1, 3. en los puntos de abscisa x; = 3.
3 3
c)y:x?—x2+3x—6 d)y:x?—x2+x—2
paralelasalarecta y—x=9 que pasan por el punto P(2, 0).

a) Calculamos la derivada de la funcién:

' (1552 + 14x —16) (x — 2) — (57 + 7x* — 16x) _10x% —23x% — 28x +32
! (x-2)? (x—2)?

Ordenadas de los puntos:
7(0) =05 y(1) =4; y(3) =150
* Recta tangente en (0, 0): y'(0) = 8
y=28x
* Recta tangente en (1, 4): y'(1) =-9
y=4-9(x-1)=-9x+ 13
* Recta tangente en (3, 150): y'(3) = 11
y=150+11(x—3) = 11x + 117
b) Obtencidn de las ordenadas correspondientes:
324+ -2-3+4-24=0
9+92-6+4y—-24=0
y2+4y-21=0
4+J16+84 —4+y100 _4+10 y=3 8 Punto(3,3)
)= 2 T2 T2 <}/=—78Punto(3,—7)

Para hallar la pendiente en estos puntos, derivamos implicitamente:

2x+2p'-2+4y'=0
y'(2y+4)=2-2x

_2-2x _1-x
J 2y+4  y+2
Ast: y'(3,3) = —%; y'3,-7) = %
* Recta tangente en (3, 3): y=3 - %(x— 3) = —%x + 25—1
* Recta tangente en (3, -7): y=—7 + %(x— 3) = %x— 4—51

) Pendiente de larecta: y—x=9 = y=x+9 = m=1

y'= x2-2x+3 > x2-2x+3=1 — x%—2x+2 =0 no tiene solucién. Luego no existe ningtin
punto de la curva en el que las tangentes sean paralelas a la recta dada.

d) La pendiente de la recta tangenteen x=2, y=0 es: y'(2) = 22-2.2+1=1.

Entonces la recta tangente es: y = x — 2.
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1 Demuestra que si una funcién y = f(x) es decreciente en x,, entonces:

’
f'(x) <0
Si f(x) es decreciente en x; entonces existe un entorno de xp, £ = (xq—a, xy+ a) tal que, si x € E,
X # X, entonces:

fo-fix) _

X —Xq

Por tanto, si f(x) es derivable en x, se tiene que f"(x) = x/imxo %ﬁ;ﬁxo) <0.
2 Dadala funcién y = x> —3x% - 9x + 5:

a) ;Dénde crece?

b) ;Dénde decrece?

9'=3x2—6x-9=3(x>-2x-3)=3(x—3)(x+ 1)

a)x<-1 = y'>0 — f escreciente en (-0, —1)

x>3 — y'>0 — f escreciente en (3, +o0)
b)-1<x<3 — y'<0 — f esdecreciente en (-1, 3)
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1 Comprueba que la funcién y = x3/(x—2)? tiene solo dos puntos singulares,en x=0 yen x = 6.

Averigua de qué tipo es cada uno de estos dos puntos singulares; para ello, debes estudiar el signo
de la derivada.

(x—2)4 (x—2)* T w-27 (x-2)

=0
y'=0— xz(x—6)=0<z_6

y'= 3x%(x—2)> =2 (x-2)x° ~ xz(x—Z)(S(x—Z)—2x) _ x2(Bx —6—2x) ~ x2(x —6)

fr(—0,01)>0 ] y
£(0,01)>0 En x=0 hay un punto de inflexién.

£'(5,99)<0 . .
£1(6,01)>0 En x=6 hay un minimo relativo.

2 a) Halla todos los puntos singulares (abscisa y ordenada) de la funcién y = —-3x% + 4x3. Mediante
una representacién adecuada, averigua de qué tipo es cada uno de ellos.

b) Haz lo mismo para y = x% + 8x3 + 22x% + 24x + 9.
a)y'= —12x3 + 12x% = 12x%(—x + 1)
. x=0 8 Punto (0, 0) )
y'=0 < x=1 8 Punto(1,1) } Dos puntos singulares.

Los dos puntos estdn en el intervalo [-1; 1,5], donde la funcién es derivable. :
Ademis, f(-1)=-7 y f(1,5) =-1,7. \\
* En (0, 0) hay un punto de inflexién.

* En (1, 1) hay un méximo relativo.

b)y'= 4x3 + 24x2 + 44x + 24 = 4(x + D(x + 2)(x + 3)

x=—-1 8 Punto(-1,0) 9
y'=0 < x=-2 8 Punto(-2,1){ Tres puntos singulares.
x=-3 8 Punto (-3,0)
Los tres puntos estdn en el mismo intervalo [-4, 0], donde la funcién es derivable.
Ademis, f(-4) =f(0) =9.
* Hay un minimo relativo en (-3, 0), un maximo relativo en (-2, 1) y un minimo
relativo en (-1, 0). 1

—4-3-2-1
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1 Estudia la curvatura de esta funcién:
y=3x%-8x34+5
F(x) = 12x3 — 24x%; f"'(x) = 36x% — 48x

x=0 8 Punto(0,5)

_4 4 121
x-3 8Punt0<3, 27)

F16) =0 > 12x(Gx—4)=0<_

f160) =720~ 485 f(0)=0; f(g)o)

Los puntos (0, 5) y (%,—%;) son puntos de inflexién.

e La funcién es céncava en (—oo, 0) U <§, +<>o>, pues f"'(x) > 0.
e La funcién es convexa en el intervalo (0, %), pues f"'(x) < 0.

2 Estudia la curvatura de la funcién siguiente:
y=x2—6x2+9x
Flx) =3x2—12x+ 9; f"(x) = 6x— 12
f'(x)=0 = 6x—12=0 — x=2 — Punto (2, 2)
(f"() =6 f(2) = 0)
El punto (2, 2) es un punto de inflexién.
* La funcién en convexa es (—oo, 2), pues f"(x) < 0.

* La funcién en céncava es (2, +o0), pues f"'(x) > 0.
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1 Halla el nimero positivo cuya suma con veinticinco veces su inverso sea minima.

Llamamos x al nimero que buscamos. Ha de ser x> 0. Tenemos que minimizar la funcién:

Cxs 25
fx) =x .

oy 125 _ x*=25 _ x=58 f(5=10
f(x)—l—?‘ xz —0<x=_5 s (DOVale,pues x>0)

(Como xlf%ﬁ flx) = +oo, x@g:zm f{x)=+c0, ylafuncién es continuaen (0, +o0); hay un minimo en x=5)
Por tanto, el nimero buscado es x = 5. El minimo es 10.

& De entre todos los tridngulos rectingulos cuyos catetos tienen longitudes que suman 10 cm, halla
las dimensiones de aquel cuya drea es mdxima.

x+y=10 - y=10-x

. . - 2
xzyzx (lg X)= 10x2—X ,0<x<10

Tenemos que maximizar la funcién:

Area =

2
] 7 f(x)=x+loxT_x,0<x<10

f’(x)=%=5—x=0 - x=5—>y=10-5=5

<f(0) =0; f(10)=0; f(5) = %; y f es continua. Luego en x=35 estd el méximo).

Los catetos miden 5 cm cada uno. El 4rea mdxima es de 12,5 cm?.

3 Entre todos los rectingulos de perimetro 12 m, ;cudl es el que tiene la diagonal menor?

d={6-x)2+x*, 0<x<6

Tenemos que minimizar la funcién:

d 6—x () =4(6-x%+x%, 0<x<6

f'(x): _2(6_x)+2x - —12 + 4x - —6+2x
2J6-x2+x2 2J6-x%+x2 J(6-x72+x2
* fx)=0 > -6+2x=0 > x=3

(f(0)=6; £(6) =6; £(3) = J18=3y2 = 4,24; y f(x) es continua. Luego en x =3 hay un minimo).

El rectdngulo con la diagonal menor es el cuadrado de lado 3 m.

4 Determina las dimensiones que debe tener un recipiente cilindrico de volumen igual a 6,28 litros
para que pueda construirse con la menor cantidad posible de hojalata.

Suponemos el recipiente con dos tapas:

O

27y
Area total = 2mrh + 2mr? = 21r(h + 7)

V=628/=6,28 dm>

&
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Como V=m-2 h=314-72 h=628 — h=_28 _2

3, 1472 2

Ast: Area total = 21tr <% + r) =27r (2 + 72>
r r

Tenemos que hallar el minimo de la funcién:

£ = 2n<%+ r2>, >0

3
f'(r)=2n(—%+2r>=<%>=0 = 2+2%=0 o5 r=31=1
r r

(Como /z'né f(7) = +oo, Z_z)m f(7) = +o0, y f es continua en (0, +o0); en 7= 1 hay un minimo).
x—0* X =2 too

El cilindro tendrd radio 1 dm y altura 2 dm.
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1 Comprueba que la funcién f(x) = sen x cumple las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo
[0, ]. ;Dénde cumple la tesis?

y = sen x es derivable (y, por tanto, continua) en todo R.
Ademis, f(0) = f(m) = 0. Por tanto, cumple la hipétesis del teorema de Rolle.

y'=cosx=0 c i .
x €(0, ) — Cumple la tesis en: x = =
& Calcula b para que la funcion:

f(x)= x3-4x+3

cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 4]. ;Dénde cumple la tesis?

f(x) es una funcién polinémica. Por tanto, es continua y derivable en IR vy, en particular, continua en

[0, 6] y derivable es (0, 4).
Por otra parte debe ser:

FO) =f(b) > 3=6>-4b+3 - 6°>-4b=0 > b=2, b=0, b=-2
De los tres resultados anteriores solo es vdlido & =2 por las condiciones del problema.

Veamos dénde cumple la tesis:
FO)=3xod > 3x_ho0 o 5o 2B 2B

3 3
243
3

Como

€ (0, 2), este es el valor al que se refiere la tesis del teorema de Rolle.

3 Comprueba que la funcién:
2x+2 si —0,5<x<1
f(x)={5—(x—2)2 si lsxs4
cumple las hipétesis del teorema de Rolle. ;Dénde se cumple la tesis?

La funcién estd definida por intervalos mediante funciones polinémicas. Serd continua en [-0,5; 4] si
lo es en el punto x = 1.

lim fx)= lim 2x+2)=4
x—1" x—17

lz'n% F)- lz'n% <5—(x—2)2>=4 - x/z'_r)nl fx)=f(1)=4 — f(x) escontinuaen x=1.
x—1* x—>1*

Estudiamos su derivabilidad:

2 si —0,5<x<1

D(c=2) silex<d f'(17)=2=f"(1") = f(x) esderivableen x=1 vy, por tanto, en

el intervalo (-0,5; 4).

f@={

Finalmente, f(~0,5) = 1 = f(4).

El punto al que se refiere la tesis del teorema de Rolle lo obtenemos de —2(x—2) =0 — x=2.
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4 Aplicando el teorema de Rolle, demuestra que la ecuacién x> —3x + £= 0 no puede tener mis de
una raiz en el intervalo [-1, 1] cualquiera que sea el valor de £.

fx) = x3 —3x+ k es continua en [-1, 1] y derivable en (-1, 1).
x=-1

f0=3x2-3=0<__,
La derivada solo se anulaen x=-1 yen x= 1.
Supongamos que f(x) tiene dos raices en [-1, 1], sean ¢; y ¢,. Por el teorema de Rolle, como
f(e) =f(cy)) =0, existiriaun ¢ € (¢}, ¢;) tal que f(c) = 0.
Pero f"(x) soloseanulaen x=-1 yen x=1, que no estdn incluidos en (¢, ¢;), pues -1 <¢, ;< 1.
Hemos llegado a una contradiccién.

Por tanto, x% —3x + £ =0 no puede tener mds de una raiz en el intervalo [-1, 1], cualquiera que sea

el valor de 4.

Pagina 281

2x -3 si x<4

5 Demuestra que f(x) = {—x2+10x—19 si x24

cumple las hipétesis del teorema del valor medio
en el intervalo [2, 6]. :En qué punto cumple la tesis?

xlinz_ fx)= xlzn4 (2x-3)=5

xlinzp fx)= xlz'_;)%4 (x*+10x-19)=5} — f(x) escontinuaen x=4.

f4)=5
Luego f(x) es continua en el intervalo [2, 6]. (Para x = 4 estd formada por dos polinomios).

Veamos si es derivable:

fw={

En x=4, tenemos que f'(47) = f'(4") = 2. Por tanto, la funcién es derivable en (2, 6). Su derivada es:

2 si x<4
—2x+10 si x>4

: 2 si x<4
A {—2x+10 si x>4
Luego, se cumplen las hiptesis del teorema del valor medio.
Veamos dénde cumple la tesis:

f)-f2) 51 _4 g
6-2 4 4

fl=1 - 2x+10=1 —>x=%
9

La tesis se cumple en ¢ = 5

x¥?+2x+a si x<0 . .
6 Calcula 2 y b paraque f(x) = {—xz cbr  sixs0 cumpla las hipétesis del teorema del valor

medio en [-3, 2]. ;Dénde cumple la tesis? Haz la grifica.

La funcién estd definida por intervalos mediante funciones polinémicas. Serd continua en [-3, 2] si lo
es en el punto x = 0.

lim f(x)= lim (x*+2x+a)=a
x—0~ x—0~

lim f()= lim (—x*+bx)=0 — a=0=f(0)
x—0* x—0*

2x+2 si —3<x<0

2x+b si 0<x<2 = f07)=2, f(0)=b —> b=2

f'(x)={
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Cuando 2=0 y & =2 lafuncién es continua en [-3, 2] y derivable en (-3, 2).

F) = {x2+2x si —3<x<0

—x%+2x si O<x<2

f@-f3) _0-3_ 3

2-(3) 5 5

2x+2=-2 = x=—13 resultado un punto vilido porque -3 < 13 o
5 10 10

2x+2=— g - x= }—g también es un punto vilido porque 0 < 183

10
7 Aplica el teorema del valor medio, si es posible, en el intervalo [-2, —1] a la funcién siguiente:
f) =x2-3x+2

Calcula el valor correspondiente a ¢ y comprueba grificamente el resultado obtenido.

f(x) es derivable (y, por tanto, continua) en todo IR. En particular, es continua en [-2, —1] y derivable
en (-2, -1).

Luego, cumple las hipétesis del teorema del valor medio.

Veamos dénde cumple la tesis:
fO-f@ fED-f2) _6-12

b—a  -1-(=2)  -1+2
f)=2x-3=-6 = x= =

La tesis se cumple en ¢ = ?

8 Repite el ejercicio anterior para la funcién:

g(x)=x3—x2—x+ 1

2(x) es derivable (y, por tanto, continua) en todo IR. En particular, es continua en [-2, —1] y derivable
en (=2, -1).

Luego, cumple las hipétesis del teorema del valor medio.

Veamos dénde cumple la tesis:

gb)—gl@) g(-1)-g(=2) 0-(-9) 9
b—a —  -1-(=2)  -1+2

g()=3x2-2x-1=9 - 3x?-2x-10=0

oo 2+J4+120 ) 2+4/124 ) 2+24/31 L

51 x=2,19
G 6 3 12

Por tanto, se cumple la tesis en ¢ = 1- 431

3
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1 Demuestra que si f es derivable en un entorno de x, y f'(x,) <0, entonces f es decreciente en x;,.
Por las hipétesis, existe un entorno E = (xy — 9, x, + 0) en donde f” es negativa.

Sean x; y x, dos puntos del entorno tales que x; < x,. f cumple las hipétesis del teorema del valor
medio en [x, x,], por tanto, Jc € (x, x,) tal que:

SED=SCD g 0 5 fl) fle) <0 = fle) < f)

Xy — X1

Es decir, f es decreciente en x;.

2 Demuestra que si f'(xp) =0 y f"(xy) <0, entonces f presenta un maximo relativo en x;.

Si h <0, entonces:

f'(xg+h) >0 — fes creciente a la izquierda de x, (1)
Si h >0, entonces:

f'(xg+h) <0 — f es creciente a la derecha de x, (2)

Por (1) y (2), f presenta un mdximo en x;, ya que es creciente a la izquierda de x; y decreciente a su
derecha.
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1 En cada caso halla ¢ donde se cumple la tesis del teorema de Cauchy:
a) f(x) =3x+2, gx) = x2+1, en[l, 4]
b)f(x) =2x% +2x -3, g(x) =x2—4x + 6, en [0, 1]

©) f(x) = sen x, g(x) = cos x, en [%, %]

d) f(x) =x2, gx) =Ilnx, en|[l,3]

a) Las funciones satisfacen las hipétesis del teorema de Cauchy por ser polinédmicas.

f@-f1) 14-5 3

g(4)—g(1) 17-2 5

SO _3 . g3.3 5,44
2c 2

g 2c 5

b) Las funciones satisfacen las hipétesis del teorema de Cauchy por ser polindmicas.

f-f0) 1-(3) 4

g(l)—g(O)_ 3-6 3
f,(c)_4c+2 s 4 _ 4e+2

-1
g 2c—4 3 2c-4 = 2 €01

¢) Las funciones satisfacen las hipétesis del teorema de Cauchy por ser trigonométricas.

f(%)—f(%) ] sm%—sm% .

m\y_ (1 n__.n
g(a) g<6) @3

f'(f)_ cosc_ g _cosc 1 _ €=1€<%,%>

g'c)  —senc —senc 4

d) Las funciones satisfacen las hipétesis del teorema de Cauchy en [1, 3].

fB@-f10) 91 8

23)—g(1)  In3-In1 In3

f'© 2,2 2_ 8 2
——===2c"8 2c°=—"+- > = = 1,908 € (1, 3
§@ 1L T Ty T s "

c
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1. Tangente en un punto de la curva

Hazlo tu. Escribe la ecuacién de la recta tangente a la curva x? y* =1 en el punto (1, 1).
Para hallar la derivada, tomamos logaritmos:
xy=1 > y-lix+x-lny=lnl - y-lnx+x-lny=0

Derivamos:

Y lnx+y- % +tlny+x- ]7' =0
yoxy-lix+ytexy-lny+xty'=0
y'(xy - I x + x?) =—y2—xy- Iny
D —xylny
) xy-ln x + x*
y'(1,1) = -1
Por tanto, la ecuacién de la recta tangente en (1, 1) es:

y=1—(x—1); esdecir, y=—x-2

2. Tangente que pasa por un punto exterior

Hazlo tu. Halla los puntos de la curva f(x) = x2-2x+4 enlos que la recta tangente a ella pasa por
el origen de coordenadas.

Los puntos de tangencia estin en la curva y son de la forma (2, % — 24 + 4).

2 —2a+4-0

La pendiente de la recta que pasa por el punto de tangenciay por el origen de coordenadas es "0

Por otro lado, la pendiente de la recta tangente serd f'(a) = 22— 2.
2
Por tanto, a4 =2a+4 9, 0 s 2 04442242 — 20 — a=-2, a=2.
a
Hay dos puntos de tangencia que corresponden a dos rectas tangentes:

x=-2, f(-2)=12, f'(-2)=-6 = y=12-06(x+2)
x=2, f(2)=4, f'2)=2 = y=4+2(x+2)

3. Recta tangente en un punto de la curva

Hazlo tu. Escribe la ecuacién de la recta tangente a la curva y = 1 enel punto de coordenadas
x

(3, %) Comprueba que el segmento de esa recta comprendido entre los ejes de coordenadas estd

dividido en dos partes iguales por el punto de tangencia.

S
Y 2
x=3 > y':—% — La recta es tangente es y:%—%(x—?))

La recta corta a los ejes en los puntos:

=O—) = — — —\(— = =
y=0 — O=—;——;(x—3) - x=6
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Si P<3,%>; Q(O,%) vy R(6,0).

L 2.0
El punto medio del segmento QR es OT+6’3T =<3,%> =P

Por tanto, P divide al segmento en dos partes iguales.
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4. Intervalos de crecimiento

Hazlo tu. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones:

2) fl) = -2 b) () = bn(x? + x—5)

x*—4
a) El dominio de definicién es IR — {2, 2}.
oy 3x% (x* — 4) — x22x Cxt 1242
FO==—G g a4
F)=0— x*—12x2=0 — x=2y3, x=-23, x=0
Como el denominador es un cuadrado, el signo de f”(x) depende solo del signo del numerador.

f'>0 . f'<0 . f'<0 . f'<0 . f'<0 . f'>0
/_2'\/5\—'2\ 0 ~ 2 \2@/
Es creciente en (—oo, —24/3) y (243, +0).
Es decreciente en (=243, -2); (=2, 0); (0, 2) y (2, 243).

b) El dominio de definicién es (—oo, —5) U (1, +o0).

fr(x) — 2X+4

x?+4x—5
f'(x)=0 = 2x+4=0 — x=-2 (que no pertenece al dominio)
No tiene puntos singulares.
f<0  Noexiste | ['>0
~_ -5 1

Es creciente en el intervalo (1, +e0) y decreciente en (—co0, —5).
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6. Un avidn que se aleja

Hazlo td. Una lancha rdpida navega paralela a la costa a 10 km de esta, a velocidad constante, v.

En un cierto instante, desde un faro de la costa la vemos acercarse. Su distancia a nosotros es de
26 km y disminuye a una velocidad de 72 km/h. ;Qué velocidad lleva la lancha?

Tomamos como instante incial aquél en el que se encuentra a 26 km de distancia.
La distancia entre la proyeccién sobre la costa y el faro es Y262 —10% = 24 km.
La distancia entre la lancha y el faro en funcién del tiempo 7 es 4(t) = §(24 — v)> +10% con 4(0) = 26.
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—2v(24 -1

2¢y(24 —v9)? +100

d'(0) =72 ya que la distancia disminuye al acercarse la lancha.

y, por el enunciado del problema,

La velocidad a la que se acerca es d'(z) =

24y _ 7y oy 24 _ 75 5 - 78km/h

J242 +100 26

7. Una esfera que se hincha

Hazlo tu.
Halla cudl fue la velocidad de aumento del radio cuando media 1 m.

El instante en el que el radio mide 1 m es:

4 3 4
=n-1°=0,1r > =mw=0,1r > =
3 3

0,3
0,3 0,3 -3 0,3
=302 (1) = L[ 5.5
R(z) = 4nt—>R(r) 3(411 r) i

_2
(4n\ 1({03 4n\3 03 01
R(o,a)‘ 3(4n 0,3) dn ~an - 0008 m/s

Por tanto, el radio crece a una velocidad de 8 mm/s.
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8. Puntos en los que se anulan f', "y f'"'

Hazlo tu. Estudia si la funcién f(x) =3 — (x + 1)* tiene algin médximo, minimo o punto de inflexién.
Flx) = —4(x + 1)3
F(x) = —12(x + 1)?
f'(x) = —24(x + 1)
fED =D =1 =0
Estudiamos el signo de /" ala izquierda y a la derecha de 1.
50 f<0
7 a1 Y~

El punto (-1, 3) es un maximo relativo.

9. Coeficientes de una funcién
Hazlo td. Calcula & y d para que la funcién f(x) = —x3 + bx? + x + d tenga un maximo relativo
en el punto (1, 4).
La funcién pasa por el punto (1, 4) — f(1) =4
Tiene un méximoen x=1 — f'(1)=0
fD)=-1+b+1+d=4 — b+d=4
f'(x) =3x2+2bx+1 > f1)=-3+2b+1=0

b+d=4

—3+25+1=0} = b=1,4d=3

Los valores buscados son 6=1 y d=3.
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11. Area méaxima

Hazlo tu. Se desea construir un depésito de latén con forma de cilindro de 4rea total 54 cm?. Deter-
mina el radio de la base y la altura del cilindro para que el volumen sea médximo.

Llamemos 7 al radio del cilindro y h a la altura.

El 4rea total es S = 2mr? + 2mrh.

2
2nr? + 2nrh =54 — h=27;7m
.

2
El volumen del cilindro es V= r?h = 1t7227;7m =727 = mr?) = 27r — wr3.
7

Buscamos las dimensiones del cilindro de volumen mdéximo.

V'(r) = 27 — 3mr?

V,(V)ZO d 27—371:72:0 e Vzicm
Jm

V'"(r) = -6nr
3

V"(r) <0 — En r=—=- hay un mdximo relativo.

Jm
27-w-9/n _ 6

=—— Ccm.

n-3/yn  n

Solo falta calcular la altura del cilindro, que es h =

12. Problema de tiempo minimo

Hazlo tu. La vela mayor de un barco tiene forma de tridngulo rectdngulo. Si la hipotenusa debe
medir 6 m, calcula sus dimensiones para que la superficie de la vela sea méxima.

Llamemos x, y alas medidas de los catetos del tridngulo rectangulo.
x2+92=36 = y=36-x?

La superficie de la velaes § = % ya que los catetos hacen de base y de altura del tridngulo rectdngulo.

Se obtiene:

S = xy36 — x?

2

S'(x):%(mm 2x ) 18— 12

2436 — x2 _«/36—x2
S®=0 > 18-x%2=0 — x=3y2, x=-3y2 (no vale)

El valor x = 342 es un mdximo como se puede comprobar estudiando el signo de /' a ambos lados del
mismo.

El otro cateto del tridngulo mide y = y36—(3 2)2 =32

La vela es un tridngulo rectingulo isésceles cuyos catetos miden 342 m.
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Ejercicios y problemas guiados
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Tangente perpendicular a una recta

Escribir las ecuaciones de las rectas tangentes a la funcion f(x) = 4x° — 2x + 1 que son perpendiculares
alarecta x+y—2=0.

Larecta y=—x+ 2 tiene pendiente —1. Cualquier recta perpendicular a ella tendrd pendiente — % = 1.
Por tanto, debemos calcular los puntos de la curva en los que la pendiente vale 1. B

Flx) =12x%2 -2

F)=1— 12x2-2=1 - x=-
) b
P )] ) g e bed) 2o

Intervalos de concavidad y convexidad

Determinar los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexién de la funcién:

fx)=

xZ
¥ -1
El dominio de definicién es IR —{-1, 1}.
f&) =

k) =

1)2
Y 2(3x +1)
f(x) (2 1)3

F'() =0 — 3x2+1=0 no tiene solucién — No tiene puntos de inflexién y la tabla de los signos de
la segunda derivada es:

>0 f"<0 . f">0
NI NG/

(el signo de la segunda derivada solo depende del denominador)

La funcidn es céncava en (—oo, —1) y (1, +o0). Es convexa en (-1, 1).

Maximo y minimo absoluto
Calcular el mdximo y el minimo absolutos, en el intervalo [-1, 2] de la funcién:
f&x)=In (Prx+1)—x
F(x) = In (x* + x+ 1) —x estd definidaen IR ya que el argumento del logaritmo siempre es positivo. Es una

funcién continua y derivable en [-1, 2]. Por ser continua en un intervalo cerrado y acotado, alcanza sus ex-
tremos absolutos. Estos pueden ser los extremos del intervalo o los extremos relativos si estdn en el interior.

f()_ 2x+1 ~1

rx+1

fx)=0 — 22x—+11=1 = 2x+1l=x?+x+1 > x=1, x=0
XX+
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Evaluamos:
x==1 = f) = ()2 + )+ 1) = (=) =1
x=0 = f(0)=h1=0
x=1—= f(1)=m3-1=~0,0986
x=2 — f(2)=ln7-2~-0,054

Alcanza el mdximo absoluto en (1, 1) y el minimo absoluto en (2, /n 7 - 2).

Continuidad en [a, b]
Dada la funcién f(x) = w7 » demostrar que existe un valor c e (1, 3) tal que f'(c) = 4.

Para que la funcién esté definida debe ser el radicando mayor o igual que 0.
La inecuacién x2—4x+7 >0 esciertaen IR. Por tanto, el dominio de f(x) es R yescontinuaen [1, 3].
Calculamos la derivada:

(%) 2x—4 1
hfG)=Vx*—4x+7lnx 8 f = X x+\x*—4x+7 4 =
/ F&) 2?47 x

_ x—2)Inx +«/x2—4x+7=x(x—2)/nx+x2—4x+7 s f'(x):xm x(x—=2)nx+x2—4x+7
Vx% —4x+7 x xyx® —4x+7 xyx?—4x+7

Por tanto, la funcién es derivable en (1, 3).

fB)-f1) 91 _4
3-1 -

Por el teorema del valor medio existe un punto ¢ € (1, 3) tal que f'(c) = 3

Extremos relativos
Sea f(x)=x2e™™ con a=0.
a) Calcular el valor de a para que la funcion tenga un extremo relativo en el punto de abscisa x = 2.

b) Clasificar los extremos relativos cuando a = 2.
a) ['(x) = 2xe™* — axle~ ™
f(2)=0 = 462 —4ae™ -0 — ¢24-4a)=0 — 4-42=0 — a=1 (yaquelaexponencial
nunca se anula)
b) Para 2 =2 laderivadaes f'(x) = 2xe™* — 2x2e %",
fx)=0 > 2x-2x=0 > x=1, x=0
F<0 . f50 . f<0
~, 0 _— 1 ~

x=0, f(0)=0 — (0,0) esun minimo relativo.

x=1, f(1) = e2 — (1, ) esun méximo relativo.
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Ejercicios y problemas propuestos
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Para practicar

M Recta tangente

1 Halla la ecuacién de la recta tangente a las siguientes curvas en los puntos que se indican:

a)y=In(1g2x) en x=% b) y = Jsen5x en x=%
c)x2+y2—2x—8y+15=0 en x=2 d)y:(x2+1)””x en x=0
a) * Ordenada en el punto: x = % — =0
2(1 2
* Pendiente de la recta: y'= ngx) - y'(ﬂ) =4
tg 2x 8

* Recta tangente: y = 4<x - ﬂ) =4y T

8 2
b) ® Ordenada en el punto: x = % - y= g
. '\ Scos5x (T 5(=42/2) -5y3 -5/6
« Pendiente de la recta: =——><_)= _B
endiente de la recta: y s c ol 2h Z
R L 2 5«/8( n)
Recta tangente: y = S x_Z

¢) * Ordenadas en los puntos:
44+92-4-8y+15=0 = y2-8y+15=0

_ 8:464-60 8+2 <}/=5 8 Punto(2,5)
)= 4 T4 y=3 8 Punto(2,3)

¢ Pendiente de las rectas:

2x+2yy'=2-8y'=0

’ ' 2—2x 1—x

2y-8)=2-2 - L 2X
y'(2y-8) X2 =8, 4
y'(2,5) =122 -

* Recta tangenteen (2,5): y=5-1-(x-2) > y=—x+7
* Rectatangenteen (2,3): y=3+1-(x-2) = y=x+1

d) * Ordenada en el punto: x=0 — y=(0+ 170-19-1 — P(0,1)

* Pendiente de la recta tangente:

y=2+ 1) = ny=senx-ln(x*+1) -

’

- J =cosx-ln(x2+1)+5gnx.22_x N
x“+1
- y'= cosx-ln(x2+1)+M (x2 4+ 1)
x“+1

m=1[cos0-m1+0]-19=(1-0+0)-1=0

* Recta tangente: y=1+0(x—-0) = y=1
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2x
x—-1

2 Halla las tangentes a la curva y = paralelas a la recta 2x + y = 0.

La pendiente de la recta 2x+ y=0 es m=-2.

Buscamos los puntos en los que la derivada sea igual a —2:

o 2(=1)-2x 2x-2-2x__ 2
(x—1)2 x2—2x+1  x*—2x+1
y=2 o 2 _ 95 2o (2 2x+1)
x2—2x+1

x=0 8 Punto(0,0)

2 2 _ )
x“=2x+1 > x“=2x=0 > x(x-2) O<x=28Punto(2,4)
Recta tangente en (0, 0): y=—2x

Recta tangente en (2, 4): y=4-2(x—2) — y—2x+8

3 Obtén la ecuacién de la recta tangente paralela al eje de abscisas en las siguientes curvas:
a)y=xhx b)y:xze" ©) y = sen 2x
Una recta paralela al eje de abscisas tiene pendiente cero.

Ay =hx+x- Lo mxst
x

9'=0 = Inx+1=0 = Inx=-1 > x=¢1== - y= "2

La recta tangente en el punto (l, i) es: y= =1
e e e

b) y'=2x ¥ + x% e = (2x + x2)e*
Como ¢*= 0 paratodo x:

x=0 8 Punto(0,0)

V_ 2_ =
y'=0 5 2x+x*=0 > x(2+x)—0<x=_2 8 Punto (-2, 4/6?)

* En el punto (0, 0), la recta tangente es: y=0

* En el punto <—2, iz)’ la recta tangente es: y = iz
e e

c) y'=2cos 2x

2x=%+2n/e 8 x=%+n/e 8 y=1
y'=0— 26052x=0< 3 3
2x=Tn+ZTC/e 8 xzjnﬂt/e 8 y=-1

* En los puntos (% + Tk, 1), con ke Z, larectatangentees: y=1

* En los puntos (3% + Tk, —1), con ke Z, larecta tangentees: y=—1

4 Halla el punto de la grifica de y = 2/x en el que la tangente forma un 4ngulo de 60° con el
eje X. Escribe la ecuacién de esa tangente.

* Si la recta tangente forma un dngulo de 60° con el eje X, su pendiente es #g 60° = 3.

* Buscamos un punto en el que la derivada valga 3:

},':L:L

20x  x
, 1 1 2 243
= — = 1= = — = —=—
¥ B—>«/; B - 3x = x 3—)}/ 53
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* La recta tangente en ese punto sera:

y':23—‘/§+«/§(x—%> —>)/:23—‘/§+«/§x—§ —>y:«/§x+g

5 a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grifica de la funcién f(x) = x> —3x2 + 2x + 2 en
x=3.

b) ;Existe alguna otra recta tangente a la grifica de f que sea paralela a la que has hallado? En
caso afirmativo, hallala.

a) Hallamos la pendiente de la recta tangente usando la derivada:
f'(x) = 3x2—6x+2
x=3, f(3)=8, f'3) =11 = y=8+11(x-3)
b) Para saber si existe otro punto en el que la recta tangente sea paralela resolvemos:
F)=11 = 3x2-6x+2=11 = x=3, x=—1
Hay otro punto:

x=-1, f(-1)=—4 — y=—4+11(x+ 1) es la recta tangente en este punto.

6 Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva y = 4x> — 2x? — 10 en su punto de inflexién.

Calculamos primero el punto de inflexién resolviendo f"'(x) = 0:

Fl() = 12x2% — 4x

f(x) =24x— 4
Fl6)=0 = 24x—4=0 > x= %
Evaluando la derivada segunda a ambos lados de x = % observamos que la funcién pasa de convexa

a céncava. Luego es un punto de inflexién.

b)) ) o--F )l ok

La ecuacién es y = —ﬂ_l<x _%>

27 3

7 Halla los puntos de la curva:
y=3x>-5x+12
en los que la recta tangente a ella pase por el origen de coordenadas.
Debemos hallar las ecuaciones de las tangentes desde un punto exterior a la grafica de la funcién.
Los puntos de tangencia son de la forma (4, 34% — 54 + 12).

3a—5a+12-0 _3a>-5a+12
a—-0 a '

La pendiente de la recta tangente que pasa por el origen es
Usando la derivada, la pendiente anterior también es 64 — 5.

2
w=64—5 = 342 -52+12=6a%*-52 > a-2, a=2

Obtenemos dos puntos de tangencia y dos rectas tangentes:
x==2, f(-2)=34, f'(-2)=-17 = y=-17x
X=2, f(2)= ]-4’ f’(2)=7 4 _)/=7x
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8 Halla los puntos de la curva:
y= % ¥+ h4x—4

en los que la recta tangente a esta pase por el punto (0, —8). Escribe las ecuaciones de las rectas
tangentes en dichos puntos.

Debemos hallar las ecuaciones de las tangentes desde un punto exterior a la grafica de la funcién.

4

2
Los puntos de tangencia son de la forma (a, 2Ly ba— 4).

2 2
L vha—4-(-8) L i4a+4

La pendiente de la recta tangente que pasa por (0, —8) es 4 P 4 p
Usando la derivada, la pendiente anterior también es a4,
2
% +4a+4 2 )
=4 a =2 =-— =
P 2+4—)4+4d+4 4+4a—>¢z 4,44

Obtenemos dos rectas tangentes:

fl-4)=2 = y=-8+ 2

f'4)=6 > y=-8+06x

9 Halla, en cada caso, las ecuaciones de las rectas tangentes paralelas al eje X:
. X _ _ 22 +2x

- 3(x-1) by = In x 9= &*

a) El ¢je horizontal tiene pendiente 0.
1 3x%(x—1)— %2 ~ x2(2x - 3)

3 k=12  3(x-1)2

y'=0 = x?(2x-3)=0 = x=0, x=%

1
% _ xQ2nx+1)
n? x n? x

1
9'=0 > xQ2x+1)=0 = x=0(novale), x=¢ 2

1

__2
e ) N S

1 e e
2
)y Q2x+2)e —(x*+2x) e 2 _x2
oy = €2x - €2x

y'=0— 2-x2=0 > x=y2, x==42

c= 2, F(f2) = 2+242 . 2+242

o2 o2

2_%§ﬁ - y= eﬁ(2—2«/§)
e

x=—‘/§5 f(_‘/i)=
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B Maximos y minimos. Puntos de inflexion

10 Halla los méximos, los minimos y los puntos de inflexién de las siguientes funciones:

3 (3x —
a)y=x°—6x%+9x b)y=w ) y = x%— 243

d) y=x*+2s2 ey= x21+1 Hy=e*x-1)

a) f(x) = 3x2-12x+9

£ =0 = 3(:2—4x+3)=0 — x= 4¢@:432 —

x=38 y=0
x=18 y=4

Signo de la derivada:
f'>0 . f'<0 . f'>0
1 T~ 3 _—

Hay un minimo en (3, 0) y un mdximo en (1, 4).

Puntos de inflexion:
f'x)=6x-12=0 = x=2 = y=2
Como f"(x) <0 para x<2 y f"(x) >0 para x> 2, el punto (2, 2) es un punto de inflexi6n.

b)y= 3x41—2 8x°
9 - 12x31-224x2 322
F=0 - xZ(x_2)=o<z:g 2 i:‘i%
F<0 . f<0 f>0
~ | ~ 2
Hay un minimo en (2, _3—4)
x=08 y=0

" _ 2_ _ _ _
[0 =3x2—dx=0 - x(3x 4)_0<x=4/38y=—(64/81)

Hay un punto de inflexién en (0, 0) y otro en <§, #)

o f'(x) = 4x3 — 6x2

=08 y=0
oy 2 _ x )
f@=0 = (x-6=0<__5, g y=-27/16
f’<0 ! f’<0 ! f,>0
2
o 3 =27
Hay un minimo en <2, 16 )
x=08 y=0

" _ 2_ _ _ _
[l =12 - 120 = 12x(e- 1) =0<_ | g et

/>0 | f"<0 | f">0
AN YA
Hay un punto de inflexién en (0, 0) y otro en (1, -1).
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d) f'(x) = 43 + 4x
F@)=0 = 4x(x>+1)=0 = x=0 = y=0

F£<0 . f50
~., 0 _—
Hay un minimo en (0, 0).
f(x) = 12x% + 4 2 0 paratodo x.
No hay puntos de inflexién.
1 -2
e) f'(x) = (xz—:;)z
fx)=0 > 2x=0 > x=0 — y=1
50 f<0
e .

Hay un méximo en (0, 1).

) = 22 +1)2+2x-2(x*+1)-2x _ —2(x*+1)+8x? )

(4 1) (1P (1)
" 1 .1 .43 3
f'x)=0 — X=i\/;=i'§=i7 _>},=Z

Hay un punto de inflexién en (—g i) y otro en (

£) f10) = e¥(x=1) + e = eX(x—1+ 1) = xe¥
f'(X')=0 - x*=0 > x=0 (PUCS é’x#Oparatodo x) %_)/=1

<0 [0
~ 0 _—
Hay un minimo en (0, -1).
f"(x) = e + xe* = e*(1 + x)
f'(x)=0 = x=-1 —)y:%
£1<0 F'50

Hay un punto de inflexién en (—1, i)

e
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11 Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, y los mdximos y los minimos de las si-

guientes funciones:

_ 8-3x _ #2+1
a)y= x(x-2) by - x*-1
d)y=2§2_7—x3x e)y= x2x—1
a) y= 8-3x _ 8-3x Dominio =R - {0, 2}

Cox(x=2)  x2_2x

3
_ X
c)y— x2 -1
fHly=__ 8
VY= 2 3)

) = =3 (x* = 2x) = (8 = 3x) - (2x — 2) _ —3x% + 6x —16x +16 + 6x% — 6x _ “3x2+16x +16

(x% — 2x)? (x% — 2x)?

(x? — 2x)?
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F)=0 5 32— 16x+ 1620 — xo 1041256192 164764 _ 1628

6 6 <x 4/3
Signo de la derivada:
f'>0 . f'>0 . f'<0 . f'<0 . f'>0
0 _— % ~ 2 T~ 4 _
La funcién es creciente en (—oo, 0) U ( ,%) U (4, +o0)
Es decreciente en <§, —2) U (2, 4).
X , . i _2 , . _L
Tiene un maximo en (3, 2), y un minimo en (4, 2).
b)y= x2_+1 Dominio =R - {-1, 1}
x° =1
' 2x(x? —1) = (x? +1)- 2x 2x3 2x 253 — 2x —4x
fe- (212 @oDr -1
f'x)=0 > -4x=0 = x=0
Signo de la derivada:
f'=0 . >0 . f'<0 . f'<0
7 -1 70 T~ 1 T~
La funcién es creciente en (—oo, —1) U (-1, 0)
Es decreciente en (0, 1) U (1, +oo)
Tiene un midximo en (0, -1).
c)y— =R -{-1, 1}
£ - Bt (P—1)-x2x _3xt_3x2 x4 _3x2 _ xP(¥*-3)
(x* —1)? (x*—1)? =17  (*-1)?
x=0
f'x)=0 — x2(x*-3)=0 x=—43
x43
Signo de la derivada:
f'>0 . f'<0 . f'<0 . f'<0 . f'<0 . f'>0
7 T~ 1 T~ 0 T~

La funcién es creciente en (—oo, —y/3) U (Y3, +o0).
Es decreciente en (—4/3,-1) U (-1, 1) U (1, V3)

Tiene un miximo en ( V3, — [>

Tiene un minimo en («/3, 37«/5)
Tiene un punto de inflexién en (0, 0)

d)y= xi—ﬁx Dominio =R — {2}

i) = (dx = 3)-(2 — %) — (2x* = 3x)- (1) _ 8x — 4x% — 6+ 3x + 2x% — 3x _ 2x2+8x—6 _ —2(x*—4x+3)
(2-x? 2 (2

27
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() = 2 _ C4216-12 4+y4 442 x=3
fx)=0 > x*~4x+3=0 - x= 3 === <x |
Signo de la derivada:

f'<0 . f'>0 f'>0 f'<0

\1/2/3\

La funcién: es creciente en (1, 2) U (2, 3).

es decreciente en (—oo0, 1) U (3, +o0).
tiene un minimo en (1, -1).

tiene un maximo en (3, -9).

2
e y== x_l' Dominio = IR — {0}

' 2o —(x2=1)-1 252241 241
f(x)= xz = £X x; + =xx;
2
fx)=0— *°=1 _ . No tiene solucién.
x

Signo de la derivada:

La funcién es creciente en todo su dominio.
8 _ 8
x2(x—3) x°—3x%

f'(x) _ -8 (3x2_6x) _ —8x(3x —6) ~ -8(3x—06)

£) y= . Dominio = R = {0, 3}

xe-3x%  xtx-3x% xP(x—3%)°
fx)=0 > 3x-6=0 - x=2
Signo de la derivada:
F<0 . f50 . f<0 F<0
~ 0 _— 2 ~_ 3 ~

La funcién: es creciente en (0, 2).

es decreciente en (—oo0, 0) U (2, 3) U (3, +o0).

tiene un miximo en (2, -2).

12 Estudia la concavidad, la convexidad y los puntos de inflexién de las siguientes funciones:

A)y=x>-3x+4 b)y=x4—6x2 c)y:(x—Z)4
= x = 2_x =
d)y=xe ey P H)y=ln(x+1)

a)y= x3 = 3x + 4. Dominio =R
Fx) =3x2=3; f"(x) = 6x
f'x)=0 = 6x=0 — x=0
Signo de f"'(x):
f"<0 f">0

X

La funcidn es convexa en (—oo0, 0) y concava en (0, +o0).

Tiene un punto de inflexién en (0, 4).
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b) y = x* — 6x2. Dominio = R
Flx) = 4x3 = 12x f(x) = 12x%2 - 12

x=-—1

=0 — 12(x2—1)=0<x=1

Signo de f"'(x):
>0 | f"<0 . f">0
N2 NN/

La funcién es céncava en (—oo, —1) U (1, +o0) y convexaen (-1, 1).

Tiene un punto de inflexién en (-1, -5) yotroen (1,-5).
) y=(x— 2)%. Dominio = IR
£ = 46— 2P £ = 126~ 2)?
[0 =0 - x=2
f"(x) >0 para x=2
Por tanto, la funcién es cédncava. No tiene puntos de inflexién.
d) y = x e*. Dominio =R
fl)=e+xe¥=(1+x)e% f'(x)=e*+ (1 +x)e*= (2 +x)e*
f'(x) =0 — x=-2 (¢¥=0 patatodo x)
Signo de f"'(x):
f"<0 : f">0
LAY

La funcidn es convexa en (—oo, —2) y cdncava en (=2, +0).

Tiene un punto de inflexién en <—2, —%)
e

e)y= 2_16. Dominio =R — {~1}

X+
iy L+ D)-2-%) x-1-2+x_ -3
£ = (x +1) O (x+ 12 (x+1)?

6
F0=

f"(x) #0 paratodo x.
Signo de f"'(x):

FI<0 f'50
N\

La funcidn es convexa en (—oo, —1) y cdncavaen (=1, +oo).

No tiene puntos de inflexidn.

£) y=In (x+ 1). Dominio = (-1, +oo)

ey .1
f(x)_x+1
ey - —1
f(x)_(x+l)2

f"(x) <0 para x € (-1, +o0)

Por tanto, la funcién es convexa en (-1, +oo).
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13 Estudia si las siguientes funciones tienen mdximos, minimos o puntos de inflexién en el punto
de abscisa x = 1:

a)y=14+(x-1)3 b)y=2+(x-1)* y=3-(x-1)° d)y=-3+2(x-1)>°
a) * Mdximos y minimos: buscamos los puntos en los que f"(x) = 0.
F)=3x-12% > 3x-12?=0 > x=1, f(1)=1
Estudiamos el signo de la derivada:
50 50

— 1

La funcién crece a la izquierda y a la derecha de x = 1.

No hay ni un mdximo ni un minimo.

* Puntos de inflexién: buscamos los puntos en los que f"'(x) = 0.
f'x)=6(x-1) = 6(x-1)=0 - x=1, f(1)=1
Estudiamos el signo de f"'(x):

Es convexa a la izquierda de x =1 y cdncava a su derecha.
Hay un punto de inflexién en (1, 1).

b) * Méximos y minimos: buscamos los puntos en los que f"(x) = 0.
F)=4x-1P - 4x-1P°=0 - x=1, f(1) =2

Estudiamos el signo de la derivada:

F<0 50
~. ! _—
La funcién decrece a la izquierda de x =1 y crece a su derecha.
Hay un minimo en (1, 2).
* Podemos comprobar que no hay puntos de inflexién con el signo de f"'(x):
F') =12(x=1)2 = f"(x) >0 para cualquier x.
La funcién es céncava en todo su dominio.
¢) * Mdximos y minimos: buscamos los puntos en los que f"(x) = 0.
) ==6(x=1° - —6(x-1)°=0 - x=1, f(1)=3
Estudiamos el signo de la derivada:
50 f<0

— 1

La funcién crece a la izquierda de x =1 y decrece a su derecha.

Hay un mdximo en (1, 3).
* Como f"(x) =-30(x— 1)%4 <0, la funcién es convexa en todo su dominio.
d) * Mdximos y minimos: buscamos los puntos en los que f"(x) = 0.
F)=10x-1D* > 106x=1)% =0 - x=1, f(1)=-3

Como f'(x) = 10(x — 1)4 > 0, la funcién es creciente en todo su dominio. No hay mdximos ni
minimos.

Estudiamos el signo de f"'(x) = 40(x — 1)3:
F1<0 frs0
M T\

La funcién es convexa a la izquierda de x =1 y cdncava a su derecha.

Hay un punto de inflexién en (1, -3).
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14 Determina los méximos y minimos de las siguientes funciones:

a) f(x) =x+ ( 41)2 b) f(x) =xlnx ¢) f(x) = sen x — cos x d)f(x)=e"‘2
x—
vy 18
D [ =1 (x+1)3
fx)=0 > 1- ( 81)3 =0 > (x-12°=8 - x=3
X+
") = ] — 24
) -

x=3, y=4, f"(3) >0 — El punto (3, 4) es un minimo relativo de la funcién.
b) f'x) =lnx+1

f®)=0—>lhx+1=0 — x=e

1) = %

x=el, y=—71, f'(¢7!) >0 — Elpunto (¢7!, — ¢7!) es un minimo relativo de la funcién.
o) f'(x) = cosx + sen x

f'(x)=0 = cosx+senx=0 — senx=—cosx — tgx=-1 (yaque cosx no puede ser 0)

x=%+2/€1‘[
con ke”Z
x=77n+2/eT[

f"(x) = —sen x + cos x

x= 371-[ +2kT, y=sen %—cos%[ =42, f"(%) <0 — Los puntos (STT[+2kT[,ﬁ) son

maximos relativos de la funcién.

x= 771-[ +2kT, y=sen 7TT[ — cos 7% =42, f”(%) >0 — Lospuntos (7%+2/e1'[,—ﬁ> son

minimos relativos de la funcién.
d) f'(x) = 2xe~*
fx)=0 — 2xe* =0 > x=0
f"(x) = “2xe™" 4 4x2e™’

x=0, y=0, f"(0) <0 — El punto (0, 0) es un mdximo relativo.

15 Dadas las funciones:
f(x)={x2+2x—l sfxsl g(x)={x2;-7x—4 s%x<2
4x -2 si x>1 2x“+3x  si x22
a) Comprueba que son derivables en |R.
b) Determina sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y sus médximos y minimos.

Ambas funciones son continuas y derivables salvo quizds en los puntos donde se separan los trozos
porque estdn definidas por intervalos mediante funciones polinémicas.

a) Estudiamos el punto x = 1:

lim (x*+2x-1)=2

lim f(x)=1*21 — lim f(x) =2=F(1) = Es continua tambiénen x = 1.
x—)lf( ) /l'nrll (4x_2)=2 x—)lf( ) f( )
x—1*

fx) = {2x+2 siox<l — f'(17) =4=f"(1*) — Esderivableen x=1.

4 si x>1
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Estudiamos el punto x = 2:

lim (x*+7x—4)=14

x—27

I =
R e lim (2x*+3x)=14
x—2*

) = 12T SEX<2 o) 11 - f1(2*) — Esderivable en x - 2.
4x+3 si x>2

b) En el caso de f(x):
f'®)=0 = 2x+2=0 — x=-1 (pertenece al intervalo de definicién)
x=-1, y=-2, f"(-1) >0 — El punto (-1, —2) es un minimo relativo.

En el caso de g(x):

2x+7=0 8 x= —% (pertenece al intervalo de definicién)

Z'x=0—
4x+3=0 8 x= —% (no vale porque no estd en el intervalo de definicién)
VA > Sl A 7 _65
X==3, )= 4,g< >>0—>Elpunto< > 4)esunmmlmorelatwo

16 Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) = x|x|. ;Tiene méximos
o minimos?

Determina los intervalos de concavidad y convexidad. ;Tiene algiin punto de inflexién?

2

—x2 si x<0 ., .
fx) = ] — Es una funcién continua en IR.
x“ si x>0

fx) = {22x S% x <0 f (07) =0=£"(0") — También es derivable en x = 0.
x si x>

La primera derivada solo se anula cuando x = 0.
f'>0 . >0
7 0 _

La funcién no tiene ni maximos ni minimos relativos.

f(x) = {_2 siox< 8 — Es convexa en el intervalo (—, 0) y concava en (0, +oo).
siox>

El punto (0, 0) es un punto de inflexidén porque cambia de convexa a cncava.

Pagina 294
M Coeficientes de una funcién

17 Dadala funcién f(x) =1 + % + %, calcula 2 sabiendo que f(x) tiene un extremo relativo en
x

el punto de abscisa x = 3. ;Se trata de un méximo o un minimo?

Como tiene un extremo relativo en x = 3 debe cumplirse que f(3) =0

' a 12

’ - _i___ __4
f3=0—> 9~ 27 0 = a

4.6
Por tanto, f(x):l—;+?.
R e R ACEE. o
x
x=3, f(3) = L f'3)=—== +30_4 g gl punto (3, l) es un minimo relativo.
3 27 81 27 3

- lz’_})%z g2(x) =14 =g(2) — Es continua también en x = 2.
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18 Dela funcién f(x) = ax® + bx sabemos que pasa por (1, 1) y en ese punto tiene tangente paralela
alarecta 3x+y=0. Halla 2 y b.

F) = ax® + bx; f1(x) = 3ax? + b

F()=18 a+b=1 } a=-2

f'(1)=-3 8 3a+b=-3| b=3 } f) =-2x3 4 3x

19 Halla una funcién f(x) = x3 + ax? + bx + ¢ que tenga un extremo relativo en el punto de abscisa
x=2 yun punto de inflexién en P(1,2).
o) =x?+ax?+bx+c
() =3x%+2ax+ b
f(x) = 6x+2a
f1)=2 > l+a+b+c=2
£'1)=0 = 6+24=0
f'(2)=0 = 3+2a+6=0
l+a+b+c=2

6+2a=0 — a=-3, b=3, c=1
3+2a4+b=0

20 Calcula los coeficientes a, b y ¢ de la funciénf'(x) = x* + ax3 + bx? + cx, sabiendo que:
a) La ecuacién de la recta tangentea fen x=0 es y = x.
b) Tiene un extremo relativo en el punto (-1, 0).
F&) = x% 4 ax3 + bx® + ex
F() = 4x3 + 3ax? + 2bx + ¢
Del apartado a) se deduce que pasa por el punto (0, 0) y que f'(0) = 1.
El apartado b) implica que f(~1) =0 y que f'(-1) = 0.
f0)=1—>c=1
FED) =0 > 1-a+b-1=0 = —a+b=0
F1)=0 > —4+3a-2b+1=0

—-a+b=0

—4+34—2b+1=0} > a=304=3

21 Halla a, b, ¢ y d paraque f(x) = ax? + bx? + cx + d tenga un mdximo relativo en el punto
(0, 4) y un minimo relativo en el punto (2, 0).

Las condiciones del problema implican que:
f0)=4, f(0)=0, f(2)=0, f'(2)=0
f)=ax®+bx?+ex+d
f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢
d=4
c=0

8a+4b+4=0

124 +46=0 } > a=16=3
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22 Sea f(x) = ax> + bx* + cx + d un polinomio que cumple f@)=0, f'(0) =2 y tiene dos extremos
relativos para x=1y x=2. Halla 4, b, c y d.

fo)=ax®+bx?+ex+d

f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢

f()=0 8 a+b+c+d=0| a+b+d=-2 d:%
(=2 8 c=2| c=2 b:?
f(1)=0 8 3a+2b+c=0| 3a+26=-2 | c=2

F2)=0 8 12a+4b+c=0| Ga+2b=-1 d:%

Ast: f(x) = %x3—%x2+2x—%d; f'(x) =x2-3x+2=(x—1)- (x-2)

23 Dadala funcién y = ax* + 3bx> — 3x* — ax, calcula los valores de a y b sabiendo que tiene dos
puntos de inflexién, unoen x=1 yotroen x=1/2.

F(x%) = 4ax> + 9bx? — 6x—a
f(x) = 12ax2 + 18bx— 6
£(1)=0 8 124+186—-6=0) 24+3b—-1=0
f'(1/2)=0 8 32+96-6=0| a+36-2=0
Restando las igualdades: 2+1=0 — a=-1
Sustituyendo en la 2.2 ecuacién: 36-3=0 — b=1
24 Lacurva y=x% + ax? + bx + ¢ cortaal eje de abscisas en x = —1 y tiene un punto de inflexién en
el punto (2, 1). Calcula 4, b y c.

y=x3vax?+bx+c

f(x) =3x%+2ax+ b

F(x) = 6x + 2a
fE1D)=0 8 -1+a—b+c=0 | a—b+c=1 a=-6
Ff2)=1 8 8+4a+2b+c=1| 4a+2b+c=—7 5:13_0
£'2)=0 8 12+24=0 a=—6 c:%

25 Lafuncién f(x) = x° + ax? + bx + ¢ verificaque f(1) = 1, £'(1) =0 y que f no tiene extremo
relativo en x=1. Calcula 4, b y .
) =x3 +ax?+ bx+c
f(x) =3x%+2ax+ b
f(x) = 6x+ 2a
f)=1 8 l+a+b+c=1| a=-3
f'(1)=0 8 3+22+b=0 b=3 ¢ — f(x) =x>-3x%+3x
f'1)=0 8 6+2a=0 c=0

26 Sea f(x) =x° + ax®> + bx + 5. Halla a2 y b para quela curva y=f(x) tengaen x=1 un punto
de inflexién con tangente horizontal.
Si la curva tiene un punto de inflexién en x =1, debe ser f"'(1) = 0.
f'(x)=3x2+2¢x+[7 - f'x)=6x+2a > f'(1)=6-1+2a = 6+2a=0

Sien x=1 la tangente es horizontal, su pendiente serd 0; y, por tanto, f"(1) = 0.
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F(1)=3.-12+22-1+b=3+2a+b=0

6+2a4=08 a=-3

Resolvemos: {3_'_24_,_5:0 8 b=-3-2(-3)=3

La curva serd f(x) = x> — 3x2 + 3x + 5.

X

2'7 Halla el valor de ¢ de modo que la funcién y = xze

, e 7ee
tenga un unico punto critico.
+c

:Se trata de un mdximo, de un minimo o de un punto de inflexién?

o -2 (P re—2x)
£ = (x%+0)? - (x%+0)?

f)=0—> x2-2x+c=0 > x= #

Para que solo haya un extremo relativo, ha de ser: 4 —4c=0 — ¢=1
En este caso serfa:
e '
= 5 f(x) =
7 x?+1 /
f'(x)=0 = x=1

f'(x)=0 si x=1 — f(x) escrecientesi x = 1.

& +1)2
(x% +1)?

Hay un punto de inflexién en x = 1.

28 a) Calcula los valores de los pardmetros 2 y b para que sea derivable la funcién:

1-x .
f@=1 e si x<0

Prax+b si x20

b) Halla sus extremos relativos en el caso 2=-2, b=1.

a) La funcidn estd definida por intervalos mediante funciones continuas y derivables. Solo nos queda
estudiar el punto x = 0. Veamos la continuidad de la funcién:

lim 1=% _1
lim flx)=4x20" ¢ — b=1
*=0 lim (x*+ax+b)=b
x—0*

Para el valor obtenido de 4 la funcién es continua porque lér)no fx) = £(0):

x—-2 1=
08 f(07)=-2
flx) =9 ¢ WS £ — a=-2 para que sea derivable en x=0.

2x+a si x>0 8 f'(0")=a

Si a=-2 y b=1 lafuncién es continua y derivable en IR.

1-x -
- 0
b) f) = | o si x<
x2—2x+1 si x>0
x=2
f'(x): 7 si x<0
2x—2 si x=0

x=2 _ _
F-0 - e =0 8 x=2 (novale)

2x—2=0 8 x=1

Estudiando el signo de la primera derivada en las proximidades de x = 1, obtenemos que el punto
(1, 0) es un minimo relativo.
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Para resolver

29 Halla el dominio de definicién y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién:

2_
s n(531)

x2—1

2

L 0. Como el denominador es siempre positivo, debe ser
x°+

La funcién esta definida cuando

x2—1>0. Por tanto el dominio de definicién es (—oo, —1) U (1, +oo).

oy L 4x
=T

f'(x) =0 — x=0 (este punto no es vilido porque no estd en el dominio de definicién).
f'<0 . No existe fI f'>0
\ _I1 I1 /

La funcién es decreciente en (—oo, —1) y creciente en (1, +0).

30 Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva x2—y2 + 2x—6 = 0 en los puntos de ordenada
y=3.
Calculamos primero las abscisas de los puntos.

x2-942%x-6=0 > x=3, x=-5

Derivamos en forma implicita:

2x=2p'+2=0 > x—py'+1=0 = y'= x+1

J
x=-5,y=3, y'=%=—% — Recta tangente: y=3—%(x+ 5)
x=3,y=3,y'= 3;1 =% — Recta tangente: y=3+%(x—3)

31 Determina los puntos de la circunferencia (x—3)? + (y + 2)2 = 16 en los que la recta tangente a
ella es paralela a la bisectriz del primer cuadrante.

Para que la recta tangente sea paralela a la bisectriz del primer cuadrante, la pendiente de la recta
tangente debe ser 1.

Derivamos en forma implicita:

3—x
y+2

26=3)+2(y+2)y'=0 = y'=

i}:; =1 5 3-x=y+2 > y=—x+1

Hallamos los puntos de la circunferencia que cumplen esta condicién:

(x—3)2+()/+2)2=16 s Solui _ x=3-242, y=—2+2«/§
yoxsl oluciones: x=3+2ﬁ,y=—2—2ﬁ

y'=1—

X —
X +

32 Escribe la ecuacién de la recta tangente a la curva y = arc tg que es paralela a la recta
x-2y+3=0.

x+3

x=2y+3=0 — y= tiene pendiente %

Igualamos la derivada a esta pendiente para que la recta tangente sea paralela a la recta dada.

' 1
)= x2+1
)/':L SIS S SN V| (no es un punto vdlido), x=1
2 x2+1 2
x=1,y=0, _y':L —>_y=l(x—1)
2 2
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33 Halla la ecuacién de la tangente a la curva y = x*'? en el punto de absicsa x = e.
Iny= % nx — )’7:1+T/nx — y'= x% 1+nx

x x x X
x=¢ y=¢2,y'=e2 = y=e2 +e2(x—e)

34 Estudia los intervalos de crecimiento y los méximos y los minimos de la funcién dada por:
y = 2%+ 2x-3|

Definimos la funcién por intervalos. Para ello, calculamos los puntos donde f(x) = 0:

2+ 4412 D14 =1
T2 <x——3

x?2+2%x-3=0 — x= 5

x*+2x—3 si x<-=3
f&) =% —2x+3 si B<xs<l
x2+2x -3 si x>l
Hallamos la derivada de f*
2x+2  si x<-3
S ) =12x-2 si -3<x<l
2x+2  si x>1
En x=-3 no es derivable, pues f'(-37) = -4 = f'(-3*) = 4.
En x=1 no esderivable, pues f'(17) =—4 = f'(1*) = 4.
¢ Veamos ddnde se anula la derivada:
2x+2=0 = x=-1
Pero f'(x) =2x+2 para x<-3 y x> 1.
2x-2=0 = x=-1vy f'(x) =—2x—2 para -3<x<1
Por tanto, f'(x) seanulaen x=-1 — f(-1) = 4.
* Signo de la derivada:
<0 f50 . f<0 . f50
~_, 3 _— -1 ~_ 1 _—

¢ La funcidn: es creciente en (=3, —1) U (1, +oo).

es decreciente en (—oo, —3) U (-1, 1).
tiene un mdximo en (-1, 4).

tiene un minimo en (-3, 0) y otro en (1, 0). Son los puntos donde f no es derivable.

35 Estudia la existencia de maximos y minimos relativos y absolutos de la funcién y = |x* - 4.

Xt 4 si x<=2
f()=7-x%+4 si 2<x<2

X2 —4 six>2

2x sl x<=2
f’(x) =1-2x si 2<x<2
2x  si x>2
En x=-2 no es derivable, pues f'(-27) =—4 = f'(-2*) = 4.
En x=2 no es derivable, pues f'(27) =—4 = f'(2%) = 4.

¢ La derivada se anulaen x=0.
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* Signo de la derivada:
f'<0 . f'>0 f'<0 f'>0

\_2/ \2/

¢ La funcidn tiene un méximo relativo en (0, 4).

o4

No tiene mdximo absoluto <x l_z)n;zoo fx)= . zn_zm flx)= +oo>.

* Tiene un minimo relativo en (-2, 0) y otro en (2, 0). En estos puntos, el minimo también es abso-
luto, puesto que f(x) =0 para todo x.

36 Lacurva y= x>+ 0x” + Px + Y corta al eje de abscisas en x = 1 y tiene un punto de inflexién en

(3, 2). Calcula los puntos de la curva que tengan recta tangente paralela al eje X.
f(x) =x3 +ox? 4 Pr+y; f(x) = 3x% + 20 + B; f(x) = 6x + 20
f()=0 8 l+a+b+g=0 a=-9
fB3)=2 8 27+%a+3b+g=2; b=24
£7(3)=0 8 18+2a-0 g--16
Asi: f(x) = x3 = 9x2 4+ 24x— 16; f(x) = 3x2 _18x+ 24
* Puntos con tangente horizontal:

18+4324-288 1836 18+6 <x=4
- - x=2

fx)=0 = x= C C C

* Los puntos son (4, 0) y (2, 4).

3'7 Halla el 4ngulo que forman las rectas tangentes a las funciones f(x) y g(x) en el punto de
abscisa 2:

flx) = 2x — «? gx) =x?—x-2
* La pendiente de la recta tangente a f(x) en x=2 es:
flx)=2-2x = f'(2)=-2
* La pendiente de la recta tangente a g(x) en x=2 es:
Zx=2x-1—> ¢'2)=3
* El dngulo que forman las dos rectas serd:

2-3
1-6

g o = ’=l—>a=45°

38 Dada la funcién f(x) = |x — 3|(x + 1), halla los puntos donde las tangentes son paralelas a la
recta y = 6x — 2.

£ = —(x=3)(x+1) si x<3: 2 +2x+3 si x<3
(x=3)(x+1) si x23 |[x2—2x—-3 si x>3

, 2x+2 si x<

S0 = {2x—2 si x>g

La funcién no es derivable en x =3 porque las derivadas laterales son distintas.
' 2x+2=6 8 x=-2

S =6 {2x—2=6 8 x-4

x==2, y=-5

x=4, y=5

Los puntos buscados son (-2, -5) y (4, 5).
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39 Dada la funcién f(x) = 4 - x? se pide:

a) El punto de esa curva en el que la tangente es paralela a la cuerda que une los puntos (-1, 3)
y 2,0).

b) Las rectas que pasan por el punto (-2, 1) y son tangentes a la curva.

0-3
2—(-1)

a) La cuerda que une los puntos dados tiene pendiente 7 = 1.

f'(x) = -2x
S SRS €
f)=-1 = 2x=-1 = «x V=

La solucién es el punto (%, 175>
b) El punto (-2, 1) no pertenece a la curva. Debemos calcular las tangentes a la curva desde un punto
exterior.

Un punto genérico de la curva es de la forma (2, 4 — 2?). La pendiente de la recta que pasa por
4-—a’—1 _3-4*
a—(=2) a+2 '

este puntoyel (2, 1) es m =

. 3—-a* 2_ _ _
Asi 2—% - 24 > 3—4"=2a(a+2) > a=-3, a=-1
a+2

Tenemos dOS rectas tangentes:

x=-38 f'(-3)=6 8 y=1+6(x+2)
x=-18 f'(-1)=2 8 y=1+2(x+2)

40 Halla el valor que debe tener 4 para que la funcién f(x) = x2 ln X, 2> 0, tenga un punto
singular en x = e. “

El dominio de definicién es (0, +oo) por ser a positivo.
f'(x) =x+2xIn %
Para que tenga un punto singular en x = ¢ debe ser f(¢) =0
e+2€~/n§ =0 — e<1+2[n§> =0 > 1+2(lne-lna)=0 > 1+2-2Mma=0 — /na:%

a=e
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ax* +bx+c si x<0
xlnx si x>0

41 Se considera la funcién f(x) = {

Determina @, b y ¢ para que sea continua, tenga un maximo en x =-1 yla tangenteen x=-2
sea paralela a la recta y = 2x.

La funcién estd definida por intervalos mediante funciones continuas. Exigimos la continuidad en
x =0y asi serd continua en R.

lim (ax®+bx+0)=c

x—0"
lim (xlnx)= lim Inx _ —eo (indeterminado).
x—=0* x—0% 1 +oo
x
1
Usando la regla de CHbpital lim —X—= lim (—x)=0.
x—0* 1 x—0*
K2

Luego /lim (xInx)=0.
x—0*

Por tanto, para que sea continua ¢ = 0.
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Si x<0, f'(x) =2ax+ b
Por tener un mdximoen x=-1, f'(-1)=0 = 22+ 6=0 — b=2a
Para que la tangente en x = -2 sea paralela alarecta y=2x, debeser f'(2)=2 — —4a+b=2.

b=2a L be
Chavb=2| T AT 0T
42 a) Dada la funcién:

2+ px sixsl

-]

calcula los valores de m, n y p para que f sea derivable en |R y tenga un extremo relativo

Pirmx+n si x>1

-1
en x = 2.

b) :Es un méximo o un minimo?
¢) Comprueba si existen otros puntos singulares y representa la funcién.

a) La funcién estd definida por intervalos mediante funciones polinémicas, luego es continua y deri-
vable salvo, quizis, en el punto.

Estudiamos el punto x = 1.
Continuidad:

lim (=x*+ px)=-1+p
x—1*

- —l+p=l+m+n > m+n—p=-2
lim (2+mx+n)=l+m+n ’ ’
x—=1"

Si se cumple la condicién anterior la funcién serd continuaen x=1 porque /z'ml fx) =£(1).
X —>

f,(x)={—2x+p si x<1 N {f’(l‘)=—2+p s Dup-2am = m—p-—b

2x+m  si x>1 f'(1+)=2+m
Si se cumple la condicién anterior la funcién serd derivable en x = 1 al coincidir las derivadas
laterales.
Para que tenga un extremo relativo en x = —%, f’(—%) =0 > 1+p=0 - p=-1.
p=-1
m—p=—4 = m==5 n=2, p=-1
m+n— p=-2

b) f ”(—%) =-2<0 — Elextremo relativo es un méximo.

¢) Si existe otro extremo relativo, debe estar en el segundo intervalo.

fx®)=0x>1) = 2x-5=0 = x=%

f”(%) =2>0 — En x= % hay un minimo relativo.




Unidad 9. Aplicaciones de las derivadas VNANNSACHILLERATO)

Matematicas |l

43 Sea f la funcién definida por f(x) = {x +207 st x<0

alb-x si x>0
a) Determina el valor de 2 y b sabiendo que f(x) es derivable en x=0.
b) ;Tiene puntos singulares?

a) Exigimos la continuidad y derivabilidad en x = 0.
Veamos la continuidad:

lim (x+2e)=2

x—0"
Cuando ayb =2, la funcién es continua ya que x[é)%O fx) =£(0).
Veamos la derivabilidad:

1-2¢7% si x<0 f'(07)=-1

'(x) = - . _1=_—4
T {W W20 7 p00= g T T o

Si se cumple la condicién anterior serd derivable en x =0 ya que coinciden sus derivadas laterales.

ajb=2

.
246

> a=2,b6=1

. 2¢7% si x<0
La funcién queda ast: £(x) =17
1 f() {2\/1—96 si 0<x<1

1-2¢ si x<0

Suderivadaes: f'(x) =9 _1
v1—x

b) Los puntos singulares solo pueden estar en el primer trozo ya que la derivada no se anula cuando
x20.

si 0<x<1

f'x)=0 = 1-2e%=0 = x=/m2>0 (este puntonoesvilido porque no perteneceal intervalo
de definicién)

Luego no tiene puntos singulares.
44 Halla los puntos de la pardbola y = x> — 1 que se encuentran a distancia minima del punto
1
alant)
1

La distancia entre el punto A<—2, —§> yun punto P(x, x* —1) de la parébola es:

2
’AP‘:d(x):\/(x+2)2+<x2—1+%> :%«/4x4+16x+17

Buscamos los que minimizan la distancia:

a"(x) _ 4x3+4
Vax* +16x +17

d(x)=0 > 4x3+4=0 > x=-1

d'<0 . d>0

\_1/

x=-1, y=0 — Enel punto (-1, 0) se alcanza la minima distancia.
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45 El nivel medio diario de CO, de una ciudad depende del nimero de habitantes, p, y viene dado

Cp) = ,/PTZ+17

con p enmilesy C en partes por millén (ppm).

por la funcién:

Si la evolucién de la poblacién de esa ciudad en ¢ afos es p(z) = 3,1 + 0,172, en miles de habi-
tantes, ;con qué rapidez estard variando la concentracién de CO, en ese lugar dentro de 3 afos?

La expresién del nivel medio diario de CO, en funcién del tiempo en afios es C[p(2)] = (C p)(2).

La variacién de CO, viene dada por la derivada de la funcién anterior.

(Cop)(®=C'[p®]-p'(2) = 3,1+0,1#

5 -0,2¢
2 G101

Ya que:

C'(p) = y p'(£) =02t

P
2
24/1’7+17

Si t=3 — (Cop)'(3) = 3,1+0,9

2
2 l(3,l+20,9) 17

Nos da un crecimiento de 0,24 partes por millén a los 3 anos.

-0,6=0,24

46 La velocidad de una particula en m/s, viene dada por la funcién » (z) = (22 + 2f)e™ con £> 0.
a) ;En qué instante del intervalo [0, 3] se alcanza la velocidad méxima?

b) Calcula . é}"foo v (¢) einterpreta el resultado.

a) v'(t) =2 -1t
(1) =0 > 2-1Det=0 — =42 €]0, 3]

Estudiando los signos de »'(#) a ambos lados de y2 podemos comprobar que en 7= y2 hay un
méximo relativo. La velocidad no puede ser mayor en los extremos 0 y 3 debido a la forma en que
la funcién crece y decrece.

b) lim (Z+20e= lim —t2+2t=0
X —> +oo X —> +oo0 et

Este resultado combinado con el apartado anterior nos indica que a partir del instante 42 la velo-
cidad de la particula disminuye tendiendo a pararse cuando el tiempo aumenta.

4'7 En un experimento, la cantidad de agua en funcién del tiempo viene dada por la expresién

-2 10 | 240
C(t)—3+10t+ pald 3

con z€ [1,10], # en horas y C(z) en litros.
Halla cudl es la cantidad minima de agua y en qué instante de tiempo se obtiene.
El problema consiste en hallar el minimo absoluto de una funcién continua definida en un intervalo

cerrado y acotado.

' 10 720
C'(r) =10 - —=—-L=
) £

C'(t)=0 — 10—1—18—&40:0 > A _2_72-0 = t=3, t=-3 (el punto no es valido)
t

Evaluamos en el punto singular y en los extremos del intervalo.
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cq) = % +10+ 10 + 240 = 7§2 ~ 260,67
_2 10 , 240 _ 386 _ 45 g
C(3) 3+30+ 3 "3 3 ,89

_2 10 . 240 _ 7643 _
C(10) = 3 + 100 + 10+—1000— 75 ~ 101,91

La cantidad minima se alcanza a las 3 horas y es aproximadamente de 42,89 litros.

48 Calcula los extremos relativos, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los de concavidad
y convexidad de las siguientes funciones:

a) fx) =22+ |x-2] b)f(x)=3e‘2|x|

2 |x_2|:{;(x—2) si x<2 N

-2 si x>2 2

X —x+2 si x<2
x“+x—2 si x=22

2x —1 si x<2
2x+1 si x>2

1) = {
La funcién no es derivable en x =2 ya que las derivadas laterales en dicho punto no coinciden.

2x-1-0 8 x=1L
F0)=0 > 2
2x+1=0 8 x=—% (este punto no vale)

La tabla de los signos de la primera derivada es:

2 st x<2

i — f(x) escoéncavaen R.
2 si x>2

f@={

€2x

b) f(x) = {gﬂx si x<0

si x>0

6e*  si x<0
—6¢7% si x>0

f'(x)={

La funcién no es derivable en x =0 porque las derivadas laterales en dicho punto no coinciden.

La primera derivada nunca se anula. Por tanto, su tabla de los signos es:

>0 | f'<0

B U

Es creciente en (—oo, 0) y decreciente en (0, +o0).

fw={

12¢% si x<0
12672 si x>0

Como la segunda derivada es positiva, es cdncava en (—eo, 0) y en (0, +oo).

49 Calcula el mdximo y el minimo absolutos en el intervalo [-2, 3] de la funcién:
f@=(x*+1) + (x-3)

La funcién dada es continua en el intervalo [-2, 3] luego alcanza su mdximo y su minimo absoluto.
Estos pueden ser los extremos del intervalo o los médximos y minimos relativos.
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) = 1

2x
x+1

fx)=0— 22_x+1=0 - x=-1
x“+1

Evaluamos:
x=-2, f(-2)=In5-5=~-3,39
x=-1, f(-1)=ln2-4=~-3,31
x=3, f(3)=1n10
Su minimo absoluto es el punto (=2, /z 5 — 5) y su mdximo absoluto es el punto (3, /2 10).

50 Se quiere construir un recipiente cénico de generatriz 10 cm y de capacidad méaxima. ;Cudl debe
ser el radio de la base?

h?+ RZ=100 —» R?=100-h?
Volumen = %ﬂ:th - %n(lOO _h2)h = %n(lOOh —hd)

Tenemos que maximizar la funcién volumen:

f(h) = %n(looh —h?)

£'(h) = %n(lOO —3h?)

F(h)=0 = 100-3h2=0 — h=+ %
(consideramos la raiz positiva, pues h > 0).

(f'(h) >0 alaizquierdade h= 1?)& y f'(h) <0 aladerechade h= 13ﬂ

Luegoen h = % no hay méximo).

Por tanto, el radio de la base ser4:

R2-100-h%=100- 100 _200 _, p_ /200
3 3 3

51 Halla la base y la altura de una cartulina rectangular de
perimetro 60 cm q ue, al girar alrededor de un lado verti-
cal, genere un cilindro de volumen mdximo.

Perimetro cartulina =2x +2y=60 — x+y=30 — x=30-y

Volumen = my*x = y*(30 — y) = ©(30y% - y3)

Tenemos que maximizar la funcién:
V(y) = n(30y2 —ya)
V'(y) = (60y — 3y2)
=0 (novale)
2 _ _ 2 _ _ _ .y
V'(y) =60y —3y2=0 — 3920 — ) _0<y:20 S +-10
(En y=20 hay un mdximo, pues V'(y) >0 ala izquierda de este valory V'(y) <0 a su derecha).

Los lados de la cartulina medirdn 20 cm y 10 cm.
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52 Sean x e y dos niimeros positivos cuyo producto vale 16. ;Puede x +y ser menor que 72 Razona
la respuesta.

Supongamos que xy =16 con x,y>0 — y= 16 on x> 0.
x

16

Consideremos que la funcién f(x) = x + —=, que es continua y derivable en (0, +oo).
x
f=-1-18
x
- % =0 - x=4
x
f'<0 f'>0

~ 4 _—
x=4, f(4) =8 — (4, 8) es el minimo absoluto de la funcién en (0, +o0).
Asi la suma minima es 8 y, por tanto, no puede ser menor que 7.
53 El radio de un circulo crece uniformemente con una velocidad de 2 cm/s. Halla la velocidad de
crecimiento de su superficie cuando el radio sea 5 cm.
Llamamos R(#) = 2¢ a la funcién que describe el radio en funcién del tiempo.
El radio es igual a 5 cm cuando 7= 2,5 s.
La funcién que describe a la superficie del circulo es S(¢) = mR?(¢) = 47z,

La velocidad de crecimiento se obtiene mediante la derivada S'(¢) = 8z
r=25; S'(2,5) =81 - 2,5 = 62,83 cm?/s

54 a) Siendo 5 (x) la suma de las coordenadas del punto P(x, f(x)) dela grificade f(x) = x%+ 23

+x2—x+ 1. Calcula los extremos relativos de 5 (x).

b) ;Tiene h(x) algin extremo absoluto?
a) b(x)=x+f(x)=x4+x3+x2+ 1
h'(x) = 4x3 + 3x2% + 2x
h'(x)=0 — 4x3 +3x2+2x=0 = x=0
h"(x) = 12x% + 6x + 2
h"(0)=2>0 — En x=0 hay un minimo relativo.
x=0, #(0) =1 — El minimo relativo es (0, 1).

b) El minimo relativo es necesariamente un minimo absoluto porque la funcién siempre decrece a su
izquierda y siempre crece a su derecha.

2

2
55 El punto P(x,y) recorre la elipse ~— + Yoo

x

259
Deduce las posiciones del punto P para las que su distancia al punto (0, 0) es mdxima y también
aquellas para las que su distancia es minima.

La distancia entre un punto P(x, ) de la elipse y el origen de coordenadas es o= y(x —0)? + (y — 0)* =
= Jx?+ y*. Estd definida para valores de x en el intervalo [-5, 5] y de y en el intervalo [-3, 3]. (Si

x o y tomaran valores fuera de esos intervalos, no se cumpliria la ecuacién de la elipse).
Usando la derivacién implicita:
g 2x+2yy' _ x+
2\/x2 +)/2 \/xz +y2

Por otro lado, derivando implicitamente la ecuacién de la elipse:

25779 9~ 25 /)73y

22 oW x i 9%
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Sustituyendo en la expresién de la derivada:

g 257) _ 16«
\/x2+y2 «/x2+y2 25 /x2+y2
d=0 - x=0

Por tanto, las distancias méximas o minimas se pueden alcanzar en los extremos x=-5, x=5 oen
el punto singular x = 0.

Calculamos las ordenadas de los puntos:
2
x=-5 - 1+%=1 > y=0

52
x=5 - 1+—9 =1 —y=0
52
x=0 = 0+7=1 —> y=-3,y=3

Evaluamos en los cuatro puntos obtenidos:

x=-5,y=0 > d=5

x=59=0 > d=5

x=0,y=-3 = d=3

x=0,y=3 = d=3
La distancia mdxima se alcanza en los puntos (-5, 0) y (5, 0).
La distancia minima se alcanza en los puntos (-3, 0) y (3, 0).
NOTA. Gréficamente es muy sencillo comprobar estos resultados porque la elipse dada estd centrada en
el origen, su semieje mayor mide 5 unidades y su semieje menor, 3. La distancia maxima se alcanza
en los extremos del eje mayor y la minima en los extremos del eje menor.

56 Las manecillas de un reloj miden 4 cm y 6 cm; uniendo sus extremos se forma un tridngulo.

a) Demuestra que el drea de ese tridngulo viene dada por A (x) = 12sen x, donde x es el dngulo
que forman las manecillas.

b) Halla x para que el drea del tridngulo sea maxima y calcula dicha 4rea.

a)

Sillamamos x al dngulo que forman las manecillas, la altura del
tridngulo sobre la manecilla mayor es @ = 4 sen x.

6-4senx
2
x € (0, ) para que se pueda construir el mismo.

El drea del tridngulo es A(x) = = 12 sen x, con

b) A'(x) = 12 cosx
Ax)=0 = 12c0sx=0 — x= %
A" (x) = =12 sen x
A”(%) =-12<0 > x= %, A(%) =12 es el méximo relativo.

Las manecillas deben ser perpendiculares para que el drea sea maxima y ésta es de 12 cm?.
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57 En un cuadrado de lado 10 cm queremos apoyar la base de un cilindro cuya drea lateral es
50 cm?. ;Cudl debe ser el radio del cilindro para que su volumen sea maximo?

Q Area lateral cilindro = 21t7h = 50 cm? — h = 25—]_?7
El volumen del cilindro es:
h V=mnrth=mnr2. 20 25r — V(») = 257
2Ty
---------- Al estar apoyada la base sobre el cuadrado, tenemos que el dominio
7 \Qos de V() eselintervalo (0, 5].

e Tenemos que maximizar V(r) = 257, con r (0, 5].

Como V/(r) esuna funcién creciente, su maximo se alcanza en 7= 5.
58 Dada f:[1,e] — IR definida por f(x) = % + In x, determina cudles de las rectas tangentes a la
grifica de f tienen la médxima pendiente.
La pendiente de la recta tangente a f(x) en x=a es f'(4). Tenemos que hallar el madximo de:
f(x) = ;—%+%, x€[l, e
Calculamos la derivada de f'(x); es decir, f"(x):

" _L_L_z—x
f(x)_ x3 Xz_ x3

f'x)=0 > 2-x=0 > x=2€][l,¢]

(En x =2 hay un mdximo relativo de f"(x), pues f"'(x) >0 ala izquierda de ese valory f"(x) <0
a su derecha).

Hallamos f'(x) en x =2 y en los extremos del intervalo [1, ¢]:
f@:%:mmfnpmfm:£§aa%
e

Por tanto, la recta tangente con pendiente mdxima es la recta tengente en x = 2. La hallamos:

f@:%+mmfm:%

Larectaes: y= % +n2+ %(x—2)
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59 En un tridngulo isésceles de base 12 cm (el lado desigual) y altura 10 cm, se inscribe un rectin-
gulo de forma que uno de sus lados esté sobre la base del tridngulo y dos de sus vértices sobre
los lados iguales:

a) Expresa el drea, A4, del rectingulo en funcién de su base, x, y di cudl es el dominio de la
funcién.

b) Halla el valor miximo de esa funcién.

a) A Los tridngulos jﬁf’ y D?C son semejantes; luego:
AB=10 cm E A_B E
DE EC
D Como: AB =10 cm DE =y BC =6cm TC:%
y Tenemos que:

B E ¢ 10_ 6 g lo_ 2

X y 12—x ¥ 12— x
< 12 cm 2
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10(12-%)  5(12-%) _ 60—5x

10(12-x) =12y — y= 3 = c ==

Por tanto, el drea del rectdngulo es:
(60-5x)  60x — 5x* _ 60x — 5x%
S S
x puede tomar valores entre 0 y 12. Por tanto, el dominio de A(x) es:
Dominio = (0, 12)
b) Hallamos el maximo de A(x):

A,(X) — 60 —610X

A'(x)=0 - 60-10x=0 = x=6 — y=5
(En x =6 hay un médximo, pues A'(x) >0 para x<6 y A'(x) <0 para x> 0).

A=x-y=x-

El maximo de la funcién A(x) se alcanza en x =6, que corresponde al rectdngulo de base 6 cm y
altura 5 cm. En este caso, el 4rea es de 30 cm? (que es el drea maxima).

60 Queremos hacer un envase con forma de prisma regular de base cuadrada y capacidad 80 cm?.
Para la tapa y la superficie lateral, usamos un determinado material, pero para la base, debemos
emplear un material un 50 % mds caro. Halla las dimensiones de este envase para que su precio
sea el menor posible.

Volumen = xzy =80 cm’ — y= 380
x
) Para la tapa y el lateral — z €/cm?
Para la base = 1,5z €/cm?
_______________ El precio total serd:
x P=z(x2+4xy)+ 1,5z(x2)=z<x2+4x-%> +1,5x%z =
x

=z<x2+ 320) +1,5x%z = z(x T e 320 +1,5x2> (2 5x2 + 320)

X

Tenemos que minimizar la func1on que nos da el precio:

P(x) = (2 5x2 + 320)

3
P - z(Sx— 3220) ) Z(Sx —2320)
X

X

Px)=0 = 5x°-320=0 - x°=64 - x=4 — y=5
(En x =4 hay un minimo, pues P'(x) < 0 alaizquierda de ese valory P'(x) > 0 a su derecha).
y p q y

El envase debe tener la base cuadrada de lado 4 cm y 5 cm de altura.

61 Un tridngulo is6sceles tiene el lado desigual de 12 m y la altura relativa a ese lado de 5 m.

Encuentra un punto P sobre la altura tal que la suma de distancias de P a los tres vértices sea
minima.

La suma de las distancias a los tres vértices es:

altura=5m

S = 26{1 + dz
Pero: dy = {x*+36 y dy=5-x
Por tanto:

S() =24x%+36 +5—x
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Tenemos que minimizar la funcién S (x):

. 2x _1:2x—«/x2+36

2¢x%2+36 Vx2+36
S =0 = 2x—yx2+36 =0 — 2x=x%+36
4x?=x2 136 > 3x2=36 > x2=12 > x=412=243

(consideramos solo la raiz positiva, pues x > 0).

S'(x) =2

(En x =243 hay un minimo, pues S'(x) < 0 a la izquierda de ese valor y S'(x) > 0 a su derecha).
Por tanto, el punto buscado se encuentra a 2/3 m de la base, situado sobre la altura.
62 Dos postes de 12 m y 18 m de altura distan entre si 30 m. Se desea tender un cable que una un

punto del suelo entre los dos postes con los extremos de estos. ;Dénde hay que situar el punto
del suelo para que la longitud total del cable sea minima?

18 m
12m

‘ gO m
La longitud total del cable es:
L(x) = {x2 +122 4 /(30 — x)? + 182; es decir: L(x) = yx2 + 144 + yx2 — 60x +1224;

' 2x 2x —60 _ x x—30 _
L'(x) + = + =
20x2 4144  2x2—60x+1224 Jx?+144 x> —60x+1224

xx? — 60x +1224 + (x — 30) x? + 144

J(x? +144)(x% — 60x +1224)

L'(x) =0 = xyx>—60x+1224 +(x—30)yx*+144=0
xyx? — 60x +1224 = — (x — 30)yx2 + 144
x2(x2 — 60x + 1224) = (x— 30)(x? + 144)
x4 = 60x3 + 1224x% = (x2 — 60x + 900) (x? + 144)
x4 60x3 + 1224x2 = x4 + 144x% — 60x3 — 8 640x + 900x2 + 129 600
180x2 + 8 640x — 129600 = 0
x2+48x—720=0

—48+y2304+2880 —48+y5184 _48+72 x=12

2 N 2 2 x=-60 (no vale)

(En x =12 hay un minimo, pues L'(x) <0 ala izquierda de ese valory L'(x) > 0 a su derecha).

Por tanto, el punto del suelo debe situarse a 12 m del poste de 12 m (y a 18 m del poste de 18 m).

63 De todas las rectas que pasan por el punto (1, 2), encuentra la que determina con los ejes de
coordenadas, y en el primer cuadrante, un tridngulo de 4rea minima.

Las rectas que pasan por el punto (1, 2) son de la forma:

y=2+mx—1)
1,2
Hallamos los puntos de corte con los ejes de la recta: 21 N2
*Coneleje ¥ - x=0 — y=2—-m — Punto (0,2 -m)
) ) L1\
*Coneleje X - y=0 - x=1--= — Punto ( ——,0)
m m
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El drea del tridngulo es:
A 2Vo_ Lo 4o\ (4, 4
Alm) = 2(1 m>(2 m) 2<2 m—— +2> 2(4 m m)
Hallamos el minimo de la funcién:

2
A'(m) = %(—u%):%

=2 l
A'(m) =0 — —m2+4:0< Z:_z(novae)

(m =2 no vale, pues no formard un tridngulo en el primer cuadrante la recta con los ejes).
(En m =-2 hay un minimo, pues A'(m) < 0 a la izquierda de ese valory A'(m) > 0 a su derecha).

Por tanto, larectaes: y=2—2(x—1); esdecir: y=-2x+4

64 Una escalera se apoya en la pared. Si el extremo inferior comienza a
deslizarse a una velocidad de 1m/s, ;cudl serd la velocidad del extremo
superior en el instante en que el extremo inferior diste 5 m de la pared? 15 .
La longitud de la escalera es de 15 m. a
* Ten en cuenta que en el instante 1, en segundos, el extremo inferior se ha

separado de la pared t metros. Halla la altura a(t) ala que se encuentra el
extremo superior. Averigua el valor de a'(5).

a(t) = {152 =2=225-#2 con te [0, 15]
a(t) es derivable en (0, 15).

a'(t) = ——L

Y225 — £

Como el extremo inferior se desliza a 1 m/s, estard a 5 m de la pared cuando #=5.

5 {2

La velocidad del extremo superior en ese instante es 2'(5) = ———=——=———m/s

J225-52 4

65 Calcula las dimensiones del tridngulo isésceles de drea médxima, inscri- ﬁm

to en una circunferencia de 4 m de radio.

Cada tridngulo is6sceles cuya base se encuentre por encima del didmetro horizontal se corresponde
con otro que tiene la misma base y estd situado por debajo del didmetro horizontal. El 4rea de este
segundo tridngulo es necesariamente mayor que la del primero porque tiene la misma base y mayor al-
tura. Por eso podemos limitarnos a los tridngulos cuya base queda por debajo del didmetro horizontal.

Si llamamos x a la distancia del centro de la circunferencia a la base del tridngulo y & ala medida
de la base tenemos:

g:«le—xz — b=2416—x% con x€[0, 4)
21652 (x+4) _ 6= (s 4)
5 Y .

El drea del tridngulo es A(x) =

() = ——X J I__yx*42x-8
A(x)-—m(x+4)+ 16—-x==-2 Nt

AG)=0 > x2+2x+8=0 = x=2, x=—4 (no vale)
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El drea mdxima se podrd dar en x =0, por ser un extremo del intervalo, o en x = 2.
x=0, A(0) = 16 cm?
x=2, AQ2) =12y3 =~ 20,785 cm? (4rea méxima)

La base del tridngulo mide 443 cm y la altura, 6 cm.

Cuestiones tedricas

66 Comprueba que f(x) = x> — 18x, definida en el intervalo [0, 3 2], verifica las hipétesis del teo-
rema de Rolle y encuentra el valor ¢ €(0,3+2) parael que f'(c) = 0.

fx) = x3 — 18x es derivable en todo |R: por tanto, es continua en [0, 342] y derivable en (0, 342).
Ademis, £(0) = £(342) = 0. Luego verifica la hipétesis del teorema de Rolle en [0, 342].
Existe, pues, un ¢ € (0, 342) tal que f'(c) =0.

x=—6&(0,342)

Lo calculamos: £'(x) =3x2—18 =0 — x=+46 <x=«%é(0 3.42)

Por tanto, ¢ = 6.
67 Lafuncién y= x> —5x% + 3x— 2, ;cumple las hipétesis del teorema del valor medio en el inter-
valo [0, 4]2 En caso afirmativo, di cudl es el x;, que cumple la tesis.

f(x) =x3 —5x% + 3x— 2 es continua en [0, 4] y derivable en (0, 4); luego cumple las hipétesis del
teorema del valor medio en [0, 4].

Veamos en que punto, o puntos, cumple la tesis:

flx) =3x> - 10x+ 3

f@-FO) _—6-2) 6.2 __,
4-0 - 4 T4 7

F)=-1 - 3x2-10x+3=-1 - 3x2-10x+3=0
10+4100-48 _10£452 _10+2y13 _ 54413

6 6 6 3
Hay dos puntos: x; = 5_3‘/3 y X = 5+§/ﬁ
Lo i 2sxsa
68 Se tiene la funcién: f(x) = 2
T_?’ si -1<x<0

Prueba que f satisface las hipétesis del teorema del valor medio en [-2, 0] y calcula el o los
puntos en los que se cumple el teorema.

Veamos que f(x) es continua en [-2, 0]:
* Si x#-1 — f(x) escontinua, pues estd formada por dos funciones continuas.

e Si x=-1:
, o 1 __
xﬁnfl‘f(x) _xli?zl (x) !

2
’ I (X230 11 i -
xﬁrﬁiﬁf(@-){lgﬂ( 3 )- 1| f(x) escontinuaen x=-1

Al)=-1

Por tanto, f(x) es continua en [-2, 0].

Veamos que f(x) es derivable en [-2, 0]:
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*Si x2-1y xe(-2,0), f esderivable. Su derivada es:

fr(x) _ {_—% si 2<x<-1
-1 X

x si —1<x<0
* En x=-1, tenemos que:
FED) =f1E1)
Por tanto, f(x) es derivable en (-2, 0).

Su derivada es:

fr(x) _ {% si 2<x<-1
-1 X

x si -1<x<0

Como f(x) cumple las hipStesis del teorema del valor medio en [-2, 0], existe algin punto,

fO-f(2) 32-(1/2) 1

c€(=2,0), tal que f'(c) = 0—(=2) 2 2

Calculamos c¢:

'f'(x)=_—% si 2<x<-1

X
Aol o, oA 2E2
xz_ 2 - _2<x=‘/§é(_27_1)

e fix)=xsi -1<sx<0
x=—%e(—1,0)

* Por tanto, hay dos soluciones:

€1=—% y fz=—*/§

69 Es posible calcular a, b, ¢ para que la funcién:
5x+1 si x<1
f@ = {ax2+bx+3 si x21

cumpla el teorema de Rolle en el intervalo [0, c]?

El teorema de Rolle dice: Si f es una funcién continua en [0, ¢] y derivable en (0, ¢) y f(0) = £ (o),
existe algun punto x € (0, ¢) tal que f"(x) = 0.

Calculamos # y & para que f(x) sea continua y derivable.
* Continuidad:
—Si x#21 — f(x) escontinua, pues estd formada por dos polinomios.

— En x=1, tenemos que:
xli;n%_ flx)= x[z’_r)nl (5x+1)=06
lim fix)= lim (ax? +bx+3)=a+b+3 Para que sea continua, hadeser 2+ b+3=6; es
x—=1* x—1 .
decir: 2+ 6=3
f=a+b+3
¢ Derivabilidad:

5 si x<1

—Si x=1 — f(x) esderivable. Ademds: f'(x) = {Zax+b G xo1

— En x=1, tenemos que:

£(17)=5

(19224 [9‘\ Para que sea derivable, ha de ser: 22+ 6=5
=2a+
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* Con las dos condiciones obtenidas, hallamos @ y & para que f(x) sea continua y derivable:

a+b=3 ] b=3-a
20+b=5| 2a+3-a=58 a=2 8 b=1

* Con estos valores de 2 y b, queda:

f(x)={5x+1 s%x<l f()‘{ si x<1

22 +x+3 si x21 4x +1 si x>1

f'(x) >0 paratodo x€lR — f(x) escreciente — No existe ningin valor de ¢ tal que f(0) = f(c)
puesto que:

£(0)=1

-1+y1-16
fO)=2%+c+3

4

}2c2+c+3:1 = 2c24¢c+42=0 > ¢= no tiene solucién.

No existe ningin ¢ tal que f(x) cumpla las hipdtesis del teorema de Rolle en [0, .

70 La funcién f(x) = |cos x| toma en los extremos del intervalo [0, ] el valor 1. ;Cumpliri el
teorema de Rolle?

cosx si 0<x<T/2

] es continua en [0, «].
—cosx si T/2<x<T

f(x)={

Ademis, f(0) = f(rn) = 1.
—senx si 0<x<T/2
senx sl T/2<x<T

La derivada de f(x), si x= % es:  f'(x) = {
Como f'(%_) =—1 ¢f'<%+> =1, f(x) no esderivable en x = % € (0, m).

Por tanto, f(x) no es derivable en el intervalo (0, ); y no podemos aplicar el teorema de Rolle.

71 Sea f una funcién continua y derivable tal que f(0) = 3. Calcula cudnto tiene que valer f(5)
para asegurar que en [0, 5] existe un ¢ tal que f'(c) = 8.

Si f(x) es continua en [0, 5] y derivable en (0, 5), por el teorema del valor medio, podemos asegurar
que existe ¢ € (0, 5) tal que:

fio- 1210

_ﬂﬁ—S_f6%6
5-0 5

En este caso: f"(c) = =8 — f(5 =43

72 Calcula a y b para que:
ax—3 si x<4
fx) = {_x2+10x—b si x24

cumpla las hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo [2, 6]. ;Dénde cumple la tesis?

El teorema del valor medio dice: si f es una funcién continua en [2, 6] y derivable en (2, 6), existe
"6)- £'(2
algtn punto ce(2,6) tal que f(c) = %
¢ Continuidad:
—Si x24 — f(x) es continua, pues estd formada por dos polinomios.

— En x =4, tenemos que:
xlzfi_ flx)= /z’m (ax —3)=4a-3

lim _ f(x)= /zm (—x?+10x —b)=24 — b ¢ Para que sea continua, ha de ser: 42— 3 =24 — b;
x—4*
es decir: 4a+ b=27
f(4)=24—- b
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¢ Derivabilidad:
a si x<4

—Si x24 — f(x) esderivable. Su derivada es: f'(x) = {—2x 210 si x> 4

—En x= 4:
?é:; : ;Jl Para que sea derivable, ha de ser: 2 =2
¢ Uniendo los dos resultados obtenidos:
4a+b=27] a=2
a=2 b=19

* Por tanto,si 2=2 y b =19, se cumplen las hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo
[2, 6]. En este caso quedaria:

fw={

2 si x<4
2x+10 si x=4

2x -3 si x<4
—x2+10x—19 si x>4

fw={

* Veamos dénde cumple la tesis:

f0)-f2) 5-1 _4
6-2 = 4

4
2x+10=1 — x=%e(2,6)

9

La tesis se cumple en ¢ = 7

73 Sea f(x) =1 — 23, Prueba que f(1) =f(~1) = 0, pero que f"(x) no es nunca cero en el intervalo
[-1, 1]. Explica por qué este resultado contradice aparentemente el teorema de Rolle.

f(x) = % — No existe f7(0)

Por tanto, f(x) no es derivable en el intervalo (-1, 1); y no podemos aplicar el teorema de Rolle.

74 La derivada de una funcién f es positiva para todos los valores de la variable. ;Puede haber
dos nimeros distintos, 2 y b, tales que f(a) = f(b)? Razénalo.

No es posible, si la funcién es derivable (y nos dicen que lo es, pues f'(x) >0 para todo x).
Lo probamos por reduccién al absurdo:

Supongamos que existen dos nimeros distintos, 2 y b, tales que f(a) = f().

f(x) es derivable para todo x. Por el teorema de Rolle, habria un punto ¢, enel que f'(c) = 0.

Esto contradice el que f"(x) >0 para todo x.

75 Calcula a4, b y ¢ para que la funcién:
o]

cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 4]. ;En qué punto se cumple la tesis?

Crax+b si x<2
ex +1 six>2

¢ Continuidad:
—Si x=22 — f(x) escontinua, pues estd formada por dos polinomios.

— En x =2, tenemos que:

, o 2 _
xliné_f(x)—xlgnz(x +ax+b)=4+2a+b

lim flx)= lim (ex+1)=2c+1 Para que sea continua, hadeser 4 + 22+ b=2c+ 1;
x—2* x—=2 .
es decir: 2a+ b—2c=-3
f(2)=2c+1



Unidad 9. Aplicaciones de las derivadas VNANNSACHILLERATO)

Matematicas |l

¢ Derivabilidad:
—Si x=22 = f(x) esderivable. Ademis:

reo-|

2x+a si x<2

¢ six>2
—En x=2:
_J;'g:; =4+ d} Para que sea derivable, ha de ser: 4 + a=¢
=c
« f(0)=5
Fld)=dco1[ brder]

* Para que se cumplan las hipétesis del teorema de Rolle en [0, 4], ha de cumplirse que:

20+b-2c=-3| a=-3
4+a=c b=5
b=4c+1 c=1
En este caso seria:
2x—3 si x<2

re- {3

Y se cumplirfan las hiptesis del teorema de Rolle.

si x>2

* Veamos dénde cumple la tesis:

f'(x)=0 > 2x-3=0 — x=%e(0,4)

Por tanto, la tesis se cumple en x = %

Pagina 297

76 Dada la funcién:

fx) = VIn (3% + %) + In (x2 —10x + 20)
demuestra que existe un valor 2 € (1, 2) tal que f'(a) = 0.
Menciona y justifica los resultados teéricos empleados.
Consideremos la funcién g(x) = 3* + x.
g'®)=3"m3+1>0 — g(x) escreciente en IR. En particular lo es en el intervalo [1, 2].

Luego g(x) > ¢(1) =4 cuando x€[1,2] — h[g(x)] > [g(1)] =/mn4>0 cuando x€[1,2] por

ser creciente la funcién logaritmo neperiano.
Consideremos ahora la funcién 4 (x) = x2 — 10x + 20.

bh'(x) =2x—10 <0 cuando x€[1,2] — h(x) decrecienteen x€[1,2] — h(x)>h(2)=4 —
= In[h()] > [h(1)] =m4>0 por ser creciente la funcién logaritmo neperiano.

Por tanto, el radicando de f(x) es la suma de dos nimeros positivos y la raiz estd bien definida.
f(x) es derivable en el intervalo [1, 2].

f(x) es derivable en (1, 2).

F)=Alnd+In1l
f(2>=¢m} - f()=£Q2)

Por el teorema de Rolle existe un valor 2 € (1, 2) tal que f"(a) = 0.
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7'7 ;Verdadero o falso? Razona la respuesta.

a) Una funcién que no sea una recta puede tener infinitos puntos en los que su recta tangente
sea y=1.

b)Si f'(a) =0, f"'(a) = 0, entonces f no puede tener ni mdximo ni minimo en x = 4.

©) Si un polinomio de grado 3 tiene un minimo en x = 2, ese minimo no puede ser minimo
absoluto.

d) Una funcién continua en [0, 5], que no es derivable en x = 3, no puede tener un méximo en

x=3.

e) Si y=f(x) escreciente en x = a, entonces y=—f(x) es decre-
ciente en x = a.

Y
f) Si f'(a) =0, f tiene un mdximo o un minimo en x = 4.
gSi f'(@=0, f"(@ =0y f"(a) =-5, f tiene un punto de
inflexién en x = a.
h) Si esta es la gréfica de f'(x), entonces f tiene un minimo en _1\ / 1 X
x=-1 yun mdximo en x=1.

a) Verdadero.

Las funciones y = sen x o y = cos x tienen infinitos puntos en los que la recta tangente es y = 1.
Sucede en los mdximos relativos de la funcién.

b) Falso.

Por ejemplo, la funcién f(x) = x* tiene un minimo relativo en (0, 0) y f(0)=/"(0)=0
¢) Verdadero.

La razén es que en un polinomio de tercer grado p(x) ocurre que:

A pE) = v & Ui pl) =

o bien,

A p) = & Ui pl) = v

Los polinomios de tercer grado no tienen ni médximos ni minimos absolutos.
d) Falso.

La funcién y =2 — |x— 3| no es derivable en x =3 y tiene un méximo en ese punto.
e) Verdadero.

Supongamos que f(x) es creciente en x = a.

Entonces existe un entorno £ enel quesi x; <x, = f(x)) < f(xy).

Pero f(x;) < f(x;) = —f(x;) >—f(x,). Luego —f(x) es decreciente en ese mismo entorno E.
f) Falso.

La funcién y=x
g) Verdadero.

Si f"(a) =—5 — Existe un entorno de x=a enel que f"(x) es decreciente.

3 es creciente en x = 0, pero f0)=2-0=0.

Como f"(a) =0, en ese entorno, f"(x) >0 cuando x<a y f"(x) <0 cuando x> a.
Por tanto, la funcién pasa de concava a convexa y tiene un punto de inflexién en x = a.
h) Falso.

La tabla de los signos de la primera derivada es:

f'>0 | f'<0 | >0

/_'1\1/

Por tanto, tiene un miximo en x =—1 y un minimo en x = 1.
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Para profundizar

78 En una circunferencia de radio 7 se traza la tangente en un punto cualquiera C y una cuerda
AB paralela a dicha tangente. Demuestra que, para que el drea del tridngulo ABC sea mdxima,
la distancia de C ala cuerda debe ser 3/2 del radio.

* La altura del tridngulo ha de ser mayor que el radio, pues,
si trazamos la cuerda por A'B’, podemos conseguir otro
tridngulo con la misma base, AB, y mayor altura; y asi,
con mayor drea.

* Espresamos el drea del tridngulo en funcién de x:

altura = x + r

base =2
4 — base = 2r* — x>
y= /rz_xz

Area = % Ir? =« =+ )22

A) = (x+ r)Vrt =x%; x€0, )
* Obtenemos el valor de x para el que A(x) alcanza el médximo:

A'(x) =yrP=x>+ (x+7) - 2 _rox’—xlr+r) IR S et e St 2

24r — 52 B Vrr—x? Vrt—x? Vrr—x?

A'G) =0 > 2x2—rx+7r2=0

Crar? 482 rx9%  ri3p x=—7 (no vale)
- _4 T _4 T _4 x==2rl-4=r/2

(En x= -~ hay un méximo, pues A'(x) >0 ala izquierda de este valory A'(x) <0 asu derecha).

¢ El mdximo se alcanzaen x = %

Por tanto, la distancia de C a la cuerda, que es la altura del tridngulo, es:

h=r+ %:%

¢ Observacién:

Vamos a calcular la longitud de los lados del tridngulo:

2
AB = base = 24r* —x*> =2 72—%=r«/§
2 2
AC:BC:./yz—h2= (rz—x2)+<%) =@/r2—rz2+—92 =r3

Por tanto, hemos obtenido que el tridngulo inscrito en una circunferencia que nos da el drea maxima
es el tridngulo equildtero.
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79 Cuando un globo estd a 200 m sobre el suelo y se eleva a 15 m/s, un automévil pasa bajo él con
velocidad de 45 km/h. ;Con qué velocidad se separan coche y globo un segundo después?

80

Ten en cuenta lo siguiente:
— El globo estd a 200 + 15¢ m de altura en el instante ¢
— El coche estd a (45/3,6) - ¢ m de la vertical del globo.

Halla la distancia entre ambos y averigua la velocidad de alejamiento cuando #= 1.

La distancia entre el coche y el globo en funcién del tiempo es:

2
d(t) = \/(200+15t)2+(3456 t) - 381,252 + 6000 + 40 000

La velocidad de alejamiento es la derivada del espacio que los separa.
4 - 762,5¢ +6000
24/381,2572 + 60007 + 40 000
Al cabo de 1 segundo es:

, 762,5+6000
d'(l) =
24/381,25+6000 + 40 000

= 15,7 m/s

Una torre estd al final de una calle. Un hombre se dirige en auto-
moévil hacia la torre a razén de 15 m/s. Sabiendo que la torre tiene
500 m de altura, ;con qué velocidad varia el dngulo del observador
respecto de la cumbre de la torre cuando dicho observador se en-
cuentra a 1000 m de la torre?

— Halla zg o y, después, o.
— Averigua el valor de o'(#) para ¢=0.

1g 0U(t) = 100500815t = 20%)0_0%, siendo £ 0.
tg 0l(t) = arc tg %
= ga 238? +50000

500

15¢ 1000-15¢!

1000
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Autoevaluacién
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1 Halla los puntos de la funcién:

1—cos x
= Jp =05 X
f(x) " 1+cos x

en los que la recta tangente sea paralela a la recta y = 2x— 3.
Para que la recta tangente sea paralela a la recta dada, la pendiente de la recta tangente debe ser 2.
fx) =In(1—cosx)—In(1+ cos x)

fllx) = SnX___Senx __—2senx _ —2senx __ 2

cosx+1  cosx—1  co2x—1 —sen’x Senx

ya que senx = 0 (en caso contrario no estaria definida la funcién).

fx)=2 — 2 ) 5 oenx=1— x=T 42k con keZ.
sen x 2

2 Calcula los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los de concavidad
y convexidad de la funcién siguiente:

f&x) =x|x-2|
F) = x]x—2| = x(x —2) Sfx<2= 2+ 0% si ox<2
X(X—Z) S1 x>2 xz_zx si XZZ

oy 2x+2 st x<2
f(x)_{2x—2 si x>2
La funcién no es derivable en x =2 porque f'(27) = f"(2*).
2x+2=08 x=1<2
x)=0 —
A {2x—2=08x=1/>/2
La tabla de los signos de la derivada primera es:
f'>0 | f'<0 | f'>0

/1\2/

La funcidn es creciente en los intervalos (—oo, 1) y (2, +c0).

Es decreciente en el intervalo (1, 2).

-2 si x<2

109 = { ;

f es convexa es (-0, 2) y céncava en (2, +oo).

si x>2

3 Estudia el crecimiento de la funcién f(x) = e*(cos x + sen x) y determina sus mdximos y minimos
para x € [0, 2T].
Consideramos la funcién: f(x) = e*(cos x + sen x) para x € [0, 2m].
Calculamos la derivada:

f'(x) = e*(cos x + sen x) + e (—sen x + cos x) = €¥(2 cos x) = 2 cos x

x= L
f6)=0— cosx=0< in (para x € [0, 2])

xX="-—

2
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Signo de la derivada:

i
<
|

La funcién es creciente en

! 3m . T 3T
0, 2) < > ,2T[] y decreciente en (2, 2 )
Tiene un mdximo en (%, e 2) y un minimo en (327[ - €3n/2)'

4 a) Estudia la curvatura de la siguiente funcién: f(x) = x% ln x

b) Escribe la ecuacién de la recta tangente que pasa por su punto de inflexién.

a) * El dominio de definicién de la funcién es (0, +o0).

* f es concava en los intervalos donde /"> 0 y convexasi "< 0.

* Calculamos "y f":

f)=x% Inx —)f'(x)=2x-/nx+x2-%zx(Zlnx+ 1)
f'x)=1-Qlx+ 1)+x(2-%> =2lnx+3

f'x)=0 = 2hx+3=0 - lnx=—% — x=e3? f(€_3/2) =—%e‘3
* Estudiamos el signo de f" teniendo en cuenta el dominio de f; (0, +0), y el punto donde
F'(0) =0, x=e3?0,22:

Signo de la derivada:

f"<0 | f">0
0 m JR U
¢ Conclusiones:
— f es convexa en (0, )

-3/2

— f es céncava en (e +00),

— Punto de inflexién: (6_3/ 2 —%6_3)

b) » Pendiente de la recta tangente en x = ¢=/%:

- =f”(€_3/2) —e Qe 1) =3 [2_<_%>+1] ~ 032

* Ecuacién de la recta tangente en <e‘3/ 2 —%e_3>:

y= _%6—3 26732 (5 — o~312)
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5 Determina a, b, ¢ y d para que la funcién:
g =axd+ bx?+ex+ d
tenga un méximo relativo en el punto (0, 4) y un minimo relativo en el punto (2, 0).

2(0)=4
2'0)=1

£(x) tiene un médximo relativo en (0, 4) — {

¢(x) tiene un minimo relativo en (2, 0) — {§ ,((22);%
g =ax® + bx? +ex+ d

g'() =3ax? + 2bx + ¢

g0)=4 > d=4

g2'0)=0 = ¢c=0

22)=0 = 8a+4b+4=0

g2)=0 = 122+4b=0

4a+25=_1} {

12a+4b=0| = =75 6=72

La funcién buscada es f(x) = %x3 —2x% + 4.

Es una funcién polinémica de tercer grado enla que  lim_ f(x) =—co 'y lim  f(x) = +oo, luego
—o0 400

(0, 4) es el médximo relativo y (2, 0) es el minimo, por estar el primero a la izquierda del segundo.

1
1+2

6 Calcula el punto de la curva y =

en el que la pendiente de la recta tangente sea médxima.

La pendiente de la recta tangente a f(x) = . 1 _ enxes f"(x). Tenemos que hallar el mdximo de f"(x).
+

x2

[ = =2

(1+x%)?
Buscamos los puntos donde la derivada de f"'(x) es 0:
21 +x2)2+2x-2(1+x%)-2x ~ —2(1+ x2) + 8x> _6x%2 -2
(1+x2)4 (1+x%)? (1+x%)3

" 1 .3 F'(3/3)=(-343)/8
f'x=0 — 6x2-2=0 > x=i\/;=i?<f'(—«/§/3)=(3«6)/8

Estudio del signo de f":

) =

f">0 | f'<0 | >0 i , , ,
/—\/II \\/II _— xznsz(x)=x/—l>@°°f(x)=0
3 3

En x= —g hay un mdximo de f'(x) yen x= g hay un minimo de f"(x).

Por tanto, el punto en el que la pendiente de la recta tangente es méxima es:

)
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7 De todos los cilindros que pueden inscribirse en una esfera de 9 cm de radio, halla la altura y el
radio del que tiene mayor volumen.

S -

I

| —

Llamaremos x al radio del cilindro e y ala mitad de la altura. Entonces:

x2+y2=81 — y= y81—x? donde x€(0,9).

El volumen del cilindro es:

V(x) = wx? 2481 —x% = 2mx2y/81— x2

Para hallar el de volumen mdaximo calculamos el maximo relativo de la funcién anterior.

, 3 x(x% = 54)
V'(x) = 21| 2xy81 — x% — —X =g
81— x2 V81— x2

V'ix) =0 = x(x2-54)=0 — x=0 (novale), x=-3y6 (novale), x =346

Estudiamos los signos de V'(x) cerca del punto singular:
V's0 : V'<0
— 3 T~
x=3y6 — radio = 3/6 cm
y=3y3 — altura=2-34y3 =643 cm
V(346) = 2m - 54 - {81-54 ~ 1763 cm?
8 Lafuncién f(x) =1 -|x| si x€ [-2, 2] verifica la igualdad f(-2) = £(2).
Justifica si es posible encontrar algin ce (-2, 2) tal que f'(c) = 0.

— En x=3/6 hay un méximo relativo.

l+x si 2<x<0

l—x si 0<x<2

fo9=1-1xl-

El teorema de Rolle dice que si f es continua en [, 4], derivable en (4, b) y f(a) = f(b), existe un
c€(a, b) talque f'(c) = 0.

Comprobamos si la funcién f cumple las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [-2, 2]:
* Veamos si f es continuaen x = 0:

m_f(x)=f(0)=1

lim 1-x=1 x/l—>0

f es continua en [-2, 2]

* Estudiamos la derivabilidad de f:
6 = {1 si x<0

-1 si x>0
f'(17) = f'(1*). f no es derivableen x=0 — f no es derivable en (-2, 2).

* /" no cumple las hipétesis del teorema de Rolle; por tanto, no podemos asegurar que exista un
c€(-2,2) tal que f'(c) = 0.





