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Resuelve
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Piensa y encuentra limites

1. Utiliza tu sentido comin para asignar valor a los siguientes limites:

a) lim x2% lm x3 lim (x3-x? b) lim x% Ilim x3 lim (x3-x?
X — +00 x — +00 X — +00 x —>—00 x —>—00 x —>—00
o lim x% lim x3 lim (x3-5x°+3) d) lim l; lim L; lim X
x—>2 x—2 x—2 X400 g7 x—>+00 4,27 x—toeo 2
o kim Li tm L tm ¥ £) tim L5 tim L tm X
X—>—00 x x—o-00 , x—>-0 2.1 x>0 x x>0 , x>0 xc41
, . , x3—5x2 h /, X . l/ x2
g 53 > ) ki 5
x40 4217 x—o+e0 42 q x—>—o0 42 x—-0o 3545
a) lim x?*=+oo; lim  x3 = +oo; lim (x3—x%) =+
X —> + 0o X —> + oo —> + o0
b) lim x?=+oo; xiz}m x3 = —oo; lim (x3—x2) =—o
o) lim x?*=4; lim x3=8; lim (x3-5x%+3)=-9
x—=2 x—=2 x—2
d) lim 1 0; lm L - 0; lim =0
X +oo x X —> +00 x2 X —> +o0o0 x2+1
e) 1 l=0, lim L=O, lim X __0
X ——o0 x> =o0 4 X — —oo x2+1
£) lim l=+c>o; lim L=+c>o; lim =0
x—=>0 x x—>0 52 x>0 241
5 <2
9 lim X -ioo; lim 2% o
¥tee oy AR R |
3 2
h) lim —— =—o; lim X -

x>=eo 3x45

2. Tanteando con la calculadora, da el valor de estos limites:

a) lim sen x
x—0 X

b) lim (x-3)-In(x-3)
x—3
2x
c Iim <1+i)
X —>+ X

a) lim X -
x—0 X

b) lim (x—3)-n(x—-3)=0
x—3

X —> + 00

2x
o lim (1+%) = ¢® ~ 403,43
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1 Describe mediante un limite cada una de las siguientes ramas:

a)

/

L~

4——/_1

b)

d

/

a) xé’n_iw fx) =-1; xﬁ@w fx) =+

b) lim f(x)==oo; lim flx)=2

O on f0)=vess lim f) = e

d) . én_zw f(x) no existe; . Q)rizw f(x) no existe

©

d)

NNCNSAC HILLERATO
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@ Asigna lim 'y Ilim acadauna de las siguientes funciones conocidas (dibuja esquemdtica-
X — —00 X — + 00

mente su grafica):

a) f(x) = x2

d)fx = —x3

D i f0) = oo
A SO = e

Y

N AR N

-4 -2 2 1 4

b) f(x) = —x2
e) f(x) = sen x

o) fx) = x3
f) flx) =1gx
b) xé;n_’lw f(x) = —o00
A, f) = e
1 Y
) 2 4 X
Lo
L4
=6
-8
d) xéz}’@w f(x) = +00
A, f) = e
6 Y
4
2
) 2 4 X
2
14
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e) . Ll;ﬂ_’lw f(x) no existe f) . Ll;ﬂ_’lw f(x) no existe
. éfﬁo f (%) = no existe . éfﬁo f (%) = no existe
Y i L elY] i
- I I I I
I I I I
N\ / I LT I
76 4 N, X ! Pyl !
1 /i | | |
/i I I 11/
76 4 D 2/ 41 /X
| AR if4
| 17~ | |
| gl |
I ] T I
! ! ! !
3 Dibuja, en cada caso, una funcién que cumpla:
a) lim_ fx)=4  lm f(x)=-c
b) lim f)=3, lim_ f(x)=3
o  lm_ fx)=+o0, lim f(x)=-co
0 lim )=~ |l 9=+
a) oY b) JY
\\‘ " /’
~1J Nl /
5 X
\ X T z
=6
c) oY d) oY
X / X
-6 | -4 — 4 -6 | -4 — | 4
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4 Describe con limites las siguientes ramas:

| //-2 ...... J - ViV _J VAV
INval wd
m f0) =3 lim f()=—co

It
x—> -2

a) lim  f(x)=—oo;
xli’ﬁ_f(x)ﬂoo; xli’%f(x)hoo; i f(x) = +eo
b) lim [l =—ces lim f(0) =15 lim f(x)=—cos lim flx)=-+eo

O L f@)==ess lim f()=vess i fG) =—en; lim f)=—ooi Ui f()=3

5 Representa una curva que cumpla las seis condiciones siguientes:

dn S04l fe i )

I =- I = I ist
xztg_f(x) oo xin;f(x) +00 m_ f(x) no existe
gl¥ |
0 \
6 |
\
5 \
\
—10-8 -6 4| . 10~
[ \
|
6
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B Un poco de teoria: aprendamos a definir los limites
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3x —20

1 Sabiendo que lim ==

=3, aplica lo que acabamos de ver para calcular h en funcién de €.

Averigua después para qué valor de h se verifica que “si x> h, entonces |f(x) — 3| < 0,01”.

3x — 20 3x — 20 — 3x + 300
_ 1 — 1 - 1 -
| f(x)-3]|<0,01 — 100 3‘<0,0 =100 <0,0
280 | 001 3 280 _o01 5 280 _ . 100 — x>28100

x—100 0,01
(*) Para valores grandes de x, la fraccidn es positiva y se puede quitar el valor absoluto.

El valores h =28100.

Pagina 209
2 Define, acompaiiado de un dibujo, los siguientes limites:
o, lin, f) ===
b) xlz)’rzzw S (&) = +o0
o lim f(x)=-c
x—ct

d) xli—’>nc f(x) =

SRS

Dado un nimero £ (arbitrariamente grande), podemos encontrar otro nimero 4 (tan grande como
sea necesario) tal que si x> A, entonces f(x) < —k.

o7\ b

b) xil)'}fzm f(x) = +oo

Dado un nimero £ (arbitrariamente grande), podemos encontrar otro nimero 4 (tan grande como
sea necesario) tal que si x < —5, entonces f(x) > k.

" o)
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c) lim fl)=—co

Dado un niimero # (arbitrariamente grande), podemos encontrar un nimero 8 > 0 tal quesi 0 <
x<c+90, entnces f(x) < —+.

d) xlll;”cf(x) =%

Dado un nimero /4 (arbitrariamente grande), podemos encontrar un nimero & > 0 tal que si
c—0<x<c+d, entonces f(x) <—k.
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1 Todas estas propiedades que acabamos de presentar son muy sencillas y razonables. Y se pueden
enunciar en los siguientes términos:

1. El limite de la suma de dos funciones es igual a la suma de sus limites.

Haz otro tanto con las propiedades 2 a7 y reflexiona sobrelas restricciones que seimponen en algunas
de ellas, de modo que las veas razonables (por ejemplo: ;por qué & = 0 en la propiedad 42, ;por qué

f(x) >0 enlapropiedad 52, ...).
2. El limite de la diferencia de dos funciones es igual a la diferencia de sus limites.
3. El limite del producto de dos funciones es igual al producto de sus limites.

4. El limite del cociente de dos funciones es igual al cociente de sus limites, siempre que el limite del
denominador no sea 0 (para que no se produzca una division entre 0).

5. El limite de la potencia de dos funciones es igual a la potencia de sus limites, siempre que la base de
la potencia sea positiva (para que tenga sentido la potencia de exponente real).

6. El limite de la rafz de una funcién es igual a la raiz de su limite. En el caso de que la potencia sea de
indice par, ademds, la funcién debe ser no negativa (para que se pueda hallar dicha potencia).

7. El limite del logaritmo de una funcién es igual al logaritmo de su limite (para que tenga sentido el
limite y el resultado, es necesario que tanto la funcién como su limite sean positivos).
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2 Si, cuando x — +oo, f(x) = +oo, g(x) = 4, h(x) > —oo, u(x) = 0, asigna, siempre que puedas,
limite cuando x — +oo a las expresiones siguientes:

A f@-h®  b)f Af@D+h®  df®* ) fx) - b

f) u(0*® 8 f®)/h(x) h) [-5 (x)]#® i) g*® j) u(x)/h(x)

k) f(x)/u (x) D) h(x)/u(x) m) g(x)/u(x) n) x + f(x) n) f (x)” @)

o)x + h(x) p) b(x)?® qQx* r) fz(x) +h%(x) s) fz(x) - h2(x)

2) lim (f()=h(x)) = +oo—(-00) = +o0 + o0 = +oo
b) lim  fY = (+e0)" = +oo

c) . é;”fm (f(x) + h(x)) = (+0) + (—o0) — Indeterminacidn.
d) lim | f) = 00" = 4o

) lim (f() h(x) = (+e0) - (~e0) =0

£) lm u(@)*9=0)9 - Indeterminacién.

, f ) _ (+e0)
8 T )

— Indeterminacién.

h) lim  [=h(x)]PW = [+e0] = =0

X —> +oo



Unidad 7. Limites de funciones. Continuidad VANANTAABAC HILLEFRATO

Matematicas |l

)l ulx) 0

x40 hlx)  —oo

N A

e Wy S0 7

, h(x) —eo _,
(R T R
L 8w 4

m) u@®  (0)

n) L (e £09) = +oo + (+00) = +eo
i) lim [0 = (+e0) =0

0) . é}@m (x + h(x)) = (+00) + (—o0) — Indeterminacion.
p) lim_ h(@" = (~e)" — No existe.

N

r) xé;riflm (fz(x) +h2(x) = (+00)2 + (—0)? = + oo

s) | lim (f2(x) = h*(x)) = (+00)* = (~00)? = (+0) — (+00) —> Indeterminacién.
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E Indeterminaciones
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1 Para x — 4 se dan los siguientes resultados:
[ = +o0, g(x) >4, h(x) > —o0, u(x) >0

:Cuiles de las siguientes funciones son indeterminaciones cuando x — 42 En cada caso, si es inde-
terminacion, di de qué tipo y; si no lo es, di cudl es el limite:

a) f(x) + h(x) b) £ (x)/h (x) o flx)*® d) f(x)"®
e) f(x)*™ £) u(x)?® g) [g(x)/4]/® h) g(x @

a) lz’_;;n4 [f(x) + h(x)] = (+o0) + (—e0) — Indetermninacidn.

by fim L) teo

= — Indeterminacién.
x—=4 h(x) —oo

/ _h(x) = oo (+oo) - 0o
Q) lim f@)7 = (+e0) .
/ h) _ (4 oo)o) =
d) lim, f(0" = (+00)) = 0
J ll'm4 f (2)*® = (+00)® — Indeterminacién
x =
£) lim u(x)’® = (0)->) = £ oo
x—4
f (%)

[— = (1)**) — Indeterminacién

, £ _ (40 _ 4 oo
h) xlin4 2(x) (4) +
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B Comparacion de infinitos. Aplicacién a los limites cuando x — *oo
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1 Indica cudles de las siguientes expresiones son infinitos (+o0) cuando x — +oo:

a)3x>—Jx +1 b) 0,5 c) -1,5%

d) log, x e) 31 f) Jx
x”+1

g 4" h) 47* i) —4*

Son infinitos cuando x — + oo las expresiones a), ¢), d), ), g) e i).

No lo son las expresiones b), ¢) y h).

2 a) Ordena de menor a mayor los érdenes de los siguientes infinitos:
log, x Jx x2 3x°> 1,5 4~

b) Teniendo en cuenta el resultado anterior, calcula:

log, x 5 x
lim 82 lim 3% lim 1%
X —> +00 ‘/; X —> +00 x2 x>+ ] 5%

a) 4% 1,55 3x%; x% Vx; logx

. logy x
b)  lim e 0
5
lim 3 e
X — +o0 Xz

lim I =0

X —> +00 I,Sx
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1 Sin operar, di el limite, cuando x — +oo, de las siguientes expresiones:

a) (x2-32x+1) b) (x2 - 2%)
o) Va2 +1—x d)3*-2*

3x8-2

a) xé;?i’lm (x2—32x+1>=+oo
c) lzm («/x+ —/—>_+oo
3«1.968—2)=+<><7

e) 5*— f) Jx

b) xé;?{loo (x2—2") = —o0

— logs x*

2%) = +oo

), -

0, by, - Dl (= logs 9 -

2 Calcula el limite, cuando x — +oo, de las siguientes expresiones:

)3x +5 4x%—x ¥ x
x+2 x-2 2241 2
2
o 325 -2 O ex i1
x
e) 2x— yx2+x f) ix+1-yx+2
(3345 4d—x| . BP+5)(x-2)-(4x’ - (x+2)
) xg@“ ( x+2 x—2 )_xéﬁi“’ (x+2)(x=2) -
- I 3x4—6x3+5x—10—4x4—8x3+x2+2x_
T xSt X2—4 -
4 3 2
- = —14x” + x"+7x =10 _
X —> +oo x2_4
b) lim ( %0 _£)= 22— x(26* +1) _ 260 =20 —x _
v \ x2 41 2] xwe 202x* +1) X oo 4x* 42
O lim 3x+5  x2=2 _ lim 35 +5x —2x2+ 4 lim xz+5x+4_+<><>
X = +oo 2 x T xS x = S =

(\/x2+x—«/x2+l)<\/x2+x+\/x2+1>

rx—x—1

d)xé;@m («/x2+x—\/x2+1> =

lim
X —> +o0o

Matematicas |l

xreo 424D

1 1

e mw/ﬁ
<2x—m)(2x+m> )

e) xé;m (2x—«/x2+x)=xé;m = =
400 400
2x +Vx" + x
2 2 2
_ zm 4x —x2—x _ é)m 3x —2x oo
X +oo X +oo
2x +¥x° + x 2x +4x" + x

(«/x+1—«/x+2>(«/x+l+«/x+2) B

x+l-x-2

= lim
¥oree x4l +yx+2

i (e fe3) -

lim
X —> +oo

im —=1
¥k x+l+yYx+2

/z'm x—1 —

1+1 2
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3 Halla los siguientes limites cuando x — +oo:

x 5x —S5x
1 1 1
a) <1+ Sx) b) <5+ 5x> c) <5+ 5x>
5 X —x
d) <1+L) e) <1+i> f) (1+i>
5x x x
5x 5x —5x
o(s+3) w(1-1) » [1-)
x x x
. 5x 1/5
a) lim (1+L> = [lim (1+L> s
X —> +o0 5x X —> 400 X
5x
b) xé@w (5+§> =(5)%) = oo
1V _ gy
9) xﬁ”fm (5+§> =(5) =0
1 ° 5
d)xgiiflm(l+§) =1°=1
e) lim (l+i) =ed
X —> +oo X
£) lim (l+i)_ =
X —> +00 X
5x
g xé@m (5+%> et - yoo
5x
h) lim (l—l> =7
X —> +00 X
5x
i) lim (l—l> =e
X —> 400 X
4 Calcula estos limites cuando x — +oo:
1 3x -2 1 4x 1 3x
5 3x 5x
3 _1 2
d) <1+ Zx) e) (1 2x> f) <l+ 5x>

X —> +oo
1V 1\ " 32
L 1‘5) - (1+_2x =¢
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5 Resuelve estos limites aplicando la regla anterior. Después, resuelve también uno de ellos dando
todos los pasos:

3x+5 >x =3 x5 —3x+2 -l
a):c5’>’1">°<3x-1> b)xé%<w>
5x -3
7 3x+5
a) Sea /= xz@w(?)x—l)
, 3x+5

Como [lim
X —> +o0o 3x _ 1

=1y lim (5x=3)=+oo, [ esdeldpo (1)¢).

Aplicando la regla:

lim @_1), _ / 6
Z: €X‘H°°<3x—1 (x 3): exéﬁﬁm Bx_1 (5% - 3) 10

3 2x —4
b)Sea /= Ilim (M>

X = +oo x3 +x2
3
Como /lim X =3x+2 y lim (2x—4) = +oo, [ esdel tipo (1)),
X = +oo 3 2 X —> 400
X +x
Aplicando la regla:
3 2 2
é,'m X342 +2—1)‘ 2x —4 lim <7_x —3x+2). —4
[=¢ m< o+ Ge® =7\ P (2 )= 6_2

Resolucién de los limites dando todos los pasos:

S5x—3 S5x -3 5x -3
a) xé;rizoo (ﬁ> = (1)) = xzrizm <l+ 3 6 ) = lim (l+ 1 ) =

3x -1 x —1 X = +oo 3x -1
6
6
Bl 6 (5o et 3oy 7Y
= lim (1+ 1 ) 6 3x-1 = lim 141 6 =10
X = oo 3x-—1 x = oo 3x—1
6 6

X —> +oo x3+x2 x3+x2

2x -1 2% -1
3 2
b) lim (w) - (¢ =l (1M> )

2x—1 x5+ 52 '—x2—3x+2'(2x_1)
= lim 1++ = Ilim 1++ 7 —3x+2 x4 x* -
X = +oo x3+x2 X —> +oo0 X3+X2
&% —3x+2 —x?—3x+2
2
X+ 5 %.(236_1)
=x£7fw 1+% 2= 3x+2 Z o2
X +X
% —3x+2
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ﬂ Calculo de limites cuando x — -
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1 Sin operar, di el limite cuando x — —co de las siguientes expresiones:
a) x2-32x+1 b) x2 + 2*
) x2-2% d)x2-2-
€27 -3~ f) x> -1 -5
g)2"—x2 h)xz—m

i) Ax+2 —x2 j) 37*-27*

a) xé’n_ftw (x2 = 32x+1) = +00 — (—00) = 400 + 00 = 400 b) xé’n_ftw (x2+2% = +oo

) xé’n_iw (x2-2% = +o0 d)xé’n_zw (x2-27% =

e) xé}'n_iw 2%-3%=-c0 f) xé}’n}w (Yx> =1 = 5% no existe
§  lim, (2 —x) = oo ) dim (2 1) = oo

D _lm (fx+2—x%) =—co ) lim (37 =27 = +eo

& Calcula el limite cuando x — —o de las siguientes expresiones:

)3x+5 4o — x ) 2
x+2 x—-2 2x24+1 2

o) VaZ+x—yxZ+1 d)2x+ V22 +x
2x
e Va2 +2x +x f)<1+%>

5x+3 3x-1
1 Prx-1
(-] Jiess
& x x?+2
, 3x°+5 4x3—x) , (—3x3+5 —4x3—x)
l - = l - =
2 x—l>712°°( x+2 x—2 x B —x+2 —-x—2
— I 3t Z5x 4650 10— 4x* + %+ 8x° — 2x — I 14 12— 7x - 10 _
T xS oo x2_4 T xS oo X2—4 B

, X x\_ 7 —x x| _ —2x° +2x" +x _ X _
b)xélleoc(zxz_'_l _?)_Xé)rfoo <2x2+1 +2)_Xé)7foo 4x2+2 _xé)?-’;loo 4x2+2_0

s e 2)(«/x2—x+«/x2+1)
O lim (ZardEi) = lim (P x—APaD) = lim (fa? —x =%+
X —> —oo X —> +oo X =5 too m+m

- lim x—x—x*—1 —x—1 -1 1

lim =—1
R Y L R [ | Ry 2

/.2 [ 2
d) lzm (2x + yx +x)— /zm (2x+4x*—x) = Ilim (22 + ¥x” — ) (2 — Vx” — x) =
| R N
3x% + x

2 2
ol AT =xTex o 3XTex

—> +oo 2 T xS e 2
YT Dy —yxt—x 7T 2x—yx"—x
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2 2
O lim (x+2x+x)= lim (¥’ —2x—x) = lim (=25 =) (Jx* — 2x+ ) -
X —> —oo X —> +00 X — 400 m+x

1 S5x+3 1 —S5x +3
g) lim ( ——) = lim <1+—) =™
s X X —> +oo X
3x—1 —3x -1 lim (x27x71 )
- / — — X = +o0 XX 1 ]-(-3x-1)
h) ll’m (.X ;x ) = lzm X Zx 1 =e x"+2 —
X —> —oo X +2 X —> +o0 X +2

lim ﬂ.(_3x_1)> lim  3x*+10x+3
( 2 2 =ex—>+ee x2+2 —e



Unidad 7. Limites de funciones. Continuidad VAWANTANSAC HILLERATO:

Matematicas |l

E] Caélculo de limites cuando x — ¢
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1 Halla los siguientes limites:

a) lim 3+2x b) lz’_r)n5 Va2 -5x+4

x—2 x-3

o) lim (3 - sen2x) d) lim e3*+4
x—0 x— -1

a) lim M=—7 b) lim x*?—-5x+4 =2
x—2 x—-3 x—=5

c) lim (3—sen2x) =3 d) lim e¥+i-,
x—0 x— -1

2 Halla el limite cuando x — 5 de las siguientes funciones:

2%, x<5
b) g(x) =) (x-1)2
2

x*-5x+1, x<5

D) f) - {x_ p

x>5 , x25

a) lim (x*-5x+1)=1
x =57

/z'ng (e—d)1 — Los limites laterales coinciden y xZZnS flx)=1.
x—=>5"

b) lim (2¥)=32
x—5"

2 — Los limites laterales no coinciden y no existe /lim_ f(x).
i =D x5

x—5*

8
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3 Calcula los limites siguientes:

z 3— x2 2 5 z x3_5x+1

l X 2 + ZX + b l X mIoOXx+1

a)xinfl x2—6x-7 )xT4x3+2x2—3x
2%+ 2x+5 g, (x+1) (x> = 3x +5) . x*=3x+5 _9 9

a) m, 2_6x—7 L G+ (x—7) = TS T g

. x°=5x+1 _ 45 15
b i S 3 ~ 84 28

4 Calcula los limites siguientes:

(.2 _ 4.3
a) lim M b) lim % =%
*=>-3 334342 x>1 32,0 2

2 3 3 3
D i W23 ([ DYe DT, g6 Ded)
x— -3 3lx3+3x2 x— -3 x (X+3)2 x— -3 x
l/ .
N —x / x(—=1)(x+1) , x(x+1) xznl_f(x) no existe
b) lim == = Ui A = lim 4 . _)< ,
ol ix—2 21V (x+2)7(x=1) =1 N (x+2)7(x=1) x/i)7;11+f(x)=+oo
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5 Calcula: m (x2—5x+2_x3+2x+1>
x—0

X%+ 2x B +x

lim (x2—5x+2_x3+2x+1)= lim (x2—5x+2_x3+2x+1 _

x>0\ x%42x x4+ x x>0 | x(x+2) x(x* +1) -

_ Iim 2 +1) (2 —5x+2)—(x+2) (x° + 2x + 1) _
x>0 x(x+2)(x* +1)

_ lim x4—5x3+2x2+x2—5x+2—x4—2x2—x—2x3—4x—2 _

x—0 x(e+2) (2 +1)

3 2 7,2 _ 2
—7x° +x*—10x _ lim x(=7x"+x-10) Iim —7x“ +x—10 _—10__5

= lim = = =
¥20 (x4 2)(x*+1) 21

x—0 x(x+2)(x2+l) S x>0 x(x+2)(x2+l)

x+1
x-7
6 Calcula: /im <M)
x—>7 x-3
x+l )
P ey =€X’Z”7l(%“)‘% -
x—7 x—3
, [x*—8x+7 x+1 =7 x=1(x+1)
) sl 'x_7>:€xli’>”7oc—a>oc—7>
, x=1)(x+1)
=€xlﬁ’)ﬂ7 (x_a) =€12
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1 Hallar los siguientes limites aplicando la regla de L'Hépital:

3 2 —X
, x°+2x“+x . e¥+x-1
) xlinfl B+xt-x-1 b) xlz_r)no x*
0O lim " x (1 + cos x) & Iim prap
x>0 X cos x x>0 senx
, 1/x , 1/x
e) xlz_r)no (cos x + sen x) f) xé)’zloo 1-2"Y")x
2 — —
Q) lim (3—x)2-9 by lim VX =9-4%
x—2 x—5 x-5

B aod e x =<g)= i 3x2+4x+1=<g>= oy Gxrd 2 1
0 xo-1 352,01 \O

x—>-1 6x+2 —4 2
o eFex=1 _ (0 _ ;. —*+1 (0 _ ;. ¥ 1
b) fim, o ‘( )‘xli”o 2x ‘(0)%11”0 2 2

2

O lim sen x(1+cos x) <g> - im cos x (1 + cos x) + sen x(—sen x) _

x—=0 X COS X 0 x—=0 cos x + x(—sen x)

&) lim i(ﬂ) i £,

x—=0 senx 0 x—=0 cosx

e) Para poner lz’mo (cos x + sen x)''* en forma de cociente, tomamos logaritmos en f'(x) = (cos x + sen 0,
X —>

In (cos x + sen x) =<0> _

lim (1 f@)) ]

lim (Lin (cos x +sen x) | = lim -
x>0 \ x x—0 X

Iim (—sen x + cos x) [ (cos x + sen x)
x—0 1

1_21/’6_(2)_ Iom 2V (C1xD) In 2
Ux N0/ x5 (~1/x?)

_ / _ .1 _
=1 — xlznof(x)—e =¢

0l (=210 lin

0

= i (2 ) =—in2=in L

2/(x2 - 4) 2% - 4).

g) Para poner li_7>n2 (3-x) en forma de cociente, tomamos logaritmos en f(x) = (3 — x)

, o 2mB-% (0\_ ;. 3-x -1
i D = i, ZECZD () < i, 32w

2x
2 2
h) /l/m X x—_95— 4 _ < 0 ) _ ll,m 24x° — 9 10 5

x—=5 T4

0

x5 1 " 2/25-9 4
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1 Encuentra cuatro intervalos distintos en cada uno de los cuales tenga una raiz la ecuacién siguiente:
2x% — 14x% + 14x-1=0
Busca los intervalos entre —4 y 3. Comprueba que £(1,5) < 0 y tenlo en cuenta.
Consideramos la funcién f(x) = 25— 14x? + 14x— 1.

Tenemos que f(x) es continuaen IR y que:

feH=231>0] ben (. 3) f@=-1<0] ben 1)
ay una raiz en (-4, -3). ay una raiz en (0, 1).
f(=3)=-7<0 f(1)=150
1)=1>0 1,5)=-1,375<0
f)=1> Hay una raiz en (1; 1,5). F(L5) ) Hay una raiz en (1,5; 2).
£1,5=-1,375<0] 7 £2)=350 Y

—-X —-X

2 Comprueba que las funciones e*+ e™*—1 y e*—e™ se cortan en algiin punto.
Consideramos la funcién diferencia:
Fix)=e*+e™ —1—(e¥—eM) =€ +e¥—1—-e+e¥=2e"-1
F(x) es una funcién continua. Ademis:
f(0)=1>0
f(1)=-0,26<0

Por el teorema de Bolzano, existe ce€ (0, 1) tal que F(c) = 0; es decir, existe c€ (0, 1) tal que las dos
funciones se cortan en ese punto.

} signo de F(0) = signo de F(1).

3 Justifica cudles de las siguientes funciones tienen mdximo y minimo absoluto en el intervalo co-

rrespondiente:

a)x2-1 en[-1,1] b) x2 en [-3, 4] <) p 1 e [2, 5]

d)—L1_ en]0,2] &) —L_ en[-5,10] f) e en [0, 1]
x—1 1+ 2

a) f(x) =x2 — 1 es continua en [-1, 1]. Por el teorema de Weierstrass, podemos asegurar que tiene un
méximo y un minimo absolutos en ese intervalo.

b) f(x) = x? es continua en [-3, 4]. Por tanto, también tiene un méximo y un minimo absolutos en ese

intervalo.

o) fx) = . i e continua en [2, 5]. Por tanto, tiene un méximo y un minimo absolutos en ese inter-
valo.

d) f(x) = . i T noes continua en [0, 2], pues es discontinua en x = 1. No podemos asegurar que tenga

mdximo y minimo absolutos en ese intervalo. De hecho, no tiene ni mdximo ni miminimo absolutos
puesto que:

lim f(x)=—c0y lim f(x)=+o0
x—>17 x—1"

e) flx) = 1 5 escontinua en [-5, 10]. Por tanto, tiene mdximo y minimo absolutos en ese intervalo.
1+x

f) La funcién f(x) = ¢™ es continua en IR, luego lo es en el intervalo [0, 1]. Por tanto, por el teorema
de Weierstrass, alcanza su mdximo y minimo absolutos en dicho intervalo.
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1. Operaciones con limites

Hazlo tu. Siendo f; g, b, u y v las funciones anteriores, calcula el limite de estas funciones cuando
x —> +oo1

a) Il(x)u(x) b) u(x)g(x) C) g(x) . u(x)
a) xé;nfm v(x)”(x) = (0,4)(+°°) -0
b) xé;@oo u(x)g(X) = ("' °°)(_°°) =0

9 lim_ [g6) - #(9) = (o0) - (+0) =~

8. Comparacion de infinitos

Hazlo ti. Comparando los érdenes de infinito, asigna limite a estas expresiones:

x x> —
2 b) l; X 1

a) ltm —=— im
x —>+00 10x2_5 X —>+00 10x2_5

Q) lim —2 e porque cualquier funcién exponencial de base mayor que 1 es un infinito de
x>t 10x2 -5

orden superior a cualquier potencia.

V2 —1

lim
x=re 10x2 -5

b)

= +o0 porque el numerador tiene mayor grado que el denominador.
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4., Calculo de limites

Hazlo tu. Calcula los limites siguientes:

2x -1
, 4x -2 , 1-3x , Vx+2-2
2, (7) b tm_, (log) ) e s
1
x—4 2 x —-x
d I <x+2>x 4 7 x* -1 0N I e +e
)xt_’>n4 6 e) x—t>’zzoo |x_1| )x—l>"+loo e*—e %
2x—1 (+00)
ot (B2 (4) e

b) lim_ (logx)' =% = (+00)==) = 0

c) 0 Indeterminacién.

(0)
1. _1
_ 2
gy WX*2-2 . 2 Ax+2 1
x>2 [dx_3_1 x-2 1 4

J2x =3
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1

d) /z'm4 (%)x_4 = (1) Indeterminacién.
X —>

l, x+2 _1 1 _ , X—4 1 =L
xl_;;”4< 6 x—4 xZZ”4 6 x—4 6
1
3
Por tanto, lim <x+2>x _ 16
x—4 6
2 oo
) Uk r _11| = E+ ; Indeterminacién.
e |x = +00
2 2
3 T _11| =x£l;m xx—% =+o0 (cuando x — —oo, x—1<0).
2 oo (v

£) lim e | (o) Indeterminacién.
X0 X _pmX (+o0)
N . 146 1+ %
lim £*¢ lim € = Iim ¢ 140 _y
e R I X —> 400 €_x X —> 400 _L 1-0
B 7 e
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8. Regla de L'Hopital
Hazlo tu. Calcula estos limites:
,  In(cos3x) , 3/x2 , e 1
D) 0 (cos 25) b) Jim, (cos 22) Ot o v
—3sen 3x
. In(cos 3x) 0) v , cos 3x . cos2x 1. 3sen3x (0) H
/ -V Q= = T~ = 2 = / =— =
2) x Z”O In (cos 2x) 0) xZ)nO —2sen 2x x ZnO cos 3x x Z”O 2sen2x  (0)
cos 2x
cos2x 1, 9 cos3x _ 9

lim ==
x—0 cos3x x—0 4 cos2x 4

b) lim (cos 2x)3*" = (1))
x—0

; . 3|_ . 3los2x-1) (0)H , = 3(2sen2x) (0) H
xlzmo [(cos 2x —1) le = x[zmo T2 o) Jim === "0 -
_ 7, —12 cos2x _ =12 _
—x/zmo 2 ==~ 6

Por tanto, /im (cos2x)3* .2 = 70 = 1
x—0 6’6

Q) lim ( e _xlj>=(°°)_(°°)= . ex—¢* (0 H

x—=1 \ X _p x—1 m_m_

X X X
= lim e—e R A VN : S N S

x—1 ex(x_1)+€x_e x—1 exx_e_(()) T x5 exx_'_ex_

T2 2
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6. Continuidad en un punto

Hazlo tu. Estudia la continuidad de la funcién f(x) y clasifica sus discontinuidades.

2, X
f@=1" "l

1 si x=0

si xz0

Para x<0, f(x)=x?+ % =x?2—-1 esuna funcién continua.
—x

Para x>0, f(x) =x?+ £ =x2+ 1 es una funcién continua.
x

Estudiamos la continuidad en x = 0:
lim (x*-1)=-1
x—07 . ;o ;. ..
) ) — No existe el limite porque los limites laterales son distintos.
lim . (x=+1)=1
x—0

£0)=1

La funcién presentaen x =0 una discontinuidad inevitable de salto finito.
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7. Funcién continua

Hazlo tu. Determina los valores de @ y de & paralos que f(x) es continua.

22 +2x+b si —c0o<x<0
[ (%) = | sen(ax) si O<x<m
(x—m)2+1 si m<x<+o0

Si x#0 y x=mn, lafuncién es continua porque las funciones que intervienen lo son.

Comprobamos la continuidad en x=0 yen x=m:

f)=6
, 5 _
xlif’?)—(x +2x+0)=b — Para que sea continua en x =0 debeser 4 =0.

lim sen(ax)=0
x—0*

f(m)=1
lim sen (ax) = sen (an) )

x> — Para que sea continua en x =7 debe ser sen (an) = 1.
lim [(x—m)2+1]=1

x—nt

sen(an) =1 = an= T+ 2k con ke Z — a=%+2/e con ke Z

\S)

Si a= % +2k con ke Z y b=0, lafuncién es continua en IR.
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8. Teorema de Bolzano

Hazlo tu. Prueba que las grificas de las funciones f(x) =senx y g(x) = % se cortan en algin punto

del intervalo <2n, 577:)

Definimos la funcién F(x) = f(x) — g(x) = sen x — % en [271, 577{] )

F(x) es una funcién continua en el intervalo.

_ _ 1 __ 1
FQ2n) = sen 2w " o <0
S Sr_ 1 _q_2
F( 2) sen > Sz 1 57t>0
2

Por el teorema de Bolzano, existe al menos un punto c € (Zn, 5%) tal que F(c) =0, es decir:

f-g(=0 — f(o)=¢()

Las graficas se cortan, al menos, en el punto de abscisa x = c.
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Célculo de limites

Calcular los siguientes limites:

3 e tg x
ot R b fig, 1+ 467 ) Jin, ()
s o3\P 25
a) lim (m) = ( () ) Indeterminacién.
x = oo 1+2x (+00)
3 3 25 3 3 25 25
lim (—3 +5% — 8x ) = lim ( —8x ) = lim <—_2x) =(-1) 5__q
X —> +oo 1+2x X —> 400 2x X —> +oo 2x

b) lim (1 +4x3)2 = (1)
x—0
Aplicamos la regla:

3
lim (1+4x3—1).%: Iim 8i=8

x—0 X x—>0 x

Por tanto, [, (1 + 4x3)2/x3 =8
x—0

g x
c) lim (%) = (+0)© Indeterminacién.
x—0*

Tomamos logaritmos:

tgx
In lim (L> = lim tgxin Lo tm [tg x[~ln (x?)]] = lz'n6+ (21gx Inx) =
x—

x>0 | 2 x—0" x2 x—0"
=2
— i =2 Inx _ (+00) H lim x - lim 2sen’ x _ (0) H I 4sen x cos x -0
x—0" 1 (to0)  x—>0* _ 1 x>0 X 0) x>0 1
g x sen’ x

x—0*

wx
Luego /lim (%) =e0=1

Limite finito

Calcular el valor de a para que el siguiente limite sea finito y obtener ese limite:

; 1 a
=50 (e"—l _2x>

%
lim ( 1 —i) = (o0) — (00) Indeterminacién
x—0 & =1 2x
X X X
lim 1 a)\_ p, 2x-—ae +a=@£‘ i 2 —ae - lim 2 —ae
20\ o 2x ) ko0 (o2 (00 400 K oei(Fo1)2 FD0 K 2x 12 -2

Como el denominador tiende a 0, para poder seguir resolviendo el limite, el numerador también debe
tender a 0 y, por tanto, « = 2.

Continuamos con « = 2:

lim 2-2 (0 H Iim 20 __

¥20 012,21 (0) 0 x20 X0y, K 24205

l\.)|»—‘

24
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3. Funcién continua
Estudiar la continuidad de esta funcion segin los valores de a:
2xt+a si x<1

f(x)={x2—ax+5 si x>1

La funcién es continua cuando x = 1 porque las funciones que intervienen son continuas al ser funciones
polinémicas.

Veamos la continuidad en x = 1:

lim (2x+a)=-2+a
x—=>1"

lim (x*—ax+5)=6-a
x—=1"

Para que exista el limite, los limites laterales deben ser iguales. Por tanto:
2+a=6-a = a=4

Para el valor obtenido de « la funcién es continua porque lz’l)%l fx) =f(1).

Si a = 4, entonces la funcién tiene una discontinuidad inevitable de salto finito en x = 1 al existir los
limites laterales en dicho punto y ser distintos.

4. Continuidad en un punto
Dada la siguiente funcion:
e -l i x<0
fx) =1k si x=0
I-Inx si x>0
a) ;Existe algiin valor de k para el cual f(x) sea continua?
b) Hallar el limite cuando x — + o y cuando x — — oo de la funcién.
a) Veamos la continuidad en x = 0:
-2

im ¢ x =e%) -t
x— 07

im (1—Inx)=+c0
x— 0"

No existe ningtn valor de % ya que los limites laterales en el punto x =0 no existen.

b) o, f0) =t (L—lpx) = e
)
e ¥ =et= -0

15
X —> —oo
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Ejercicios y problemas propuestos
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Para practicar

M Limites cuando x —» *

1 Calcula estos limites:

2
a) xé;’?oo (e* — x3) b) xé’?w In (xx+1)
) é;m x*+1 d) k;m (2 rx—x+7)
X + 00 ex x oo
2
a) xé;i’i?w (gx_x3)=+oo b) xé;"{lw ln(x +1) -0

2

o) lim
X —> +o0o ex

X
L_o d)xé;@w Wx?+x—yx+7) = +oo

2 Calcula los siguientes limites y representa graficamente los resultados obtenidos:
, x
a) xiz}r:zm 0,5+1)
b) lim 2**1
x>—o
1 X
c) lim (l - —)
X —>—00 X

1-3x
d) _lim (1%)

a) xéz)’rigoo (0,5+1) = x@;’ﬁo 0,5+ 1) = +o00 \

b)xll;ff’ 2x+1=xé;7fl 2—x+1=0

1 . «—
Sabemos que 2** ' > 0 para cualquier x.
C) ll/m _l ) = ll'm 1+L _x=€_l=i 4_/
X —>—o0 X X —> 400 X 2 S {1/5
x [
Comprobamos que ( —L) >1 dandoa x algan valor.
x e
Por ejemplo, x =-10.
1-3x 1+3x
, 2 o 2 B e 6
O o (102) - (1-2) = i
[
/ 2 / —2-06
=€xéffx (1—;—1)-(1+3x)=€xl%zrfm <xx)=€—6=%
e

1-3x
Comprobamos que (1 + ;) < ¢ % dandoa x algin valor negativo.
x

Por ejemplo, x =-10.
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3 Calcula el limite de estas funciones cuando x — +oo:

_ 5x%—2x+1 _ x+log x
)6 - 2x-1)2 b)g(® = log x
3+2(x 2
h(x) = d -
) b (x) ol ) £ (x) 1
2 _ 2x+5
&) j (x) = =1 £) k() =
= Va2 3
o ax 2 &P
glkx)=2%-3 h)m(x)—x_3 5 x
2
D) lim Sx? —2x+1 - i Sx"=2x+1 _5
X7 (2e=1)2 FTR 4y _dyyl 4
b) lim X +log x = Ilim ( +1>_+<>o+1—+oo
X —> +oo log X X —> 400 log X
. 342x , 2{x 2 242
l = [ e T 2
o lim el e B2 2 =2
d) lim 3-27 _
X —+ee ¥4
2 2
& dm X=L _ ppm X e
X 3l X «/?
£) lim 2245 _ im 2% _
X —> +o0 4X2 _ 3 X —> +o00 4x2
g lim 2¥-3% xﬁ@w —3¥=—o0
P 557 — 30 —x°0 +3x%
Nt S E s T T 56
4 Calcula estos limites:
3‘/?
, 2 X _ a3
a) lim el b) lm (1,5"-x7)
_ x2 vx2—5
c) lzmoo (x x—3> d)xémoo 1=
, xz—Sx_Ei_x) . 2_ [ 4
e) xé}rﬁ»( el 5 f) xéﬂzw (x x* +2x)
, x _ 3x2 , <3x+4>x_1
g <1’2 x+1) by lm \ees

v

xX—>—o00 Qx4

a)

=0 porque el numerador tiene menor grado que el denominador.

b) lm (1,57 x3) = +00 porque el infinito de una exponencial con base mayor que 1 es de orden
superior que el de una potencia.

2
o  lm (x -x 3 ) = lim_ —3x3 =-3 porque el numerador tiene el mismo grado que el de-
T o nominador.
2 2
d) m X —> _ lim E - hm = _1

xS—eo ]_2x x—o-e 2x x—o-e Qx 2
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2
e) é;m <ﬂ_ﬂ) - lim <2x —10x—3x(x+1)) _
X > toeo x+1 2 x = +oo

2(x+1)
o 2x* —10x - 3x7 —3x . —xt—13x
= l = [ _— = —
PR 2x+2 s Bl T2k 42
2—«/ ) )(x2+\/x4+2x) x4—(x4+2x)
£) lim (P-x*+2x)= lim X X rex = lim ——— =L
lim 7’64 —x =2 lim —=2X__ _
X x2+«/x4+2x xoe x2+«/x4+2x
/ x 3% )L
g) xé)rfoo (12 x+1> +oo
-1 +00
, 3x+4>x _(é) oo
h)xﬁf{loo (2X+5 “\2 =+
5 Calcula los siguientes limites
x*+1 * x+1 -1 x—1 ©+2
a) xé)@oo <H) b)xé;?oo (x—Z) C) xgriloo (x+3)
x+1
= - x2-5
/ 3x—4 3 7 Lsx 2 2 (x_3>
d —+00 <3x—2) ©) g@ (1 x2> b xé@“ x+2
2 x?
a) Sea /= Iim (x2+1>
x*—1
2
Como lim X *1 _q y lim x? = +oo, se trata de un limite del tipo (1)t
X —> +oo0 x2_1 X —> +oo
Aplicando la férmula:
, 241 . 2,2
/=exé)7{l°° (;2—1 _1).x2 =€,¢L”¢L L—1 = ¢?
1 2x -1
o X+
b) Sea /-xéﬂzw <—x—2>
. x+1 _ _ o P : (+00)
Como . z@w P =1y lim (2x—1) = +co, se trata de un limite del tipo (1)
Aplicando la férmula:
, 1 , 6x -3
N e RC NN =
xX+2
c) Sea /=xé;7¢1°° (’;:;)
-1 e, (o)
Como . éffm 3 ly lzm (x +2) = +o0, se trata de un limite del tipo (1)
Aplicando la férmula:
, L _4(x+2)
/=€xﬁ)n+1m <x ) (x+2) B xﬁ)wo —xi; _
X+
o 3x—4
d) Sea l—x@g}m <3x—2>
Como lim gi:g =1y  lm, X+l _ oo setrata de un limite del tipo (1)),
Aplicando la fé6rmula
lim <3x—4_1>'x+l -2 x+1
[= e \3x2 3

m . —2x—2
—p X 3x—2 3

=¥t 9% —6 =€_2/9
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1 3x—-2
e) Sea /= Iim ( ——)
X —> —oo

.X'2
. 1)\ . oy - : 1
Como _lim (1— x2> =1y lim (3x—2)=—co, setratade un limite del tipo 4(1)(”0) .
Aplicando la fé6rmula:
1 1 1
[= = = i =1
xé;’fw(l—%—l)-@x—b x%(%@x—m)
e X e X
3V
, x—
f) Sea /=x£z)7zzw <x+2>
, x—3 , 2 e ;. . (+00)
Como xé);,-’;loo i) =1y xéffw (x*—=5) = +oo, se trata de un limite del tipo (1)**.
Aplicando la férmula:
o (x-3 2 G
[ o (,Hz —1)~<x - _ e L
6 Halla estos limites:
a) xéz}'@w (x? +2x — {x% — 4) b)xéz;@w WxZ+1 +x)
a) . l’;"ﬂo (Yx2 +2x — yx2 = 4) = (o) — (o0) (Indeterminacién).
La resolvemos multiplicando y dividiendo por (x/x2 + 2% + «/xz —4):
Iim («/x2 + 25 — \/xz —4) (\/x2 +2x + «/xz —4) _
X «/x2+2x+«/x2—4
_ ( +2%) - (x> = 4) - lm 2x +4 _
X \/x2+2x+«/x2—4 oo \/x2+2x+«/x2—4
- lim —2x+4 __=2 =i=_1
X —>—o0 \/X2—2x+\/x2—4 1+1 2
b) . éz)'rizm Wx?+1l+x) = . é}@w (Wx? +1 =) = (o0) — (o) (Indeterminacién).
La resolvemos multiplicando y dividiendo por (Yx* +1 +x):
lim (o +1 =) (" + 1+ ) = lim M - im —L -0
¥k Vx? + 1 +x O el T Y el
7 Calcula el limite cuando x — +co y cuando x — —co de las siguientes funciones:
X 2
a) flx) = —£ b)g(x):M Q) h(x) = 3x*+2 -5«
x2 -1 log x?
2
di) =x2— Jx_1 ¢) j(x) = 22*3 £ b= X &

1 241

V3x2 -1 x

X
a) lim ;
X —> +oo x“—1

= 400

(El infinito de una funcién exponencial es de mayor orden que el de una funcién potencial).
X —X
lim 26 = lim £—=0

il 2
X —>—o0 x —1 X —> +oo x _1
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b) lim x%+2x

5 = + 00
X —> +oo logx
2 2
Um X 2% g, XT=2x
X —> —oo X —> +o00

log x* log x*

(El infinito de una funcién potencial es de mayor orden que el de un logaritmo).
) . éff (¥3x%+2 —5x) = (+00) — (+o0) (Indeterminacién).

I (W3x +2 = 5x) (Y3x% + 2 +5%) - lim _22x*42
x =3 +oo m_'_sx X oo m+5x

mayor grado que el denominador.

xéz)’rizm (W3x* +2 —5x) = xgri'zoo (3x* +2+5x) = +oo

= —oo ya que el numerador tiene

d) . ﬁ)nfoo (x2 = yx*=1) = (+00) — (+00) (Indeterminacién).

Iim (xz—«/x4—1)(x2+«/x4—1) _
¥ e x2+«/x4—1 ¥ e x2+«/x4—1

xéz}rg (xz—«/x4—1) =x£711 (xz—«/x4—l)=0

C) [; 2x+3 _ l/ 2.X'

/ 2X
im im = lim £ =
X —> +o0 ’336'2—1 X —> +oo ,3362 X —> +o0 ,3)6

Gl

lim 2X*3 g, —2x+3 2
X —>—o0 \/?)3627—1 X —> +oo \/33627—1 ‘/3
X—Z);/:?oo x—1 _x2+l =\+o0) —(+o0 naeterminacion).
3 2
m — X X @ 1
xX—>+o00 3

X —x2+x—1

x X X2 % X — x?
lim - = [lim + = Iim —2=% -1
X —> —oo x_l x2+1 X —> +00 _x_l x2+1 X —> +0o0 x3+x2+x+1

8 Calcula el limite de estas funciones cuando x — +co y cuando x — —oo:

1-x

si x<0 2x si x<0
a) f(x) = ;cn+x b) g (x) = xZ+1
“x si x>0 e—Inx si x>0

a) m fx) = lim ln_x=0

14
X —> X —> +oo X

xéz)’r&zf(x): m 1=%__1

x—>—eo x 42

b) xﬁ;rfw fx) = xé;rfw (e*=Inx) = +o0

lim f(x)= lim _2X iy
X —>—o0 X —>—oo .X'2+1 X —> +oo

—2x -2

X +1
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M Limites en un punto

9 Sabiendo que:

xli_r>n2 P(x) =+o0 xlz'_1>n2 q(x) = —o0 xli_r>n2 rx)=3 xlz'_;)n2 s(x)=0

di, en los casos en que sea posible, el valor de los siguientes limites:

. s(x)
a) lim, 2

b) xli'_fflz [s ()] @
<) J.Clz'_7>n2 [s(x) - q )|

d) lim |p (%) —2q )|

b) lim [s(x)]PW =0t =0
x—2
19) lér)nz |s(x) - g(x)| = (0) - (~00) — Indeterminado.

d) x[z’_r)nz |p(x) —2g(x)| = +00 =2 (—00) = +00 + (+0) = +oo

10 Calcula estos limites. Si alguno es infinito, calcula los limites laterales:

2
a) lim * -7x+6
x—1 1-x

3 2
b) lim * —4x* +5x -2
Fo1 (x3-1) (x-2)

2
o lim 3x°+5x+2
x—>-213 9x2_4

2
d lim x”+3x-10
)x—>2 23— x?-8x+12

x*=7x+6 _ (0) _ lim (x—1)(x—0)

2) xlllq)ql 1—-x - (0) T x5l 1-—x =xll—7>nl[_(x_6):|=5
b) lim ¥ —4x?45x-2 _ (0) _ Iim (x—1) (x* —3x +2) . x*—3x+2

o1 (B (x-2) 0 21 D) axal)x-2) 1 (Prx+l)(x—2)

3x2+5x+2_@_ , (x+1)(3x +2) , x+1 _ 1
« 55 9x2_4  (0) QYN v Yo ML L YN ves s ¥

9

, 2 - 0) . (x+5)(x-2) , X +5 (7)
d L x“+3x—-10  _ (0) - -/ =
)ty P2 _8xrl2 (0) w22 (x=2)(x*+x—06) 222, 06 0

lim x+5
x=2 2 ix-6
lim —X*2 e
x=2 X2y x -6
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11 Calculay representa los resultados obtenidos.

, 2 1
a) xh—>ml [(x—l)z a x(x—l)]

, 3 4
b) 4 -
)xz_r>n2 [x2—5x+6 x—Z]
, 2 |l wel
2 xll—;qu[(x_l)z x(x—l)__xll—;?l x(x—1)2 "
Yi4
X
10 /-8 -6 -4 |2 4 10
, 3 4 L, —4x+15 ()
b) lim - = lim — T2 =L
)x—)2 x2-5x+6 x—2 x—=2 x2—5x+6 (0)
[l'm # = + 00
x=>2" x°—5x+6
/l/m ;4x+15 - _
x22" x*—5x+6
Yi4
X
10 /-8 -6 -4 |2 4 10

N

|
(o]

[e=)

|
[\S)
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12 Calculay estudia los limites laterales cuando sea necesario.

<1_m) by lim (JxT92—3> o in [ﬂ ﬂ]

a) Ilim ~ 3 lim, .

x—2

1-V3-x _ Iim (1-4y3—x)(1+4y3—-x) _ Iim 1-3-x
x—2 x=>2  (x—2)(1+43-x) x=2 (x—2)(1+43-2)

1-3+x x—2 , 1 1

S Uiy e n(aBon T B 2

a) lim
x—2

o Jx+9-3 Wx+9-3)(Vx+9 +3) , x+9-9 _
b) lim ———— = 2 = lim ——— =
x—0 x x—>0 (Wx+9+3) S X0 (Wx+9+3)

1

= ll # = =
XZ’IZO xz(lx+9+3) xZnO x(lx+9+3) (0)

Hallamos los limites laterales:

PR U
<20 x(Yx+9+3) <00 x(Yx+9+3)
9 /zm [«/l+x J1-x _ Iim Wl+x—{1—x)(T+x+1-x) — Iim (l+x)—(1-x)
S T s Trxe I A ST a o)

- [ l+x—1+x /z’m 2x _ ll'm 2 _ 2 =l
#30 Bx(WT+x+4y1—x) *20 3x(fTrx+yl—x) *203(T+x+4/1—x) 3-2 3

Pagina 234

13 Calcula.
1 1
, 2+l \* , (2x2—x—1>x_2
a) xh—’>n0 <2x+1> b) xlz—’>n2 7 —-x

2
Como lim X *+1 _1 y lim L _ oo, se trata de un limite del tipo (1)),
x>0 2x+1 x>0 x

Aplicando la férmula:

m (X1 1)1 X =2% 1 x(x-2) . ox=2
[=e*>0\2x+1 X =e*20 2x+1  x = px20 x(2x+1) = p x>0 2x+1 =‘91/2

1

2 x—2
b) Sea /= lim <M)
x—2 7 —x

Como lz'_r)nz =_—=—==1y lim =+o0, se trata de un limite del tipo (1)),
X

Aplicando la férmula:

lim <2x2—x—1_1)_ 1 lim 2x* -8 1 [zm 2(x+2)(x=2) lim 2x+4
¥2 7-x x-2 2o 7 7T-x x-2 _, T-0(x=-2) —px22 7-x _ 85

[=¢
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14 Aplica la regla de L'Hépital para calcular los siguientes limites

Matematicas
3 X 3
a) lim x”+1 b) lim In(e+x7) c lim "X
x>-1 x2_3x_4 x—0 x x—0 l—cosx
d) lim a*—b* o) lim arctg x — x £) lim e — gSenx
x—=0 x x>0 x—senx x>0 1—cosx
g) lim (0339 by im0
x—0 x2 x—0

5

3x2
, 1—cos x
k) xh—7>no e -1 x—>n/2 sec x+10
, el 3x 3 _ 3
3 xli)”fl x2—3x—4 R 2x-3 -5 5
3
b) lim In (e + x°) _
x

0 lim 1 - cos? (2x)
x—0

i) lim (x—senx)
x—0 X sen x

) lim tgx-8

5
lim M=1
x—0 x—0 €x+x3

o) lim X _
x>0 1—cosx

o L05 X
x—0 sen x

Hallamos los limites laterales

lz'm oS X _ —oo; lz'm cos X _ +oo
x—0" sen x x—>0* sen x

d) lim a* = b
x—0

g L lna=b"lnb _, o @
X x—=0 1 b
1 1 —2x 6x2 -2
to x — 2 2\2 2\3
e) lim AOEXTX L x = lim ()7 = lim (L+x)” =2
x—0 x—senx x>0 1—cosx x—0 sen x x—0 cos X
f) ll’m ex_esenx " ex_efenx.cosx _ ll/m ex_esenxcaxzx_'_exenxsenx =O
x>0 l—cosx x—0 sen x x—0 cos X
—3sen 3x ( g2 )
. In(cos 3x) , cos 3x . —3tg 3x o 91+ 3x 9
A R T
1
h) lim In(1+%) = lm Lrx
x—0 %

T
x—0 3 - x/iﬂo 3(1+X) N
44/x

2
)l 1—cos* (2x) _
x—0

Jim 2.0 (2x) sen (2x)- 2 _ lim 2sendx _ g sendx o 4 cosdx _ 4
3x2 x—0 6x x>0  G6x x>0  3x x=0 3 3
i) lim (x—senx>= Lim l—cosx  _ . sen x -0
x—=>0 \ xsenx x—=0 senx +xcosx x>0 cos X +cos x — x sen x
k) lim l—cosx _ yp, senx _
x>0 X _1 x—0 X
1
. gx-8 . 2 .
) lim s = lim %X lim =1
x—>n/2 secx+10 x—n/2 senx x—mnl2 sen x
cos”® x



Unidad 7. Limites de funciones. Continuidad VAWANTANSAC HILLERATO:

Matematicas |l

15 Observa las grificas y di, en cada caso, cudl es el limite chnando x - 07, x = 0%, x —> +oo y

X —> —0o,

a) b)

a) x[z%_ f(X) T xlz,%* f(X) T b) xlin?)_ f(x) =2 xlingﬁ f(X) =2
i 92 i f6)= e i fQ vl -0

M Continuidad

16 Estudia la continuidad de las siguientes funciones y dibuja su grifica:

a) f(%) ={

a) La funcion es continua cuando x = 1 ya que estd formada por funciones continuas.

e six<l 1/x si x<1

Inx si x21 b)g(x)={2x_1 si x21

Veamos la continuidad en x = 1:
lim =3 4
—1- . ,
* — Noexiste lim f(x). 2
x—1

Y
lim lhx=0
it ST x
" 214 6

)

Como los limites laterales existen y son distintos, en x = 1 5

presenta una discontinuidad inevitable de salto finito.

b) Cuando x=0 y x= 1 es continua porque las funciones que la forman lo son. La funcién es dis-
continuaen x =0 y presenta en este valor una discontinuidad inevitable de salto infinito.

Veamos la continuidad en x = 1:

Y
f)=1 4\/
1 2

lim ==1 — Existe /lim f(x). X
x—=1" X x—1 — 34

lim (2x-1)=1 i)
x—1*

En x=1 escontinuayaque f(1) = lz’_r)nl f ).

17 Calcula el valor de % para que las siguientes funciones sean continuas en todo su dominio. Re-
preséntalas para el valor de % obtenido:

P+bx  six<3 Ex? -3 six<2
a)f(x)={ln(x—2) si x23 b)g(x)={ex2‘4 si x>2

a) La funcién es continua cuando x = 3 ya que las funciones que intervienen lo son.

Veamos la continuidad en x = 3:

4
F3)=0
.2 _
Jim (P k) =943k g a3h o s 43 e
—4 |- 2/ 4
lim In(x—-2)=0 i
x— 3"
Cuando %= -3 la funcién también es continua en x = 3. T4
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b) La funcidn es continua cuando x = 2 ya que las funciones que intervienen lo son.

Veamos la continuidad en x = 2:

F()=4k-3 4
lim (bx* —3) =4k — 2
i (e =3) My 4321 5 ket

2 ) 2 4
lim ¢ ~4=1 &/
x—2"

Cuando %=1 lafuncién también es continua en x = 2.

18 Calcula el valorde a y & para que f(x) sea continua en todo su dominio.

x% -1 si x<0
fx) =qax+b si 0sx<1
2 silsx

La funcién es continua cuando x=0 y x= 1 ya que las funciones que intervienen lo son.

Veamos la continuidad en x = 0:

FO-b
Iim (* —1)=—1

x =07 - b=-1

lim (ax +b)=b
x— 0"

Veamos la continuidad en x = 1:

f)=2

lim(ax—D=a-10 4 5 ,_3

lim 2=2

x—1F

Cuando 2=2 y b=-1 lafuncién es continua en todo su dominio.

19 Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

e* si x<0 x*+2x si x<0
a)f(x)=<3x2+l si 0<x<1 b) g(x) = ysen x si O<x<m
4+nx si x=1 (x—m)%+1 si m<x
el=* si x<-1 .o;+2 si x%—2
o hx)=9_1 . d)ix) =% ~
7 si x>-1 % si x=—2

a) La funcién es continua cuando x= 0 y x= 1 ya que las funciones que intervienen lo son.

Veamos la continuidad en x = 0:

f0)=1
lim ¢ =1 , .
x 30" - lﬂ)ﬂo fx)=1= f(0) — Escontinuaen x=0.

Iim Bx* +1)=1
x—=0"*
Veamos la continuidad en x = 1:

F)=4

. 2
xlzﬂl‘(sx +1)=4 - x[ll)’”l f(x)=4=f(1) = Escontinuaen x=1.
lim (4+Inx)=4
x—1*
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b) La funcién es continua cuando x= 0 y x =7 ya que las funciones que intervienen lo son.
Veamos la continuidad en x = 0:

2(0)=0

) ~
xlin%_(x +29=0 - /Z}’lo 2(x)=0=¢g(0) = Escontinuaen x=0.
X

lim sen x =0
x—0*

Veamos la continuidad en x = 7

glm=1

lim sen x=0 Los limites laterales existen y son distintos.
x—=>n -

lm [(x—m)2+1]=1
x>’

El limite existe y presenta una discontinuidad inevitable de salto finito en x = =.

¢) El dominio de definicién es IR - {0} ya que no estd definida cuando x = 0.
Cuando x=0 y x=—1 lafuncién es continua porque las funciones que intervienen lo son.
En x=0 presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito.

Veamos la continuidad en x = —1:

h(=1)=1
lim &'=% 21 , .

x— 1" - xli>7n_1 h(x)=1=h(-1) — Escontinuaen x=—1.
lim =L -1

x—=-1* X

d) El dominio de definicién es IR — {2} ya que no estd definida cuando x = 2.
Cuando x=-2 y x=2 lafuncién es continua porque la funcién que interviene lo es.
En x=2 presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito.

Veamos la continuidad en x = —2:

1
fe2-1

, x+2 _ ) x+2 _ Iz __1
B 24 0 I xe)x-2 N S

Como existe el limite pero no coincide con el valor de la funcidn, tiene una discontinuidad evitable
en x=-2.

20 Clasifica las discontinuidades de las siguientes funciones:
252 +x-2 X —2x% - 3x
a)f(x) =2 —=r TX— <& b) g(x) = === — 2%
O=aT 3 R Rponr:
Q) x2—-x-2=0 — x=-1, x=2 — El dominio de definicién es IR - {~1, 2}.
La funcién es continua cuando x= -1 y x= 2.

En x=-1 y x=2 no es continua al no estar definida en ellos. Veamos el tipo de discontinuidad
en cada valor:

En x=-1:
lim -2t rx =2 _ (=6)
x>l 2 ) (0)
3 2
Lim X =2x"4x—2
N )
lim x3—2x2+x—2=+m

P )
En este caso es inevitable de salto infinito.
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En x=2:
lim x3—2x2+x—2_ﬂ_ , (X—Z)(X2+1) 3 x*+1 5
x—2

2oxn O A ayee A -

x=2 x+1 3
En esta ocasidn se trata de una discontinuidad evitable.

b)x?—x—6=0 — x=-2, x=3 — El dominio de definicién es R - {-2, 3}.

La funcién es continua cuando x = -2 y x = 3.

En x=-2 y x=3 no es continua al no estar definida en ellos. Veamos el tipo de discontinuidad
en cada valor.

En x=-2

ll,m X3 — 296'2 —3x _ (_10)
x —> -2 2 -

x“—x—-6 (0)

lim X0 — 2% — 3x

= — 00
x>2 X _x-6

lim x° —2x* — 3x oo
x>2" X ox-6

Se trata de una discontinuidad inevitable de salto infinito

En x=3:
lim m:@: / w: x2+x=£
x93 v 6 0) x-3 (x=3)(x+2) x—=3 x+2 5

En esta ocasidn se trata de una discontinuidad evitable.

21 a) ;En qué puntos son discontinuas las siguientes funciones?

’ \/\ ) B /

5—20 2 /

g

b) Di cudl es el limite por la derecha y por la izquierda en los puntos de discontinuidad.

a) I) En x=-2 tiene una discontinuidad inevitable de salto infinito.

En x =0 tiene una discontinuidad evitable.

1)

Presenta una discontinuidad inevitable de salto finito en x = 1.

b) I) lz’m2+f(x) = 400
x zn—zZ_f(X) T
=1
II) /z'7)21+f(x) =0

lim f(x)=2
x—1"
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Para resolver

22 Calcula los siguientes limites:

1— x+1

a) lim 2+4%-3 ) b) lim 2¢=5) 2
x —>+00 Sx3 — 2x2 x—+0\2x+3
/ 2

c) lim X%€nX d) lim V13-x"-3
x>0 1-cosx x—2 x—-2

, Inx
o2

g) lim (l_ 1 ) h) lim e —xcosx—1

£) lim x%e™*
x — —00

x>0 \x senx x—>0 senx—x+1—cosx
, 23 +x% -3 o 2 =)
& "é’rfw ( 5x3 — 2x? ) ) (?) o
5 x;l

Aplicamos la regla:

, 2x -5 x+1 , -8 x+1
2Xx=2 _q1).x+1 _ N O )
xéﬁ?w (2x+3 ) 2 xﬁ”f}w <2x+3 2 )

x+1

, 2x-5\2%2 _
Por tanto, xgnfw (2x+3) =e
. xsenx _ O H . senx+xcosx _ (0) H . cosx+cosx—xsenx _
2 xlino l—cosx  (0) x—0 sen x ~(0) x50 cos x =
/ 2 2 2
d) lim B3-x-3_ O _ lim 13-x"-9 = lim d-x =
- lim 2+x(Q2-x _ lim -@2+x) 2
lm —L1 ___
. nx _ (O)H /x _ 4 1 _ (1) x =17 2x(x 1)
L et Rl 1) Bl Ry epu i B v ey Sl 1) M i 1.
x—1*2x(x —1)
O o 5P = fp (P = v
, 1 1 _ _ o xenx—x_@ﬂ , cos x —1 _@f_l
g xlin0<x 5mx>_( )= )_xll—7>%0 xsenx  (0) _xll—7>%0 senx+xcosx  (0)

= lim —Sen x -0
x—0 cos x +cos x — x sen x

h) lim F—xcosx—1 _ (0)}:I , ex—cosx+xsenx:(0)§ , ex+23mx+xmsx:1
x>0 senx—x+1—cosx  (0) x>0 cosx+senx—1 (0) x>0  —senx+cosx
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23 Calcula estos limites:

g x
7 z l 2 I/x
a) ) _{z(;%)_ cos x In (zg(x)) b) xlz_;)n() <x> c) xlz_r)no (cos x + sen x)
1
d) lim ( 1 )x e lim xn <M> £) lim (1 - sen 2x)°°%3*
x—0 \sen x x—>+oo x x50

In (tg x)  (+o0) H

a)  lim_ cosxIn(tg(x)) = (0) - (+e0) =

x = (n/2) xo@2)~ 1 (+o0)
cos x
S S
cos® x 1g x 1
= lim —=2°" - lim —2 = lim LEX _9
x> @2~  semx x—>@2)" senx1gx  x—>m2)" e x
cos” x

b) Al no estar definida la funcién a la izquierda de 0, calculamos el limite por la derecha.

g x
lim (l) =1=(+00)©®
x

x—0

Tomamos logaritmos:

1\ 1 nx _(-e) H
In lim —) =Iim |tgxin|=|| = lim (—tgxinx)= lim —72* - =
x—=>0"\x x—=0* X x—=>0* x—0* 1 (+00)
g x
_1
= lim - lim senx _ (O) H . Dsen x cos x -0
x—0" 1 x—0* X (0) x—>o0* 1
sen” x
1g x
Luego lim <L> =e0=1
x=>0" \ Xx
o) lim (cos x + sen x)1* = (1))
x—=0
Aplicamos la regla:
lim (cos x + senx—1) - 1 _ lim cos x + sen x — 1 =@P=I L =Senx+cosx _q
x—0 x x—0 x 0) x—0 1

Por tanto  lim (cos x + sen x) 1% = ¢
x—0

d) Al no estar definida la funcién a la izquierda de 0, calculamos el limite por la derecha.
1
lim < 1 )x = (+oo)(+°°) = +o00

x—=0 \ sen x

e) lim xln<ﬂ>= lim ln(1;x>=ln lim <1+x> =n lim <1+l) =lhe=1

X —> +oo X X —> 400 X —> +oo X X
£) lim (1 — sen 2x)°0%3% = (1))
x—0

Aplicamos la regla:

lim (1=sen2x—1)cot3x= lim (—sen2xcot3x)= lim =S1X =@I={ m =205 2% __ 2
x—0 x—0 x=0 tg3x (0) x—0 3 3

cos” 3x

Luego /lim_ (1 — sen 2x)%83* = 213
x—0
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X% —4x+3 si —-1<x<0
24 Sabiendo que la funcién f(x) = 1 x2+4

x+1

. es continua en (-1, +c0), halla el
si x20

valor de a.
La funcién es continua cuando x = 0 ya que estd definida mediante funciones continuas en su do-
minio.
Comprobamos la continuidad en x = 0:
f(0)=a

lim (x* —4x +3)=3
x = 0" —> a=3

2
x>0\ x+1
Cuando « = 3, la funcién es continua también en x=0 ya que f(0) = [z’_;;no f(x) y, por tanto, lo es
en el intervalo (=1, +oo). i

25 El rendimiento fisico de un deportista, durante 60 minutos, varia con el tiempo segiin esta fun-
ciéon:
—t(t—a) si 0<£<15
f®) =13,5a+5 si 15<£<30
100 -5t si 30<z<60
Calcula 2 y b para que la funcién rendimiento sea continua.
La funcién es continua cuando x = 15 y x = 30 ya que estd definida mediante funciones continuas.

Comprobamos la continuidad en x = 15:

f(5)=3,5a+5

lim [t - a)]==225+15a\ 555 15,235445 — =20

lim (3,52 +5)=3,5a+5
t—15*

Cuando « =20, la funcién es continua en x =15, ya que f(15) = Zi?%s f).
X

Comprobamos la continuidad en x = 30:

£(30)=100 — 306

lim 75=75 > 75-100-306 > b=>
lim (100 — 62 =100 — 306
t— 30"

Cuando 6= % la funcién es continua en x = 30, ya que f(30) = li}ngo fx).

26 Sabemos que la funcién f(x) = — 3’;_ 4 es discontinua en x = 2. Calcula 4 y estudia
x° +bx” +8x —

el comportamiento de la funcién en las proximidades de los puntos de discontinuidad.
Para que la funcidn sea discontinua en x =2, este valor debe ser una raiz del denominador. Por tanto,
2546-2248.2-4=0 = b=-5

3x — 4
De donde f(x) = .
f x> —5x* +8x—4

Hallamos todas las raices del denominador:
x3-5x2 + 8x—4 = (x—1)(x—2)?
El dominio de definicién es IR — {1, 2}.
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La funcién no es continuaen x=1 yen x=2. Veamos ahora el comportamiento de la funcién en
las proximidades de estos puntos:

En x=1:
, 3x—4 (-1)
lim =
=1 (x-1)(x-2)> (0
m 3x —4 _
o1 (x—1) (x - 2)°
lim . 3x-4 — —oo

o1 (x—1) (x=2)?

La discontinuidad es inevitable de salto infinito.
En x=2:

li_7>n2 336—_42 = % = +oo ya que la fraccién es un cociente de niimeros positivos
2= -2) en las proximidades de x = 2.

27 Dada la funcién f(x) = % con a # 0, calcula los valores de 2 y & para que la funcién
f@ _ .

X

pase por el punto (2,3) yel lim

f pasapor(2,3) = f(2)=3 — ia_+2/9 _3

Por otro lado,

ax
, () ) _ , 2
lim f = lim 42=%X - lim axtib —a
X —>too X —> +oo0 x X —> +oo ﬂx_xZ

a=—4 > a-4 = #:3 - b=-10

28 Calcula el valor de % para que cada una de las siguientes funciones sea continua. ;Alguna es
continua en todo [R?:

-1 ZT i
a)f(x)= P sixzl b)g(x)= 1 six=z1
Ink six=1 2k si x=1

a) Estudiamos la continuidad en x = 1:

3 _ 2
i X _1=@= Iim =D x+x"+1)
x—1 x-1 (O) x—1 x—1

fQ)=Ink

Para que sea continua /n k=3 — k= e3.

= lim(x+x%+1)=3
x—1

Ademis, es continua en todo IR ya que el cociente de polinomios solo se anula cuando x = 1.

b) Estudiamos la continuidad en x = 1:

im fx-1 =@=h’m x—1 = lim 1 _1
x=1 x=1  (0) x=1 (x=1){x+1) *=1 Jx+1 2
g(1)=2%

1

Para que sea continua 2% = — k=-1.

Esta funcién también es continua en todo IR porque el cociente solo se anula cuando x = 1.
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29 Halla el valor de & para que la funcién f(x) sea continua en R.

x*+2x+b si x<0
f@)=1m1+x)

i 0
o si x>

La funcién es continua cuando x # 0 porque estd definida por intervalos mediante funciones conti-
nuas en los mismos.

Comprobamos la continuidad en x = 0:
f0)=10b
lim (x> +2x+b)=b
x—07

, Im(l+x) (O H 1 1
lim 2Ux0) _O) H -1
30T 2% 0 2o Tex 2

2

Cuando 6= % la funcién es continua en IR.

30 Calcula el valor de % para que la siguiente funcién sea continua en x = 0:

2 ko
f(x)= =1 x si x=0
-1 si x=0
Supongamos que %= 0 ya que, en otro caso, el problema no tendria sentido.
F(0)=-1
11/7’}’1 2 — k = (oo) — (oo) = /l'm M = @ I;I [Z'm 2_—k€x
X0\ et~ x =20 (- 1)x 0) =0 x4 1

Como el denominador tiende a 0, para poder seguir calculando el limite, el numerador también debe
tendera 0, luego 2—- k=0 — £k=2.

lim —2=2¢" _OH im =26 _ 4
x50 X1 (0) 220 Xy 0x

Por tanto, para 4 =2 la funcién es continuaen x=0 ya que f(0) = lz’_r)no f).

31 ;Existe algin valor de %2 para el que la funcién f(x) sea continua en x=0?

1—cos x si x<0
sen x
f)={Fk si x=0
2
senzx si x>0
x

Estudiamos la continuidad en x = 0:

f0)=F
lim l—cosx:@gl lim SEnx _(
x—0"  Sen x (0) x>0 cosx

2 2
/z'm sen X _ /z'm <S€7l X) =1
x—=>0" A x—=>0* X

No puede existir ningtin valor ya que el limite no existe porque los limites laterales son distintos.
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32 Determina dénde son continuas las funciones siguientes:

_ X - 1
D f@ = i b g9 - <1 —
_ jx-1 () — 1
c) hx)= 1,—x+2 d) i(x) 1o e n
a) El dominio de definicién es (2, 3) U (3, +0) y en ¢él la funcién es continua.
Para x =3 presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito, ya que f(3) = % = %
n

b) Calculamos el dominio de definicién:

3_x—6>0 = (x—2)(x2+2x+3)>0 — x>2 yaque el factor cuadritico es siempre positivo.

X
La funcién es continua en el intervalo (2, + o).
¢) Calculamos el dominio de definicién:

x—1 >0
x+2

-2 1

X

x-1
= + | Noexiste| — 0 +
X+ 2

La funcién es continua en su dominio, (—oo, —=2) U [1, +00).
d) Calculamos el dominio de definicién:
cosx=1— x=0+2kn

l-cos’x=0 — con ke Z
cosx=—1 = x=m+2kn

La funcién es continua en su dominio, R — {fn} con ke Z.

33 Estudia la continuidad de f(x) segtin los distintos valores de .

3—mx* si x<1
S =12

mx

si x>1

La funcién es continua cuando x = 1 al estar definida mediante funciones continuas.

Comprobamos la continuidad en x = 1:

f)=3-m

im 3-mx?) =3—-m
x—1"

lim 2 -2

x—1* mx m

2

Para que sea continuaen x=1 debeser 3—m= = — m=1,2.
m

Cuando m=1 o m =2 lafuncién es continuaen x = 1.

Si m=#1 y m=2 lafuncién tiene una discontinuidad inevitable de salto finito en x = 1.

34 a) Calcula el valor de a para que lz’_r)no x_‘;ﬂ sea finito.
b) Halla el limite para ese valor de 4.
. x—asenx _ (0) B . 1_ g5 x
a) Jim, 20 2By

Para poder continuar el limite, el numerador debe tender a 0 porque el denominador tiende a 0.

1-4=0 > a=1

, l—cosx_QI_{ . osenx _
b) xlino 2x  (0) _le”O 2 =0
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35 Estudia la continuidad de la funcién f(x) = %ll y clasifica sus discontinuidades.
—|x

El dominio de definicién es IR — {2, 2}. La funcién es continua en él.

En x=-2:
[z’m = —o00
, 1 (1) x—>2" 2+x
lim =—=
=2 2-|x| (0) lim —L - teo

x>t 24X

Presenta una discontinuidad invevitable de salto infinito.

En x=2:
R S N =6 o r
lim =
x—2 2—|X| (0) lz'm 1 — oo

x—>2t2—x
Tiene una discontinuidad inevitable de salto infinito.
NOTA: Podriamos haber usado la simetria de la funcién respecto del eje ¥ (es una funcién par) para

haber deducido el comportamiento en x =2 a partir del estudio en x=-2.

36 Estudia la continuidad de esta funcién:

|lx+2] si x<-1
AGE x2 si —1<x<1
2x+1 si x>1

*Si xz-1y x=1 — lafuncién es continua.
* Si x=-1:

lim  f(x)= Ilim |x+2|=1
x—-1" x—-1"

lim fx)= lim x*=1 La funcién es continua en x = —1.
x—-17 x—=-1"
f(=1)=1
* Si x=1 — No es continua, pues no estd definida en x = 1; no existe f(1).
Ademis:

lim_ f(x)= lim x*=1
x—1" x—1"

/z’r»zl+ Fw)= lz’mp (2x+1)=3 La discontinuidad es de salto (finito).
E E

3'7 Halla el valor de # para que la siguiente funcién sea continua en x = 2. Represéntala en el caso
t=2 ydi qué tipo de discontinuidad tiene:

|x—1]—2 si x<2

@)= {x— 5
Estudiamos la continuidad en x = 2:

f@)=1-t

lim (x-1-t)=1-¢
x— 27

si x>2

lz'm+ (x—5)=-3

x—>2

Para que sea continuaen x=2 debeser 1 —¢r=-3 — r=4.
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Supongamos ahora que #=2:

lx=1]=2 s x<2 —(x—=1)—-2 si x<1 —-x—1 si x<1
fx) = { . = x—-1-2 sil€x<2 =9x—-3 sil<x<2
x—5 si x>2 . .
x=5 si x>2 x—=5 si x>2

) ;\/z /

4

38 Calcula el limite de las siguientes funciones cuando x — +o° y cuando x — —oo, definiéndolas
previamente por intervalos:

a)f(x)=% b) g(x) = |x-3| - || O h(x)=|2x-1|+x d) i(x)=%
si x<0
) f)=1""
si x>0
X+
xé;@oof(x)=xé;@oo x+1 =1
xil;i’i’loof(x)=x_l;711w x_f] =-1

-x+3 si x<3 —x si x<0
|| =

b) |- 3] = {x—f) si x23

—2x+3 si x<0
g(x) =|x=3|-|x|=13 si 0<sx<3
2x—3 si x=3

x si x>0

A g0 = i (2x=3) = e
xiz)’n_aw g(x) = xil;’ﬂo (2x+3) =+00
2x+1 si x<

o |2x-1|=
x—1 si x2

N = |

—x+1 six<
h(x)=|2x— 1| +x=
3x -1 si x2

N o=

i h@ = i Gxm D)= ve

xiz)’rfw h(x) = xiz)’rizw (x+1)=+o00

&six<0
. —x
d)i(x) =fx) =
&sixzo
x
lim f(x)= lim x;l =1
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39 Estudia la continuidad en x = 0 de esta funcién:
|x|
= 2 _
fx) =2x+ "
:Qué tipo de discontinuidad tiene?

En x=0, lafuncidn no estd definida, luego es discontinua. Como:

2x—1 si x<0
Y= 12k +1 six>0,entonces:

lim Qx-1)=-1; lim Q2x+1)=1
x—0~ x—0*

Por tanto, hay una discontinuidad de salto (finito) en x = 0.

Pagina 236

Inx-1 i 1
40 Se define la funcién f del modo siguiente: f(x) = { nx si x>

2x% vax+b si x<1

Encuentra los valores de 2 y & para que la funcién sea continua y su grifica pase por el origen
de coordenadas.

* Para que la grifica de f(x) pase por el origen de coordenadas, ha de ser f(0) = 0, es decir:
f)=6=0.

* Para que la funcidn sea continua (para x = 1, es una funcién continua), tenemos que:

lim  f(x)= lim Qx*+ax)=2+a
x—=>1" x—=>1"

lim f(x)= lim (lhx-1)=-1 Han de ser iguales, es decir: 2 +a=-1 — a=-3
x—1" x—1*
f()=2+a

Por tanto, si @=-3 y &=0, lafuncién es continua; y su grafica pasa por el origen de coordenadas.
41 a) Comprueba que . 1_1;71100 n(x+1)-In(x)]=0.

b) Calcula . é}rizw x[n(x+1)-In ).

a) xﬁ;@w ln(x+1)=In(x)] = xé;nfm In (%) =lnxg7¢1°o x;l =/nl1=0

b) lim xln e+ 1) =ln (9] = (+00) - (0) = lim  xIn (g) =l e [<xx—l)l i

X X —> +oo

=n Ilim [(&>l= lim
X —> +oo X X —> +oo

42 Al estudiar el tamafio de una bacteria, los investigadores han comprobado que su didmetro (en
micras) varia con el tiempo segiin esta funcién:

Vt+a si #<8horas
D) =)3+43t-15 si ¢>8horas
t-8
a) Analiza si es posible encontrar un valor de a para el cual el crecimiento se mantenga conti-

nuo.

b) Estudia cudl ser4 el didmetro de una bacteria si la observamos al cabo de varias semanas.

a) Para que la funcién sea continua en 7= 8, debe cumplirse que /an T (¢) = T(8).
Calculamos el limite:

lim T(t)= lim Vt+a=J8+a
t—8” t—8”



Unidad 7. Limites de funciones. Continuidad VAWANTANSAC HILLERATO:

Matematicas |l

B3+ 3e-15 _ . Br-15-3 _
r—8

lim T(t)= lim
t—> 8" *

t—38 t— 8" t-8
_ oy WB-15-3)(3:-15+3) _ 3r-15-9  _
r—8* (t—8) (W3t —15+3) r—8" (t—8)(Y3t—-15+3)
o 3r—24 o 3(r-38) ~
= lim = lim =

t—>8 (+-8)({3t-15+3) -8 (t—8)(y3r-15+3)

3 3_1

s Bi—15+3 6 2

Para que 7°(¢) pueda ser continua, tendria que cumplirse que:

«/8+a=% — 8+a=-+ > a:ﬁ

4 4
Pero, si a = %, quedaria 7°(z) = 4/t + _Zl si t<8.
Esto darfa lugar a que 7°(#) no existiera para #< % = 7,75 horas.

Por tanto, no hay ningtn valor de # para el que el crecimiento se mantenga continuo.

b) lim T(#)=0 porque el grado del denominador es mayor.

43 El precio de compra de un producto varia segin el nimero de unidades encargadas y esto queda
reflejado en la siguiente funcién:

5x si 0<x<10

Cl = {«/axz +500 si x>10

a) Halla & para que el precio varie de forma continua al variar el nimero de unidades que se
compran.

b) ;A cuénto tiende el precio de una unidad cuando se compra un niimero muy grande de uni-

dades?
a) Ilim Clx)= Ilim (5x) =50
x — 107 x —> 107

m C()= lim yax*+500 =100z + 500
—10*

x— 10" x
C(10) =50
Para que sea continua, ha de ser:

Y1002 +500=50 — 1004 + 500 =2500 — 1002=2000 — 2=20
/[ 2 / 2
b) lim % = lim ﬂx+500 = lz’rfw M=m =447 €

X —> +o0 X — +00 x—>

Cuestiones tedricas

44 Dada la siguiente funcién:

x—4 si 0<x=<

1
f@=1 4 2

e‘s"2 si %<xsl

observamos que f est4 definida en [0, 1] y que verifica £(0) =—1<0 y (1) =e™! > 0, pero
no existe ningin c € (0, 1) tal que f(c) = 0. ;Contradice el teorema de Bolzano? Razona la
respuesta.

Segin el teorema de Bolzano, si f es una funcién continua en el intervalo [a, b] vy signo de f(a) =
signo de f(b), entonces existe un c€ (4, b) tal que f(c) = 0.
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Veamos si se cumplen las hipétesis. Estudiamos la continuidad en x = % :
lim x)=  lim x—4 _=7 Como lim x) =  lim X), no existe
x—>(1/2)_f ) x> (/2 4 8 x = (112) S —>(1/2)+f( )
2
lim W= lim ¥ =4 Vi
x—=(1/2)"* f x—>(1/2)+ Z;711/2) f(X)

f(x) no es continua en x = %

Por tanto, f no es continua en el intervalo [0, 1]; luego no cumple las hipétesis del teorema de
Bolzano en dicho intervalo.

45 Da una interpretacion geométrica del teorema de Bolzano y utilizalo para demostrar que las
grificas de f(x) =x% +x2 y g(x) = 3 + cos x se cortan en algin punto.

Interpretacién geométrica:

Si una funcién continua toma valores con distinto signo en los extremos del intervalo [a, ], su gri-
fica “atravesard” el eje X cortdndolo por lo menos en un punto.

Consideramos la funcién 4 (x) = f(x) — g(x) = x3 + x2 = 3 — cos x.
h(x) es una funcién continua en todo R y lo serd en particular en cualquier intervalo real.
En el intervalo [1, 2] se cumple:
h(1)==1-cos1<0
h(2)=9—cos2>0
Por el teorema de Bolzano existe al menos un punto ce (1, 2) tal que:
h(@)=0 = f(0)—g() =0 =f(c) =2(0)

Es decir, existe al menos un punto c€ (1,2) en el que las grificas de f(x) y g(x) se cortan (ya que
las dos funciones toman el mismo valor).

46 Seala funcién f(x) = x2 + 1. ;Podemos asegurar que dicha funcién toma todos los valores del
intervalo [1, 5]2 En caso afirmativo, enuncia el teorema que lo justifica.

Consideremos la funcién f(x) definida en el intervalo [0, 2]. La funcién es continua en todo IR, (y,
en particular, en el intervalo estudiado).

£(0) =1
f@=5

Por el teorema de los valores intermedios o teorema de Darboux, la funcién toma todos los valores
comprendidos entre 1 y 5, es decir, toma todos los valores del intervalo [1, 5].

47 Si f(x) es continuaen [1,9], f(1) =-5 y f(9) >0, ;podemos asegurar que la funcién

g(x) = f(x) + 3 tiene al menos un cero en el intervalo [1, 9]2

* Si f(x) escontinua en [1, 9], entonces g(x) = f(x) + 3 también serd continua en [1, 9] (pues es
suma de dos funciones continuas).

* Si f(1) =-5, entonces g(1)=f(1) +3=-5+3=-2<0.
* Si £(9) >0, entonces g(9) =f(9) +3>0.
Es decir, signo de g(1) = signo de g(9).

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe c€ (1,9) tal que g(c) = 0; es decir, la fun-
cién g(x) tiene al menos un cero en el intervalo [1, 9].
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48 De una funcién g se sabe que es continua en el intervalo cerrado [0, 1] y que para 0 <x <1 es:

x2+x

glx) =

:Cudnto vale g(0)?
Como la funcién es continuaen x =0 se cumple que g(0) = lz’_r)no 2(x).

x2+x - lim x(x+1)

lim g(x) = lim = Iim (x+1)=1
x—0 x—0* x—0* X x—0*

Luego ¢(0) = 1.

49 Verdadero o falso? Justifica la respuesta.

a) Si una funcién no estd definida en x =3, puede ocurrir que lzir)n3 fx) =5.
X

b) Si f(x) es una funcién continua tal que f(x) <0 si x<3 y f(x) >0 si x> 3, no es posible
que lz’_;)ns fx) =5.

5

©) La ecuacién x° + x + 1 =0 no tiene ninguna raiz real.

d) Si sabemos que f(x) es continuaen [a, b] y que f(a) =3 y f(b) =5, podemos asegurar que
para algin ¢ del intervalo [a, 6] se cumple que f(c) = 7.

e) La ecuaciéon senx + 2x—1 = 0 tiene, al menos, una raiz real.

f) Si f(x) y g(x) son continuas en el intervalo [a, b], f(a) > g(a) y f(b) < g(b), entonces existe
un punto ¢ de dicho intervalo en el que se cortan las grificas de [y g.

g Si f(x) y g(x) noson continuas en un punto x, de su dominio, la funcién f(x) + g(x) puede
ser continua en ese punto.

T 37

4 4

h) La funcién y = tgx no cumple las hipétesis del teorema de Bolzano en el intervalo

a) Verdadero. La funcién puede tener en x = 3 una discontinuidad evitable y comportarse de esa
forma.

b) Verdadero.
x<3, fx) <0 = lim f(x)<0
x—3"
x>3, f(x)>0 = lim f(x)=0
x—3*
Como la funcién es continua, el limite cuando x — 3 existe y, por tanto, los limites laterales deben

ser iguales. En consecuencia, lz’m3 f(x) =0.
K

¢) Falso. En los extremos del intervalo [-1, 0] la funcién f(x) = x° + x+ 1 toma valores con dis-
tinto signo. Al ser continua podemos aplicar el teorema de Bolzano y existe al menos un punto
ce (-1,0) tal que f(c) = 0.

El valor ¢ es una raiz real de la ecuacién dada.
d) Falso. No podemos asegurarlo porque 7 ¢ [3, 5].
e) Verdadero. Consideremos la funcién f(x) = sen x + 2x— 1 en el intervalo [0, 1].
La funcién es continua. Ademas:
f(0)=-1<0
f(Q)=senl1+1>0

Como toma valores con distinto signo, podemos aplicar el teorema de Bolzano y existe al menos

un valor c€ (0, 1) tal que f(c) = 0.

El valor ¢ es una raiz real de la ecuacién dada.
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f) Verdadero. El resultado se obtiene aplicando el teorema de Bolzano a la funcién 4 (x) = f(x) — g(x)
en el intervalo [4, 6].

h(x) es una funcién continua en [a, ] por ser una diferencia de funciones continuas.
h(a) =f(a)—g(a)>0
b(b) = F(6) —g(B) < 0

Por tanto, existe al menos un valor c€ (4, ) tal que:
h(@)=0 = fl-g()=0 = f(o) =¢2()

Las funciones se cortan al menos en el punto de abscisa x = c.

g) Verdadero. Las siguientes funciones no son continuas en x = 0:

-1 si x<0 1 si x<0
f(x):{x six20 7 g(x):{x si x20
. 0 six<0 | )
Sin embargo, la suma f(x) + g(x) = {2x G x>0 Siescontinuaen x= 0.
h) Verdadero. La funcién y=#gx no es continuaen x = % € %, 3%]

50 Escribe una definicién para cada una de estas expresiones y haz una representacién de f:

D lim £ =3 b) lim_ () =—c0 O lim () = oo
d) lf};g+f(x) =—oc0 e) xli;nzaf(x = oo f) xlz’_)mlf(x) =4

a) Dado € >0, existe h tal que, si x<-h, entonces | f(x) - 3] <e.

b) Dado 4, podemos encontrar h tal que, si x> h, entonces f(x) < —£.

c) Dado 4, podemos encontrar O tal que, si 2 -0 < x <2, entonces f(x) > 4.

d) Dado 4, podemos encontrar & tal que,si 2 <x <2+ 9, entonces f(x) <—+.
e) Dado 4, podemos encontrar & tal que,si 3-8 <x<3 +0, entonces f(x) > k.

f) Dado € >0, existe >0 talque,si 1 -8 <x<1+9, entonces | f(x)—4|<e.

ax+b

2 tenga una

51 Estudia los valores que pueden tomar 2 y & para que la funcién f(x) =

discontinuidad evitable.

Primero calculamos su dominio:
x2_2x=0 > x=0, x=2

El dominio de definicién es IR — {0, 2}.

La funcién puede tener discontinuidades evitablesen x=0 o x=2.
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Si 6=0 y a=0 lafuncién tiene una discontinuidad evitable en x =0, ya que existe el limite:

lim ax lim a _4a

x>0 x(x—2) T 450 x—2= 2

Si 6% 0, solo puede tener una discontinuidad evitable en x = 2. Paraello, x =2 debe ser una raiz
del numerador de la fraccidn, es decir:

20+ b=0 — az—g

En tal caso,
‘g“b bx +26b b(—x +2) b_ b
/ _ 4L _ 7 —oX+ 40 _ Iy J\ATA) -0 __0
xZZ”Z x(x—=2) xliﬂl 2x(x —2) xlﬂ;nZ 2x(x —2) le”Z 2x 4

La discontinuidad es evitable ya que existe el limite.
En conclusién:

*Si =0y a=0, lafuncién tiene una discontinuidad evitable en x = 0.

b

*Si b0y a=- > la funcién tiene una discontinuidad evitable en x = 2.
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Para profundizar

52 Estudia el comportamiento de cada una de estas funciones cuando x — +oco:
a) f(x) =x3 —senx

b - cos X
W= 2

O b = Ent (x)
x
d)i(x) = 3x + sen x

* Ent(x) es la funcion parte entera de x.

a) Como -1 <senx <1, entonces:

lim (3 —senx)= lim x3=+oo
X —> +o0 X —> 400

b) Como —1 < cosx < 1, entonces:

c¢) Como x— 1< E[x] < x,

_ Elx ,
x=1 <—[ ] <X = lim
X X X X —> +oo X X —> +oo X

d) Como -1 <senx<1,
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53 Calcula, si es posible, el valor de %2 para que cada una de las siguientes funciones sea continua

en x=0:
1-—cosx senx . xsenx .
si xz20 si xz20 =22 sioxz20
a) f(x) = (e )2 b)gx) =1 |« O hx) =1 tgx?
si x=0 k si x=0 k si x=0
a) £(0) =4
lim £ = lim d—cosx _OH = snx _OH, cos x 1

= = = im =
x—>0(x D2 (00 x50 2,5 —1)  (0) x>0 2,5 (" —1) 4262 2

Si k= %, entonces la funcién es continua en x = 0.

b) 2(0) = 4
lim 31X -
[lm g(x) = /lmo senx _ x—0 —X
=0 |x| lim SEnX _q
x—0" —X

Por tanto, la funcién es discontinua en x =0 para cualquier valor de 4 ya que no existe el limite

en x=0.
c) h(0)=+F
lzm hx) = lim X sen x _ (0) H L SERX+XCOSX _ pp, 6052X2(5€71X+xf05x) _
x—0 tgx2 (0) x—0 2x x—0 2x
2.2
cos” x

- lim cosz xz < sen x . cos x)
x—0 2x 2

Si £=1, entonces la funcién es continua en x = 0.

54 Halla el valor de 2 y de & para que la siguiente funcién sea continua en [R y pase por el punto

(1, -2):
ax®> +b si|x|<2
[ = % si |x|>2
x

La funcidn es par, ya que estd definida mediante dos funciones pares en intervalos de definicién si-
métricos respecto del origen. Por tanto, la continuidad en x =2 garantiza la continuidad en x = -2.

Como pasa por el punto (1, -2), se cumple que (1) =-2 — a+b=-2

Comprobamos la continuidad en x = 2:

fQ) =4da+b
lz’mz_(wcz +b)=da+b
%
lim, £ = 1 _1

Para que sea continua en x = 2, deben coincidir 44 + 6 = %
Resolvemos el sistema:
a+b=-2

4a+b=

_3 11
—>a—4,b— 4

1
4
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55 En una circunferencia de radio 1, tomamos un dngulo AOP de x radianes. Observa que:
PQ =senx, TA=tgx y arco PA = x.

Como E<I>Z <TA - senx<x<tgx

senx _ 1
X

A partir de esa desigualdad, prueba que lz’_;)no
X

x<1

sen x cos x

sen x

Tenemos que sen x < x < tgx. Dividiendo entre sen x, queda: 1< — 1> 225 o5 x
x

sen x 21;
X

senx _

Tomando limites cuando x — 0, queda: 12 lz’mo
X —> X

es decir:  lim
x—0

56 Aplica el resultado anterior para calcular los siguientes limites sin utilizar la regla de L'Hépital:

_ t _
a) lim X b) lim X=senx o) lim g x d) lim 1-cos x
x>0 2x x>0 X x>0 x x>0 x2
b, senx _ g 1 senmx _ 1 g senx _1 ;_1
R R W e R

b) lim X=SX _ [y (1—M> =1— lim "X _-1-1=0
x—0 X x—0 X x—0 X

5
) lim X~ lgm 05X _ gy, (M.L)=1. lim —1—-1.1=1
x—=0 x x—0 X x—=0 X cos X x—0 cos x
— 2
d) lim 1—cosx _ lim (1 czosx)(1+cosx) - lim 21—6‘05 X _
x>0 x—0 x“ (1 + cos x) x=20 5% (1+ cos x)
= lim _sen’x lim (_smx>2 clim —L o1 1L
20 2 (Thcosx) *20\ x x=0 1+ cos x 2 2

57 Supongamos que f es continua en [0, 1] y que 0 < f(x) <1 paratodo x de [0, 1]. Prueba que
existe un nimero ¢ de (0, 1) tal que f(c) =c.

Haz una grifica para que el resultado sea evidente.

Consideramos la funcién g(x) = f(x) — x. Tenemos que:

* g(x) es continua en [0, 1], pues es la diferencia de dos funciones continuas en [0, 1].
* ¢(0) =£(0) >0, pues f(x) >0 paratodo x de [0, 1].

*¢(1)=f(1)-1<0, pues f(x) <1 paratodo x de [0, 1].

Por el teorema de Bolzano, sabemos que existe ¢ € (0, 1) tal que g(c) = 0, es decir, f(c) —c=0, o

bien f(c) =c.

fQ) = ep-5f--o-- )
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Autoevaluacién
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1 Calcula los siguientes limites:

a)

ex

lim —&%
x——oo log(x2+1)
_1
0 lin 07
c) xé;’?m (2x +1—4x*+1)

4 3
& lim * —(1/3)x
x—0 xX—1gx
, x 0)
a) lim € = ( =
) X —> oo log (X2+1) (+oo)

b) 11'_7)}21 )19 5 Como es del tipo (1)), podemos aplicar la regla:

. 1
lim (V=9 _ ex”_’,”l((x‘”' l—x) _1o 1
x—1 e

o lim (2x+1- V4x? +1) = (00) — (o0)
Resolvemos la indeterminacién multiplicando y dividiendo por 2x + 1 + y4x% +1:

Qx+ 14> + 1) Qe+ T+ 1) Qx+ 12— (dx?+1) 4
2x+ 1+ 4x” +1 2x+1+y4x +1 2x + 1+ 4x? +1
, 4x 2 4
lim = =2 =1
O x4 l4da? 41 2444 4
4 _ 3 3 2 3 2 2
d) lm = (1/3)x _ QE lim 4% —x2 _ i Bx ;x =QE lim 12x —2x2 _
¥20 x—Igx 0) x—0 1-(1+2g"%) *20 g x 0) x>0 —2tg x (1+1¢g° x)
2
gy O —x (O H 12x -1 |

= = im =
20 gt (00 %20 _(14 4% 0= 388" x (1+1¢° x)

2
2 a) Estudia la continuidad de f(x) = I-x y justifica qué tipo de discontinuidad tiene.

X% +3x

b) Halla sus limites cuando x — +co y cuando x — —co.
) Representa la informacién obtenida en a) y en b).

a) La funcidn es discontinua en los puntos en los que no estd definida. En este caso, en los puntos que
anulan su denominador.

5 x=0
=0
x“+ 3x <x=—3

Estudiamos el tipo de discontinuidad:

2 i - — oo
« m O—X =@=iw<STx—>0,f(x)—>
x—0 x2+3x (0) Si x—> 07, f(x)—>+oo

9_x*> (0) I (x+3) (3-x) _ i 3_x

o Jim

= im im
x>-3 42,3, (0) x>-3  x(x+3) x>-3  x

En x=0, tiene una discontinuidad de salto infinito.

En x=-3, tiene una discontinuidad evitable.
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3 a) Estudia la continuidad de la siguiente funcién:

_X
f@)=9x+2

ex

b)Calcula _lim_ f(x) y _lim_ f).

si x<0

si x>0

a) La funcién no estd definida en x = —2. El dominio de definicién es R — {-2}.
Cuando x=-2 y x=0 lafuncién es continua porque las funciones que intervienen lo son.

En x=-2 presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito porque:

. o x _ (=2
x[i>n32f(x) N xlinzZ x+2 (0

lim =
xo>-2" X+2

+00

im =—o0
xo>-2" Xx+2

Veamos ahora qué ocurre cuando x = 0:

f0)=1
lim P 0
lim fx)=1" =0 — No existe el limite.
x=0 lim € =
x—0*

Al ser los limites laterales distintos y finitos, en x = 0 tiene una discontinuidad inevitable de salto
finito.

b) xgnfm f) = xé;ﬂfm ¥ = +00

, _ , X _
M )= =]

4 Determina a y b para que la siguiente funcién sea continua en x = 0:
e&—x—a

f®) = b sen x*
1

5 si x=0

si x=20

Por una parte, & =0 para que la funcién esté bien definida.

X
lim_f(x) = lim %
x—0 x—0 b sen x
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Para que el limite pueda existir, el numerador debe tender a 0 cuando x — 0, ya que eso es lo que ocurre
con el denominador. Por tanto:

- 0-2=0 > a=1

, . &—x-1 _(0)H
xZZ”O fx) = lim ——=— = ——=

=0 penxt  (0)

. X 0)H x 1

= lim L=(—= lim 4 _ 1

20 2hxcos x> (0) 220 2h(cos x* — 257 sen x?)  2b
1
0)-L1
JORS!

Para que sea continua en x =0, se debe cumplir que %:%& - b=1.

Si a=1 1y b=1, lafuncién es continuaen x = 0.

5 Dada la siguiente funcién:

f(x) = sen %x

demuestra que existe un c<€ (0, 4) tal que f(c) =f(c+1).

’I'E(X+1)_.r X

4 6714.

Construimos la funcién g(x) = f(x + 1) — f(x) = sen

Demostrar que f(c+ 1) = f(c) paraalgin c€ (0, 4), eslo mismo que demostrar que existe ¢ € (0, 4)
tal que g(c) = 0.

2(0) = sen n(04+1)— %:sm%—sm0=g>0
g(4) = sen%—senn:—g<0

La funcién g es continua en [0, 4] y signo de g(0) = signo de g(4).
Segtn el teorema de Bolzano, existird un c€ (0, 4) tal que g(c) = 0; es decir, existe un c€ (0, 4) tal

que f(c+1)=f().

6 Sea la funcién definida por esta expresién:
f)=x+e™
Demuestra que existe algiin niimero real ¢ tal que ¢+ e =4.
f(x) =x+ ¢™ es una funcién continua en [R. Calculamos algunos valores de f
F0)=0+¢2=1 f(5)=5+¢7=5,007
Por el teorema de los valores intermedios, f(x) toma todos los valores del intervalo [1; 5,007].

Por tanto, existirdun 0 <c<5 tal que f(c) =4. Esdecir, c+e¢“=4.



