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3 Aplicaciones de las derivadas

EJERCICIOS PROPUESTOS

1a4. Ejercicios resueltos.

6.

8.

Unidad 3| Aplicaciones de las derivadas

*Sea f(x)=(x+1)’(x-2)" + 3. Demuestra que la ecuacién f'(x)=0 tiene alguna solucién en el intervalo
(-1,2).

La funcion f es continua y derivable ya que es una funcion polindmica. Ademas, f(—1) = f(2), por tanto, puede
aplicarse el teorema de Rolle que nos asegura que f'(x) =0 tiene una solucién en el intervalo (-1, 2) .

Aplicando el teorema de Rolle, justifica que la grafica de la funcién f(x) =3x°+7x+1 no puede cortar 2
veces al eje horizontal.

La funcién f es continua por ser polinémica. Ademas f(-2)=-109 y f(0)=1, asi pues, el teorema de Bolzano
nos asegura que f corta al menos una vez al eje horizontal en un punto ¢ perteneciente al intervalo (—2,0). Si

cortara al eje horizontal en otro punto d, se tendria que f(c) =0y f(d) =0 vy, por tanto, se podria aplicar el

teorema de Rolle en el intervalo cerrado de extremos ¢ y d y resultaria que la derivada de f se anularia al menos
una vez. Sin embargo, la derivada de fes f'(x) =15x* +7 que no se anula nunca porque siempre es positiva. Asi
pues, la suposicién que se hizo de que cortaba mas veces al eje horizontal es falsa.

Demuestra que la ecuacién 2x° - 30x + ¢ =0 no puede tener mas de una solucién en el intervalo [-1,1] sea
cual fuere el nimero c.

Definimos la funcion polinémica f(x)=2x°-30x+c . Si la ecuacion f(x)=0 tuviese dos soluciones en el
intervalo [-1,1], entonces, por el teorema de Rolle, sabriamos que existe un ¢ en (—1,1) con f'(c)=0. Pero

f'(x) =10x*-30 no se hace cero en el intervalo (-1, 1), por lo que la premisa es falsa: f(x) no puede cortar
mas de una vez al eje X en el intervalo [-1,1].

Nota: las soluciones de 10x* —=30=0 son x=+43 >1y x =+%3 < 1.

Sea f(x)=2+3x? . Comprueba que f es continua en R, f(-8)=f(8) y en cambio f'(x) no se anula
nunca. ;Contradice este hecho el teorema de Rolle?

Trabajando en el intervalo cerrado [—8,8] , Se ve que:

F(-8)=2+3(-8) =2+¥64=2+4=6, f(8)=2+Y82 =2+ Y64 =2+4=6

2
Z1
Su derivada, f'(x) :§x3 = ix

1
3

, hunca se anula.

2
3¥x
La clave esta en darse cuenta de que la derivada no esté definida para x = 0 y, por tanto, f no es derivable en el
intervalo abierto (—8,8) y no se cumplen las hipétesis del teorema de Rolle.

D |
B=1



SOLUCIONARIO

10.

1.

12.

13.

Para la siguiente funcion, demuestra que existe un o € (1, 3) tal que f'(a)=0.

f(x)=(x—2)e -4+ cos(% + gx)

La funcion f es una funcion continua en el intervalo [1,3] porque es producto de funciones continuas en ese
intervalo. También es derivable en (1,3) porque es producto de funciones derivables en ese intervalo.

Ademas f(1)= —e"? cos(%Jr%j = eﬁsen% y f(3)= ¥ cos(%+37n) = eﬁsen% .Luego f(1)=f(3).

Aplicando el teorema de Rolle se tiene que existe a e (1,3) tal que f'(a)=0.
Ejercicio resuelto.

4x? +4x si x <1
Sea f(x)={-4x*+12x* si1< x <2, comprueba que:
x*-3x*+20 six>2

a) Verifica el teorema del valor medio en [0,4]. b) Halla ¢ (0,4) cuya existencia asegura el teorema.

a) fes continua en [0,4] pues esta definida por polinomios y en los Unicos puntos problematicos x =1y x =2 se

cumple: lim f(x)= lim f(x)=8=f(1) lim f(x)= lim f(x)=16=1(2)
xo1 x—1" x—2" x—-2"
8x+4 si x <1
Por otra parte, f es derivable en (0,4) pues: f'(x)=1-12x* +24x sil<x<2
3x% -6x six>2
lim f'(x) = lim f'(x) =12 lim f'(x)= lim f'(x)=0
x—>1 x>t x—2" x—2"

f(4)-f(0) 36-0
4 4

9.

Por tanto, habra al menos un valor c tal que f’(c) =
: 5
b) Si0<c<1: 80+4=9:>ng

Si1<c<2: -12¢2+24c=9= -12c*+24c-9=0=c= c:%. Pero% no esta entre 1y 2.

1
>
Si2<c<4:3¢*-6c=9=3c>-6c-9=0=c=-1c=3.Elvalor -1 no pertenece al intervalo (0, 4).

Luego son validos los valores g% y 3, que pertenecen a (0,4) y verifican el teorema.

1 si xe(0,2)
3 sixe(2,3)

definida f y, sin embargo, f obviamente, no es constante. ;Contradice este ejemplo el teorema del valor
medio?

Comprueba que la funcién f(x) ={ verifica que f'(x)=0 en todos los puntos donde esta

La afirmacion de que f es constante si se cumple en el intervalo (0,2) y también en el intervalo (2,3) pero no en
la uniéon de ambos (x = 2 no pertenece a dicha union, existe una discontinuidad).

No hay contradiccion porque el teorema del valor medio hace referencia a un intervalo.

Ejercicio resuelto.
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14.

Unidad 3| Aplicaciones de las derivadas @@

Halla los siguientes limites.

a)

b)

b)

c)

d)

e)

f)

. sen3x  e¥—e* ) 1
lim c) lim——— e) lim xx
x—0 sen2x x-01n (1+ x) X—>+00

. Inx . 1 1 .

lim —= d) lim|—- f) lim x%"¥
x>+ ([ x x>\ Inx x-1 x—0"

Como Iimosen 3x=0y Iing sen2x =0, se puede aplicar L"Hopital para calcular el limite pedido:
X— X

lim S€N 3x i 3cos3x _3cos0 3
x>0sen2x  x-02cos2x  2cos0 2

Como lim Inx=+40 y lim Jx = +o0, se puede aplicar L"Hépital para calcular el limite pedido:

X—>+0 X—>+0
1
Inx x oo 2Ix 2
lim —= = lim = lim = lim —=0
X—>+0 ([ x X—>+0 1 X—>+0 X X—=>+0 ([ x
2Jx

Como IirrB(eX - e‘x) =0y IimOIn(1 +x) =0, se puede aplicar L"Hopital para calcular el limite pedido:
X—> X—>

X _ —X X —X
° =1im &2 lim (14 x)(e* + e7*) = 2.
x—0 |n(1 + x) x—0 1 x—0
1+ x
. 1 1 . . 1 1
Para calcular lim| —— hay que transformar esa resta en un cociente: lim| — —
—ilInx  x-1 oNnx - x -1

. Como Iim1(x—1—|n x)=0y Iim1((x—1)ln X) =0 . Se puede aplicar L"Hépital para calcular el limite pedido:
X— X—

1-2
Iim(i— 1J:Iin11[x_1_|m(]:lim X :Iim[ X1 j y de nuevo se puede aplicar
X—

x—1 — — x—1 x -1 x—1 —
Inx x (x=1)Inx Inx+ xInx+x-1

. . 1 1 . x—1 . 1 1
L’Hopital: lim| —— =lim = lim =—.
x>\ Inx x-1 x>\ xInx +x -1 x>\ Inx +1+1 2

’
1 In[x;] 1| | 1
. . .y . e o —inx . nx . ,
Es una indeterminacion del tipo «’ . Escribiendo x* =e =eX ,sehalla lm —= lim %:0 , asi que

X—>+0o X X—>+0

1 1Inx
lim x* = lim ex =¢e%=1.

X—>+00 X—>+00

Este limite da lugar a una indeterminacion del tipo 0°, por tanto, debemos transformar un poco su expresion

senX entonces Iny =Inx**"* =senx-Inx . Se calcula el limite de esta

para poder aplicar L’'Hépital. Si y = x

- - . . . Inx . . . WAL
Ultima expresion: lim Iny = lim senxInx = lim —— , y ya se est4 en condiciones de aplicar L'Hopital:
+

x—0 x—0*" x—0*" 1
senx
1

_ _Inx ) X . -sen’x . -2senxcosx O

lim senxInx = lim = lim = lim = lim =—=0

x—0" x>0t 1 x—»0" —COSX  x,0t XCOSX x-0* COSX—Xxsenx 1

senx sen? x

Se ha obtenido que lim Iny =0 siendo y = x**"*, asi pues lim Inx**"* =0= lim x*"* =1,

x—0* x—0* x—0"
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15.

16.

17.

k
X .
Calcula lim —- para cualquier k> 0.
X—>+0 @

k
Para calcular lim — puede aplicarse L'Hbpital, ya que numerador y denominador tienden a mas infinito

X—>+0 e
(recuérdese que el exponente k es positivo), y se repite el proceso hasta que el numerador sea un numero (el
denominador no se altera porque la derivada de y = e* es ella misma):

k(k—1)(k=2)--2-1 _

X

lim — = lim lim =...= lim 0

x—>+0 @X x>+ g¥ X—>+00 e X—>+00 e

Calcula lim X«/(e" + x) .
X—>+0

xX kX" k(k = 1)x*?
= i

1
Puede escribirse el limite buscado como  lim {(e* + x) = lim (ex + X)X que da lugar a una indeterminacion del
X—>+0

X—>+00

. 0 f ”1es . s
tipo (+oo) . Sillamamos y a la uUltima expresion, se observa que:

1 1 In(ex+x) o o
y:(ex +x)X :Iny:ln(ex +x)X =—In(ex +x)= , Y ya se puede calcular el limite de esta Ultima
X
expresion aplicando L"Hépital dos veces:
eX +1 ex
. In(e* +x . X A e* . o . 1
fim ) _ jim €4X _ jim = lim = lim —&— = lim =1
X—>+0 X X400 1 x>0 @X £ x  xot0gX 11 x40 g 1 Xy 1
_+_ —
e* e e”

Asi pues, se ha obtenido que lim Iny =1, por tanto: lim In{/(e* + x) =1= lim {(e* +x) =€
X—>+0 X—>+0

X—>+0

Ejercicio interactivo.

18 y 19. Ejercicios resueltos.

20.

Sea fderivable en x = x; . Justifica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
a) Sif'(x,)=0, entonces fes creciente en Xx, .
b) Sifes decreciente en x,, entonces f'(x,)<0.

c) Si f'(x,)=0, entonces f presenta un extremo relativo en x; .

a) Es falsa, ya que si f'(xy)=0, hay casos en los que la funcién puede presentar un extremo relativo en X, y,

entonces, ni crece ni decrece. Por ejemplo, f(x) =(x—3)* cumple que f'(3)=0 y no es creciente en x = 3 ya
que es un minimo. Si la desigualdad fuera estricta si seria cierta la afirmacion.

b) Es falsa ya que x, podria ser un punto de inflexion con tangente horizontal y la funcién ser decreciente en él.

Por ejempilo, la funcién f(x) =—x> es siempre decreciente, y en x = 0 su derivada vale cero.

c) Es falsa; f'(x,)=0 solo demuestra que en dicho punto la tangente es horizontal. Por ejemplo, la funcién

f(x)=x* cumple que f'(0)=0 y en x = 0 no hay maximo ni minimo relativo ya que se trata de un punto de
inflexion, eso si, con tangente horizontal.
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21.

22.

Senala las abscisas de todos los puntos donde es posible que la funcion f(x)=3x5—5x3 presente
extremos relativos.

Las abscisas de los posibles extremos relativos son los valores de x que anulan la derivada de

f(x): f'(x)=15x* —15x* = 15x* (x* ~ 1) . Se resuelve ahora la ecuacion f'(x)=0:

15x2 (x2 - 1) =0 six=0,x=1, 0x=-1, que son las abscisas de los posibles extremos relativos.

=(x+2)2 ‘

Considera la funcién f(x) 3
X+

Encuentra sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y sus maximos y minimos relativos, si existen.

. , (x+2)(x+4)
Su derivada, f'(x)=-~—"——-—
() (x+3)

intervalos definidos por estos dos valores y el valor que no pertenece al dominio:

se anula para x = -2 y para x = —4. Se estudia el signo de la derivada en los

b% (—o0,—4) -4 (-4,-3) -3 (-3,-2) -2 (—2,+)
Signo de f' + 0 - - 0 +
f Creciente MaX|_mo Decreciente | -3¢ D(f ) Decreciente 'V"“'T“O Creciente
relativo relativo

Unidad 3| Aplicaciones de las derivadas @@

La funcion es creciente en (—o,—4) U (—2,+©) .
La funcion es decreciente en (—4,-3) U (-3,-2).
Tiene un méximo relativo en el punto A(—4, f(-4)) = A(-4, - 4).

Tiene un minimo relativo en el punto A(-2, f(-2)) = A(-2,0).
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23.

Obtén, en cada caso, los extremos relativos de las funciones:

a) F'(x)=(x-1)(x-3)(x5) b) f(x)=— L

= +
1+lx-1 1+|x-4|

a) La derivada se anula para x=1, x=3 y x =5, que son las abscisas de los puntos susceptibles de ser maximos

o minimos relativos. Se estudia el signo de la derivada en los intervalos definidos por dichos valores:

X (=o0,1) 1 (1.3) 3 (3,5) 5 (5, +o)
Signo de f' - 0 + 0 - 0 +
f Decreciente 'V"”‘T“" Creciente Maxi_m ° Decreciente M'”‘f”° Creciente
relativo relativo relativo

b) Como intervienen valores absolutos, se debe definir la funcion a trozos, limitados por los valores que anulan los

valores absolutos: x =1y x =4. La funcién es:

1

+ si x <1
2-x 5-x
1 1 .
f(x)=9—+ si1t<x<4
5-x
l+ ! six>4
X x-3

Dentro de cada tramo la funcién es continua, pues es suma de cocientes de funciones continuas (los
denominadores nunca se hacen cero). En los puntos de cambio los limites laterales coinciden:

lim f(x) = lim f(x) _5 y lim f(x) = lim f(x) =% . Asi pues, la funcién fes continuaen R .

x—>1" x—>1" x—4~ x—4"

L -+ > six<1
2-x) (Bb-x)
Su derivada, salvo en los puntos x=1y x=4, es: f'(x) = 1 + 1 sil<x<4
x?  (5-x)?
1 1 .
—7—W six>4

La derivada no se anula ni en el primer tramo (siempre es positiva) ni en el tercer tramo (siempre es negativa),
asi que los puntos con tangente horizontal deben buscarse en el tramo intermedio:

1 1 —(5-x) +x?
7T 2-V=7 2
x° (5-x) x> (5-x)

=0=-25+10x- X%+ x° :0:>x:g

Falta estudiar qué ocurre con la derivada en los puntos de abscisa x =1y x = 4.

lim £'(x) :1+1l y lim f'(x) = —1+% por lo que fno es derivable en x = 1.

x—=1 x—>1"

lim f'(x) = —%H y lim f'(x) = —%—1 por lo que f no es derivable en x = 4.

x—4~ x—4*
5 5 5
- s1 1 1, — — —,4 4 4,+
* =) +3) 2 (2 ) (41
: . No existe No existe
Signo de f + (1) - 0 + F1(4) -
f Creciente Maxm o Decreciente 'V“”'f“° Creciente Maxm o Decreciente
relativo relativo relativo

54 5
Por tanto, f presenta en A(Egj un minimo relativo de tangente horizontal y en los puntos 5(1, ij

5
0(4, Zj f presenta maximos relativos no derivables.
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24 a 26. Ejercicios resueltos.

27. Se desea construir un depésito en forma de cilindro recto, con base circular y sin tapadera, que tenga una
capacidad de 125 m®. Halla el radio de la base y la altura que debe tener el depésito para que la superficie
sea minima.

Se determinan las variables, que son el radio de la base, r, y la altura del cilindro, h.
Se relacionan las variables: el volumen ha de ser 125 m®, asi que 125=nr2h y h= g
nr
La funcion que se quiere minimizar es la superficie del depdsito (recordemos que no tiene tapa, solo base):
125 , 250 2
=——+
r

S:anh+nr2:>S(r):2nr—2+rcr nr
nr

La variable r se mueve en el intervalo (0,+x).

Se busca el minimo de S(r) = 250, 12 en el intervalo (0,+00) .
r

La derivada, S'(r) = _2250 +2nr , se anula si 2nr = @ es decir, si r = 3/22ﬂ =3,41.
r r T

. . 250 - . . 250 . .
Como lim S(r)= lim =—+nr® =+ y también lim S(r)= lim =——+ nr? = +0, concluimos que la minima
r—0* (= r—+o r—>+o

125
superficie se obtiene con un radio de r = 3,41 m y una altura (h = —Zj del mismo valor, h= 3,41 m.

nr

28. Queremos escribir un texto de 96 cm? tal que deje 2 cm en cada margen lateral de la hoja en la que esta
escrito, asi como 3 cm arriba y abajo. Calcula las dimensiones de la hoja mas pequefia posible.

Se determinan las variables, que son las dimensiones de la hoja: 13 o

X los cm que mide la base e y los cm que mide la altura.
Se relacionan las variables:

el texto escrito debe ser 96 cm?, asi pues (x —4)(y —6) =96, y operando se obtiene:

£ gll|Y
(x74)(y76):96:>xy76x74y+24:963y(x74):72+6x:>y:72+3X. N ~
X — L ol
La funcién que se quiere minimizar es la superficie de la hoja:
2
S:xy:S(x):x72+6X:72X+6x _ IScm
x—-4 x—4 X

Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. En este caso, x debe estar en el intervalo abierto (4,+x).

_ 72x+6x°

4, .
a2 (4,+0)

Se busca el minimo de S(x)
(72+12x)(x —4) - (72x + 6x?) B 6x2 —48x — 288 _B(x-12)(x +4)

> > > se anula si x=12.
(x-4) (x—4) (x-4)

La derivada S'(x)

La solucion negativa no aporta nada. Si 0 < x < 12, la derivada es negativa y la funcion decrece; si x > 12, la
derivada es positiva y la funcion crece, asi pues, en x = 12 esta el minimo.

La altura, y, mide y :w =18 cm
12-4

Las dimensiones de la hoja mas pequefia posible son: 12 cm de base y 18 cm de altura.

100 Unidad 3| Aplicaciones de las derivadas @@
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29.

30.

31.

Ejercicio resuelto.

Determina, si existen, los maximos y minimos relativos y puntos de inflexion de la funcién: f(X) =

D(f)=R—{-1}
La derivada es f'(x) = xe 7Y solo se anula para x = 0. Estudiamos su signo, sin olvidarnos del x = —1:
(x+1)
X (—o0,—1) -1 (-10) 0 (0,+0)
Signo de f' - - 0 +
f Decreciente | —1¢ D(f) | Decreciente 'V"”“.mO Creciente
relativo

eX

x+1°

El punto A(0,f(0))=A(0,1) es un minimo relativo. No tiene maximos.

La derivada segunda es f'(x) =

(x2 + ‘I)e"

( )3 y no se anula nunca, ya que su numerador tampoco lo hace, asi pues,
X +1

la funcién no tiene puntos de inflexién.

Determina la curvatura y los puntos de inflexion de:

a)

f(x):x3+6x2—5 b) f(X):X2+senx—1 c) f(x)=xe*

Para hallar los puntos de inflexién se deben calcular los valores de x que anulan la derivada segunda de la funcién
y después estudiar si en ellos cambia la curvatura, es decir, si cambia el signo de esta segunda derivada:

a)

b)

c)

f'(x)=3x*+12x, f"(x)=6x+12=6(x +2)

La derivada segunda se anula si x = -2.

A la izquierda de -2, la segunda derivada es negativa por lo que la funcién es concava hacia abajo en (—,-2)
y a su derecha es positiva por lo que la funcidn es céncava hacia arriba (—2,+oo) . El' punto
A(-2,f(-2)) = A(-2,11) es un punto de inflexion.

f'(x)=2x+cosx =f"(x)=2-senx

f"(x)=0=2-senx =0= senx =2, que no tiene solucion.

Por tanto, la funciéon f no tiene puntos de inflexién. La derivada segunda es siempre positiva y la funciéon es
céncava hacia arriba en todo su dominio.

La primera derivada es f'(x)=¢e* + xe* = (1+ x)e*.

La segunda derivada es f"(x)=e* +(1+ x)e* =(2+ x)e* . Se anula solo si x = -2. Se estudia la curvatura para
saber si en dicho valor hay o no punto de inflexion:

X (—oo, —2) -2 (—2,+oo)
Signo de f" - 0 +
f Codncava hacia abajo | Punto de inflexion Codncava hacia arriba

Asi pues, el punto A(—2,—2e‘2) es un punto de inflexion.

Aplicaciones de las derivadas | Unidad 3
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32. Encuentra una relacion entre a, by ¢ para que la curva f(x)=ax* + bx® + cx? no tenga puntos de inflexion.

La primera derivada es f"(x)=4ax> +3bx? + 2cx y la segunda es f"(x)=12ax* +6bx + 2c . Para que no tenga
puntos de inflexién, la derivada segunda no debe anularse nunca:

f'(x)=0= 12ax? + 6bx +2¢c = 0= 6ax? +3bx+c =0 y para que esta ecuacién de segundo grado no tenga

soluciones debe tener su discriminante negativo, es decir: (3b)2 -4.6ac <0 = 9b” —24ac <0 .

33. Ejercicio interactivo.

34. Para anestesiar a una persona hacen falta 20 mg de anestésico por cada kilogramo de masa. El anestésico

se elimina de la circulaciéon sanguinea con una rapidez proporcional a la cantidad presente. Si tarda 2 horas
en reducirse a la mitad, calcula aproximadamente la dosis necesaria para mantener anestesiada a una
persona de 60 kg durante 1 hora.

Sea A(t) la funcién que da los mg de anestésico que hay en la sangre transcurridas t horas desde su aplicacion.

Sabemos que la velocidad de eliminacién es proporcional a la cantidad de anestésico presente, asi que:

o) _AW
A (t)_kA(t):k—m,

como el segundo miembro es la derivada de una funcion logaritmo, dicha igualdad viene de kt + b =In[A(t)], de

kb _ AU —, ghtgb — A(t) y, llamando M =e® concluimos que A(t) = Me" .

donde e

Se calculan ahora los valores de los parametros M y k ayudandonos de los datos del problema.
. . A(t)

Nos aseguran que a las dos horas se reduce a la mitad, es decir: A(t+2)=——=.

kt kt
Operando se obtiene que: Me*(*?) = M% = eMe? = % =e% = % = k = -0,34657

Asi pues, se puede asignar el valor k = — 0,35. La funcién buscada es A(t) = Me 035t

Para mantener anestesiada a una persona de 60 kg se necesitan 1200 mg de anestésico y se requiere que esta
sea la cantidad que haya en su sangre al cabo de una hora: A(1) =1200 .

Por tanto:

A(1)=Me % =1200 = M = 1702,8811 A(1) = Me ** =1200 = M = 1702,8811
Se puede asignar M = 1702,88 y la funcién ya queda definida: A(t)=1702,88-e7°%".
La cantidad de anestésico que debemos suministrar al paciente la dara el valor de A(t) para t=0:

A(0)=1702,88 mg.
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35.

36.

Un senderista despistado se halla en el punto B en una zona de
matorral que se encuentra rodeada de una zona arcillosa. Quiere
llegar hasta el punto T en el borde de la zona. Si al andar por el
matorral gasta el doble de energia que sobre la zona arcillosa,
calcula la direccion que debe elegir para consumir la minima
energiaenllegarde BaTT.

Llamamos AP = x. Si suponemos que, andando sobre zona arcillosa, el senderista consume R unidades de
energia por km, entonces consumira 2R unidades sobre el matorral.

El consumo total viene dado por la funcién: f(x) = 2R~/ x? + 5002 + R (2000 — x)

500
Su derivada es (observa que R es una constante) f'(x) = R(L—q , que se anula si X = if .

v x? +500?

La variable x se mueve en el intervalo [0, 2000].

500

Evaluamos: £(0) = 3000 u, £(2000) =1000v17 u, f[—):(woo

——+2000| u.
)

V3

500
Asi pues, el menor consumo de energia corresponde a X :f que equivale a una direccion de o grados con

500
tgazﬁz

i , es decir, o = 30° respecto de la recta AB.
500 /3

La funciéon que nos da la posicion, en metros, de un movil con trayectoria rectilinea es:
e(t) = 2+30t - 3t

siendo t el tiempo medido en segundos.

a) Calcula su velocidad a los 6 segundos.

b) Calcula su aceleracion. ¢ Qué tipo de movimiento es?

c) ¢En qué momento cambia de sentido su trayectoria?

d) ;Para qué t vuelve a pasar por el punto de partida?

e) De las siguientes graficas, indica cual representa la velocidad del moévil en funcién del tiempo.

v v v
| ~ —
N
20 20 /?0’
0] 2 t o 2 @ N ol 2 f

a) La velocidad es la derivada del espacio respecto del tiempo, v(t) =e'(t) =30-6t, asi pues, a los 6 segundos
la velocidad es v(6) =30-6-6 =-6 m/s. (Avanza en sentido contrario).

b) La aceleracion es la derivada de la velocidad respecto del tiempo, a(t) =v'(t) = -6 m/s?. Es un movimiento
uniformemente acelerado (la aceleracion es negativa).

c) Como la trayectoria es rectilinea, el punto de retroceso sera aquel en el que su velocidad se hace cero y, por
tanto, pasa de positiva a negativa: v(t1)=0=30-6t=0=t=5 s.

d) Pasara por el origen cuando e(t) =0, es decir, para t = 10,07 s.

e) La segunda grafica (la unica con pendiente negativa).

37 a45. Ejercicios resueltos.
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Ejercicios

Derivada de una funcién en un punto. Interpretacién geométrica

46.

47.

104 Unidad 3| Aplicaciones de las derivadas @@

Explica claramente por qué las siguientes funciones no cumplen las condiciones del teorema de Rolle en

los intervalos que se muestran.

a) v c) Y
T -
Vavias Rz an

<
=Z
o\

o 1 X 0| 1 X
b . d
) v ) Y
1 . ' I
0| 1 X 0| 1 X

a) Aunque la funcion es continua y f(1) = f(5) , tiene dos puntos angulosos en los que no existe la derivada.

b) La funcién no es continua en el intervalo cerrado. Aunque si derivable en el abierto.
c) Lafuncién es discontinua.

d) Aunque es continua y derivable no cumple que la funcién valga lo mismo en los extremos del intervalo cerrado.

Sea la funcién f(x)=x>-3x+5.

Comprueba que cumple las condiciones de Rolle en el intervalo [—2, 1] y determina el valor de c del
teorema de Rolle. ; Hay mas de uno?

La funcion es continua y derivable ya que es una funcién polinomica. Por otra parte, f(-2)=3 y f(1)=3, asique f
cumple las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo cerrado [-2,1].

Se halla ahora el valor ¢ € (-2, 1) en el que se anula la derivada f'(x) =3x% -3
ff(xX)=0=3x*-3=0=>x=-1,x=1

Asi pues, ¢ = —1. El otro valor en el que se anula derivada es x = 1, que no pertenece al intervalo (—2, 1).



SOLUCIONARIO

48. Determina, en cada caso, si es aplicable el teorema de Rolle a la funcién f en el intervalo que se especifica.

En caso afirmativo, encuentra todos los valores c del intervalo en los que f'(c) =0.

a)

b)

c)

a)

b)

c)

d)

f)

f(x)=(x-1)(x-2)(x-3) en [13] d) f(x)=|x|]+1en[-22]
-t e o -5t
x> —x+4

f(x)=

& Xt en [-1,2] f) f(x):‘x2+x‘+5—4x en [12]

La funcién es continua y derivable por ser polinébmica y f(1) =0y f(3) =0. Si se cumplen las hipotesis del

teorema de Rolle en el intervalo [1,3]. La derivada de f(x)=x®-6x*+11x-6 es f'(x) =3x* -12x+11 que

6-3 6+3

seanulaen ¢, = —5 - 142 ypara ¢, = 5 - 2,58 , ambos valores pertenecen al intervalo abierto (1, 3).

La funcién no es continuaen x = % € [—1, 2] porque anula el denominador. Asi que no se cumplen las hipotesis

del teorema de Rolle en el intervalo cerrado [-1, 2].

El denominador de f(x) no se anula nunca, asi que la funcién es continua. La derivada es

f'(x)= Lx—ﬂz El denominador de su derivada, tampoco se anula nunca, por lo que también es derivable.
(x% - x+1
Se calculan ahora las imagenes en los extremos del intervalo [-1, 2]: f(—1) =2y f(2) =2. Por tanto, si se

cumplen las hipotesis del teorema de Rolle.

La derivada se anula si -3(2x -1)=0, es decir si x = % . Asi pues, ¢ :% cumple que f'(¢)=0.

-x+1 si x<0

. . La funcion es continua ya que en x = 0 es continua
x+1 si x>0

Se define la funcion a trozos: f(x) :{

-1 si x<0

porque sus limites laterales en x = 0 coinciden con f(0)=1. La derivada, si x =0, es f'(x) = {1 s x>0

Como lim f'(x)=-1 no coincide con lim f'(x)=1, entonces f'(0) no estd definida y la funcién no es

x—0" x—0"

derivable en el intervalo cerrado [—2,2] , ya que no lo es en un punto del mismo, x = 0.
Por tanto, no se cumplen las hipotesis del teorema de Rolle.
X

La funcion f(x) = ° _11 no es continua en x = —1 pero este valor no pertenece al intervalo [0,2].
X+

e*(x+1)-(e*-1) xe*+1

> = > también esta definida en el
(x+1) (x+1)

Asi que f si es continua en [0, 2]. La derivada f'(x) =

e? -1
3

intervalo abierto (0, 2) . Se estudian las imagenes en los extremos del intervalo: f(0)=0 y f(2)= y

como no coinciden, no se puede aplicar el teorema de Rolle en el intervalo [0, 2].

Como debemos trabajar en el intervalo [1, 2], ‘xz +x‘ =x?+x, asi pues podemos escribir la funcion en el

intervalo [1,2] de esta manera f(x)= ‘xz + x‘ +5-4x=x?+x+5-4x=x?>-3x+5. Es un trozo de parabola,

continua y derivable, y ademas f(1)=f(2)=3.
Podemos aplicar el teorema de Rolle en el intervalo cerrado [1,2]. Su derivada es f'(x)=2x-3 y sea anula

para C=%e(1,2).
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Teorema del valor medio

49. a) Comprueba que f(x)= 3 satisface las condiciones del teorema del valor medio en el intervalo [1,3].
b%s

b) Encuentra el nimero ¢ cuya existencia asegura dicho teorema.

a) La funcion f(x) =3 es continua y derivable en el intervalo [1,3]. Notese que x = 0 no pertenece a dicho
'

intervalo.

f(3)-f(1)

- 3
3_

=-1. Por otra parte, f'(c)=——-.

b) Asi pues, existe un numero c tal que f'(c) = . 5
c

Ya se puede calcular ¢: —1= —% =c=+/3 (La solucién negativa no es del intervalo [1,3]).
c

50. *Demuestra que si a y B son angulos del primer cuadrante con a <, entonces, senf—-sena<f-a.

Utiliza el teorema del valor medio y la funcién seno.

A la funcién f(x)=senx se le puede aplicar el teorema del valor medio en el intervalo cerrado [o,B] . Asi pues,
existe un numero c¢ comprendido entre o y B tal que f(B)-f(a)=Ff'(c)(B-a), es decir,

senf —sena =cosc(f — (x) y como el coseno de un angulo del interior del primer cuadrante es siempre positivo y
menor que 1, se concluye que:

senf—-sena =cosc(f—-a)<1(p-a)<Bp-oa.

51. Sea fla siguiente funcion:
2 .
F(x)= x“+ax+b S'I x<2
2x six>2

¢(Existen valores de a y b para los cuales f satisface las hipétesis del teorema del valor medio en el
intervalo [0,4] ? Razona la contestacion y, en caso afirmativo, calcula dichos valores.

En primer lugar, la funcién debe ser continua en x = 2:

lim f(x)= lim (x*+ax+b)=4+2a+b lim f(x)= lim 2x =4 f(2)=4

X2~ x—2~ x—2" x—2"
Por tanto, 4 +2a+b=4=2a+b=0.
En segundo lugar, la funcién también debe ser derivable en x = 2:

2x+a si x<2

La derivada, si x es distinto de 2, es: f'(x) = {2 si x> 2
>

Para que f sea derivable en x = 2 debe cumplirse que: Iin;f'(x) =limf'(x)=>4+a=2=a=-2= b=4

x—>2"

Sia=-2yb=4,lafuncién f satisface las hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo [0,4] .
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52.

53.

mx si x <1
Dada la funcion f(x)={ , .
ax“+bx+1 six>1

a) Calcula los valores de a, b y m para que f(x) sea derivable en x = 1 y tenga un extremo relativo en x = 3.

b) Para los valores de a =1, b =-6 y m = -4, calcula, si existe, un punto ¢ €(0,5) tal que la tangente a la grafica
de f(x) en x = c sea paralela al segmento que une O(0,0) y A(5,-4).

a) La funcién es continua dentro de cada tramo (una recta y una parabola), debemos obligarla a que sea continua
en x = 1. Para ello, estos tres valores han de coincidir:

lim f(x) = lim mx=m lim f(x) = lim (ax® +bx+1)=a+b+1 f()=a+b+1

x—>1 x—>1" x—1" x—1"

La funcién sera continuaenx=1si a+b+1=m.

i 1
Cumpliéndose esta condicion, la funcion derivada, para x =1, es: f'(x) {m St X<

2ax+b six>1

Para que sea derivable en x = 1, estos dos valores han de coincidir:

lim f'(x) = lim m=m lim f'(x) = lim (2ax+b)=2a+b
xo1 xo1 xo1" x—-1"

La funcién sera derivableen x=1si m=2a+b.
Ademas, como tiene un maximo relativo en x = 3, debe cumplirse que f'(3) =0, es decir, f'(3)=6a+b=0.

Ya podemos calcular a, by m:

a+b+1=m a+b-m=-1
m=2a+b ;=>2a+b-m=0;=a=1,b=-6ym=-4.
6a+b=0 6a+b=0

—4x six<1

b) Lafunciénes f(x) ={ y ya sabemos es derivable en todo R .

x> —6x+1 six>1

-4 six<1

. . En particular es continua en [0,5 derivable en (0,5), por tanto se
2x-6 six>1 P [05] ¥ ( ) P

Su derivada es f'(x) ={

cumplen las condiciones del teorema del valor medio que asegura que existe un ndmero ¢ en (0,5) con:

f(5)-f(0 4
f'(c)= % =3 (este valor es la pendiente del segmento une los puntos O(0,0) y A(5,-4).

Distinguimos dos casos:

Si c<1:f‘(c):—4:—% no tiene solucion. Si cz1:>f'(c):20—6=%:c:ge(0,5).

Aplicando el teorema de Lagrange de los incrementos finitos, demuestra que para x > 0 se verifica:

arctg(2x) —arctg(x) <
9(2x) -arctg(x) < -

El teorema del valor medio también se conoce como el teorema de Lagrange de los incrementos finitos. La funcion
f(x)=arctg(x) es continua y derivable en R y se puede aplicar, pues, el teorema del valor medio en cualquier

intervalo [a,2a] con 0 < a, es decir, existe un numero ¢, a<c<2a, con f(2a)—f(a)=f'(c)(2a—-a), esto es,

1 a a a
a 5. Como O<a<c, entonces <

arctg(2a) —arctg(a) = T ST g

1+ ¢ 1+¢
a

y se concluye que:

a .
> a > Ppara cualquier a > 0.

arctg(2a) — arctg(a) = = <
9(2a) 9(2) 1+¢ 1+¢®> 1+a
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54.

55.

108 Unidad 3| Aplicaciones de las derivadas @m

Se considera la funcion: f(x) = {

a)

b)

a)

b)

x2+nx six<-2

x3+mx? six>-2

Determina m y n para que se cumplan las hipdtesis del teorema del valor medio en el intervalo [-4,2].

Halla los puntos del intervalo cuya existencia garantiza dicho teorema.

En primer lugar, la funcién debe ser continua en x = -2:

lim f(x)= lim (x*+nx)=4-2n lim f(x)= lim (x*+mx*)=-8+4m f(-2)=-8+4m

x—>-2" X—>-2" x—>-2" x—-2"
Portanto, 4-2n=-8+4m=n+2m=6.
En segundo lugar, la funcion también debe ser derivable en x = -2:

2x+n si x<-2

La derivada, si x es distinto de 2, es f'(x) = {3 2, 5 ) .
X +2mx six>-—

Para que f sea derivable en x = -2 debe cumplirse: lim f'(x) = lim f'(x) =>-4+n=12-dm=n+4m=16.
x—>-2" x—-2"

Asi pues, debe cumplirse alavezquen+2m=6yque n+4m =16, esdecir n=-4ym=>5.

2 : _ 2x -4 i -2
x?—4x six<-2 y su derivada f'(x)={ X six <

3x°+10x six>-2

La funcion es f(x) =
x3+5x% six=-2

f(2)-F(-4) = 28-32 = 2 =f'(c)con c e (-4,2). Hay que distinguir segin seac<-20 ¢>-2:
2—(-4) 6 3

Si ¢ < -2 entonces 2x—4:—§:>x:g>—2, no vale.

Si ¢ > -2 entonces 3x? +10x = —% = x=-3,27<-2,novaley x=-0,07 >-2, si vale.

Asi pues, solo hay un valor del que habla el teorema: ¢ = -0,07.

Dada la funcién f(x) = x*:

a)

b)

a)

b)

¢Hay algun punto de su grafica en el que la tangente sea paralela a la recta que une los puntos A(—1,—1) y
B(2,8)? Hallalo.

Calcula la ecuacion de la tangente mencionada.

La funcién 7(x) = x® es continua en el intervalo cerrado [-1,2] y derivable en el abierto (—1,2) por ser una

funcién polindmica. Asi que el teorema del valor medio indica que existe un niumero c del intervalo abierto
%:%:3. Se halla ahora ese nimero c: f'(x):3x2, entonces:

3=3x2= x=1[observaque x=-1¢ (—1,2)]. Se obtiene, pues, el punto P(1,1), cuya tangente es paralela al

(-1.2) que cumple que f'(c)=

segmento AB.

Y

¢Y qué pasa con la solucion x = —1 que hemos descartado? Observa que, aunque J
el teorema del valor medio no lo asegure, el punto Q(-1,-1) también cumple que I
la tangente que pasa por él es paralela a la recta que une los puntos Ay B.
En este caso el segmento AB pertenece a la recta tangente.

/
La tangente en P(1,1) es y =3x-2 ylatangenteen Q(-1-1) es y =3x+2. 1 v, ’

/0 /1 X
|
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Regla de L’'Hbpital y aplicaciones
56. Calcula los siguientes limites.

(1-cosx)senx

a) lim
) x—0 X2
2
. X
b) lim———
x—0 1- X
senx
. t
c) lim (tgx)**
x—0*
1
i 1—x cos x—1
d) lim
x=0| V1+2x
A
e) lim xinx
x—0*

f) lim (x° 72x+3)%

X—>+0

Vi e* (x* - x-2)
im———~
9 X —8x+8

h) lim ((x2 —1)tg%xj

x—>1t

(ex+h _ e—(x+h)) _ (ex _ e—x)

i) lim
h—0 2h
a
. . x
i) )I(l_rg(a ax)X ,a>0
K) fim 1-cos(x —1)
x—1

(Inx)?

1
I) lim (1+2cos Xx)cosx

s
X
2

. (1-cosx)senx  senxsenx+(1-cosx)cosx  sen®x +cosx—cos®x
a) lim = lim = lim =
x—0 x?2 x—0 2x x—0 2x
—lim 2senxcos x —senx —2cos x(-senx) lim 4senxcosx —senx 0
x—0 2 x—0 2
. x2 . x%senx . 2xsenx+x2cosX . 2Senx +2XCOoSX +2XCosX — x2senx
b) lim = lim = lim = lim =
x50, X x>0senx —x  x-0 cosx —1 x-0 -senx
senx
_lim (2-x?*)senx +4xcosx _ im —2xsenx+(2—-x?)cosx+4cosx—4xsenx 6 _ 5
x—0 —senx x—=0 —COoS X -1
- t t o x
c) Se puede escribir (tgx)°* como (tgx)®* = "9 = g'9*(19%) 'entonces:
1 1
) . In(tgx . tgx cos? .
lim tgxIn(tgx) = lim (9 ): lim —9X COS X _ jim (-tgx)=0
x—0" x—0" 1 x>0t —1 . 1 x—0"
tgx tg? x cos®x
lim tgxIn(tgx)
; . 1
Asipues: lim (tgx)?* = ex0" =e’ =1
x—0"
1 1 1 1
. 1—x |cosx-1 1— X )2 cosx—1 . 1— X )2cosx-2 \ —3X )2cosx-2
d) lim = lim = lim = lim| 1+ =
x=>0( V14 2x x=>0\ 1+ 2x x=>0\ 1+ 2x x—0 1+ 2x
a2x 1 3x
—3x 2cosx—2 1+2x lim 1 3x
1 lim 1 _—3x e)HO—Zcosx—Z 142x _ o _ ) .
lim|1+ = @x02005x-2 142X — . Luego el limite no existe.
x—0 1+ 2x lim 1 8x
3x eer* 2cos x-2 1+2x — e+oo - 4o
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1 1
1 Iim+ln[ '”X] 1 i Iim+ln[ '“XJ

li Inx _ x>0 BT nx L 1 _ - i Inx _ x>0 _
e) lmx"* =e ; lim In| x = lim —Inx =1, por tanto: lim x™* =e =e

x—0" x—0" x—0* InXx x—0"

3x2-2
1 In(x®-2x+3
1 lim In(x®-2x+3) lim Q lim X0=2x+3

f) lim (X3 _2x+ 3)x — gxoe — gxon x — gxorn —e% =1

X—>+0

e XZ—X—Z X(y2 _ y X _ X[ y2 _
o) lim ( ))_”me(x x-2)+e'@x-0) _ e +x-3)

2 2x2—8x+8  x2 4x-8 2 4x-8

Al estudiar los limites laterales, por la izquierda vale —« y por la derecha 1+« . Asi pues, el limite no existe.

(x2 - 1)senE 2xsen™ 4 (x2 - 1)£cosn—x
h) lim (x* - 1)tg= = lim 2 _im 2 2" "2 _ 2 __ 4
x—>1" 2 x—->1" TX x—->1" T X T T
cos— - Zsen™™ -
2 2 2 2

i) La expresion de este limite nos recuerda mucho a la definicién de derivada. En efecto:

(e”" - e’(“h)) - (eX - e’x) (ex - e’x)' e¥ —e ¥ (1) _e'+e”

lim = =
h—0 2h 2 2 2
a*lna-a
a aln(ax—ax) a— . a
) . x a lim In(ax —ax)X lim lim —2 1—ax alna—a) alna—a galha  glna a?
i) lim (a fax)x =ex0 =e0 X =g =e =e ===
x—0 ea ea ea
_1-cos(x—-1) _ sen(x—-1)  xsen(x—-1)  sen(x—1)+xcos(x—1) 1
k) lim — =lim =lim =lim =—
x—1 (In(x)) x—>1 2|n(x) x—1 2|n(x) x—1 z 2
X X
' 1 _In(1+2cos x)
lim In(1+2¢0s X)cosx lim ————~
. 1 Y& & cosx
I) lim (1+2cosx)cosx =€ 2 =e ?
x—nl2
-2sen x
. In(1+2cosx . . 2
lim ( ):hm 1+2C0SX _ |im _
N2 COoSs X & —senx xE1+2cosx
2 2 2
lim In(1+2cos x)
; . 1 Y& cosx )
Asi pues: lim (1+2c0S X )cosx =€ 2 =e
xag

110 Unidad 3| Aplicaciones de las derivadas @@



SOLUCIONARIO

57. En cada uno de los casos, calcula a para que se cumpla la igualdad.

58.

a)

b)

c)

d)

a)

b)

c)

d)

lim In(1+ax) _3
x->0 sen2x

. In(cosax)
lim —— =
x-0° In(cos 2x)

lim —2X___4
x—+0 In(e® 1)

ax+5
. X+3 2
lim =e
X—>+0 X

a
3o im0+ o drax 2 . g
x—>0 sen2x x—>02cos2x 2

—asen(ax)
In(cos
4— lim (cos(ax)) ~im cos(ax) _ i asen(ax)cos(2x) _a i cos(2x) i sen(ax) _
x->0* IN(Cos(2x))  x—0* —2sen(2x)  x-o* 2sen(2x)cos(ax) 2 x-o* cos(ax) x—o* sen(2x)
cos(2x)
2 2
_8 g gy SOME) @ 8c0s(aX) & & & agpes 4-2 o az40a=4,
x-0" sen(2x)  2x-o0" 2cos(2x) 2 2 4 4

2™ 2 2
. 2x . 2 . 28 -2 . ax  gax . Cex 2
4= lim —==——= lim = lim = lim -& € — lim e _f 2 4,0
X—>+00 |n(eax _1) x—+0 g3 x—+0 g% X—>+00 ae® X—>+0 a a a 2
e _1 e
X 3(ax+5)
3 X

ax+5 ax+5
62 = lim (“3j — lim (1+§j — lim [1+

X—>+0 X X—>+00 X

Sea f(x) una funcion con derivada continua tal que f(0)=1y f'(0)=2. Se considera la funcion

g(x)=2(f(x))’ y se pide:

a)

b)

a)

b)

Hallar la recta tangente a la curva y = g(x) en x=0.

Calcular lim M
x—0 @7 X _1

La recta tangente tiene una expresion del tipo y = mx +n, donde m=g'(0) .

Calculemos primero m: g'(x) = 4f(x)f'(x) , por tanto, m =g'(0) = 4f(0)f'(0)=4-1-2=8.

La recta tangente, y =8x +n, pasa por el punto de tangencia A(0,g(0))=A(0,2), por tanto, 2 = 8:0 + n, es
decir, n=2. Larectatangentees y =8x+2.

F(0)=1 0] ran o F1(X)
e _6}_[LHopltal]_)l(m —=—

Hay que aplicar L'Hépital: lim F)-1_ {
x—0 @™ X _1

Ew Aplicaciones de las derivadas | Unidad 3

111



SOLUCIONARIO

ax?+bx+1-cosx .
es igual a 1, calcula los valores de ay b.

59. Sabiendo que: lim 3
x>0 senx
2 [
ax” +bx+1-cosx _ [9} — [L'Hopital] = lim 2ax + b + sgnx _b
0 x>0 2xCcos X 0

lim >
x>0 senx

Como el limite (—j debe ser finito, la expresion obtenida ha de ser del tipo 0 para poder seguir aplicando

_2a+1

L'Hopital y llegar a obtener un nimero. Asi pues, b = 0:
2a+cos x
2

2 —
ax’ +1-cosx —P}  [L'Hopital] = lim 22X+ S€NX {9} = [L'Hopital] = lim . =
0 x=>0 2xcos X 0 x=02cos x“ —2x2xsenx

lim > =
x—-0 senx
a+1 . 1

=1, es decir a:E. Por tanto, a:E yb=0.

Como el limite (23 * 1] debe valer 1, concluimos que

60. Determina, en cada caso, el valor de a que hace que la funcién sea continua en todo R:

1-e™ G rs0 at? sit<1
a) f)={" b) g(t)= (2 1) .

a Six—0 t?=DInt-1) sit>1

1- 3x —363X
a) Debe cumplirse limf(x)=f(0)=a: limf(x)=lim = lim =-3,sia=-3, f(x) escontinuaen R.
x—0 x—0 x—0 X x—0
b) Debe cumplirse Itlmg(t) =g()=a.
1

n(t-1) . t1 _ (t+1)2(t—1)2:0
-2t i1 —2t(t—1)

lim g(t)=lim (at®)=a y lim g (t) = tan‘?*(tz ~1)in(t -1) = lim —= lim
t* -1 (2 )

t>1" t>1"

Sia=0, f(x) escontinuaen R.

In(1+ x?) :

Sea f:(—n, n) > R lafuncién derivable que para x = 0 verifica que f(x) =
senx

61.
b) ¢Cuanto vale 7'(0) ?

a) ¢Cuanto vale 7(0) ?

a) Al ser continua, f(0) debe ser igual al limite de f en dicho punto. Aplicando L Hopital:

2x
2
fim0U®) e 2X__o.Asipues, f(0)=0.
x-0  senx x-0 cosX x>0 (1+ x“)cos x
b) Se calcula f'(0) aplicando la definicion de derivada, y la regla de L'Hopital dos veces:
In(1+ h?) 2h

— — 2 A L2

f,(o):“mf(0+h) FO) _ . F-0_ . fh) .~ senh _ im|n(1+h ):n 1+ h?
h>0 h h->0  h h-0 h h-0 h h->0 hsenh  r>0senh+hcosh

2(1+h?)-2h2h
2 2
(1+h?) —%:1.Asipues, £1(0)=1.

=lim
h-0 cos h + cosh + h(-senh)
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Extremos relativos. Crecimiento y decrecimiento

62. Localiza los extremos absolutos, si existen, de las siguientes funciones en los intervalos indicados.
a) En [-3,0),(-3,0], [0,3], (0,3) y (-1,3], de la funcién: f(x)=x*+2x-1.
-x?-2x+5 six<-2

2

b) En [-3,-1), [-3,1], [-3,3], [-3,1),[-4,1] y [-1,2) de la funcion g(x)z{ ] Gixs o
X"+ I X2 —

a) Laderivadaes f'(x)=2x+2 y se anula si x = -1.

Para hallar los extremos absolutos en los intervalos indicados se debe evaluar la funciéon en x = —1 (valor que
anula derivada) y en los extremos de los intervalos, si son cerrados:

f(-1)=-2 f(-3)=2 f(0)=-1 f(3)=14
En el intervalo [-3, 0), el minimo absoluto se En el intervalo (-3,0] el minimo absoluto es
alcanzaen x=-1yes f(-1) =-2y el maximo f(—1) = =2 y no tiene maximo absoluto.

absoluto se alcanzaen x=-3yes f(-3)=2.

Y] Y|
B
1 1
0] 1X 0| 1X
A A
En el intervalo [0, 3] el minimo En el intervalo (0,3) no hay En el intervalo (-1,3], no tiene
absoluto es f(0) =1 y el minimo absoluto ni maximo minimo absoluto y el maximo
maximo absoluto es f(3) =14. absoluto. absoluto es f(3)=14.
Y D Y Y D
/ /
/ //
/ /
/
1 1--/ 1
0y 1 X of/ 1 X o/ 1 X
c A

b) La funcidn es continua en x = -2 ya que sus limites laterales coinciden. La derivada de p(x)=-x?-2x+5 es
p'(x)=-2x-2 y se anula si x = -1, que no pertenece a su dominio de definicion. Asi pues, el valor x = -1 no

aporta nada a la hora de calcular los extremos absolutos. La derivada de q(x)=x?+1 es q'(x)=2x y se

anula si x = 0. Este valor si hay que tenerlo en cuenta. Para hallar los extremos absolutos en los intervalos
indicados se debe evaluar la funcién en x = 0 (valor que anula derivada), en los extremos de los intervalos y en
x = -2 (en este punto, la funcién no es derivable y por eso se le debe incluir en el estudio).

g0=1 g(3)=2 ¢g@B=10 g(-4)=-3 gM=2 g(2=5 g(-2)=5

En el intervalo [-3, - 1), el minimo absoluto es g(-3) =2 y el maximo absoluto es g(-2)=5.
En el intervalo [-3, 1], el minimo absoluto es g(0) =1 y el maximo absoluto es g(-2)=5.

En el intervalo [-3,3], el minimo absoluto es g(0) =1 y el maximo absoluto es g(3)=10.
En el intervalo [-3, 1), el minimo absoluto es g(0) =1 y el maximo absoluto es g(-2)=5.

En el intervalo [-4, 1], el minimo absoluto es g(-4) = -3 y el maximo absoluto es g(-2)=5.

En [-1,2), el minimo absoluto es g(0) =1 y no hay maximo absoluto.
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63.

Halla los maximos y minimos de la funcién: f(x) = (2x3 - 4x2)e"‘ .

La derivada es f'(x) =(-2x* +10x* —8x)e™ = -2x(x—1)(x—4)e™*, y se anula si x= 0, x = 1, x = 4. Se estudia el

signo de la derivada:

X (—,0) 0 (0,1) 1 (1,4) 4 (4,+0)
Signo de f' + 0 - 0 + 0 -
f Creciente Maxm o Decreciente Mlnlmo Creciente Maxm o Decreciente
relativo relativo relativo

La funcién tiene maximos relativos en los puntos O(0,0) y A(4;117). Este Gltimo es absoluto.

La funcién tiene un minimo relativo en el punto B(1,-0,74).

64. Dada la funcién f(x)=ax+b\/;, determina los valores de los parametros a y b sabiendo que f(x)
cumple las siguientes propiedades:

a) f(x)alcanza su maximo en el punto de abscisa x = 100.

b) La gréfica de f(x) pasa por el punto A(49,91).

La derivada de la funcién es f'(x)=a +L )
2Jx

La propiedad a) nos asegura que f'(100) =0, es decir, a+ =0=a+ b =0=>20a+b=0.

b
24100
La propiedad b) nos asegura que f(49) =91, es decir, 49a + b\49 = 91= 49a +7b = 91.

20a+b=0

Y con el sistema obtenido,
49a+7b =91

} , ya podemos calcularay b: a=-1y b =20.
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65.

66.

- . - 2 -
Determina un punto de la curva de ecuaciéon f(x) = xe ™ en el que la pendiente de la recta tangente sea
maxima.

La pendiente de las rectas tangentes nos la da el valor de la derivada: f'(x)= e +xe* (—2x) = (1-2x? )e’X2

La pendiente maxima sera el maximo de esta derivada, por tanto hay que estudiar la derivada de la derivada:

f'(x)=—4xe™ + (1- 2x2)e"(2 (-2x) = (4x° - 6x)e"‘2

F1(x)=0=(4x ~6x)e™ =0=4x* ~6x=0=2x(2x* ~3)=0= x=0,x =~ 3x=vf2
2 2

Por consiguiente, las pendientes de las rectas tangentes tienen un maximo relativo en el punto 0(0,0). Falta,

pues, asegurarnos de que ese maximo es absoluto. Para ello se estudian los limites en el infinito de dichas
pendientes:

_ 2
lim £'(x)= lim (1-2x?)e™ = lim 122X" _ . Analogamente, lim £'(x)=0.

X—>—0 X—>—0 X—>—0 eX X—>+0

Por tanto, el punto O(0,0) es el punto en el que la pendiente de la recta tangente es maxima y dicha pendiente

vale £'(0)=(1-2-02)e™® =1.
Considera la funcién f(x) = xg(x) . Sabiendo que:

e Lafuncién g(x) es continua, derivable y tiene un maximo en x = 1.

. f(g(1)=4
a) ¢Tiene la funcién f un maximo en x = 1? Justifica tu respuesta.
b) Si, ademas sabemos que:
g(x)=ax*+bx+c

calcula los valores de a, b y ¢ para que f tenga un minimo en x = 0.

a) Laderivada de f(x) es f'(x)=g(x)+xg'(x). Se sabe que g'(1)=0, ya que g tiene un maximo en x = 1. Asi
pues f'(1)=g(1)+1-g'(1)=g(1)+0 . Para que f tenga un maximo en x = 1, su derivada en dicho punto debe
valer cero, pero f'(1) no puede valer cero, ya que entonces g (1) también valdria cero y esto no puede ser
porque nos dicen que f(1)g(1) =4 . Por tanto, fno puede tener un maximo en x = 1 porque f'(1)=#0.

b) La derivadade g(x)=ax®*+bx+c es g'(x)=2ax+b.
Como g tiene un maximoen x=1, g'(1)=0, es decir,2a+b=0y b =-2a.
Como f ha de tener un minimo en x =0, f'(0) =0 . La expresién de la derivada de fera f'(x)=g(x)+xg'(x),

entonces f'(0)=g(0)+0-g'(0)=g(0)=c = c=0. Asi pues, g es de la forma g(x) = ax* - 2ax .

Por ofra parte, se sabe que f(1)=g(1)=4, es decir, 1-g(1)g(1)=4= [g(1)]2 =4 1, por tanto, g(1)=2 o
g()=-2.

Si g(1)=-2, se tendria que g(1)=a -1 -2a-1=-2=a=2, y la funcion seria g(x)=2x*-4x, que se debe
descartar porque esta funcidn es una parabola concava hacia arriba y no presenta ningiin maximo.

Si g(1)=2, se tiene que g(1)=a-1 -2a-1=2=a=-2, y la funcion seria g(x)=-2x>+4x, que si tiene un
maximo en su vértice (de abscisa x = 1 como asegura la primera condicion del enunciado).

Asipues,a=-2,b=4y c=0.

Las funciones en cuestion son g(x)=-2x*+4x y f(x)=-2x>+4x°.
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67. Para cada h se considera la funcion: f(x)=2x*-3x*+h

a) Halla los puntos en los que f alcanza sus valores maximos y minimos relativos.

b) Encuentra h para que el valor de f en el maximo o minimo hallado antes sea 0.

a) La derivada es f'(x)=6x>-6x=6x(x-1), que se anula si x = 0 0 si x = 1. Se estudia si son maximos o
minimos con el criterio de la derivada segunda, f"(x) =12x-6:
f"(0)=-6<0, por tanto, f(0) =h es un maximo.
f"(1)=6>0, por tanto, f(1)=—1+h es un minimo.

b) Para que el maximo sea cero debe cumplirse que h = 0.

Para que el minimo sea cero debe cumplirse que —1 + h =0, es decir, h=1.

68. Demuestra que para todo numero real positivo, P, se cumple que In(1+ P) > . Para ello sigue estos

1+P
pasos:

X
1+ x

I. Demuestra que la funcién f(x)=In(1+ x) - , es continua y derivable en el intervalo (0,+w).

Il. Demuestra que f(x) es estrictamente creciente en el intervalo (0,+x).

ll. Calcula lim f(x).

x—>0"

IV. Concluye la demostracion.

I. La funcion es continua y derivable para valores positivos de x, ya que es suma de funciones derivables.

Il. La derivada de f(x) es f‘(x) = L L =X > » que es siempre positiva si x > 0.

1+X_(1+x)2 _(1+x)

Por tanto, la funcién f(x) es estrictamente creciente en (0,+x) .

. lim £(x)= lim [ln(1+x)—ﬁ}:0—0:0

x—0" x—0"

IV. Como se ha visto que si x es positivo, entonces, f(x)>0= In(1+x)— ] X 50= In(1+x) > ] X

+x
P
1+P

Luego, para todo numero real positivo, P, se cumple que In(1 + P) >
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69. Halla los valores de a, by ¢ sabiendo que la grafica de la funcién f(x) =

70.

2
ax“+b . . .
tiene una asintota vertical

en x =1, una asintota oblicua de pendiente 2, y un extremo de abscisa x = 3.

Se buscan las asintotas verticales de f(x) en los valores de x que anulan el denominador:
x+c=0=x=-c

Sabemos que la funcion tiene una asintota vertical en x = 1, entonces ¢ = —1:

f(x)

La asintota oblicua es de la forma y = mx + n, siendo m= lm ——= y n=lim (f(x)-mx).
X—>+0 X X—>+00
ax? +b
- f(x) - ax*+b . ax?
m= lim ( )—Ilm x—1 lim = lim =£-=a
X400 X X—>+0 X X—>+00 X2—X X—>+00 X2
_ 2x*+b

Como la pendiente de la asintota oblicua es 2 entonces a = 2. Luego f(x) =

x -1

Ademas, f(x) tiene un extremo de abscisa x = 3, luego f'(3) =0 . Por tanto:

ax(x-1)-(2°+b) 4x2 _4x_2x2 b 2x* _4x—b
(x—1)° (x—1)° (x—1)°

f'(3)=0=2-32-4.3-b=0=b=6

f'(x)=

_2x°+6

x -1

Luego, f(x)
Demuestra analitica y graficamente que la ecuacién e* = x no tiene solucién.

Vamos a seguir estos pasos:

I Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x)=e* —x.
Il.  Hallar el minimo absoluto de la funcién f.

Ill. Demostrar que e* — x >0 para todo x y concluimos la demostracion.

La derivada de la funcién continua f(x) =e¥-x es f'(x) =e* -1, que se anula si x = 0. Se estudia su monotonia:

Y
x (-=.0) 0 (0,+0)
Signo de f' - 0 + \\ /
. Minimo . \
f Decreciente absoluto Creciente \ /

0| 1 X

La funcion decrece en (—»,0) y crece en (0,+x).

El minimo que hay en el punto (0,1) es un minimo absoluto ya que la funcion es continua y es siempre
decreciente a la izquierda de cero y siempre creciente a la derecha de cero. Asi pues, el valor minimo que toma la
funcién es f(0)=1. Por tanto, f(x)>1 para todo x.

Como f(x)=1, entonces e —x>1=e*—x>0=e* > x para todo x y, por tanto, nunca puede ser que e* = x .

Aplicaciones de las derivadas | Unidad 3

117



SOLUCIONARIO

Problemas de optimizacién

71. Se quiere construir una piscina en forma de paralelepipedo recto de base cuadrada. Disponemos de 192 m?
de baldosas para recubrir las paredes y el fondo de la piscina. Halla las dimensiones de la piscina de
manera que su capacidad sea maxima.

Se trata de un problema de optimizacién.

Se nombran las variables: longitud (x) en metros de los lados de la base cuadrada y profundidad (y) en metros.

_ 2
Se relacionan las variables: el area total debe ser 192 m?, por tanto: x? +4xy =192, y = 19247)(

2
_ 2 192-x 1

La funcion que se quiere maximizar es el volumen V = xxy , es decir: V(x) 2 = _ZX3 +48x
X

Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x: como los niUmeros buscados son positivos, x debe estar en
el intervalo abierto (O,\/192).

Se busca el méaximo de V(x) = —%x3 +48x en (0,\/192).

V'(x):—%xz +48=0=x=8¢(0,4192).

La solucién negativa no es realista.

Como los limites de la funcién en los extremos del intervalo son cero, el maximo absoluto de la funcién se alcanza

19287
4.8

para x = 8, por tanto, y = 4.

Las dimensiones de la piscina que maximizan el volumen son 8 metros de lado para la base cuadrada y 4 metros
de profundidad. El volumen maximo es V(8) , esto es, 256 m>.

72. Se dispone de un hilo metalico de longitud 140 m. Se quiere dividir dicho hilo en tres trozos de tal manera
que uno de ellos tenga doble longitud que otro y que al construir con cada uno de ellos un cuadrado, la
suma de las areas de los tres cuadrados sea minima. Encuentra la longitud de cada trozo.

Se trata de un problema de optimizacién.
Se nombran las variables: cada uno de los trozos (x, 2x e y), medidos en decametros.
Se relacionan las variables:
La suma de los trozos es 14 dam: x+2x+y =14 = y =14 -3x
Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x.

Como las longitudes han de ser positivas: x > 0 y también 14 — 3x > 0, por tanto, x e (0%)

2 2 2
La funcién que se quiere maximizar es la suma de las areas: A = [ij + (%ij + (%] .

2 2 (14 —3x) 2 2 2
Sustituyendo y operando: A(X):%+%+(1—6):%+ 196+91); Bdx _14x ?gx+196

 28x-84

Se busca el minimo: A'(x) 16

0:>28X—84:0:>X:3€(0,1?4j

Como la funcion A(x) es una parabola concava hacia arriba, ya podemos asegurar que su vértice (x = 3) es el
minimo absoluto, sin necesidad de mas calculos.

El minimo se alcanza si x = 3, y, por tanto, 2x=6, y =14 — 3x =5.

Los trozos miden 3 dam, 6 dam y 5 dam.
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73. Partimos un hilo metalico de longitud 1 m en dos trozos, haciendo con o un cuadrado y con el otro un
circulo. Calcula las dimensiones de cada trozo para que la suma de las areas sea:

a) Maxima b) Minima

Se trata de un problema de optimizacion.

Se nombran las variables, que son las longitudes de los dos trozos: x (para hacer el circulo), e y (para hacer el
cuadrado), ambas medidas en metros.

Se relacionan las variables: x +y =1, es decir, y =1-x.

La funcion que se quiere maximizar y minimizar es la suma de las areas.

2
- 1- . . . .
El lado del cuadrado es 1TX y Su area: (ij . La longitud del circulo es x=2nr = r = ZL asi pues, su area
T

2 2

2 X X
es nr-=m—| =—.
2n 4r

1_X)2+ xX* (n+4)x* -2nx+m

La funcion suma de areas es A(x) :( 2 ym 5
T T

Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x: (0,1) .

(n+4)x® -2nx+7n
16w

Se busca el maximo y el minimo de A(x) = en (0,1).

A(x) = 2(n+4)x-2n 0y T
167 T+

valor corresponde a su vértice y, por tanto, es el minimo absoluto.

2 (0,1). Como la funcién A(x) es una parabola concava hacia arriba, este

T

Asi pues, el minimo se alcanza si el trozo destinado a formar el circulo mide x = 2
T+

m.

e . . 1
No se puede calcular el valor de la funcion en los extremos, por tanto, se calculan sus limites: lim A(x) ZE y
x—0

limA(x) = . Si solo se formara un circulo con todo el hilo, se obtendria el area maxima. Pero esta posibilidad no
x—1 T

la contempla el problema. Para responder se podria decir que cuanto mas largo sea el trozo para formar el circulo,
mayor sera la suma de las areas.

74. De entre todos los niimeros reales positivos x, y, tales que x +y =10, encuentra aquellos para los que el

producto p = x2y es maximo.

Se nombran las variables, que son los niumeros: x e y.

Se relacionan las variables: x +y =10, es decir, y =10-x.

La funcién que se quiere maximizar y minimizar es el producto p = x°y = x*(10 - x) =10x* - x> = x*(10 - x)..
Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. Debe estar en el intervalo abierto (0,10) .

Se busca el maximo y el minimo de p(x) = x*(10 - x) en el intervalo abierto (0,10) .

20 20) 4000
"(x)=20x - 3x* = x(20 -3x) =0 =22 pl =22
p'(x)=20x-3x" = x( Xx)=0& x 3 p(Sj >

No se puede calcular el valor de la funcibn en los extremos, por tanto, se calculan sus limites:

. , - g : 20
lim p(x) = lim p(x)=0.Como los limites de la funcién en los extremos del intervalo son cero, el valor x =5
x—0 x—10

s . - . 20 10
corresponde al maximo absoluto. Asi pues, el maximo se alcanza si x = Y ey=10-x=—.
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75. Un barco By dos ciudades A y C de la costa forman un triangulo rectangulo en C, de acuerdo a lo reflejado
en la figura.

Un hombre situado en A desea llegar hasta el barco B. Sabiendo que puede nadar a 3 km/h y caminar a 5
km/h, ¢a qué distancia de A debe abandonar la costa para nadar hasta B si quiere llegar lo antes posible?

Primero, con ayuda del teorema de Pitagoras, se observa que la distancia entre las dos ciudades es de 12 km.
Se nombra la variable: x es la distancia, en metros, PC.

La funcién que se quiere minimizar es el tiempo empleado por el hombre para recorrer AP (a 5 km/h) y PB (a 3
km/h). Se estudia cuanto miden estos segmentos: AP = 12 — x; para calcular PB se trabaja en el triangulo PBC y se

obtiene que PB =+/52 + x2 .

_ / 2 _ 2
El tiempo (espacio/velocidad) empleado es la funcion t(x) = 12-x + 253+ X _ 36—3x+5v25+x

5 15

Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x: [0,12]

36-3x+5V25+ X

Se busca el minimo de f(x) = 15 en [0,12].
_ 2
t'(x):i(—?w 5x ]: 325+ x° +5x _ o
15 V25 1 32 15925 + x?

< 325+ x? +5x=0= 5x =3V25 + x*> = 25x% =225+ 9x? = 16x° =225 = x = 3,75 .

Se comparan:

t(o)=%+§:4,o7 t(12)=%=4,§ t(3,75)=3,73

Asi pues, el minimo se alcanza si camina durante 12— 3,75 =8,25 km y luego se pone a nadar.
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76.

77.

78.

En el triangulo ABC, el lado AB mide 10 cm y la altura sobre AB mide 4 cm. Calcula c
las dimensiones del rectangulo de maxima area inscrito en dicho triangulo con g
un lado descansando sobre el lado AB.

Llamamos x a la altura DF del rectangulo que andamos buscando, y a su base FG.

% A
En la figura se observa que los triangulos ABC y DEC son semejantes,
por tanto, los cocientes entre sus alturas y bases son iguales: D E
4 4-x 5(4-x) 20-5x B A
10 y T2 2 FH ¢

_20-5x 20x - 5x°
2 2

La funcién que queremos maximizar es el area del rectangulo A(x) donde x <[0,4].

Dicha funcion es una parabola concava hacia abajo que tiene su maximo absoluto en su vértice. Su derivada,
, 20-10x
Al(x)=——

20-5.2
2

=10-5x, se anula si x = 2, por lo que el maximo se alcanza si x = 2 y la base es
5.

Asi pues, el rectangulo de area maxima tiene 5 cm de base y 2 cm de altura y el area maxima son 10 cm?.

Una tienda vende aceite a 2 € el litro. Al vender x litros los costes de todo tipo (expresados en euros) son
0,5x+Cx2. Se sabe que el beneficio maximo se obtiene vendiendo 750 L. Encuentra el valor de C y el
beneficio maximo obtenido.

La funcién beneficio (ingresos — costes) es B(x)=2x-(0,5x+ Cx?)=15x—-Cx?. Sabemos ademas que su
méaximo absoluto (es una parabola céncava hacia abajo) se halla en x = 750 por lo que B'(750)=0.
La derivada es B'(x)=15-2Cx, B'(750)=15-2C-750 =0, de donde concluimos que C = 0,001.
Un segmento de longitud / se apoya en los ejes coordenados del primer cuadrante determinando con ellos

un triangulo rectangulo. Hallar el valor minimo de la abscisa en que se apoya para que el area del triangulo
mencionado, de hipotenusa I, sea maximo.

Se nombran las variables: la abscisa de la base es x y la ordenada de la altura es y. Y

Se relacionan las variables: x2 +y? = /%, es decir, y =V/I? - x? . !

La funcion que se quiere maximizar es el area del triangulo:
12— x2
Alx) = %X\//Z - x?

Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. X X

Debe estar en el intervalo cerrado [0, l] . Se busca el maximo de A(x) = %X\/I2 —x? en el intervalo cerrado [0, l] .

2 2 2
A‘(x):l VI2 - x? oxex (M X -2 , que se anula si 12-2x?=0, es decir, si
2 2JP_x2 | 2 JE—x2 | 2P -y

2 2
/ . . / 1 1 / /
x =— (la solucién negativa se descarta). Comparamos: A(—]:—~— 12 —[—j =—, A(0)=0, A()=0
5 5732 5,/ 5| =% A0 (1)

2

/
Asi pues, el area maxima (ZJ se obtiene si x = . La altura también seria y = —.

%‘\

1
V2
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79. Sea un rectangulo de 4 m de perimetro.

a)

b)

a)

b)

Si se sustituyen los lados por semicircunferencias exteriores, ¢ entre qué valores esta comprendida el area de
la figura resultante? Calculala.

Si se sustituyen dos lados opuestos por semicircunferencias exteriores, calcula las dimensiones del rectangulo
original para que la figura formada tenga maxima area.

Se nombran las variables: x es la longitud de la altura e y la longitud de la base. Ambas medidas en metros.
Se relacionan las variables: 2x + 2y = 4, es decir, y =2 — x.
La funcién que se quiere maximizar y minimizar es el area de la figura (un rectangulo mas dos circulos).

A(x):x(2—x)+n[%)2+n[2;ij :%(2X2—4X+4)+2X—X2 :(%—1]X2+(2—n)x+n

Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. En este caso, 0 < x < 2.

El minimo absoluto de la parabola (cdncava hacia arriba) A(x) = (g—1jx2 +(2-7m)x+ 7 se encuentra en su

o . . ™ —
vértice, es decir, si x = =1.

n—2

. 4. _ ; _
Se compara: A(1)=1+ > )I(anOA(x) T, )I(anzA(x) T

Asi pues, el drea A(x) de la figura cumple 1+gs Ax)<m.

Se nombran las variables: x es la longitud del lado sustituido por semicircunferencias, e y la longitud de los
otros dos lados.

Se relacionan las variables: 2x + 2y = 4, es decir, y =2 — x.

La funcién que se quiere maximizar y minimizar es el area de la figura (un rectangulo mas un circulo).

2
La funcion area es A(x)=x(2-x)+ n(gj = [n;‘lsz +2x.

Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. En este caso, 0 < x<2.

4

— T

El maximo de la parabola (concava hacia abajo) se encuentra en su vértice, es decir, si x = 4 = 4,66 -
Pero este valor no pertenece al intervalo de definicion de x: 0 < x < 2.
Por otra parte, A(0)=0y A(2)==.

Asi que se podria decir que el area maxima se conseguiria si el rectangulo inicial fuese un segmento y la figura
resultante degenerara en un solo circulo de 2 m de diametro.

Curvatura y puntos de inflexion

80. Halla los valores de m para los que la funcién f(x) =x*+4x®+ mx?+3x -2 es siempre coéncava hacia
arriba.

Para que la funcién sea siempre concava hacia arriba su derivada segunda debe ser siempre positiva. Se impone
esta condicion: f'(x)=4x>+12x* +2mx+3 y f"(x)=12x*+24x+2m

Para que f"(x) =2(6x? +12x+m) sea siempre positiva, el discriminante 122-4.6- m<0=m>6.
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81.

82.

La grafica que se muestra es la de la derivada segunda de cierta funcion f. A partir de ella, deduce la
curvatura de fy sus puntos de inflexion. ; Qué se puede afirmar con seguridad de la grafica de f?

Y
o y=rw

1 \ X
[
[ \

La funcién es concava hacia abajo en: (—=,0) U (2,+w)

La funcién es céncava hacia arriba en: (0, 2)

Los puntos A(0,f(0)) y B(2,f(2))son puntos de inflexion.

Calcula la base y la altura del triangulo isdsceles de perimetro 8 y area maxima.

Se nombra la variable: x es la longitud de los lados iguales.
La funcién que se quiere maximizar es el area del triangulo.

La base mide b =8 — 2x vy la altura se puede hallar con Pitagoras y

X X
se obtiene a=+/8x-16 .
i ba
El dreaes A(x) =7:(4—x)\/8x—16 =2(4-x)V2x-4. 8- ox

Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. La suma de dos lados debe ser siempre mayor que el
tercero, asipues: x+x>8-2x=>x>2y x+8-2x>x=> x<4.

Por tanto, 2 < x < 4. Para continuar con el problema vamos a incluir los valores extremos (x =2 y x=4)en el
estudio y asi nos resultara mas comodo. Esto no supone ningun obstaculo porque estamos calculando un maximo
y sabemos que en esos valores los triangulos son degenerados (son segmentos) y podemos asignarles area cero.
Es decir, hemos afadido dos valores, x = 2 y x = 4, que no van a influir en la respuesta final. (Este mismo
procedimiento puede utilizarse en problemas similares)

Asi pues, suponemos que x se mueve en el intervalo cerrado [2,4].

A‘(x):Z{—m+(4—x)2\/2)2(__4}=2{\/8%}:O<:>x=§

Comparamos: A(2)=0, A(4)=0, A(gj =3,08.

Asi pues, el triangulo de area maxima es el triangulo equilatero de lado % .

).

(Observa que si x = % , entonces la base mide b=8-2x=8-2-

w| o
w| oo
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83.

1
Sea la funcion f(x)=—e
v2m

_xz

2

a) Esboza su grafica.

b) ¢Qué nombre recibe esta funcion?, ¢y su grafica?

a) D(f)=R

b

~

La funcién es siempre positiva porque se trata de una exponencial.

La funcién es par porque f(—x)=f(x), por tanto, es simétrica respecto al eje Y.

No tiene asintotas verticales ni oblicuas pero si horizontales, ya que lim f(x) =0, es decir, larecta y =0 es
X—>+00

una asintota horizontal tanto en mas infinito como en menos infinito, ya que es simétrica respecto al eje Y.

-x? -x?

1 — X

V2n

Para valores negativos de x es positiva y para valores positivos es negativa. Asi pues, f es creciente en (—oo,O)

e 2 , que se anula para x =0.

Su derivada es f'(x) =

y decreciente en (0,+x) .

Tiene un maximo relativo (que es también absoluto) en el punto A(0, f(0)) = A(O, \/_%]

Su derivada segunda es f"(x) = (x*-1 e% ,que se anulaparax=-1yx=1.
\N2n
X (—o0,—1) -1 (-1 1 (1,4+0)
Signo de f" + 0 - 0 +
f Céncava Punto de Céncava Punto de Céncava
hacia arriba inflexion hacia abajo inflexion hacia arriba

La funcion es céncava hacia arriba en (—0,—1) U (1,+%) y concava hacia abajo en (-11).

Tiene dos puntos de inflexion:

1 1
En B| -,——|=B(-10,24) y en C[l—j:C 1,0,24) .
( \/2nej ( ) \2me ( )
La grafica de la funcion es la que se muestra. Y
1+
0| 1 X

Esta funcion es la distribucién normal de media 0 y desviacién tipica 1, N(0,1), también llamada normal

estandar. Su grafica se conoce con el nombre de campana de Gauss.

(En general, se suele representar esta grafica con distintas escalas en los ejes, pero aqui se muestra usando la

misma escala en los ejes X e Y).

124 Unidad 3| Aplicaciones de las derivadas




SOLUCIONARIO

84. De lafunciéon f:R — R definida por f(x) = ax® + bx? + cx +d . Se sabe que

85.

86.

e Tiene un maximo en x=-1.
e Su grafica corta al eje X en el punto de abscisa x =-2.
e Tiene un punto de inflexion en el punto de abscisa x=0.

Calcula a, b, c y d sabiendo, ademas, que la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 2
tiene pendiente 9.

Las dos primeras derivadas de fson: f'(x) = 3ax? +2bx+c y f"(x) =6ax+2b

Hay un maximo en x = —1 implica que f'(-1) =0, es decir: f'(-1) =3a(-1)° +2b(-1)+c=0=3a-2b+c =0
Corta al eje X en x = -2 implica que 7(-2) =0, es decir:

f(-2)=a(-2)° +b(-2)’ +¢c(-2)+d =0= -8a+4b-2c+d =0

Hay un punto de inflexion en x = 0 implica que f"(0) =0, es decir: f"(0)=6a-0+2b=0=b=0

La tangente a fen x = 2 tiene pendiente 9, por lo que f'(2)=9: f'(2)=3a-2°+2b-2+c=9=12a+4b+c=9
Resolviendo el sistema formado por esas cuatro ecuaciones, se obtiene la solucién:

3a-2b+c=0
-8a+4b-2c+d =0
b=0
12a+4b+c=9

=a=1b=0,c=-3,d=2

Demuestra que la curva de la ecuacion:
y=x*-x*+x>-x+1

no tiene ningun punto de inflexiéon. Halla la ecuacién de la recta tangente a esa curva en el punto (xo,yo) ,
siendo x, el valor de x hace minima y".

Se calcula la segunda derivada: y'=4x>-3x2+2x-1, y"=12x?> -6x +2, que es una pardbola cdncava hacia

arriba que no corta al eje X (la ecuacion 12x*> —6x+2 =0 no tiene soluciones reales). La derivada segunda es
siempre positiva y la curva es siempre concava hacia arriba, por tanto, no tiene puntos de inflexion.

El minimo de y"=12x? —-6x +2 se encuentra en su vértice X, = —% = %

Punto de tangencia (x,, y,) = (l @] Pendiente f(l) = —é. La ecuacion es y—& = —E(x—4)
4" 256 4 8 256 8

Sea f:R — R definida por: f(x)=2x*+12x*+ax+b

Determina a y b sabiendo que la recta tangente a la grafica de f en su punto de inflexion es la recta
y=2x-3.

Hallamos primero el punto de inflexidn y para eso necesitamos calcular la derivada segunda: f'(x) = 6x? +24x+a

y f"(x) =12x+24 . La derivada segunda se anula si x = -2, y como a su izquierda es negativa y a su derecha
positiva, entonces, el punto A(-2,7(-2)) es el punto de inflexion.

La pendiente de la recta tangente y =2x +3 es 2 y coincide con el valor de f'(-2) . Asi pues:
f(-2)=2=6(-2)*+24(-2)+a=2=a=26
El punto de tangencia A(-2,f(-2)) pertenece también a la recta tangente. Por tanto:

f(-2)=2-(-2)+3=-1=2-(-2)> +12.(-2)* +26-(-2) + b =-1= b =19. La respuesta es a =26 y b = 19.
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87. Calcula los valores del parametro a, con a # 0, que hacen que las tangentes a la curva de ecuacion:

y = ax* + 2ax® - ax + 15"

en los puntos de inflexiéon sean perpendiculares.

Primero se calculan sus puntos de inflexion: y'=4ax® +6ax* —a, y"=12ax? +12ax =12ax(x +1).

La derivada segunda se anula si x =0 6 si x = -1, que son las abscisas de sus puntos de inflexion.

La pendiente de la tangenteen x=0es y'(0)=-a.
La pendiente de la tangente en x=-1es y'(-1)=—-4a+6a-a=a.

Dos rectas son perpendiculares si el producto de sus pendientes es —1.

Imponiendo esta condicién: -aa=-1=>a=1o0a=-1.

Aplicaciones de la derivada en el campo de las ciencias

88.

89.

126 Unidad 3| Aplicaciones de las derivadas @m

La segunda ley de Newton afirma que la fuerza total a la que se ve sometido un cuerpo es igual a la masa
de este multiplicada por la aceleracion que experimenta.

Por otro lado, la aceleracion de un mévil es la derivada segunda de la posicion que tiene ese movil en
funcion del tiempo.

Sabiendo que la posicion de cierto mévil viene dada por:
x(t)=t*-2t*-5t+6

Calcula la fuerza total a la que se encuentra sometido el movil si su masa son 5 kg.

La velocidad es la derivada de la posicion respecto al tiempo: v (t) = x'(t) = 3t2—4t-5.
La aceleracion es la derivada de la velocidad respecto al tiempo: a(t)=v'(t)=6t-4.

La fuerza total, respecto al tiempo, si la masa del mévil son 5 kg es F(t)=>5a(t)=5(6t-4) N.
Un muelle tiene una oscilacién definida por:
x(t)=10cos (3t +x)

en metros. Determina qué velocidad de oscilacién y aceleracion tendra al cago de 3 S.

La velocidad es la derivada de la posicion respecto al tiempo: v (t) = x'(t) = -30sen(3t + ) .
Por tanto, v(gj = 7303en(3 : % + nj =-30sen(2r)=0 ms™.
La aceleracion es la derivada de la velocidad respecto al tiempo: a(t) =v'(t) =-90cos(3t + =) .

Por tanto, a(%) =-90 cos(3%+ n) =-90cos(2n) = -90 ms™.
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t

90. La ecuacion de descarga de un condensador en un determinado circuito eléctrico es Q=100-10"°e b

dQ

Calcula la intensidad que recorrera el circuito pasado 5 s tras cerrar el interruptor si se sabe que I = gt

t
La intensidad es la derivada de la descarga respecto al tiempo: /(t) =Q'(t) = —% -100-107%¢ 15

5
Por tanto, /(t):—%.mono*e % ~-238-107°.

Sintesis
91. Sea la funcion:
f(x)=(x+1)e™
a) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Calcula, si existen, los extremos relativos.

Halla, si existen, los puntos de inflexién e intervalos de curvatura.

a) La funcion es continua y derivable porque es producto de funciones continuas y derivables en todo R:
D(f)=TR.

Su derivada es f'(x)=-xe™, que se anula si x = 0. Asi pues, la funcién crece en (—x,0) y decrece en
(0,+oo).

b) Tiene un maximo absoluto en el punto O(0,1).

c) La derivada segunda es f"(x)=(x—-1)e™™, que se anula si x = 1. Asi pues, la funcién es céncava hacia abajo
en (—o,1) y céncava hacia arriba en (1, +). El punto A(1, 2e’2) es un punto de inflexion porque la grafica
cambia de curvatura.
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92. Para la funcién:

x*+3

f(x)=

a) Halla, si existen, los puntos de corte con los ejes y las asintotas de la grafica de .
b) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos de f.
c) Estudia su curvatura y sus posibles puntos de inflexion.
a) D(f)=R —{0} , ya que x = 0 anula el denominador. Asi pues, no corta al eje Y. Tampoco corta al eje X ya que
la funcién no se anula nunca porque el numerador es siempre positivo.
] ) . x*+3  x*+3 . . .
Asintotas verticales: lim =—o0 y lim =+, asi pues, la recta x = 0 es una asintota vertical.
x=0" X x-0" X
. ,  x*+3 _x*+3 , . !
Asintotas horizontales: lim =+o0 y lim = - . No tiene asintotas horizontales.
X—>+0 X X—>—0 X
, ) , _f(x) x*+3 _f(x) x*+3
Tampoco tiene asintotas oblicuas ya que lim ——== S— =10y lim —== >— =+,
X—>+0o X X X—>-0 X X
. g . 3(x*-1)
b) La derivada de la funcién es f'(x)= ——— yseanulaparax=-1yx=1.
X
X (—o0,—1) -1 (-10) 0 (0,1) 1 (1+00)
Signo de f' + 0 - - 0 +
AXi No existe ini
f Creciente Maxm ° Decreciente Decreciente Mlnlmo Creciente
relativo f(0) relativo
La funcioén crece en (—o,—1) U (1,+) y decrece en (-1,0)u(0,1).
Tiene un maximo relativo en el punto A(—1,f(—1)) =A(-1-4) y un minimo relativo en el punto
B(1,f(1)) =B(14).
. " 6(x* +1) . . o
c) La derivada segunda es f"(x)=—————. Es negativa para valores negativos de x y positiva para valores
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X3
positivos. Asi pues, la funcién es concava hacia abajo en (—oo,O) y concava hacia arriba en (0,+oo) .

La funcién es impar porque f(—x)=—f(x). Su gréfica es la que se muestra.

L4

N




SOLUCIONARIO

93. Las graficas que se muestran en las figuras representan la derivada de ciertas funciones f(x) y g(x)

94.

respectivamente. A partir de ellas, deduce los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y g(x),
asi como sus extremos relativos, su curvatura y sus puntos de inflexion.

a)

b)

ANERES v /
| y=g'(x

(=)
X

. Y1/ X
N Ras

La funcién crece si la derivada es positiva: (—oo,1) . Decrece si la derivada es negativa: (1,+).

Tiene un maximo relativo en el punto A(1,f(1)) porque la derivada vale cero y f pasa de creciente a
decreciente.

Las pendientes de las tangentes a f' son siempre negativas, asi que la funcidon es siempre cdncava hacia
abajo.

Como la funcién no cambia de curvatura, no tiene puntos de inflexién.

La funcidn crece si la derivada es positiva: (—w,—1) U (3,+x). Decrece si la derivada es negativa: (-1,3).

Tiene un maximo relativo en el punto A(—1,g(—1)) porque la derivada vale cero y g pasa de creciente a
decreciente.

Tiene un minimo relativo en el punto B(3,g(3)) porque la derivada vale cero y g pasa de decreciente a
creciente.

La funcién es concava hacia abajo en (7oo,1), ya que las pendientes de las tangentes a g' (es decir, la
derivada segunda) son negativas y es concava hacia arriba en (1,+oo) puesto que las pendientes de las
tangentes a g' (es decir, la derivada segunda) son positivas. El punto C(1,g(1)) es un punto de inflexién
porque es un punto de cambio de curvatura.

Considera la funcion definida en (0,+w) por:

a)

f(x)=2x*+x*+Inx

Encuentra un intervalo donde puedas asegurar que existe una solucion de la ecuacion f(x)=0.

Demuestra que la ecuacion f(x) =0 tiene un Unica solucion, ¢, en (0,+x) .

a)

Como la funcién es continua en su dominio (x > 0), bastara encontrar un intervalo en el que la funcién cambie
de signo en sus extremos. El extremo inferior debe ser un numero cercano a cero para estar seguros de que la

funcién sera negativa. Se prueba con 0,5: 7(0,5) =-0,193.

El extremo superior puede ser 1: f(1)=3. Asi pues, aplicando el teorema de Bolzano a la funcién f en el

intervalo cerrado [0,5;1], se sabe que f(c)=0 para algin c del intervalo (0,5;1).

b) La funcién es siempre creciente ya que su derivada f‘(x) =6x2+2x + 1 es siempre positiva en para x > 0. Por
X

tanto, ya no puede existir otro ¢ (distinto del anterior) con f(c) =0.
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95. Sea f(x) una funcién continua en [0,3] y derivable en (0,3). Si f'(x)<2 para todos los numeros del
intervalo [0,3] y f(0)=-1, ¢cual es el maximo valor que puede tomar f(3) ? En general, si f'(x)<a en
todo R y f(0)=b, dado un niimero positivo ¢, ¢ cual es el maximo valor que puede tomar f(c) ?

a) La funcion f es continua en el intervalo cerrado [0,3] y derivable en el abierto (0,3), por tanto, el teorema del

f(3)-f f 1
valor medio nos asegura que existe un ¢ de (0,3) que cumple: f'(c)= (:2 0(0) = (3:2 hl

Como la derivada es f'(x) <2, entonces f'(c)<2: f'(c)= f(3§+1 <2=f(3)<5

f(c)- c)-b
b) En el caso general se tiene que f'(c) = = <a=f(c)<ac+b.
c c

96. Dada la funcién
f(x) = (1000 - x)? + x
se pide:
a) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f.
b) Utiliza el apartado a) para decidir si 1000% es mayor o menor que 998% + 22,

c) Generaliza lo que hayas descubierto en el apartado a) para la funcién f(x)=(c - x)" + x" siendo ¢ un nimero
positivo y n un numero entero positivo par.

a) La derivada de la funcion es f'(x)=4x-2000, que se anula para x = 500. La funcién es decreciente en
(-,500) ; es creciente en (500,+x) ; y tiene un minimo en el punto de abscisa x = 500.

b) Como la funcion es decreciente en (-,500), entonces, f(0)>f(2),y como f(0)=1000 y f(2) =998 + 27,
se concluye que 1000% > 9987 + 22,
n-1 n-1

c) Laderivada de la funcién f(x)=(c— x)" +x" es f'(x)=-n(c—-x) +nx

Una solucion de la ecuacion f'(x)=0 es x = > que, corresponde a un minimo absoluto pues

x =—. Asi pues, dados dos nimeros p y g que sumen ¢, p” + " es mayor cuanto mas disten py gq.

¢
2
Por ejemplo 20° + 30° > 28° + 22° pues la funcion f(x)=(50-x)° +x® alcanza un minimo en x = 25 y es

simétrica respecto de la recta x = 25, por lo que f(30) > f(22).

97. Supén que f es una funcién para la que f'(x)>0 para todo x y sea g(x)="f(f(x)). ¢Qué puedes decir
acerca del crecimiento o decrecimiento de la funcién g?

La derivada de g(x) se calcula con la regla de la cadena: g'(x)=f'(f(x))f'(x) que sera siempre positiva por ser

producto de dos numeros positivos. Asi pues, g’(x)>0 para todo x, lo que nos asegura que g es siempre
creciente.
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98.

99.

Dada la funcién:

x%e~¥ six>0

f(x)={a+ln(1—x) six<0
se pide:

a) Calcular lim f(x)y lim f(x).

X—>+0 X—>—0
b) Calcular el valor de a para que f sea continua en todo R.

c) Estudiar la derivabilidad de fy calcular f' donde sea posible.

2
a) lim f(x)= lim x*%* = lim X—:[NO}:[L‘Hépital]: lim 2—X={ﬂ}:[L'H6pital]= lim 2 =0
+00

X—>+0 X—>+0 x—>+0 gX +00 x—>+0 g% x>+ @X
lim f(x)= lim (a+In(1-x))=a+In(+w) =+w
lim £(x) = lim (a+In(1-x)) =a-+In(+)
b) Las funciones que intervienen en f son continuas en sus tramos. Falta obligarla a que sea continua en el punto
de cambio, x = 0. Estos tres valores han de ser iguales:

lim f(x)= Iimﬁ(a+|n(1—x)):a lim f(x)=lim x%e* =0 f(0)=0%-e°=0

x—0~ x—0 x—0" x—0"
Por tanto, a = 0.

, — six<0
c) Laderivada, salvo parax =0, es: f'(x)=11-x

x(2-x)e™ six>0
Para que exista f'(O) , estos dos limites han de coincidir:

-1 . .
lim f'(x)= lim —— =-1 lim f'(x)= lim x(2-x)e™ =0
x—0" ( ) x>0~ 1—X x—0" ( ) x—>0+ ( )

Por tanto, la funcién no es derivable en x = 0.

Demuestra que la ecuacioén:

x2009 +x1005 +x-1=0

tiene exactamente una solucion real.

La funcion f(x)=x* + x'® + x -1 es continua y creciente en todo R ya que su derivada es:

f'(x) =2009x*°% +1005x"%* + 1 es siempre positiva.

Ademas lim f(x) =—o0 y lim f(x) = 400 , es decir, pasa de negativa a positiva y, por tanto, debe cortar al eje X

X—>—00 X—>+00

alguna vez.
Como f es siempre creciente, solo podra cortar una sola vez al eje X.

2009 + 1005

Es decir, existe un unico ¢ real con f(c) =0=>c¢ c +c-1=0.
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100. Sea f una funcién real de variable real, derivable, con derivada continua en todos los puntos y tal que
f(0)=1, f(1)=2, f'(0)=3, f'(1)=4.

a) Calcula g'(0) sabiendo que g(x)=f(x+f(x)).
2
b) Calcula lim 270 ~f(x+1
x—0 eX —1
a) Se calcula primero la derivada de g(x) aplicando la regla de la cadena:
g' 00 =F(x+F00))-(1+F(x)
Por tanto, g'(0) =f'(0+£(0))-(1+f'(0)) =f'(1)-(1+3)=4-4 =16.
2
b) Como Ii%w da lugar a una indeterminacion del tipo % podemos usar la regla de L Hépital
X—> e’ —
o 2(FO0P - f(x+1) . 4FCOF () —F(x+1)  4F(0)F(0)-F(0+1) 4.1.3-4
para calcularlo: lim =lim = = =8
x—0 eX -1 x—0 e* e’ 1
Cuestiones

101. Las cuatro graficas que se muestran son las de las derivadas de otras tantas funciones. En cada caso
razona si la funcién correspondiente alcanza un valor mayor para x = a o par x=b.

a)

b)

a)
b)

c)

v c) Y \\
e )
7 s
O/a: li X o = b X
v //d) d) Y \\ /
R \o 5/
B TN/ T
BERET %

La derivada es positiva en el intervalo [a, b], por tanto, la funcion es creciente en este intervalo: f(a) < f(b)
La derivada es negativa en [a, b], por tanto, la funcion es decreciente en este intervalo: f(a) > f(b)

La derivada es positiva en el intervalo [a, b], por tanto, la funcion es creciente en este intervalo: f(a) < f(b)

d) La derivada es negativa en [a, b], por tanto, la funcion es decreciente en este intervalo. Luego f(a) > f(b)

1 .
x?’sen— six#0

102. Comprueba que la funcién f(x) = x es derivable en x = 0. ; Existe Iin})f'(x) ?
X

0 six=0

1
2
Fo+m-f(o) _Nseny

lim =lim =lim hsenlzo pues -1< senl <1y limh=0. Asi pues fes derivable en 0 y
h—0 h—>0 h h—0 h h h—0
f'(0)=0.

f'(x) = 2xsenl +x? cosl(—izj si x # 0, es decir, f'(x) = 2xsenl - cosl y como lim 2xsen1 =0y lim cosl
X X X X x—0 X x—0 X

X

no existe, no existira lim f'(x) .
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103.

104.

105.

¢Bajo qué condiciones sobre a, b, c y d podemos asegurar F(x)=ax3+bx2+cx+d con a0 es
estrictamente creciente o decreciente en R ?

En primer lugar, se observa que los limites en mas infinito y en menos infinito no pueden coincidir nunca porque el
grado del polinomio es 3. Como la derivada es un polinomio de segundo grado, la ecuacion f'(x) =0 tendra una,
dos o ninguna solucién (que nos darian los posibles extremos relativos).

Para que sea estrictamente creciente o decreciente no debe tener ni maximos ni minimos relativos, es decir, la
ecuacion f‘(x) =0 no puede tener dos soluciones. Si tuviera una Unica solucién seria porque ahi tendria un punto
de tangente horizontal que no es extremo relativo, es decir, seria un punto de inflexion.

La derivada es f'(x)=3ax?+2bx+c, que tendrda una Unica solucion si su discriminante es cero:
(2b)? —4-3ac = 0 = 4b? ~12ac = 0. Y no tendra solucién si 4b? —12ac <0 .

Asi pues, resumiendo:
La funcion sera creciente en todo R sia>0y 4b%> —12ac <0
La funcion sera decreciente entodo R sia<0y 4b? —12ac <0 .

En el caso que falta, 4b%? —12ac >0, la funcién tendria un maximo y un minimo relativo y, por tanto, seria
creciente en algunos tramos y decreciente en otros.

Aplicando el teorema del valor medio demuestra que:

lim (\3/x+ —%/;)=o

X —00

Si f(x) =3/x , f es derivable en (0,4). Tomando x y x + 1 en dicho intervalo y aplicando el teorema del valor
medio se tiene f(x+1)-f(x)=f'(c)-1concen (x,x+1).

2
Como f‘(x):%x 3= tenemos que \3/x+1—3’/;:+.

382’ 33c?

Por ultimo, si ¢ > xy si x — +w, ¢ también lo hace y lim («/3x+1 —%/;) = lim L:O.
X—>+00 C—>+0 3:\5/C72

Dada la funcién f(x) = %, prueba que en el intervalo [1,4] no existe ninglin numero c tal que:
X -
() FO=F)
4-1

¢ Contradice esto el teorema del valor medio? ¢ Por qué?

La derivada de la funcién es f'(x)=

- f 1 . i L
— . Por otra parte ————==-%=—. Ahora hay que investigar si existe
(x-2) 4-1 3 2

1 .
=5 -2=(c- 2)2 , que claramente no tiene

oy FA)-f(1)
solucién. La conclusion es que no existe ningtin numero ¢ con f (C) = a1

un ce(14) con f'(c) = 1 para ello resolvamos la ecuacion
2 (c-2)

¢Qué ha ocurrido? La funcién f(x) =

L 5 no es continua en el intervalo [1,4], ya que en x = 2 no esta definida.

Asi pues, no se contradice el teorema del valor medio ya que este exige que la funcién sea continua en el intervalo
en cuestion.

En cualquier otro intervalo que no contuviera a x = 2 si se cumpliria el teorema.
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106. Si f es una funcién infinitamente derivable y para algin numero ces f'(c)=f"(c)=0 pero f™(c)>0,en el

punto (c,f(c)) , £€s un maximo relativo, un minimo relativo o punto de inflexion para f?

Si f"(c)>0, la funcién y =f"(x) es estrictamente creciente en ¢ por lo que en un cierto intervalo (¢ —r,c+r),
conr>0, f'(x)>f"(c) six>cy f"(x)<f"(c) six<c, es decir, en ese intervalo, f"(x)>0 a la derecha de ¢
yf"(x) <0 alaizquierda de ¢ con lo que f cambia de posicion respecto de la tangente en ¢, es decir (c,f(c)) es

un punto de inflexion para f.

107. La grafica de la derivada de f es la de la figura.

/w %

Si la ecuacion f(x) =0 tiene dos soluciones, ¢ qué puedes decir sobre el signo de ellas?

Si ambas soluciones tuvieran igual signo, aplicando el teorema de Rolle, habria un nimero entre ellas donde se
anularia la derivada. Pero como f'(x) no se anula para ningun valor positivo ni negativo de x, sigue que ambas

soluciones no pueden tener igual signo.

108. ;Es derivable en x = 0 la siguiente funcion?

x*(1-Inx) six>0

f(x)={

0 six=0
f(x)-f(0
Como la funcién solo esta definida en [0,+oo) , estudiemos |im LO() , es decir:
x—0* X —
2
1-1 -

im x*(1-Inx) _ lim 1-Inx

x—0" X x—0" 1
X

Este limite que presenta una indeterminacion del tipo 2 estaen las hipotesis del teorema de L Hbpital. Por tanto:
o0

1

lim lim —%X- = lim x=0

x—-0" 1 x—0" x—0"

1-Inx

X x?

Asi que fes derivableen x=0y f'(0)=0.
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109.

110.

iee . . . . 1 si0<x<1
Justifica que ni la primera ni la segunda derivada de f(x) =4X se anulan nunca.

—2x%+3x six>1

Primero debemos asegurarnos que la funcién es continua, estudiando con detalle qué ocurre en x = 1:

lim £(x) = lim - = 1 lim £(x) = lim (=22 +3x) =1 F(1) =1

x—>1 x=>1T X x—1" x—->1

Por tanto, f es continua en x = 1 y en todo su dominio. (Observa que l no da problemas porque x = 0 no
X
pertenece a su dominio de definicion).

-1
La funcién derivada, salvoen x=1,es f'(x) = 7
-4x+3 six>1

si0<x<1

¢ Qué ocurre con la derivada en x = 1? lim f'(x) = lim _—; =—1, lim f'(x) = lim (-4x+3) = -1
x—1 x—-1 X x—>1" x—>1"

i

Asi pues, f'(1)=-1, yla derivada de fes f'(x) ={ x2

—4x+3 six>1

si0<x<1

. . . . 3
Dicha derivada no se anula en el primer tramo y en el segundo se anularia en x:Z que no pertenece a su

dominio de definicion. Es decir: la derivada de f no se anula nunca.

La segunda derivada de f, salvoen x =1, es f"(x) =1 x® si0<x<1

-4 six>1

£ Qué ocurre con la segunda derivada en x = 1? lim f"(x) = lim % =2, lim f"(x) = lim (-4)=-4
x—>1" x->1 X x=1" x—=1"

Asi pues, f"(1) no existe.

Dicha derivada no se anula en el primer tramo ni tampoco en el segundo. Es decir: la segunda derivada de f no se
anula nunca.

¢Presenta algun punto de inflexion la grafica de la funcién de la cuestion anterior?

Precipitadamente podriamos responder que no hay puntos de inflexion porque la derivada segunda no se anula
nunca, como acabamos de estudiar en la actividad precedente. Pero nos estamos olvidando del punto de abscisa
x=1.

En el punto x = 1, no podemos usar la segunda derivada ya que, sencillamente, 7"(1) no existe. Tenemos que
recurrir a la definicion de punto de inflexion: punto cuya tangente a la grafica cruza a dicha gréfica, dejandola por
encima y por debajo (o por debajo y por encima) segun nos situemos a izquierda o derecha de dicho punto.

Latangente a A(11) eslarecta y —1=-1(x-1), es decir, y =-x+2:

1+ X2 -2x (x—1)?
X

Sio<x<1, f(x)=(-x+2) =l+x—2 = >0 : la curva esta por encima de la tangente.
b%

Six>1, FOX)=(=x+2)=-2x2 +3x+x-2=-2x2 +4x-2=-2(x2 —2x+1) = —2(x=1)% <0 : la curva esta por
debajo de la tangente. v \

La grafica lo aclara todo.

\A1,1)

uiy
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111. Si h> 0, ;qué es mayor: V1+h o 1+%h?

La funcion f(x) =+1+ Xx es derivable en (—1, +oo), asi pues verifica las hipétesis del teorema del valor medio en
[0, h] sih>0.Entonces f(h)-f(0)=h-f'(c) donde c(0,h).

f(h)-f(0)=v1+h -1

f‘(x)zé,porloque f'(c)= ! L

<_
21+ x 2J1+¢c 2

Entonces f(h)—f(0)<h%,es decir, \/1+h—1<%h,0, lo que lo mismo 1+ h <%h+‘| sih>0.

112. Si x >0, razona, usando la derivada, qué es mayor: e* o x2.

Veamos que f(x)=e* —x? es creciente en [0,+%) y como f(0)=1, resultard que si x>0, f(x)>f(0), es
decir, X —x%>1 por lo que e~ > x? . Para ver que f es creciente en [0,+oo), estudiemos su derivada
f'(x)=e*-2x.

f'(0)>0 ysix>0, e >ex (Basta observar que la recta y =ex es tangente en P(1,e) alacurva y =e*). Asi

2

pues e* >ex >2x, con lo que f'(x)=e*—-2x>0 en [0,+x) por lo que f(x)=e*—x* es creciente en dicho

intervalo.

Problemas

113. El precio de un diamante es proporcional al cuadrado de su peso. Demuestra que si partimos un diamante
en dos trozos, la depreciacion es maxima si lo partimos por la mitad.

Se supone que el peso es 1y p la constante de proporcionalidad del precio — cuadrado del peso.
Se nombran las variables: x es el peso de uno de los trozos e y el del otro.
Se relacionan las variables: x + y =1, portanto y =1 — x.

La funcién que se quiere maximizar es la depreciacion del diamante al cortarlo:
D(x)=pf - (px2 +p(1- x)z)) =p—-2px? +2px — p =—-2px* + 2px

Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x. Evidentemente, 0 < x <1, es decir, x se mueve en el
intervalo cerrado [0,1].

Se busca el maximo de D(x)=-2px*+2px en [0,1]. Su derivada, D'(x)=-4px +2p , se anula si x = %

Se compara:

D(0)=0 D(1)=0 D(%]zg

La depreciacion es maxima si el diamante se parte en dos trozos de igual peso.
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114.

115.

En un cono de radio R y altura h inscribimos un cono invertido con el vértice en el centro de la base.
Calcula las dimensiones del cono pequeio para que su volumen sea maximo

A

Se relacionan las variables: por semejanza de triangulos del cono y del cono invertido se observa que:

R h-Rrh-RE = ="EBZD
h h-h R

La funcion que se quiere minimizar es el volumen del cono pequefio:

2
nreh' ﬂigh(R r nh(szr)

V= , es decir, V(r) =
3 R 3R

Se busca el intervalo en el que se mueve la variable r. Evidentemente 0 < r < R, es decir, r se mueve en el intervalo
abierto (0, R).

Se busca el minimo de V(r)=%(Rr2—r3) en (O,R).
V'(r):%(ZRr—3r2)=0©2Rr—3r2 =0=r(2R-3r)=0, es decir, si r:%R o si r = 0 (no pertenece al

dominio).

Comparamos (habra que calcular limites ya que el intervalo es abierto):

V(ER):inth limV(r)=0 limV(r)=0
3 81 r—0 r-R
h(R —Rj
Las dimensiones del cono inscrito de volumen maximo son r :% y h'= h(l-'\;—r) = B = %h

. - 4
Y dicho volumen maximo son >7 del volumen del cono grande.

Dados los puntos A(0,3) y B(4,5), sefialamos un punto M en el eje X tal que sea minima la distancia
S =AM + MB . Obtén el punto M.

El punto buscado es M(x,0).

S=AM+MB=x?+32 +J(4—x)* +52 =/x? + 32 + /x? —8x+41.

S S 2x -8 __x 4-x
Ix2+9  2Ux2-8x+41 x2+9 x2-8x+41
S'=0=>_X - 4-x = xVx2—8x+41=(4—x)Vx*+9 = x*(x2 - 8x+41) = (4 - x)*(x* +9) =
Ix2+9  x2-8x+41
-6
:>2x2+9x+18:0:>x=_gj15=3
2
e 3
Solo verifica la  ecuacién solucion X:E' Como 0<x<4, vy f(0)=3+/41=94;

f(4)=5+18 =9,2; f J 4/12 =8,9; el minimo se alcanza para M(s Oj
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116. En un depésito que contenia 5000 000 L de agua se ha vertido accidentalmente una sustancia téxica
contaminando el agua. Si el agua se va renovando por agua limpia a razén de 2500 L/h, ¢cuanto tiempo
tardara en reducirse el nivel de contaminacién un 50 %?

Sea S(t) la funcion que da los litros de sustancia téxica que hay en el agua al cabo de t horas desde que se
realizé el vertido.

S'(t) = razoén de entrada de sustancia toxica — razén de salida de sustancia téxica. Como el vertido fue puntual,
todo lo que entra es agua limpia y la razén de entrada es 0.

S(t S(t
#2500 L/h, pues salen los mismos litros que entran y #
5000 000 5000 000

sustancia téxica por litro.

La razon de salida es es la cantidad de

' _t
Asi pues, S'(t) =%ét0), por tanto, Z((:)) = fﬁ, luego, InS(t) = —20100 t+C,porloque S(t)=ke 2000,

t
Sit=0, S(t)=k y se pregunta cuando S(t) es % se tiene que %:ke 2000 | |yego t=2000-In2 horas,

aproximadamente 1400 horas, es decir, 58 dias.
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117. Un hombre esta en un bote en un gran lago con forma rectangular a 1 km del punto A de la orilla mas
proxima. Quiere llegar al punto B de la orilla situado a m km. Si en su bote va a r km/h y a pie a v km/h, ¢en
qué punto C de la orilla debe dejar el bote para llegar a B lo mas rapido posible en cada uno de los
siguientes casos?

a) Sim=5km,r=15km/hyv=13 km/h.
b) Sim=2km, r=12km/hy v =13 km/h.
c) Sim=5km, r=12km/hyv=13 km/h.

Primero se resuelve el caso general. Se nombra la variable: x es la distancia AC.

Hay que considerar que la distancia PC que cubre a remo es igual a PC =1+ x2 .

La funciéon que se quiere minimizar es el tiempo empleado por el hombre para recorrer PC km remando a una
velocidad de r km/h y CB km a pie a una velocidad de v km/h.

V1+x2 +m—x_V\/1+x2 +r(m-x)

El tiempo empleado en realizar su trayecto es la funcion t(x) =

r v v
Se busca el intervalo en el que se mueve la variable x: [0,m].
1+ X2 -
Se busca el minimo de t(x):v Hxar(m-x) en [0,m].
v
[ 2 _ / 2 2
t'(x)= 2V1+ x e x —0eow-rVl+x* =0=>vx? =r2 +r’x* = x = —
v A1+ x2 ve-r

Ahora se estudia cada caso:
15

r
W22 132 157
minimo en un extremo del intervalo [0,5] : como t(5) < t(O) , el minimo se alcanza en x = 5, debe remar todo el

a) Sim=5,r=15yv=13 = x=

, por tanto, t'(x) nunca se anula'y t(x) alcanzara el

tiempo.
r 12

W2 -2 132122
que mirar en los extremos: ¢(2) < t(0), el minimo se alcanza en x = 2, debe remar todo el rato.

b) Sim=2,r=12yv=13 = x= =2,4 . Como 2,4 no pertenece al intervalo [0,2] habra

r _ 12
W2or? 132122

c) Sim=5r=12yv=13 = x= =2,4.Como t(2,4)<t(5)<t(0), debe dejar el bote a

2,4 km de A.

E@ Aplicaciones de las derivadas | Unidad 3 139



SOLUCIONARIO

Para profundizar

118.

119.
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. . .. .. a+x . .
Si a es un numero positivo, calcula el minimo de con x > 0. A partir del resultado obtenido,

Jax

demuestra que la media aritmética de dos numeros positivos es siempre mayor o igual que la media
geométrica.
Primero recuerda que la media geométrica de dos numeros es la raiz cuadrada de su producto.

a+x

Jax

Su derivada, después de simplificarla, es f'(x) =

Se considera la funcion f(x) = con x> 0.

1 x-a que se anula six=a
2Va xJ/x
Como para valores x menores que a, la funcion decrece (la derivada es negativa) y para valores x mayores que a,
la funcion crece (la derivada es positiva), entonces, en x = a esta su minimo absoluto.

a+a _a+x 2a _a+x a+x a+x
< =2< =>+ax <

oz Jax @ Aax o ax

Asi pues: f(a)<f(x) = para todo x > 0.

x?—x+k six<1

Dada la funcién f:R — R definida por: f(x) =1 sen(x—1)
——F six>1
X —

a) Halla el valor de k para que f sea continua en R.
b) ¢ Verifica flas hipdtesis del teorema del valor medio en [0, T+ 1] .

c) ¢Existe algiin nimero ¢ para el que f'(¢) coincida con la pendiente de la recta que une los puntos de la curva
de abscisas 0y nw+1?

a) Se impone la continuidad en x = 1, que es el Unico valor en el que puede haber conflictos:

lim £0 = lim (¢ — x4+ k) =k, lim £GO = tim SNV _ iy 003(1)“1) -1, fF(M =k .

x—1" x->1 x—->1" x—->1" X— x—1"

Para que f sea continua en x = 1 debe ser k= 1. Por tanto, si k=1 la funcién es continua en R.

x2—x+1 six<1

b) Yase havisto que f(x)=1sen(x-1) es continua en [O, n+1] .
—1 six>1
X_

Se ve ahora si es derivable en el abierto (O, n+1) .

2x-1 six<1
La derivada, salvo para x = 1, es: f'(x) = { (x—1)cos(x-1)—sen (x—1) Six o1
(x—1)?

lim f'(x) = lim (2x-1) =1

x—>1" x—>1"

(x=Dcos(x-1-sen(x-1) _ cos(x—1+(x-1(-sen(x-1)-cos(x-1 _

lim f'(x) = lim lim

x—1" x—>1" (x— 1)2 x—>1" 2(x-1)
. —sen(x-1) , L L ,

= lim ——=—==0. Asi pues, lim f'(x)# lim f'(x) y, por tanto, f no es derivable en x = 1 y no se cumplen
x—>1" x—>1" x->1t

las hipotesis del teorema del valor medio.

1

c) La recta que pasa por los puntos A(0,1) y B(n+1,0) tiene pendiente m = - 1
T+

Six<1, f'(x)=2x-1=-

, que es menor que 1. Por tanto, ¢ =

1 ox= ™ T
n+1 2(x+1) 2(n+1)
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120. Sea funa funcion que admite derivada segunda en todo R y tal que las rectas y =ax+b e y =cx+d con
a, b c y d no nulos, son tangentes a la grafica en los puntos de abscisas x =1 y x=-1 respectivamente.

Justifica si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones:
a) Sifes par, entonces a = —c.

b) Sia=c, entonces fes impar.

c) Sifes par, entonces b =d.

d) Sib=d, entonces f(1)=r(-1).

e) Siac <0, entonces existe x, en [-11] con f'(x,)=0.

Como la recta y = ax + b es la tangente en x = 1, se tiene que f(1)=a+b.
Como larecta y = cx + d es la tangente en x = -1, se tiene que f(—1) =-c+d.
a) Sifes par, se cumple que f(1)=f(-1), esdecira+b=—-c+d.

No necesariamente se cumple la igualdad a = —c.

b) Si a = ¢, entonces f(—1):—c+d=—a+d, y para que fuese impar, este valor deberia coincidir con
~f()=-a-b.

c) Sifes par, ya se ha visto que a + b =—c + d. De aqui no puede deducirse que b y d sean iguales.
d) Sib =d, entonces f(-1)=-c+d =-c+b, que no coincide necesariamente con f(1)=a+b.

e) Si ac < 0, significa que las pendientes de las tangentes son de distinto signo en x = -1y en x = 1. Como la
funcién es derivable dos veces, se sabe por el teorema de Bolzano, que existe x, en [—1,1] con f‘(xo) =0.
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Autoevaluacion

Comprueba qué has aprendido

1. Dibuja la grafica de y =f'(x) sabiendo que la graficade y =f(x) es la de la figura.

.Oliiiiilx

3x+3 si—-1<x<0
La funcién que nos muestran, f(x): f:[-1+0) >R  f(x)=1-2x+3 si0<x<1
1 six>1

I
3 si-1<x<0

Asique f'(x)=1-2 si0O<x<1 |, cuya gréfica es: 4
0 six>1

1
-

2. ¢Hay alguna funcion f, derivable en [0,2] talque 0<f'(x)<2 y f(0)=0y f(2)=57
Toda funcion derivable en [0,2] verifica, aplicando el teorema del valor medio que f(2)-f(0)=2f'(c) siendo ¢

numero de (0,2). En el caso nuestro f(2)-f(0)=5 y como f'(x)<2 en (0,2), no es posible que 5=2f'(c).
Asi pues no hay ninguna funcién con las condiciones pedidas.

3. Encuentra todos los maximos y minimos de la funcién:
e six<0
f(x)= {

vx+1 six>0

fes continua en R pues lim f(x)=1= lim f(x)=f(0) y en los demas puntos es obviamente continua.

x—0" x—0*
-7 six<0
f'(x)= 1 . con lo que f no es derivable en x = 0 pues es continua y lim f'(x)=-1y
six>0 x—0"
2N x +1
. , 1
lim £ (x):E.

Pero la funcién no tiene maximos pero si presenta un minimo en x = 0.

\ Y

\

uty
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4,

Calcula el perimetro del triangulo de mayor area que puede formarse en el primer cuadrante, con el eje X,

el eje Yy una tangente a la graficade y =e™.

La tangente en P(c, e’c) es larecta y—e°=-e°(x—c) que corta a los ejes en los puntos A(O, e’ (c+1)) y
B(c+10) . Asi que el area del tridangulo OAB es f(c)= %(c +1)%eC.
Obsérvese que si ¢ = -1, la tangente seria larecta y—e = —e(x+ 1) , Y

es decir, y =—ex por lo que si ¢ < -1, la tangente en P(c,e’c)

Asi pues para que el triangulo en cuestién esté en el primer cuadrante,

B X

¢ debe verificar -1<c<o.

cortaria al eje de abscisas en un punto de abscisa negativa. \
A
0

Encontremos, pues, el maximo de f(c) = %(c + 1)2 6™ en (—1+w0).

f'(c) =%[2(c+1)e’° —(c+1)2 e’CJ =%(c+1)e’c [2-c-1]=0

Sic=-1,¢c=1, limf(c)=0, asi que el maximo del drea es f(1) y el perimetro de OA + OB + AB es

c—>-1

26+ 2+ 4e‘2+4:2-(6‘1+1+\/e‘2+1).

Determina si tiene algun punto de inflexion la grafica de:

f(x)= 3e’((x2 —4x+ 5)

Veamos si f"(x) se anula alguna vez.

f'(x) =3¢ (x* —4x +5)+3e* (2x - 4) = 36" (x* - 2x + 1) = 3" (x - 1)°

£"(x) = 36 (x =1 +3e*2(x - 1) = 3e* (x —1)(x +1)
f'(x)=0=3e*(x-1)(x+1)=0= x=1yx=—1

Six<-1, f"(x)>0. Si-1<x<1, f"(x)<0. Six>1, f"(x)>0.

Por tanto, en A(—1,f(—1)) hay punto de inflexion y en B(1,f(1)) también.

Estudia la concavidad de la funcioén:

f(x)=ix4—1x3—3x2+2x+3
12 6

X X2

La funcién es continua en todo R porque es polindmica. Su primera derivada es f'(X) = ?—7— 6x+2.

Su segunda derivada es f"(x)=x2 - x—-6=(x+2)(x—3) yseanulasix=-2ysix=3.

Estudiando el signo de esta segunda derivada en los intervalos (—w,-2), (-2,3) y (3, +%), concluimos:
La funcion es céncava hacia arriba en (—,-2) U (3,+) . La funcion es céncava hacia abajo en (-2, 3) .

Tiene dos puntos de inflexion: A(-2,f(-2)) y B(3,f(3)).
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7. Justifica que, si ay b son numeros positivos, la ecuacion x3 + ax? = b sélo tiene una solucién positiva.

Consideremos el polinomio P(x) = x® + ax? — b . Nos piden justificar que P(x) sélo tiene una raiz positiva.

P(0)=-b<0y lim P(x)=+x,asique P(x) tiene al menos una raiz positiva, por el teorema de Bolzano.

X—>+0

Por otra parte, P'(x)=3x*+2ax >0 si x> 0. Asi pues P(x) es creciente si x > 0y, por tanto, P(x) solo tiene
una raiz positiva.

8. Dada la funcién f(x)=\/—x2 —x+2 comprueba si se puede aplicar el teorema del valor medio en el
intervalo [-2,0] y en caso afirmativo, halla el valor de ¢ €[-2,0] al que se refiere el teorema.

La funcion es continua en [-2,0] y derivable en (-2,0). Notese que —x* — x +2=—(x +2)(x-1) no es negativo

en (-21).

f(0)-f(-2 -
El teorema del valor medio nos asegura que existe un nimero c tal que f'(c)= (0) ( (2) ) = \/52 0 :g. Por
otra parte, f'(x) S Sl B f'(c)= 201

2N-x? - x+2 2\/—02—c+2-

Ya se puede calcular c:

— —_ 2
#:gz(—20—1)2:(\/§\/—62—c+2) = 4c? 414 4c =207 —2c+ 4= 62 +6c—-3=0
2N-c“-c+2

&)

14—

Cuya solucién vélida es ¢ = 2

=137 ¢(-2,0).

9. Como sabes, Iin})xzsen1=0 y Iin}’senx =0. Pero, ¢puedes aplicar la regla de L’Hopital al calculo de
X— X xX—>

1
x%sen—

lim——X 2 Calcula dicho limite.

x>0 senx

2 1
x“sen— 0
Obviamente lim ——X presenta una indeterminacion del tipo ) pero si estudiamos el limite del cociente de las
x>0 senx
1 1
2xsen— — cos—

derivadas tendriamos Iimo# que no existe pues existe el limite del denominador (y no es cero) pero
x—> COS X
. . . 1 . 1 .
no existe el limite del numerador pues lim 2xsen— =0 pero lim cos— no existe.
x—0 X x—0 X

2 1 1
Xx“sen—  xsen—
X X

Asi pues no se puede aplicar el teorema de L’'Hépital al calculo de dicho limite pero poniendo = y
senx senx
X
observando que lim xsenl =0y lim senx =1, el limite pedido es 0 =0.
x—0 X x—0 X 1

144 Unidad 3| Aplicaciones de las derivadas @@



SOLUCIONARIO

10. Razona si se puede aplicar el teorema del valor medio a la funcién:

f(x)=|cos x| en [-=,x]
f:[-mn] > R con f(x)=|cosx| la podemos escribir como:

. T
—COSX Si—-T<X<——
2
. T T
f(x)=<cosx si-SSx<o .

. T
—COSX Si—<x<m
2
. . . . T . T
f es obviamente continua en [-m, 7], por serlo y = cos x € y = |x| pero no es derivable nien —— nien — pues

. T
senx SI—TESX<—E

f'(x)=<-senx si—g<x<% porloque lim f'(x)=-1y lim f'(x)=1.
Xt —
2 2

. T
senx SIE<XSTC

Anélogamente, lim f'(x)=-1y lim_ f'(x)=1. Luego, no se puede aplicar.
x—>Z x—>Z
2 2

Relaciona y contesta

Elige la unica respuesta correcta en cada caso

1. Sean fy g funciones derivables tales que f'(x)=g'(x) para todo x real. Indica qué condicién de las
siguientes debemos aiiadir para concluir que f(x)=g(x) para todo x real.

A. f"(x)=g"(x) para todo x real. C. fy g son funciones continuas.
B. f(0)=g(0). D. No hace falta ninguna condicién adicional.

La opcién correcta es B. Al ser f'(x)=g'(x), f(x)=g(x)+c, por lo que si f(0)=g(0),entonces ¢=0 vy
f(x)=9g(x).

2. Una recta que pasa por el punto P(—1,0) es tangente a la curva y = x — x° en otro punto Q distinto de P.
La suma de las coordenadas de Q es:

A. 1 B.Z C.g D.g
8 4 8

El punto Q tendra de coordenadas (a,a - a3) con a=—1. Como la recta en cuestion pasa por Py Q, su pendiente
3

es y, al ser tangente en Q, dicha pendiente es el valor de la derivada en a, es decir, 1 — 3a°.

a+1

_g a(1—a2) , 1
; =1-3a?, de donde 71:1—3a2, 2a°+a-1=0y a=-, a=-1, de donde Q es el punto
a+

Asi pues, a

de abscisa % y ordenada % , por lo que la suma de sus coordenadas es % y la respuesta es B.
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Sea la funcién definidaen R, f(x)= LX
e
A, lim f(x)=1. C. ftiene un maximo absoluto en R .
X—>+0
B. fno es derivable en x=0. D. ftiene un punto de inflexién para x < 0.

f(x) es una funcion continua, con asintota horizontal y = 0 pues lim f(x)=0y lim f(x)=—-x, que pasa por el
X—>+00 X—>—0
e’ -xe* 1-x . i ini
=——, =~ se anula solo en x = 1, lo que nos lleva a afirmar que la Unica

origen y su derivada f'(x)
e e

respuesta correcta es C.

X-2

Ademas f"(x)=-==<0 V x<0, luego D es falsa.

e

Seiala, en cada caso, las respuestas correctas

4,
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Se tiene la funcién f(x) = x - %senx .

A. festa acotada inferiormente en R . C. ftiene al menos unceroen R.

B. festa acotada superiormente en R. D. ftiene un Unico ceroen R.

X—>+0 X——0

Las afirmaciones A y B son falsas pues |im (x —%sen x] =+0 y lim [x —%sen xj =—w

Al tratarse de una funcién continua, las observaciones anteriores sobre los limites en +« y en —» nos llevan a
afirmar que C es verdadera y como la derivada no se anula nunca, sigue que D es también verdadera.

La funcién definida sobre R, f(x)= xe?* —1 satisface:

[ _ 2X . _
A. Paratodoxde R, f'(x)=(x+1)e C. Xll)njwf(x)_ 0
B. lim f(x)=+x D. fes creciente en (—1,+ooj.
X—>+00 2

f'(x) =€ +2xe* = (1+2x)e*, por lo que A es falsa.

Como f(x)= xe?* -1, lim f(x) =+ y, por tanto, B es verdadera.

X—>+0

Por otra parte, lim (xezx —1) = lim xe?** —1=-1y C es falsa.

X—>—0 X—>—0

Si x> —%, f'(x)>0, por lo que D es verdadera.
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Elige la relacién correcta entre las dos afirmaciones dadas

6.

Sea f(x)=x*+ax?+bx +c, donde a, by ¢ son nimeros reales.

1. La grafica de f corta 3 veces al eje horizontal.

2. a*>3b.
A1 2 C. 2= 1pero1 = 2.
B. 1= 2pero2 = 1 D. 1y 2 se excluyen entre si.

La derivada de fes f'(x)=3x* +2ax +b.
Si se verifica 1 su derivada se anula dos veces, por lo que el discriminante de la ecuacion de 2.° grado f'(x) =0,
es decir 4a® —12b debera ser positivo, asi que a® > 3b y se verifica 2, por lo que 1 = 2.

Pero 2 = 1, pues 2 quiere decir que la derivada se anula 2 veces, pero eso no implica que la cubica corte 3
veces al eje X, como indica, por ejemplo la funcion f(x) = x® +2x% + x +1000 . Asi que la respuesta es B.

Seiala el dato innecesario para contestar

7.

Para calcular la diferencia entre el maximo y el minimo de f(x)=ax?+bx+c en el intervalo [0,k] se
tienen los siguientes datos:

El valor de ¢
El valor de k

1. Elvalorde a
El valor de b

Puede eliminarse el dato 3.

O o0 &> e

2.
A. Puede eliminarse el dato 1.
B.

Puede eliminarse el dato 2. Puede eliminarse el dato 4.

Para hallar la diferencia entre el maximo y el minimo de f(x) [0,k] es necesario encontrar f(x,)—f(x,) siendo
X, la abscisa del maximo y x, la abscisa del minimo. Asi pues, habra que hallar ax? + bx, +c—ax? —bx, —c , €s

decir, a(x02 - x12)+ b(x, — X,) . Para hacer ese célculo no tenemos que conocer el valor de ¢ y como para hallar

. . —-b .
X, Y X; que son, o valores que anulan la derivada, es decir, P 0 los extremos, 0 y k, del intervalo, tampoco
a

influye el valor de c, tenemos que puede eliminarse el dato 3 y la respuesta es C.
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