EvAU lJulio 2019 Matemdticas Il en Navarra I.E.S. Vicente Medina (Archena)

U na Evaluacion del Bachillerato para el Acceso a la Universidad
p CURSO: 2018-2019

Universidad Fkbica ce Navarra
Mafaroake Uninertsitas Puikog

ASIGNATURA: MATEMATICAS Il

Realiza una de las opciones, Ao B

OPCION A

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y
resuélvelo en los casos en que es compatible:

(a+1)x—y+(1-a)z=a+1
(—a—l)x+(a+1)y+(a2+a—2)z:—1 (3 puntos)
(a+1)x—(a+1)y+(1-a*)z=0
A2) Los puntos A = (2, -3,2) y B = (0, 1, -2) determinan el lado desigual de un tridngulo isésceles
Xx-3 y-4 _z-4

-1 -2
sabiendo que el rea del triangulo vale 18 u? (2 puntos)

que tiene su tercer vértice en la recta de ecuacion r = . Calcula este vértice

A3) Demuestra que existe o €(1,e) tal que f'(a)=e+1, siendo

e
f(x)=(x+ex—e)x
Menciona los resultados tedricos empleados Y justifica su uso. (2 puntos)

A4) Encuentra los tres puntos en que se cortan las graficas de las funciones f (x)=1+cos x y
—2x?
72_2

g(x) = +2 . Calcula el &rea de la region del plano encerrada entre ambas gréficas. (3 puntos).
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OPCION B

B1) Calcula los valores del pardmetro t para que se cumpla la condicién |A-B|=|A+B| , siendo Ay
B las siguientes matrices:

0 0 t-1 t 0 0
A=| 0 -t t |yB=|t+l t t+1
t+1 1-t 1 1 t-1 t+1

(2 puntos)

B2) Calcula la ecuacion continua de la recta t sabiendo que pasa por el punto P = (1,-2, -1) y que
corta a las siguientes rectas:

r

Yy S

—-X+y—-z-1=0 _Xx=3_y-1 z+1
3y-2z+3=0 0 1 -1

(3 puntos)

B3) Calcula el valor del pardmetro real a para que la siguiente funcion sea continua en todo R :
log(x*+9) x<1

f (X) = COSLX
2

—=— x>1
a-(1-x)
(2 puntos)
B4) Demuestra que la siguiente funcién tiene un maximo relativo en el intervalo (-1, 0) :
f (x)=cos(7x)-In(x* —3x+2)
Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso. (3 puntos)
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SOLUCIONES
OPCION A

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que es compatible:

(a+l)x—y+(1-a)z=a+1
(-a-1)x+(a+1)y+(a*+a-2)z=

(3 puntos)
(a+1)x—(a+1)y+(1-a°)z=0
La matriz de coeficientes asociada al sistema es:
a+l -1 l1-a
A=|-a-1 a+1 a’+a-2|con determinante
a+l -a-1 1-a?
a+l -1 l-a 1 -1 l-a
|Al=|-(a+1) a+l a’+a-2/=(a+l)|-1 a+l a*+a-2|=
a+l -a-1 1-a’ 1 -a-1 1-a°
1 1-a 1 -1 -1
=(a+1)-1 a+l (a-1)(a+2)=(a+l)(a-1)|-1 a+l a+2 |=
1 -a-1 (1-a)(l+a) 1 -a-1 —(1+a)
1 -1 -1
={Sumamos a la 3*filala 22} = (a+1)(a—-1)|-1 a+1 a+2|=
0 0 1
a+1l -1 l-a 1 -1 l-a
=(a+1l)(a-1)(a+1-1)=|A|]=|-(a+1) a+1 a*+a-2|=(a+1l)-1 a+l a’+a-2|=
a+l -a-1 1-a° 1 -a-1 1-a°
1 -1 1-a 1 -1 -1
=(a+1)-1 a+1l (a-1)(a+2)=(a+l)(a-1)|-1 a+l a+2 |=
1 -a-1 (1-a)(l+a) 1 -a-1 —(1+a)
1 -1 -1
={Sumamos a la 3*filala 2} =(a+1)(a-1)|-1 a+1 a+2/=
0 0 1

=(a+1)(a-1)(a+1-1)=(a+1)(a-1)a

Si lo igualamos a cero.
a=0
|Al=0=(a+1)(a-1l)a=0=4a=-1
a=1
Estudiemos los cuatro casos diferentes.
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CASO 1l a=0,a=lya=-1.

En este caso el rango de la matriz de los coeficientes es 3 al igual que el de la matriz ampliada e
igual que el nimero de incognitas. El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO. Tiene una
Unica solucion.

Utilizando la regla de Cramer las soluciones son:

a+l -1 l-a a+l -1 -1 a+l -1 -1
-1 a+l a’+a-2 (a<y)|-1 a+l a+2| [-1 a+l a+2
. 0 -a-1 1-a° _ 0 -a-1 -a-1 |0 -a-1 -a-1
A (a+l)Na (a+l)a
a+l -1 -1 a+l -1 -1
N -1 a+1 a+2| |-1 a+1 a+2
. o -1 -1} jo -1 -4 :—a2—2a—1—1+1+a2+3a+2
Na a a
a+l
~a
a+l a+l l-a 1 a+l l1-a
—a-1 -1 (a-1)(a+2) (a+T)|-1 -1 (a-1)(a+2)
a+l 0 (1-a)(a+1) 1 0 (1-a)(a+)
’ A (2+T] (a-1)a
1 a+l -1 1 a+1 -1

(-1 -1 (a+2)| |1 -1 (a+2)

1 0 —(a+l) |1 0 —(a+l) a+l+a’+3a+2-1-a’-2a-1

Y= Ma - a a

_2a+l

- a
a+l -1 a+l 1 -1 a+l |1 -1 a+
—a-1 a+l -1 (@)1 a+l -1| -1 a+1 -1
a+l -a-1 O 1 -a-1 0 1 -a-1 O

A T Taelj(a-ha  (a-la
Z:1+§<+2§+1—é<—2§—1—a—1_ Y -1

(a-1)a (a-1)a a-1

1
71=—+r
1-a

CASO 2. a=0.
El sistema queda
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X-y+z=1
—X+Y—22=-1 Este sistema es incompatible. La 12 y la 32 ecuacion tienen igual el primer
X-y+z=0

miembro y diferente el 2°.

CASO 3. a=1.
El sistema queda

2X—y =2 2X—y =2
—2X+2y =-1=12X-2y =1 vuelve a ser un sistema incompatible, la 22 y 32 ecuacion no se
2x—-2y =0 2x—-2y =0

pueden cumplir al mismo tiempo.

CASO 4. a=-1
El sistema queda

-y+2z=0 [-y+2z=0

21=-1 = 1 =-y+1=0=|y=1
z==
0=0 2

El sistema es compatible indeterminado. La soluciéones x=t, y=1, z=0,5.

A2) Los puntos A = (2,-3,2) y B = (0, 1, -2) determinan el lado desigual de un tridngulo isdsceles

Xx-3 y-4 z-4
-1 -2

sabiendo que el 4rea del triangulo vale 18 u? (2 puntos)

que tiene su tercer vértice en la recta de ecuacion r = . Calcula este vértice

La recta r tiene ecuaciones paramétricas:
x=3+2t
r=qy=4-t
2=4-2t
El tercer vértice esta en la recta y tiene coordenadas C = (3 +2t, 4—t, 4—2t)
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El vector AB=(0,1,-2)—(2,-3,2)=(~2,4,-4).
La longitud de la base es ‘@‘ =4+16+16 = \/% =6 .

El punto medio del segmento AB es P = (01-2)+(2-32) = (2’_22’0) =(1-1,0) .

2
La altura del triangulo es el médulo del vector que une P con C.

[PC|=|(3+2t, 4-t, 4-2t)-(1,-1,0)|=|(2+2t,5-t,4-2t)|= J(2+2tY +(5-t) +(4-2t)
[PC|= V44" +8t+25+1” 10t +16 +4t* ~16t = \/9t* ~18t + 45

Como el area del triangulo es 18 se cumple:

_ Base - altura  6-y9t* —18t +45
2

18

2
36 = 6/9t? —18t + 45
6 =+/9t2 —18t + 45

36=9t>—18t+45
ot> —18t+9=0

t2—2t+l:0:>t:¥:l

El punto C es
C=(3+2t, 4-t, 4—2t)}
=

C=(532)

t=1

A3) Demuestra que existe o €(1,e) tal que f (a)=e+1, siendo
e
f(x)=(x+ex—e)x

Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso. (2 puntos)

La funcion es continua en el intervalo [1,e] y derivable en (1,e), siendo su derivada:

f(x):(x+ex—e)§ =In f(x)= In(x+ex—e)§ = In f(x)=§ln(x+ex—e)

Derivamos

m=—£2|n(x+ex_e)_|_g:I"'_—e

f(x) X X X+ex—e

F(x)= f(X)[—%In(X+ex—e)+El+—e}
X X X+ex—e

X X X+ex—e

e

=1 f(e)=(e+e’—e) =¢’

f '(x):(x+ex—e)i{

—%In(x+ex—e)+31+—e}

o

Calculamos f (1) =(1+e—e)
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La pendiente de la recta que une el punto (1,1) con el punto (e, %) es

¢o1 (a1 (e+)
e-1  e-1

pendiente = =e+1

1 o e

Segun el teorema de Rolle, existe un valor o €(1,e)tal que f "(a)= w .

Es decir, existe un valor « €(Le) tal que f "(a)= Llf(l) =1+e
e_

A4) Encuentra los tres puntos en que se cortan las graficas de las funciones f (x) =1+CcOsS X Y

2
g(x) = 22( +2. Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas gréaficas. (3 puntos).
T

2 2
) +2=C0S X = >
T T

f(x)=g(x)=1+cos x = +1

., 0 .
Por tanteo, comprobamos que x =0 cumple la ecuacién, pues cos 0=— +1. Es cierto.
T

2

., —Z4TT .
También se cumple para x =7 pues cosz=——+1=-2+1=-1. Es cierto.
T

27

2
T

+1=-2+1=-1. Escierto.

También se cumple para x =—z pues cos(—r)=

El area se calcula hallando el valor de la integral definida de la diferencia de las dos funciones entre
x=-z'y X=0 yde laintegral definidaentre x=0 y x= . Luego se suman sus valores absolutos.

0 _9y? 0 2 0 2 3 0
Il+cos x—( 2)2( +2de: j1+cos x+212—2dx:jcos x+2i2—1dx:[senx+§i2—x} =
T -

T T T

- - -

:{sen0+l2—o}{sen(—7r)+ 2(_72)3 —(—ﬂ):lzz—ﬂ}—ﬂ'ZEﬂ'—ﬂ'z—%ﬂ'

3z

s _ 2 T 2 3 T
'|.1+cos X — 22( +2 dx:jcos x+212—1dx: senx+2—X2—x =
0 7 0 T 372' 0

3
=|:Sen72'+2—7[2—7l':|—|:sen0+i2—0

} 278 2 1
3z 3

=T =—T—T=—=T
3

3r? 3
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El area de la region que nos piden calcular es

2

P
-2 e

2
T j/f
!

o

P
s @ ﬁ (x)=1+cos x

g(x)=

0:5

1
=z
3

—+

=z
3

1
=—r+—-r=
3 3

2
-7
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OPCION B

B1) Calcula los valores del pardmetro t para que se cumpla la condicién |A-B|=|A+B| , siendo Ay
B las siguientes matrices:

0 0 t-1 t 0 0
A=l 0 -t t |yB=lt+1 t t+1
t+1 1-t 1 1 t-1 t+1
(2 puntos)
Calculemos la suma de las matrices y su producto.
0 0 t-1)(t 0 O t-1 (t-1°  (t-1)(t+2)
A-B=| 0 -t t |[t+1 t t+l]|=| —t°-t+t 2 +tP -t P —t+tP 4+t

t+1 1-t 1 1 t-1 t+1 tPHt+1-t2+1 t—t?+t-1 1-t*’+t+1

t-1  (t-1"  (t-1)(t+1)
A-B=| —t? —t 0
t+2 —t?4+2t-1 —t>+t+2

0 0 t-1 t 0 0 t 0 t-1
A+B=| O —t t [+|t+1 t t+1l(=|t+1 0 2t+1
t+1 1-t 1 1 t-1 t+1 t+2 0 t+2

Calculamos los determinantes del producto y de la suma.
El determinante de A+B es 0 ya que la columna segunda es todo ceros.
El determinante de A - B es:

t-1  (t-1)°  (t-1)(t+2)
|A-B|=|-t —t 0 =

{Saco factor comun en 12 fila (t -1)} ~
t+2 —t*+2t-1 —t*+t+2

y en 22 fila (t)

1 t-1 t+1
=(t-1)t| -t -1 0 = {Saco factor comdn en 3? columna (t+1)} =
t+2 —t?+2t-1 —t°+t+2
1 t—1 1
— (t=1)t(t+1)[ -t -1 0 [=(t-2)t(t+1)(t-2+F ~2t" +t+t+2- ¢ +3C - 21)

t+2 -t +2t-1 -t+2
|A-B|=(t-1)t(t+1)(t* +t)=(t-1)t(t+1)t(t+1)
Entonces

t=1
|AB|=|A+B|= (t-1)t(t+1)t(t+1)=0=|1t=0
=-1
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B2) Calcula la ecuacién continua de la recta t sabiendo que pasa por el punto P = (1,-2, -1) y que
corta a las siguientes rectas:

‘e —x+y—z—1:OyS:x—3_y—1_z+1
~|3y-2z+3=0 0 1 -1

(3 puntos)

Hallemos la ecuacion del plano m que contiene a la recta r y el punto P. Después la ecuacion del
plano " que contiene a la recta s y el punto P. La recta t es la definida por ambos planos.

= a(x+y—-2-1)+b(3y—22+3)=0
r=a(-x+y-z-1)+b(3y-2z+3) = a(-1-2+1-1)+b(-6+2+3)=0
P(L-2-1)ex

-3a-b=0=b=-3a

El plano Tt tiene ecuacion:
r=a(-x+y-z-1)-3a(3y-2z+3)=0=(—x+y-z-1)-3(3y-2z+3)=0

r=-X-8y+5z-10=0

El plano " pasa por P = (1,-2, —1) y tiene como vector director u = (01-1) y
AP =(1,-2,-1)-(31 -1)=(-2, -3,0 ), siendo A(3,1,-1) un punto de la rectas.

P(L-2-1)er x-1 y+2 z+1
u=(01-1) (=2=0 1 -1|=0
AP =(-2,-3,0) -2 3 0

2y+4+22+2-3x+3=0
7=-3X+2y+2z2+9=0

La recta t es la definida por la interseccion de los planos:
T=-X-8y+5z-10=0
7'=-3X+2y+2z2+9=0

Ya esta resuelto el problema, pero nos tomamos la molestia de obtener su ecuacion continua.
-X—-8y+5z-10=0
—-3X+2y+22+9=0

El vector director de larecta t = } es el producto vectorial de los normales de

cada plano que la definen.

] Kk
Vv, =|-1 -8 5|=-16i-15]—2k —24k +2 j—10i = —26i —13j — 26k
3 2 2

v, =(~26,-13,-26)

Reduciendo las coordenadas del vector dividiendo por —13, podemos tomar como vector director de
la recta v, =(2,1,2)

Un punto de la recta se puede tomar el punto P(1,-2,-1).
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x-1 y+2 z+1
2 1 2

La ecuacion de la recta t es

OTRA MANERA DE RESOLVERLO

Veamos cual es la posicion relativa de las rectas r y s.
—-X+y—-z-1=0

es el producto vectorial de los normales de
3y—2z+3=0

El vector director de la recta r E{

cada plano que la definen.

i j kK
V=1 1 -1=-2i-3k-2j+3i=i-2j-3k=(1-2,-3)
0 3 -2

Y el vector director de la recta s es v, = (0,1,-1)
¢Son paralelas o coincidentes? ¢Son las coordenadas de los vectores directores proporcionales?

v, =(1,-2,-3 1 -2 _
_ ( ) =>i—=—= —3?, la respuesta es que no son ciertas las igualdades y las rectas
v, =(0,1,-1) 0 1 -1

solo pueden ser secantes o se cruzan.
Averigliemos un punto de la rectar.

—X+y-2z-1=0
r= -X+y-1=0 -X+y-1=0
3y-2z+3=0 ;= =
0 3y+3=0 y=-1
=

El punto de larectar es P, =(—2,-1,0)

= -X-1-1=0=>x=-2

Un punto de s puede ser P, = (3, 1, —1)
El vector Pr PS = (31 11 _1) - (_21 _11 O) = (51 21 _1)
Calculemos el producto mixto de los vectores v, =(1,-2,-3), v, =(0,1,-1) y P, P, =(5,2,-1).

1 -2 -3
0 1 -1=-1+10+15+2=26=0
5 2 -1

Las rectas se cruzan.

Pasamos las ecuaciones de las rectas a paramétricas y obtengamos las coordenadas de un punto
cualquiera de cada una de las rectas.
La ecuacion de la rectar es

P, =(~2,-1,0) X=-2+t
- r=qy=-1-2t=0Q, =(-2+t,-1-2t,-3t)
v, =(1,-2,-3) I

Y la ecuacion de la recta s es
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El vector director de la recta t debe pasar por un punto de r y otro de s. Por lo que los vectores PQ,

y PQ, deben tener coordenadas proporcionales.

PQ, =(-2+t,-1-2t,-3t)—(L,-2,-1)=(-3+1t,1-2t,1-3t)| _34+t 1-2t 1-3t
. s = = =
PQ, =(31+t,-1-t)—(1,-2,-1)=(2,3+t,~t) 2 3+t

3+t 1-2t
2 “aer|  (3r0(E+1)=2(-2)

} —9-3t'+3t+tt'=2-4t =3t +t'=11-T7t

= ., 2 =, 2
34t 1-8t|  r(3+t)=2(1-3t) | t="2O ———
= -3+t -3+t
2 —t
. 11-7t
t(-3+t)=11-7t =
(=3+1) S| et 2+t
_2 46t = = =11-7t=-2+6t
= te -2+ 6t -3+t -3+t

—t-6t=-2-11=-13t=-13=>t=1

Para t =1 el vector director de la recta t es

v, = PQ, =(—3+t,1—2t,1—3t)}:MTI_(_Z’_L_Z)

t=1

La recta t tiene ecuacion:
\7t=(—2,—1,—2)}:>t: x-1_y+2 _z+1
P=(1,-2, -1) 2 -1 -2

B3) Calcula el valor del parametro real a para que la siguiente funcién sea continua en todo R :
log(x*+9) x<1

f() =1 cos™X
2

—s 1
a(l-x)

(2 puntos)

Para que sea continua en todo R debe de serlo en x = 1. Para ello se deben cumplir:
e Existe f(1)=log(1*+9)=log10=1

e Existe lim f(x)=limlog(x* +9)=logl0=1

x—1" x—1
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e Existe lim f(x) =

x—1

X T
COs— cos_
=lim 2 __ 2_ —~ — Indeterminacion (aplico L"Hépital)=
o' a-(1-x) a-(1-1) 0
T TX T T T
- sen—- ——sen_  ——
im—2 2 __ 2" 2__2_7%
X1 —a —-a -a 2a

. T T
e Los tres valores son iguales. 2a =l=>r=2a=|a= 2
a

B4) Demuestra que la siguiente funcion tiene un maximo relativo en el intervalo (-1, 0):
f (x)=cos(x)-In(x* -3x+2)

Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso. (3 puntos)

La derivada de f (x)=cos(7x)-In(x*—3x+2) es

2X—3
(%) = — In(x2—3x+2 A
(x) =—zsen(zx)-In(x* —3x+2)+cos(7x) R
: 2x—-3
Resolver | on f(x)=0= - In(x*=3x+2 ——=0
esolver la ecuacion f (x)=0=>—msen(zx)-In(x* —3x+2)+cos(zx) R

Y esta ecuacion es demasiado compleja.
Acudamos al teorema de Bolzano. La funcion f “(x) es continua en el intervalo (-1, 0), pues el

denominador se anulaen x =1y x = 2, que no pertenecen al intervalo.

En los extremos del intervalo (-1, 0) la derivada vale

—2-3 -5 5
f'(~1)=—zsen(-z) - In(1+3+2 —z) 2 = 2250
(-1)=—zsen(—x)-In(1+3+2)+cos(-x) To3:2- 66
Y
£ °(0) =—sen(0)-In(02 ~0+2) +cos(0) - 2 —>— = =2 <0
0°-0+2 2

Por lo tanto existe un punto donde la funcién f “(x) se anula. Este seria un punto critico de la
funcion f(x) y como la derivada pasa de positiva (crece f(x)) a negativa (decrece f(x)), entonces
debe de ser un maximo relativo.
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