JUNIODE 2018. PROBLEMAAL.
Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y re-
suélvelo en los casos en que es compatible:

x+2y=1
x+(@a+4)y+(a+1)z=0 (3 PunTO3
-(a+2)y +(a 2+3at+2)z=at+4

Aplicamos el método de Gauss:

1 2 0 1 1 2 0 1 1 2 0 1
1 at+4 atl | 0 |0 a+2 atl |-1 [2|0 a+2 a+l |1 |3
0 -(a+2) a2?+3at+2|atd 0 -(a+2) a2+3at+2|at4 0 0 a?+4a+3|at+3
a+t2=0 = a=-2
B _ A4 _+\/16-12 _-4+2 [a=-1
a’+4a+3=0 = a= > =—> —{a:_g
Estudiamos los distintos casos:
1°) Si a=-3, el sistema es compatible indeterminado y la solucién
depende de un parametro:
[é _12 _20 _11J {x+2y:1 N {x:1-2y:1-2+4z:-1+4z ;i-ll_;rﬂraa
0 0 ol o -y-2z=-1 y=1-2z e,
29 Sia=-2, el sistema es incompatible:
1 2 0|1 1 2 0|1
0 0-1[-1(21]0 0-1]1
0 0-1]1 0 0 0] 2
39 Sia=-1, el sistema es incompatible:
1 2 0|1
0 1 0|1
0 0 0] 2
49 En los demas casos el sistema es compatible determ inado:
@2y 1)x+21y=1} a+3 1
atZ)y+(at+l)z=- = z= = = 7237 = @2y =-1-(atl)z =
(a+3)(a+1)z=a+3 (a+3)(at+l) a+l

1 -2 -2 4
=-1 ~(@t+l): FT=-1-1 =-2 = y= 75| =>x=1-2y=1-2- Gz =l+55=

_at2+4 _a+b6
~Tav2 ™ | a2

1 2afqaf,

2 3af+2sf,

3 Como no se puede dividir por cero, tenemos que cal cular los valores del parametro que
anulan los coeficientes de las incognitas que despe jaremos luego (caso 4°).

4 3af.09f,



JUNIODE 2018. PROBLEMAAZ.

Sean los puntos P(7,4,2), Q(1,2,-2) y R(2,1,-3). Un o de ellos es el centro de un rombo, y
los otros dos, dos vértices. Halla los otros dos vé rtices restantes. (2 PunTto$

Calculamos los vectores:
[PQ=(62-4),[PR  1=(5-3-5)y[QR 1= -1,-1)
Es facil ver que [PQ _>] y [QR_>] son ortogonales:
[PQ-[QR ]=-6+2+4=0

Por tanto, Q es el centro del rombo:

R(2,1,-3)
P(7,4,2) T
S
Si S(x,y,2), como Q(1,2,-2) es el punto medio del s egmento RS:
+ + -3+
X g WY, B2 5 L x=0,y=3, z=1 — 5(0,3,-1)
2 2 2
Si T(x,y,z), como Q(1,2,-2) es el punto medio del s egmento PT:
+ + +
TXoq, BVop 2o o x=5,y=0,2=6 = T(-5,0,-6)



JUNIODE 2018. PROBLEMAAS.

Calcula las siguientes integrales indefinidas:

sen(2x) @

fems@x) -sen(3x)-dx T+cos 2(2%) -dx PUNTO$

a)

e . sen(3x)-  dx =" - %.fet. dt=2 - % et +C= .- % eCos(3) 4
Comprobacion:
[_ % oC0S(3X) j _. % e . (cos(3x) ) =- % e . (3. sen(3x) ) =
=e%S(®) . sen(3x)

b)

sen(2x) a1 1 5 1 2 1
f1+cosz(2x) L ax = - 2'f1+t2' dt="- 5-arctgt +C=- 5. arc tg cos(2x)+ C

Comprobacion:

1 1 1 .
[— > arc tg cos(2x) j =3 Tr cos 220 (cos(2x) ) =
_. 1 1 __sen(2x)
T2 1+cos?(2x) (-2:sen@9 )= 1+ cos 2(2x)
1 Hacemos el cambio de variable cos(3x)= t =-3- sen(3x)-dx =dt.

21a integral es inmediata de tipo exponencial.

3 Deshacemos el cambio.

4 Hacemos el cambio cos(2x)= t =-2- sen(2x)- dx =dt.
S la integral es inmediata de tipo arco tangente.

-3-



JUNIODE 2018. PROBLEMAAA4.

Halla las asintotas (no es necesario hacer el estud

2x2+6
x-1

ellas) y los extremos relativos de la funcion f(x)=

ASINTOTAS
m La recta x=1 es una asintota vertical:

2x2+6 8 ]

PO C W

X> X> X<

m La recta y=2x+2 es asintota oblicua de la funcion
Para verlo, se puede seguir uno de los dos métodos

PRIMER METODO

.k:

e M=

“r=+o0; lim f(X)= lim
o+ X, (x) X2

io de la posicion de la curva respecto a

(3 PUNTOS)

en+ oyen- oo.

siguientes:

.b:

SEGUNDO METODO
Como se trata de una funcion racional (cociente de
puede hallarse la asintota oblicua del siguiente mo

2X 2+6 x-1
-2X 242X 2X+2
2X+6
-2X+2
8

2X2+6 4

)= S = 2x+2+ % = Ijm,_[f(x)-(2x+2)]=

i
X >

EXTREMOS RELATIVOS
1°) Derivamos la funcion:

2X2+6 4x(x-1)-(2x

x-1 )I(—>i00

polinomios),
do:

. 8 _ 8 _
ILnioo X-1 — =0

2+6) _

)= S = fx)=

(x-1) 2
_AX2-4x-2x_2-6 _ 2x2-4x-6

5 2(x+1)(x-3)

(x-1) 2~ (x1) 2

1oy 246~2x2 y X-1~-xen + coyen-
2 2x 2+6~X2y X 2-Xx~X 2en+ ocoyen-
3 2x+6~2x y X-1~-xen + oyen-

0,
0,

0,

(x-1) 2

4 va que el dividendo es igual al divisor por el coc
S5 Hemos calculado las raices del numerador y lo hemo

iente mas el resto.
s descompuesto en factores.



20)

30)
vada:

Estudiamos el signo de la derivada:
+

EE SRV SN I

Por el criterio de la variacién del signo de la pr imera deri-
* En x=-1 la funcion tiene un maximo relativo que vale y=-4.
* En x=3 la funcién tiene un minimo relativo que v ale y=12.



JUNIODE 2018. PROBLEMABI.

Dada la matriz A tal que |A|=-1, calcula el determi nante de la matriz A 2.Bt:
-1 1 2 X y z
A :( ab cj B :[Za-x 2b-y 2c-z j (2 puntos)
Xy z atl b-1 c-2
Calculamos el determinante de la matriz A 2.Bt:
1 2
A2:Bt[="|A 2[-[B '|="|A] %|B|=(-1) 2|B|=|B|=
X Yy VA X Yy VA X Yy VA
—[2ax 2by 2z |2 |2a 2b 2c|F2.|a b ¢ |2
atl b-1 c2 atl b-1 c-2 atl b-1 c-2
X y z 1 -1 -2 -1 1 2
=2.1a b c|22 |a b c|F2.|a b c|l=2a= -2

1 -1 -2 X y z X y z
1 El determinante de un producto de dos matrices cua dradas es el producto de los determi-
nantes de las matrices factores.
2 para calcular el determinante de A 2 aplicamos lo dicho en la nota anterior. Para calcu
B! recordemos que el determinante de una matriz cuadr ada coincide con el determinante de su
traspuesta.
3 2af+1af,
4 Dividimos la segunda fila por 2 y multiplicamos al determinante por 2.
5 38f.0qf,
6 Al cambiar entre si la primera fila y la dltima, e | determinante cambia de signo.
7 Al multiplicar la primera fila por -1, el determin ante cambia de signo.

lar



JUNIODE 2018. PROBLEMAB2.

Halla la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto P(-4,0,5) y corta a las rectas
_ [x+y+z-1=0 %2 _y3 z
r ={x+y+1:O y s =% ="7 =71 (3 PunTO3
Sean X e Y los puntos de corte de la recta buscada conrys,res-

pectivamente: 1

B x+y+z-1=0
r= {x+y+1:O

P(-4,05 )

%2 3 7 X=2+2 a
s="3-=7-=1 = {¥=3+a
Z=qQ
El punto P y la recta r determinan el plano n. Como este plano
pertenece al haz de planos de arista la recta r, ti ene por ecua-
cion; 2

n=a(x+y+z-1)+b(x+y+1)=0

Como el punto P(-4,0,5) esta en el plano 7, satisface su ecuacion:

a(-4+0+5-1)+b(-4+0+1)=0 = -3b=0 = b=0
Por tanto:

n= X+y+z-1=0
Como el punto Y esta en la recta s:
Y(2+2 a,3+ a, o)

Como el punto Y esta en el plano 7, satisface su ecuacion:

2+20+3+0+0-1=0 =4 0+4=0 =4 0=4 = o=-1 =

—> + _
=Y(02-1) = [PY@42-6) = xy=Spr=Y-Z2

1 Otras formas de hacer este ejercicio pueden verse, por ejemplo, en el problema B2 del
examen de selectividad de junio de 2007.
2 Otra forma de obtener la ecuacion de este plano co nsiste en hallar un punto y un vector

direccional de larecta r.



JUNIODE 2018. PROBLEMABS3.

Demuestra que existe ae(2,3) tal que f( a)=-3/2, siendo f(x)=cos( nX)- \3[x3-2x 2-1. Menciona los
resultados tedricos empleados y justifica su uso. (2 Puntos)

PRIMER METODO

Como la funcién f cumple las condiciones de la prop iedad de Dar-
boux, existe a en (2,3) tal que f( a)=-3/2.
En efecto:

18) " (3)<-3/2<f(2):
o f(2)=cos(2 =)-(-1)=-1.
o f(3)=cos(3 m)-2=-2.
2%) fes continuaen [2,3]:
e [2,3] < Dom(f)=R.
e Sia €[2,3]

lim, f(x):limxﬁa( cos( nx)- \3/x3-2x 2-1) = cos( nay)- \3/a3-2a 2.1 =f(a)

SEGUNDO METODO
Como la funcién 1 g(x)=f(x)+3/2 cumple las condiciones del teorema
de Bolzano, existe a en (2,3) tal que g( a)=0. Ahora bien:

9(@W)=0 = f( a)+3/2=0 = f( «)=-3/2

En efecto:
1% 9(2)- 9(3)<0:
* 9(2)=-1+3/2=1/2>0
* 9(3)=-2+3/2=-1/2<0
2%) g es continua en [2,3]:
* [2,3] c Dom(g)=Dom(f)=R.
*Sia €[2,3]:

lim g(x)=lim _ [cos( X)- \3/x3-2x 2-1+ %}zcos( na)- \3/a3-2a 2-1+ %zg(a)

1si hay que probar que existe o tal que f( a)=-3/2, es decir, tal que f( a)+3/2=0, hay que
considerar una funcion que se anule en x= o. Esa funcion es g(x)=f(x)+3/2.

-8-



JUNIODE 2018. PROBLEMABA.
Encuentra los dos puntos en que se cortan las grafi

cas de las funciones f y g. Calcula el

area de la region del plano encerrada entre ambas g raficas:
x/2six <2
f(x)=-x 2+3x g(x)= { 3ox 5 x50 (3 Puntos)
1°) Resolvemos el sistema que forman las funciones que limitan por
arriba y por abajo el recinto cuya area queremos ha llar:
e Six <2:
—_ 2+ :0
{zzx)/(Z 3x = -X 2+3X =% = -2X 2+6x=x = 2x 2-5x=0 = x(2x-5)=0 = &:5/2
o Si x>2:
=X 2+ 4;"’\’16-12 442 =3
{)3;:3)5)( B X 243 =3x = x 2-4x#3=0 = x= > =5 = {izl
Por tanto, los puntos de corte son x=0 (0 <2)y x=3 (3>2).
2% Averiguamos entre 0y 2 y entre 2 y 3 qué funcién esta por

encimay qué funcién esté por debajo:

x () | 9(x)
1| 2 |12
5/2 | 514 | 1/2

39 Calculamos el érea:
2 3
A:fo (-X 2+3x-x/2)-dx+ L (-x 243x-3+x)-dx=

2 5 3
=L [—x R )dx+ L(-X 2+4x-3)-dx =

[ x3 5 XZT [ x3 X2 T
= | -F 5 F| + |- F+4 H- =
3*t2 7, 3 T4 X

2

=K %+5j- O}+[(-9+18-9)- [ %+8- 6)}:%+0+§:3

} } t 2: \
9 f



