JUNIODE 2017. PROBLEMAAL.
Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y re-
suélvelo en los casos en que es compatible:

{x+(a—1)y+z:-1

(a-1l)y+2z=-2 (3 PunTO3
x+(a 2-5a+5)z=-a+4

Aplicamos el método de Gauss:

1 a-l 1 -1 1 a-l 1 -1 1 al 1 -1
0 a1l 2 2 2o a1 2 2 2o a1 2 2 3
1 0 a2ba+b |-at4 0 -atl a2-5a+4 |-a+b 0O O a2?bat6 |-a+3
a-1=-0 = a=1
5_“"\'25-24 +1 =2
a2-5a+6=0 = a= 5 :52 :{223
Estudiamos los distintos casos:
1°) Sia=1, el sistema es incompatible:
1 0 1|1 1 0 1|1
00 2[2|%2]0o 0 2|2
0 0 2|2 0O 0 0|4
29 Sia=2, el sistema es incompatible:
1 1 1|1
0 1 2|2
0 0 0|1
39 Si a=3, el sistema es compatible indeterminado vy | a solucion
depende de un parametro:
- =1+
[é g % %j N {x+2y+z:-1 N {x:-l-Zy-Z=-1+2+22-z:1+z N ;__11_(1&
00 00 2y+2z=-2 y=1z 2=
49 En los demas casos el sistema es compatible determ inado:
x+(a-1)y+z=-1 -(a-3) 1
(a-1)y+2z=-2 = 2= o) (a-3) = = 35| = (al)y=-2-2z=
(a-2)(a-3)z=-(a-3)
B 2 -2at4+2 B -2a+6 _ _ 2a-6 1
=2 %372 =" a2 =V @h@E2) = x=-1-(a-1)y-z=-1+ a2 ‘a2 -
_-a+2+2a-6+1 _a-3
= a-2 = | % a
1 3f-12f,
2 3422,
3 Como no se puede dividir por cero, tenemos que cal cular los valores del parametro que
anulan los coeficientes de las incognitas que despe jaremos luego (caso 4°).
4 3af.paf,



JUNIO DE 2017. PROBLEMAAZ.
Dados el punto P(1,-1,0) y las rectas r y s, halla

la ecuaciéon general de un plano n que
sea paralelo a ambas rectas y tal que la distancia dePa msea2:
2x-y-2z+1=0 x-1 _y_z+l
= {3x-y-4z+6:O S = =01 (2 PunTO$
Como la recta r est4 en el plano 2x-y-2z+1=0, el ve ctor (2,-1,-2)
es perpendicular ar.
Como la recta r también esta en el plano 3x-y-4z+6= 0, el vector
(3,-1,-4) es perpendicular ar.
Por tanto, un vector direccional 1 de dicha recta es:
u=|2 -1 -2 |=2i +2] +k
3 -1 -4
Por otro lado, un vector direccional de la recta s esv =(1,0,1).
Como el plano n es paralelo a ambas rectas, un vector caracteris-
tico de dicho plano es:
- r r E — . —
w=2 2 1(=2i- -2k
1 0 1
Por tanto, n=2x-y-2z+D=0.
Por ultimo, como la distancia del punto P(1,-1,0) a | plano T es 2.
_ |2-1-(-1)-2-0+D| B 3 {3+D:6
N {D:S n=2x-y-2z+3=0
D=-9 n=2X-y-22-9=0

1 Otra forma de obtener un vector direccional de la

recta r es calculando sus ecuaciones
parameétricas, esto es, resolviendo el sistema que f

orman los dos planos que la determinan.



JUNIODE 2017. PROBLEMAAS.

Calcula los siguientes limites:
lim  (A/2x2+3x+1- \[2x2-5x+7) y Iim [cos( nx)+2 ] 1/ x @
X—>+0 sessngl

PRIMER LIMITE :

; _1
lim_ (\/2x243x+1- \[2x2-5x+7) =

. (\2X2+3x+1- [2x2-Bx+7)-( [2X2+3x+1++[2x2-5x+7) 5
X—+00

\[2X 2+3x+1+ 42X 2-5x+7

—I m 2X2+3x+1-2x 2+5x-7 3 im 8x-6 4
X (J2XZ+aXF L+ AJ2XEBXFT | Xt A[2XZHBXTL+~[2XE5XHT

X-(8-6/x) ) 8-6/x

PunTto$

N (NP B TIX Z BT 2) AW \2H3IKri 225X TIX

_ 8-0 8__4\2_, N
TN2H0+0+~[20+0  2-~2 2

SEGUNDO LIMITE:

lim [COS( TCX)+2 X] |n X ex m [In X [cos( mx)+2 x-1] ):
X—-1

cos( mx)+2 x-1 lim -m-sen( mx)+2 X-In 2

e X1 In x :6 e X1 1/x

- 1T 1))+ 1. - 11042
n-sen( mw-1)+2 1.n 2 nOlen 2 ol 2 n 4

:e 1/1 :e :e :7e 8

1 Multiplicamos y dividimos por la expresion conjuga da.
2 Operamos el numerador.
3 Simplificamos el numerador.

4 sacamos x factor comtn en el numerador y en el den ominador.
SYa gue sale la indeterminacion 1 ,
6 Como sale la indeterminacion 0/0, aplicamos L'Hopi tal.

7 Por las propiedades de los logaritmos.
8 Por la definicion de logaritmo.

> =



JUNIODE 2017. PROBLEMAAA4.

Demuestra que la funcion f(x)=sen (%)-\/xﬂx tiene un maximo relativo en el intervalo (1,3)
Menciona los resultados  tedricos  empleados y justifica su uso . (3 PUNTOS)
19) Como la condicién necesaria de extremo relativo es que la de-

rivada valga cero, se considera la funcién:

+
f'(x)= %-cos (%) \JX2+X +sen (%) 22)(—1

JX2Hx

Estudiamos el signo de x 2+x=x(x+1):

+ - Lt
-1 0

Por tanto, Dom(f)=(- o,-1] U[0,+ )y Dom(f')=(- 0,-1) U(0,+ ).

2% Como la funcién f' satisface las condiciones del t eorema de
Bolzano, existe o en (1,3) tal que f'( o)=0.

En efecto:

12) f'(1)-f(3)<0:
. f(1)= 5:0- \2+1. 2_3;/5:2_3;/5 >0.

7T
«f3=  702+3-1 RN

2%) f' es continua en [1,3]:
* [1,3] cDom(f') < Dom(f).

*Sia €[1,3]:
I, f, _I, E (ﬂ) '\/T + (ﬂ) 2X+1 _
im f(x)=lim__ |3 cos|Z ] \x?+x +sen % | > x|
T na na 2a+l ,
=| 5 cos () v voen () 5%z e
3°) Ahora bien, como f es continua en o, por ser derivable en di-

cho punto, y f' es positiva a la izquierda y negati va a la derecha
de a, entonces, por el criterio de la variacion del sig no de la pri-
mera derivada, f tiene en dicho punto un méximo rel ativo.



JUNIO DE 2017. PROBLEMABI.

Calcula los valores del parametro t para los que la siguiente matriz no es regular:
-t +1 -t+l
Asl 1 0 -t+1 (2 puntos)
2 -t1 1

Calculamos el determinante de la matriz A:

-t t+1 -t+1 -t+2 0 -t+2
1 2 -t+2  -t+2
A= |1 0 -t+1 | = 1 0 -t+1 | = -(-t-1)- ‘—
1  -t+1
2 -1 1 2 -t-1 1
=(t+1)-(-t+2)- ‘ 1 -t+1 ‘:-(t+1)(t-2)-(-t+1-1):t(t+1)(t-2)
Para que la matriz A no sea regular su determinante debe ser cero:
JAl=0 = t(t+1)(t-2)=0 — t=0, t=-1, t=2
1 1af+39f,
2 Desarrollamos el determinante por los elementos de la segunda columna.



JUNIODE 2017. PROBLEMAB2.

Encuentra la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto P(-4,2,0) y corta a las
rectas
2x+3y+z-1=0 X+1 y+3 z+2
1E{x+2y-3:0 y T =23 73 (© e
Sean X e Y los puntos de corte de la recta buscada conr 1yr o
respectivamente: 1

B 2x+3y+z-1=0
1= {x+2y-3:O

P(-4,2,0 )

x=-1-2 o
SRR {y:-3+3 ;
z=-2+3 o
El punto P y la recta r 1 determinan el plano n. Como este plano
pertenece al haz de planos de arista la recta r 1, tiene por ecua-
cion: 2

n=a(2x+3y+z-1)+b(x+2y-3)=0

Como el punto P(-4,2,0) esta en el plano n, satisface su ecuacion:
a(-8+6+0-1)+b(-4+4-3)=0 = -3a-3b=0 = b=-a

Por tanto:

a(2x+3y+z-1)-a-(x+2y-3)=0 = a(2x+3y+z-1-x-2y+3)=0 :3> n=xX+y+z+2=0

Como el punto Y estaden larectar 2

Y(-1-2 «,-3+3 a,-2+3 a)
Como el punto Y esta en el plano 7, satisface su ecuacion:

-1-2 a-3+3 a-2+3 0+2=0 =24 0-4=0 =4 0=4 = o=1 =

— X+4 y-2 2z

= Y(-301)  =[PYEQ-21)  oXy=—g=L5=1
1 Otras formas de hacer este ejercicio pueden verse, por ejemplo, en el problema B2 del
examen de selectividad de junio de 2007.
2 Otra forma de obtener la ecuacion de este plano co nsiste en hallar un punto y un vector
direccional de la recta r 1.
3 como a #0, podemos dividir los dos miembros por a. (Si a fu ese 0, entonces b también val-
dria 0, ya que b=-a; pero a'y b no pueden ser simul taneamente nulos.)

-6-



JUNIODE 2017. PROBLEMABS3.

Encuentra los extremos absolutos de la funcion f(x) =(x 2-3)-e **2 en el intervalo [-2,4].
Menciona los resultados tedricos empleados y justif ica su uso. (2 Puntos)
19) Estudiamos la continuidad de la funcion en el inte rvalo:
f(x)=2x-e = X*2-(x 2-3)-e X*2=eX**2.2x-x 243) = Dom(f)=Dom(f)=R =
= fes continuaenR = f es continua en [-2,4]

Por el teorema de Weierstrass la funcion f alcanza en dicho inter-
valo sus extremos absolutos. Estos se encuentran en los extremos del
intervalo o entre sus extremos relativos.

29 Calculamos los valores de f en los extremos del in tervalo:

f(-2)=(4-3)-e 4=e4
f(4)=(16-3)-e 2=13/e 2

3° Hallamos los extremos relativos de la funcién en e | intervalo:
Como la condicién necesaria de extremo relativo es gue la derivada
valga cero:

f'(x)=0 = e X2 .(2x-x 2+3)=0 = X 2-2x-3=0 = x= > =1y=3

2_+\/4+12 244 {xz-l
5 =

Estudiamos el signo de f' en el intervalo:

-2 i -1 + 3 i 4
| — | - | . |
Como f es continua en x=-1 y x=3, por el criterio d e la variacion
del signo de la derivada primera f tiene un minimo relativo en el
punto x=-1, que vale y=f(-1)=-2-e 3, y un maximo relativo en el punto
x=3, que vale y=f(3)=6-e -1=6/e.
49) Conclusion:
La funcién f tiene en x=-2 un maximo absoluto que v ale y=e 4;yen
x=-1 un minimo absoluto que vale y=-2-e 3
X f(x)

-2 e4~54,598
-1 | -2-e 3~-40,171
3 6/e ~2,207
4 13/e 2~1,759




JUNIO DE 2017. PROBLEMABA.

- . X
Encuentra los dos puntos en que se cortan las grafi cas de las funciones f(x)=cos (%) y
X2 . Az -
g(X)= 7 -1. Calcula el area de la region del plano encerrad a entre ambas graficas.
(3 Puntos)

1°) Resolvemos el sistema que forman las funciones que limitan por

arriba y por abajo el recinto cuya area queremos ha llar:
e [TX
y=eos {7 ) _x2 1 [x=22
2 =C0S |7 )=7 - = I1x=2
y=7-1

2% Averiguamos entre -2 y 2 qué funcion estd por enci ma y qué

funcién esta por debajo:
x | f(x) | 9(x)
o] 1 |11
39 Calculamos el area: 2
A-jz [cos (ﬂ) X—2+1} dx =° F sen (ﬂ) X—3+xr =
2 4)" 4 T 4) 12,
4 8 4 8 4 2 4 2 8 8 24+48n
_Kn.l_ 17 +2)- (n.(_1)+ 17 -2 ﬂ_n- 3+2+n_ 3+2_n+3_ 3
V\/ e
f(x)=cos(  nx/4)

1 Esta ecuacion se resuelve a 0jo.
2 gjse repara en que la funcion integrando es una f uncion par, puede calcularse la inte-
gral entre 0y 2, y multiplicar el resultado por 2.
3 La integral del primer sumando es casi inmediata d e tipo seno y las integrales de los

otros dos son inmediatas de tipo potencial.



