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UNIBERTSITATERA SARTZEKO 
EBALUAZIOA 

 

2020ko EKAINA 
 

MATEMATIKA II 

EVALUACIÓN PARA EL ACCESO A LA 
UNIVERSIDAD 

 

ORDINARIA 2020 
 

MATEMÁTICAS II 
 

Este examen tiene cinco partes, de 2,5 puntos cada una. Debes responder a CUATRO de ellas. En 

cada parte debes responder a una Unica pregunta. 

En caso de responder a más preguntas de las estipuladas, las respuestas se corregirán en orden 

hasta llegar al número necesario. 

No olvides incluir el código en cada una de las hojas de examen. 

No se podrán usar calculadoras que tengan alguna de las siguientes prestaciones: 

 pantalla gráfica, posibilidad de transmitir datos, programable, 

 resolución de ecuaciones, operaciones con matrices, 

 cálculo de determinantes, 

 cálculo de derivadas e integrales, 

 almacenamiento de datos alfanuméricos. 
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PRIMERA PARTE (2,5 puntos). Responde sólo a uno de los dos ejercicios. 

 

Ejercicio A1 

Discutir, en función de A, el sistema que sigue y resolver cuando sea posible: 

2

2 3 4 2

4 4 4

x y z A

S x y z

x y Az A

  


   
   

 

 

 

Ejercicio B1 

Dada la matriz 
1 0

1 1
M

 
  
 

, calcular razonadamente 2020M .  

 

 

SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde sólo a uno de los dos ejercicios. 

 

Ejercicio A2 

Dada la recta 

3 2

2 4 1

x y z
r

x y z

  
 

  
 , y el plano   3 1 1 1x y z        ,  

a) hallar ∝ para que la recta y el plano sean paralelos, 

b) determinar si el punto  1,1,2P   pertenece al plano hallado en a). 

 

Ejercicio B2 

Hallar el punto Q, simétrico de  1,2,3P  respecto al plano de ecuación 0x y z   , 

explicando los pasos seguidos para su cálculo. 
 

TERCERA PARTE (2,5 puntos). Responde sólo a uno de los dos ejercicios. 

 

Ejercicio A3 

Sea f  la función definida como sigue: 

 
2

2 3 , 2

4, 2

ax x x
f x

x bx x

  
 

  
 

Calcular a y b razonadamente, sabiendo que f es derivable en toda la recta real. 

 

Ejercicio B3 

Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función 2 2( ) xf x x e . 

Encontrar sus extremos. 

 

CUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde sólo a uno de los dos ejercicios. 

 

Ejercicio A4 

Representar la región finita del plano limitada por la curva 23y x   y por la recta 2y x . 

Calcular su área. 
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Ejercicio B4 

Explicar en qué consiste el método de integración por partes y aplicarlo para calcular la integral 

cos(3 )x x dx   

 

QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde sólo a uno de los dos ejercicios. 

 

Ejercicio A5 

Una máquina produce recipientes cuyas capacidades se distribuyen según una distribución 

normal  10;  0,1N . Un fabricante considera que un recipiente es defectuoso si su capacidad no 

está entre 9,8 y 10,1. Calcular: 

a) La probabilidad de que un recipiente sea considerado defectuoso. 

b) Si se han fabricado 1500 recipientes, ¿cuántos se esperan defectuosos? 
 

 

Ejercicio B5 

En un instituto el 40 por ciento de sus alumnos tiene el cabello castaño, el 35 por ciento tiene los 

ojos azules y el 15 por ciento tiene el cabello castaño y los ojos azules. Se escoge una persona al 

azar: 

a) Si tiene los cabellos castaños, ¿cuál es la probabilidad de que tenga los ojos azules? 

b) Si tiene los ojos azules, ¿cuál es la probabilidad de que no tenga el cabello castaño? 

c) ¿Cuál es la probabilidad de que no tenga el cabello castaño ni los ojos azules? 

d)  ¿Cuál es la probabilidad de que tenga el cabello castaño o los ojos azules? 
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Soluciones 

Ejercicio A1 

Discutir, en función de A, el sistema que sigue y resolver cuando sea posible: 

2

2 3 4 2

4 4 4

x y z A

S x y z

x y Az A

  


   
   

 

 

La matriz de coeficientes asociada al sistema es 

1 1 1

2 3 4

4 4

A

A

 
 

  
 
 

 con 

determinante 

1 1 1

2 3 4 3 16 8 12 2 16 4

4 4

A A A

A

        . 

El determinante es nulo cuando 4A . 

 

Estudiamos dos situaciones distintas. 

 

CASO 1. 4A  

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el 

rango de A/B y el número de incógnitas. 

El sistema es compatible determinado. 

 

Para resolverlo utilizamos el método de Cramer. 

 

1 1 1

2 3 4

4 4

A

A

 
 

  
 
 

  

1 1 1 2

/ 2 3 4 2

4 4 4

A

A B

A A

 
 

  
 
 

  

 

2 2

2 1 1

2 3 4

4 4 6 16 8 12 2 32 6 30 8

1 1 1 4 4

2 3 4

4 4

A

A A A A A A A A A
x x

A A

A

      
   

 
 

 

2 2

1 2 1

2 2 4

4 4 2 32 8 8 4 16 4 26 8

1 1 1 4 4

2 3 4

4 4

A

A A A A A A A A A
y y

A A

A

       
   

 
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1 1 2

2 3 2

4 4 4 12 8 16 24 8 8 4

1 1 1 4 4

2 3 4

4 4

A

A A A A A A
z z

A A

A

     
   

 
  

 

La solución es 
2 26 30 8 4 26 8 4

; ;
4 4 4

A A A A A
x y z

A A A

     
  

  
 

 

CASO 2. 4A  

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. 

¿El rango de A es 2? 

1 1 1

2 3 4

4 4 4

A

 
 

  
 
 

 La fila 1ª y 3ª son proporcionales, por lo que considero el 

menor de orden 3 que resulta de quitar la fila y columna 3ª  
1 1

2 3

 
 
 

 con 

determinante 
1 1

3 2 1 0
2 3

    . 

El rango de A es 2. 

 

Averiguamos el rango de 

1 1 1 8

/ 2 3 4 2

4 4 4 16

A B

 
 

  
 
 

. 

¿El rango de A/B es 3? 

Tomamos el menor de orden 3 que resulta de quitar la 1ª columna 

1 1 8

3 4 2

4 4 16

 
 
 
 
 

 con determinante 

1 1 8

3 4 2 64 8 96 128 48 8 16 0

4 4 16

         . 

El rango de A/B es 3. 

 

Rango de A = 2 ≠ 3 = Rango de A/B. El sistema es incompatible. 
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Ejercicio B1 

Dada la matriz 
1 0

1 1
M

 
  
 

, calcular razonadamente 2020M .  

 

1

2

3 2

4 3

2020

1 0

1 1

1 0 1 0 1 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1 2 1

1 0 1 0 1 0 1 0

2 1 1 1 2 1 1 3 1

1 0 1 0 1 0 1 0

3 1 1 1 3 1 1 4 1

...

1 0

1

1 0

2020 1

n

M

M MM

M M M

M M M

M
n

M

 
  
 

      
         

      

      
         

      

      
         

      

 
  
 

 
  
   

 

 

  

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



EAU 2020 Extraordinaria Matemáticas II en el País vasco              I.E.S. Vicente Medina (Archena) 

7 de 14  

SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde sólo a uno de los dos ejercicios. 

 

Ejercicio A2 

Dada la recta 

3 2

2 4 1

x y z
r

x y z

  
 

  
 , y el plano   3 1 1 1x y z        ,  

a) hallar ∝ para que la recta y el plano sean paralelos, 

b) determinar si el punto  1,1,2P   pertenece al plano hallado en a). 

 

a) Hallamos el vector director de la recta y el normal del plano. 

 

 

 

3 2 3 2 3 2

2 4 1 2 1 4 2 1 4

1 5 2 1 5 1 4

2 10 1 4 1 14

1 5
1, 1,0

1 14
5, 14,1

r

r

x y z x y z x y z
r

x y z x y z x y z

x z z y z

z y z y z

x z
P

r y z r
v

z z

          
    

            

       

        

 
  

      
  

 

 

El vector director de la recta es  5, 14,1rv   .  

El vector normal del plano   3 1 1 1x y z         es  3,1 ,n    . 

El vector director de la recta  5, 14,1rv   y el normal del plano  3,1 ,n    deben 

ser perpendiculares. Su producto escalar debe ser cero. 

 

   
1

· 0 5, 14,1 3,1 , 0 15 14 14 0 13 1
13

rv n                       

b) Para 
1

13
   el plano tiene ecuación: 

 
   

1 1 14 1
3 1 1 1 3 1 1

13 13 13 13

39 14 14 13 39 14 1 0

x y z x y z

x y z x y z

 

 

   
               

   

           

 

Si el punto  1,1,2P   pertenece al plano debe cumplir la ecuación: 

 ¿ 1,1,2 ?
¿39 14 2 1 0?

39 14 1 0

P

x y z





  
    

     
 

No se cumple la igualdad y el punto no pertenece al plano.  
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Ejercicio B2 

Hallar el punto Q, simétrico de  1,2,3P  respecto al plano de ecuación 0x y z   , explicando 

los pasos seguidos para su cálculo. 

 

Hallamos la ecuación de la recta perpendicular al plano que pasa por el punto P. Al ser 

perpendicular al plano el vector director de la recta es el normal del plano. 

 0 1,1,1x y z n        

 

 

1
1,2,3

2
1,1,1

3

x
P r

r y
v n

z







  
  

    
      

  

 

Hallamos el punto M de corte de recta y plano. 

 

 

0

1
1 2 3 0 6 3 0 2

2

3

1 2 1

2 2 0 1,0,1

3 2 1

x y z

x

r y

z

x

y M

z




    





    


   
              

    
    

    


     
   

 

 

Si Q = (a, b, c) es el punto simétrico buscado, hacemos que M sea el punto medio del 

segmento PQ. 

 

 
   

     

         

1,2,3 , ,
1,0,1 2,0,2 1,2,3 , ,

2

, , 2,0,2 1,2,3 , , 3, 2, 1

a b c
a b c

a b c Q a b c


      

         
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TERCERA PARTE (2,5 puntos). Responde sólo a uno de los dos ejercicios. 

 

Ejercicio A3 

Sea f  la función definida como sigue: 

 
2

2 3 , 2

4, 2

ax x x
f x

x bx x

  
 

  
 

Calcular a y b razonadamente, sabiendo que f es derivable en toda la recta real. 

 

Si f es derivable en x = 2 también es continua, por lo que se cumple: 

2 2

2

2 2

2

(2) 4 6

lim ( ) lim 3 4 6 4 6 2 2 3

lim ( ) lim 4 4 2 4 2

x x

x x

f a

f x ax x a a b a b

f x x bx b b

 

 

 

 


  


           


        



 

 

La derivada de la función en  2  es: 

 

 
2 3, 2

´
2 , 2

ax x
f x

x b x

 
 

 
 

 

Como es derivable en x = 2 las derivadas laterales deben ser iguales. 

 

 

 
2

2

´ lim 2 3 4 3

4 3 4 1 4
´ li 2 42 m

2
x

x

f ax a

a b b a
f x b b













   

      

    


 

 

Juntando las dos condiciones obtenidas tenemos que: 

 

2 3
2 3 1 4 2 4 2 1 8 7

1 4

a b
a a a a b

b a

   
               

  
  

 

Los valores buscados son: a = 2 y b = –7. 
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Ejercicio B3 

Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función 2 2( ) xf x x e . 

Encontrar sus extremos. 

 

Derivamos e igualamos a cero. 

 

 

 

2 2 2 2 2 2

2

( ) (́ ) 2 2 2 1

0
(́ ) 0 2 1 0

1 0 1

x x x x

x

f x x e f x xe x e xe x

x
f x xe x

x x

     


     

    

 

 

 Vemos el cambio de signo antes de 0, entre 0 y 1 y después de 1. 

 

 En  , 1   tomamos 2x    y la derivada vale  4

4

4
(́ 2) 4 1 2 0f e

e

      . La 

función crece en  , 1  . 

 En  1,0  tomamos 0.5x    y la derivada vale 

 1 0.5
(́ 0.5) 1· 1 0.5 0f e

e

 
      . La función decrece en  1,0 . 

 En  0,  tomamos 2x   y la derivada vale  4 4(́2) 4 1 2 12 0f e e    . La 

función crece en  0, . 

 
 

La función crece en    , 1 0,     y decrece en  1,0 . 

 

Tiene un punto máximo en x = –1 y un mínimo en x = 0. 

Como  
2 2

2

1
( 1) 1f e

e

     y 2 0(0) 0 0f e   el punto máximo tiene coordenadas 

2

1
1,

e

 
 
 

 y el punto mínimo tiene coordenadas  0,0 . 
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CUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde sólo a uno de los dos ejercicios. 

 

Ejercicio A4 

Representar la región finita del plano limitada por la curva 23y x   y por la recta 2y x . 

Calcular su área. 

 

Hallamos los puntos de corte de las gráficas. 

2 2
2 2

2 4
1

3 2 2 12 2
3 2 2 3 0

2 422
3

2

x
y x

x x x x x
y x

x

 
      

          
      



 

 

Hacemos una tabla de valores para dibujar la parábola y otra para la recta entre –3 y 1. 

 

  

2

4 13

3 6

1 2

0 3

1 2

2 1

3 6

0 0

1

2

2

3y xx

xx y

 

 





 



 

  

  

 

El área se puede aproximar 

contando cuadraditos en el 

dibujo del recinto. 

Son aproximadamente entre 10 

y 11. 

 

 

 

 

 

Lo calculamos usando la integral definida entre –3 y 1 de la diferencia de las dos funciones. 

 

 
 

 
1 33

1 22 2

3
3

2

31
3 2 3 3 1 3 3 3

3 3 3

1 1 32
3 1 9 9 9 11 10.66

3 3 3

x
x xdx x x

u




    
                 

      

         


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Ejercicio B4 

Explicar en qué consiste el método de integración por partes y aplicarlo para calcular la integral 

cos(3 )x x dx   

 

Este método de integración nos permite usar la fórmula de derivación de un producto para 

simplificar el integrando de una integral. 

 

Integración por partes

cos(3 )

1
cos(3 ) cos(3 ) (3 )

3

1 1 1 1
(3 ) (3 ) (3 ) (3 )

3 3 3 3

1 1 1 (3 ) cos(3 )
(3 ) cos(3 )

3 3 3 3 9

x x dx u x du dx

dv x dx v x dx sen x

x sen x sen x dx x sen x sen x dx

xsen x x
x sen x x C

 
 
 

     
 
    
 

    

 
      

 





 
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QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde sólo a uno de los dos ejercicios. 

 

Ejercicio A5 

Una máquina produce recipientes cuyas capacidades se distribuyen según una distribución normal 

 10;  0,1N . Un fabricante considera que un recipiente es defectuoso si su capacidad no está entre 

9,8 y 10,1. Calcular: 

a) La probabilidad de que un recipiente sea considerado defectuoso. 

b) Si se han fabricado 1500 recipientes, ¿cuántos se esperan defectuosos? 
 

X = Capacidad de un recipiente. 

X = N(10; 0,1) 

 

a) Vamos a calcular la probabilidad de que el recipiente sea bueno.  

     

            

 

9,8 10 10,1 10
9,8 10,1 2 1

0,1 0,1

1 2 1 2 1 1 2

0.8413 1 0.9772 0.8185

P X Tipificamos P Z P Z

P Z P Z P Z P Z P Z P Z

  
           

 

              

   

  

 

La probabilidad de no ser defectuoso es de 0.8185. 

 

Por lo que la probabilidad de ser defectuoso es de 1 – 0.8185 = 0.1815. 

 

b) Si el 18.15 % de los recipientes son defectuosos, de 1500 habrán 1500 · 0.1815 = 272.25 

recipientes defectuosos. 

 

Aproximadamente 273 recipientes saldrán defectuosos. 
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Ejercicio B5 

En un instituto el 40 por ciento de sus alumnos tiene el cabello castaño, el 35 por ciento tiene los 

ojos azules y el 15 por ciento tiene el cabello castaño y los ojos azules. Se escoge una persona al 

azar: 

a) Si tiene los cabellos castaños, ¿cuál es la probabilidad de que tenga los ojos azules? 

b) Si tiene los ojos azules, ¿cuál es la probabilidad de que no tenga el cabello castaño? 

c) ¿Cuál es la probabilidad de que no tenga el cabello castaño ni los ojos azules? 

d)  ¿Cuál es la probabilidad de que tenga el cabello castaño o los ojos azules? 

 

Realizamos una tabla de contingencia para aclarar los datos y obtener los necesarios para 

responder a las preguntas planteadas. 

 

 Nº alumnos con ojos azules Nº alumnos sin ojos azules  

Nº alumnos con cabello castaño 15  40 
Nº alumnos sin cabello castaño    
 35  100 
 

Completamos la tabla. 

 

 Nº alumnos con ojos azules Nº alumnos sin ojos azules  

Nº alumnos con cabello castaño 15 25 40 
Nº alumnos sin cabello castaño 20 40 60 
 35 65 100 
 

a) Observando la tabla hay 40 alumnos con cabellos castaños y de ellos 15 con ojos azules y 

aplicando la regla de Laplace: 

 
15 3

Tenga ojos azules / Tiene cabellos castaños 0.375
40 8

P      

 

b) Observando la tabla hay 35 alumnos con ojos azules y de ellos 20 sin cabello castaño y 

aplicando la regla de Laplace: 

 
20 4

No tenga cabellos castaños / Tiene ojos azules 0.571
35 7

P      

 

c) Observando la tabla hay 100 alumnos y de ellos 40 sin ojos azules ni cabello castaño y 

aplicando la regla de Laplace: 

       
40

0.4
100

  No tenga el cabello castaño ni los ojos azul sP e     

 

d) Observando la tabla hay 100 alumnos y de ellos 40 sin ojos azules ni cabello castaño, por 

lo que hay 100 – 40 = 60 con ojos azules o cabello castaño y aplicando la regla de Laplace: 

   
60

0.6
10

  
0

 Tenga ojos azules o cabello castañoP     
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