EvAU Ordinaria 2020 Matemadticas Il en Navarra I.E.S. Vicente Medina (Archena)

Evaluacion del Bachillerato para el Acceso a la Universidad U pna

CURSO: 2019-2020
Universidad Fibica ce Mavara
Mataroake Uninertsits Pudlkog

ASIGNATURA: MATEMATICAS Il

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo
en los casos en que es compatible:

(a+1)x+(a’+a)y=2
(-a-1)x-a’y=0
ay+(a’-1)z=3-a

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.
(2.5 puntos)

P2) Calcula la ecuacién continua de una recta r sabiendo que corta a la recta

3X+y-z-7=0 .,

S= , es paralela al plano de ecuacion 7 =2x—y+3z—6=0 y pasa por el punto
X+y-5=0

P=(-131). (2.5 puntos)

P3) Calcula los siguientes limites

N
Iin](2+sin ?’HTXJX - (1.25 puntos)
XILrEO(\/x“ NI R % —7) (1.25 puntos)

_axY
P4) Sea la funcion f (X) = (1*‘ Sin 7) .

a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [1, 2] . (0.75 puntos)

b) Demuestra que existe « € (1, 2) tal que f "(«r) =0. Enuncia los resultados tedricos empleados
y justifica su uso. (1.75 puntos)
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P5) Sean Ay B dos matrices de tamafio 3x3tales que |A| =|B| =%. Calcula |C| teniendo en cuenta que
la matriz C es la siguiente:
t p1)?
C=(2-A'-B")
(2.5 puntos)

P6) Los puntos A= (—1, 2,1) y B=(2,5,1) son dos vértices de un cuadrado. Halla los otros dos
vertices sabiendo que estan en la recta de ecuacion

. _x _y-4 z+1
11 4
(2.5 puntos)
P7) Sea la funcion f (x) =(x+3)"" In(X* —x+2) .
a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [—1, 0]. (1 punto)

b) Demuestra que existe o €(—1,0) tal que f () =—In2. Enuncia los resultados teéricos
empleados y justifica su uso.

(1.5 puntos)
P8) Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de estas dos funciones:
f(x)=sin(zx) y 9(x) =[x’ -x|
Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas graficas.
(2.5 puntos)
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Evaluacién del Bachillerato para el Acceso a la Universidad U pna

CURSO: 2019-2020

Universidad Fibica ce Mavara
Matereake Liniertsitats Puiikoa

ASIGNATURA: MATEMATICAS Il

Criterios de correccion y calificacion

Criterios generales

La duracion de la prueba es de 90 minutos. Se calificara de 0 a 10 puntos, redondeando a cuartos de
punto.

e Se debe responder exclusivamente a cuatro de los problemas planteados. Si alguien responde a
mas de cuatro, solo se sumaran las cuatro peores puntuaciones.

e Setendré en cuenta el planteamiento seguido para la resolucion del problema y la claridad en la
exposicion. Si es pertinente, se valorara la referencia a los resultados tedricos usados.

e Para la penalizacion de los errores en los célculos, se tendra en cuenta:
e Si son consecuencia de no haber seguido el procedimiento mas adecuado.
e Sireflejan fallos de concepto.
e Si producen simplificaciones relevantes.
e  Siocurren con reiteracion.

Criterios especificos

P1) Se valorara con 1.5 puntos la discusién completa, incluyendo la mencién del teorema, 0,5 puntos
la solucion del caso compatible determinado y 0.5 puntos la del caso compatible indeterminado.

P4) En el apartado (b) se valorara sobre 0.75 puntos el enunciado del (de los) resultado(s) tedrico(s)
requerido(s). Se valorara sobre 1 punto la justificacion de su uso.

P7) En el apartado (b) se valorara sobre 0.5 puntos el enunciado del (de los) resultado(s) teérico(s)
requerido(s). Se valorara sobre 1 punto la justificacion de su uso.

P8) Se valorara con 0.5 puntos la obtencién de los puntos de corte, con 0,5 puntos el dibujo de la
grafica (aunque no sea muy detallado) y con 1,5 puntos el calculo del area. Si la resolucién es correcta,
se puede obtener la méxima puntuacion aunque no incluya dibujo.
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SOLUCIONES

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo
en los casos en que es compatible:

(a+1)x+(a’+a)y=2
(-a-1)x-a’y=0
ay+(a’-1)z=3-a

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.
(2.5 puntos)

Consideramos la matriz de coeficientes asociada al sistema y la matriz ampliada, comparamos sus
rangos y por el teorema de Rouche- Frobenius vemos que tipo de sistema es.

a+l a’+a O a+l a’+a O 2
A=|-a-1 -a° 0 | yA/B=|-a-1 -a? 0 0
0 a a*-1 0 a a’-1 3-a

Calculamos el determinante de A para establecer los diferentes casos que se nos pueden plantear en
funcion de su valor nulo o no.

a+l a’*+a O
|A=-a-1 -a’ 0 |=(a+1)(-a*)(a*-1)-(a*+a)(-a-1)(a*-1)=

0 a a’ -

=(a+1)(a*-1)(-a’)+(a+1)(a*-1)(a* +a)=(a+1)(a’-1)[ -a’ +a’ +a|=a(a+1)(a’ -1
Igualamos a cero el determinante
a+l=0=a=-1
|A=0=(a+1)(a’~1)a=0=1a’-1=0=a’=1=a=x+1
a=0

El determinante se anula cuando a=-1, a=1 0 a=0. Establecemos cuatro casos distintos que
analizamos por separado.

CASO 1l a=-1,a#lya=0

En este caso el determinante de la matriz de coeficientes es no nulo y el rango de A es 3. El rango
de la matriz ampliada A/B también es 3 al igual que el nimero de incdgnitas. Segun el teorema de
Rouche — Frobenius el sistema es compatible determinado.

Obtenemos su solucion utilizando el método de Gauss.

ail alia 0 Fila 12 + Fila 22
a1 a2 0 0 |- a+l a’+a 0 2 .
0 a a’-1 3-a 2l & 00
0 a 0 2— Nueva fila 22
a1l alea 0 5 Fila 3% — Fila 28
0 a a’-1 3-a
=| 0 a 0 2 |= =

0 -a 0 -2
0 0 a*-1 1-a—> Nuevafila3®

0 a a’-1 3-a
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a+l a*+a O 2
= 0 a 0 2
0 0 a*-1 1-a

Pasamos al sistema de ecuaciones y resolvemos teniendo en cuenta que a® —1=0 y podemos
despejar en la 32 ecuacion.

(a+1)x+(a2+a)y:2 (a+1)X+(a2+a)y:2

ay=2 =>1|y=— =

(a*-1)z=1-a
1-a (-0

Z_az—l_M(aﬂ)_aﬂ

:>(a+l)x+(a2+a)z=2:>(a+l)x+—2ﬁ((a+1)

a A

=2=(a+l)x+2a+2=2=

—2a
= (a+l)x=-2a=|x=—7:
a+l
. . -2a 2 -1 . .
La solucidn del sistemaes x=——; y=—; z=——. Esta solucion existe pues el valor del

a+l’ ’ a a+1
parametro a no es ni cero, ni 1 ni —1.

CASO 2. a=-1

El sistema queda:
(-1+1)x+(1-1)y=2 0=2
(1-1)x-y=0 =q-y=0
~y+(1-1)z=3+1 -y=4

El sistema es incompatible, pues la primera ecuacion es imposible y las restantes ofrecen
solucion contradictoria.

CASO 3. a=0

El sistema queda:
(0+1)x+(0+0)y=2 X =2
(0-1)x—-0y=0 ={-Xx=0
Oy+(0°-1)z=3-0  (72=3

Este sistema es incompatible, pues la solucién para x es doble (0 y 2).

CASO 4. a=1

El sistema queda:
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(1+1)x+(1° +1)y=2 2X+2y =2
(-1-1)x-1’y=0 = —2x—y:0:>{
y+(*-1)z=3-1 y=2

:>2x:—2:>

El sistema es compatible indeterminado con solucion x=-1; y=2; z=A4. Tiene infinitas
soluciones pues el valor de z puede ser cualquiera.

2X+4=2 2X=-2 Ecuaciones
f—
—2X=2 iguales

P2) Calcula la ecuacion continua de una recta r sabiendo que corta a la recta

. 3X+y-z-7=0
~ |x+y-5=0

P=(-131) . (2.5 puntos)

, es paralela al plano de ecuacion 7z =2x-y+3z—-6=0 y pasa por el punto

Pasamos la ecuacion de la recta s a paramétricas.
ry-2-7=0_ [F+y72=7=0 3x+(5-%)-2-7=0
= = = —X)-z-7=0=>
hy-5=0

:>3x+5—x—z—7=0:>2x—z—2:0:>

Las ecuaciones paramétricas de la recta s son:
X=4
S=qy=5-41
71=-2+21

Como la recta r corta a s coinciden en un punto de s que tiene coordenadas Q(4,5—A4,-2+ 2/1).

/

Un vector director de larectar es
Q(;t,5—;t,—2+2;t)e r

V =PQ=(A,5-1,-2+21)-(-1,31)=(A+1,2—-1,-3+24
P=(-131)er }:Vr Q= +24)~( )= (2 +24)
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Ademas es paralela al plano por lo que es perpendicular al vector normal del plano n = (2,-1,3).

El producto escalar del vector director de la recta \7r y el normal del plano n debe ser cero.

V, =(A+12-1,-3+24)

n=(2,-13) =n-v, =0=(2,-13):(41+14,2-4,-3+21)=0

nlv,
2(A+1)~(2-2)+3(-3+22)=0=>22+2-2+1-9+61=0=91-9=0=91=9= 1 =1

Por lo que el vector director de la recta r pedida es

\2:1(/1+1,2—1,—3+21)}3\7r:(2,1,—1)

Y la ecuacion continua de la recta r queda:

vi=(21-1) }

P=(-131)er

x+1 y-3 z-1
2 1 -1

=|r
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P3) Calcula los siguientes limites

1
Iin](2+sin ?”[ijx - (1.25 puntos)
lim (\/X“—X2 +1—\/X4—7) (1.25 puntos)
X—>+00

El primer limite es:

1 1
. 37X \x . 37\ o L
Ilrr}(2+sm%)x " :(2+S|n7ﬂj =(2-1)" =1" = Indeterminacion (n° e) =
X—>!
1+sin%
Iim(2+sin%—1j 1 |im(1+sin%)zi lim— 2
— ex—>l X=X — ex—>1 X5 —X — ex—>1 X2—X
Calculo el limite del exponente.
. 37X
1+sm7 0
lemﬁ = — = Indeterminacion(Aplico L"Hbpital) =
3 37X 37 37
O+—cos—— —cos— 0
— lim—2 2 2 2 _"_j
x-1 2x -1 2-1 1
Colocamos el valor obtenido en el limite que deseamos calcular.
1 . 37X
3 —— Iim1+smT
] . OTTX |X°—x 7,
I|m(2+sm—j =gt Xx =¢gf =
x—1 2

El segundo limite es:

lim (\/x4 X2 +1—X* —7) = o0 —oo0 = Indeterminacion (Utilizamos el conjugado) =

(‘/X4—X2+1—\/x4—7)(«/x4—x2+1+x/x4—7) )

= lim =
Xt X=X +14UX =7
! (x/x4—x2+1)2—(\/x4—7)2

N NORENC IR NO

_im x4—x2+1—(x4—7) _

o xd x4l X =7

i X =2 +1- X +7 i —Xx*+8 ~

_erEo\/ 42 \/ 4 _ _XLrPoo\/ 42 \/ a5
XT=X"+1+X" =7 XT=X"+1+4X" =7

G X

o0 ) ) - ) .o =1
=—=1im =lim———=Ilim—~“‘“—=Ilim —=|-=

—X2
00 X—tw ,X4 + /X4 X—>+00 X2 + X2 X—>+00 2)(?/ X+ D 2
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_axY
P4) Sea la funcién f(x)= (1+ sin 7) .

a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [1,2].  (0.75 puntos)

b) Demuestra que existe « € (1, 2) tal que f "(«r) =0. Enuncia los resultados tedricos empleados y
justifica su uso. (1.75 puntos)

a) Enelintervalo [1, 2] la funcidn seno es continua, la funcion 1+sin - es siempre positiva

pues en el intervalo [1, 2] toma valores positivos en los extremos del intervalo.

x=1—>1+sin%=1+1=2

x=2—>1+sin”—2:1+sin7z:1—0:l

Y no se anula en el intervalo.

X 3w
2o o x=3
2 2
1+sin%X=0:>sin%x=—1:> %X=—37”:> x =—3Ningln valor pertenece a [1,2].

La funcion exponencial con base positiva también es continua.
La composicion de dichas funciones también es continua y esta es la funcion

_ax )
f(x)_(1+sm7j .

_ax )
b) Calculamos la derivada de la funcion f(X) = 1+5|n7 .

Al ser la funcion positiva, por derivacion logaritmica la obtenemos.

f(x)= (1+sin %ij =In(f(x))= In(1+sin %X)X =In(f(x))=x:In [1+sin %Xj

7 cos X
:>m=|n(1+5inﬂ—xj+X'2—2X:>
F(x) 2 1+sin ™2
T TX
7rX Ecos7
= f'(xX)=1(x)- In(l+sin—]+x-— =
2 . TX
1+sin—
2
/4 TX
X\ X Pty
= f ’(x):(1+sin7j - In(l+sin—j+x-—
1+sin—
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Esta derivada en los extremos del intervalo [1, Z]toma valores de distinto signo.

T T
1 Zcos=
x=1- f @) =|1+sinZ | -[In| 1+sinZ |+1.2—2 | =2.[In2]=1,38>0
2 2 1t T
+sin=
2
T
, Zcosx
Xx=2—- f(2)=(1+sin In(l+sinz)+2- =1-10—-7|=-7<0
(2) ( ﬂ) ( ﬂ) l+sinxz [ 7[] d
T X
Y X Py
Como la funcion derivada F(x)=|1+sin—] -/ In| 1+sin— |+ x- es
2 2 1+sin”—x

continua en [1,2], pues 1+sin %X es positiva en el intervalo [1,2].

Utilizando el teorema de Bolzano existe un valor  (1,2) donde f (r)=0.

F
v

2
J

f(x)= {1 +sin ?]1

[5*)
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la matriz C es la siguiente:
2

C:(Z-A‘-B’l)

P5) Sean Ay B dos matrices de tamafio 3x3tales que |A|=|B|

—%. Calcula |C| teniendo en cuenta que

(2.5 puntos)

Utilizaremos las siguientes propiedades de los determinantes:
a)|A'|=|A

_ 1
b)\Al\zm

¢)|A-B|=|Al|B]

[2-8]
d

_ _ =|2-B|=2°:|B|
B de dimension 3x 3

Aplicandolas obtenemos:

cl=|(2- a8

2

IC|=| 2° =8° =64

N |-

N ||~

=[2- A B =(2° A" B-l\)2 =(2° -\At\-\B-l\)z :(23 -|A|-ﬁ]

2
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P6) Los puntos A= (—1, 2,1) y B=(2,5,1) son dos vértices de un cuadrado. Halla los otros dos

vertices sabiendo que estan en la recta de ecuacion
_Xx_y-4_z+1
11 4
(2.5 puntos)

Depende de la relacion entre los puntos y la recta el cuadrado se puede construir de dos formas
distintas.

A r
B L ¢
., Ry
12 opcidn 22 opcion

Debemos de averiguar la posicion relativa de la recta r con la recta s que pasa por los puntos Ay B.

- — — X=2+A1
A=(-121)| v,=AB=(251)-(-121)=(330)| v,=(110)
B=(251 = = =S=1yY=5+41
=(2,51) B=(251) B=(251) L1
Como la recta r tiene ecuacion en paramétricas
X=-a
X y-4 z+1 P(0’4’_1)
rE_—l_T:_—4:>_. 114 =>r= y:4+a
v =(-11-4) z7=-1-4a
Las rectas r y s no son paralelas pues sus vectores directores no tienen coordenadas proporcionales.
1,10
-1 1 -4

Ya sabemos que los vértices A y B no son consecutivos y estamos en la situacion 22,

¢Las rectas se cortan o cruzan? Esto nos dira si la recta y los puntos estan en el mismo plano.

v, =(11,0) 110
v, =(-11,-4) =1 1 —4/=2-8+2+4=0
B(2,5,1) 2 1 2

= PB=(2,51)-(0,4,-1)=(2,1,2
P(O,4,_1)} (251)-(0.4,-1)=(212)
Las rectas se cortan y por tanto los puntos Ay B y la recta r son coplanarios.
El cuadrado se puede formar como aparece en la 22 opcion.

La situacion de los puntos y la recta es:
B
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X=-a
Buscamos dos puntos Cy D de larecta r=Jy=4+a tales que el poligono ACBD sea un cuadrado.
1=-1-4«
Estos puntos tienen coordenadas C(-«,4+a,—-1-4a) y D(-a,4+d,-1-4d )
B
L]
¥
C
D
A
L ]

Para ser un cuadrado deben ser iguales los vectores AC y DB.

AC =(-a,4+a,-1-4a)—-(-12,) (1—a,2+05,—2—4a)}:>

DB=(2,51)-(-a,4+a,-1-4a)=(2+ ' 1-a,2+4)

= (2+ad1-a,2+4a" ) =(1-a,2+a,-2-b4a)=
2+a'=1-« ad=-1-a

=>l-a=2+a =>-a=1+a =la=-1-a]
2+40'=-2-4a 4o’ =—-4—4a

Y ademas el vector AC debe ser perpendicular a CB

B

'~ s

C

A
»®
AC =(~a,4+a,~1-4a)-(-1,21)= (1~ a,2+a,~2~4a)
CB=(2,51)—(~a,4+a,~1-4a)=(2+a,1-a,2+4a)
:>(1—a,2+a,—2—4a)(2+a,1—a,2+4a)=0:>
= (1-a)(2+a)+(2+a)(l-a)+(-2-4a)(2+4a)=0=

=2-a-a’+2-a-a*-4-8a-8a-16a’=0=>

}:E-@=O:>

a=0
= —18a? —18a=0:>a2+a=0:>a(a+1)=0:> 0

a=-1

Tiene dos soluciones posibles.
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a=0 a=0 C(-a,4+a,-1-4a)=(0,4,-1)
= =
ad=-1-a| o=-1 D(-',4+a’,—1-4a")=(133)

= =
a=-1-af a'=0 D(-a,4+0a',-1-4a")=(0,4,-1)

Realmente son la misma solucién: C(1, 3, 3) y D(0, 4, -1)
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P7) Sea la funcién f (x)=(x+3)""In (x*—x+2) .
a) Demuestra que la funcidn es continua en el intervalo [—1, O]. (1 punto)

b) Demuestra que existe « € (—1,0) tal que f (&) =—In2. Enuncia los resultados teéricos
empleados y justifica su uso.

(1.5 puntos)

a)

b)

La funcion (x +3) es continua y positiva en el intervalo [—1, O], pues en los extremos toma
valores positivos: (-1+3)=2>0Yy (0+3)=3>0, siendo una funcion lineal es positiva en
[-1,0].

La funcidn exponencial también es continua.

La composicion de ambas también es continua (x+3)™"™.

La funcion (x2 - X+ 2) es continua al ser un polinomio y es positivo pues es una parabola que

toma valores positivos en los extremos ((~1)° —(-1)+2)=4>0 y (0°~0+2)=2>0 yno

1+J(-1)* -8 zliﬁzj
2 2 '

El logaritmo neperiano de (x2 - X+ 2) existe y es continuo.

corta el eje de abscisas, pues (x2 — X+ 2) =0=>Xx=

El producto de dos funciones continuas es otra funcion continua.

Vamos a aplicar el teorema de Lagrange. Para ello la funcion f(x) = (x+3)sm(”x) In (x2 —X+ 2)

debe ser continua en [-1,0], ser derivable en (-1,0) y se cumple que existe « €(-1,0) tal que

f "() esigual a la pendiente de la recta que une los extremos de la funcion en el intervalo
(-1,0).

Existe « €(-1,0) tal que

@)L= (D) (043" In(0+2)-(-1+3)" 7 in(1+1+2)
-— -

-(-1) 1

f'(a)=@=InGj:m(%j:lenz:_lnz
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P8) Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de estas dos funciones:
f (x) =sin(7zx) y 9(X) = \xz . x\

Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas graficas.

(2.5 puntos)

Igualamos las funciones f (X) =sin (7TX) y 9(x) = ‘XZ - X‘ :

(x =0, pues sin(0) =|0° —O‘

f(x)=g(x) =sin(zx)=|x*—x|=10

x =1, pues sin(z) =1 -1
El &rea es el valor absoluto de la integral definida de la diferencia de las dos funciones entre 0 y 1.

2 2
En el intervalo [0,1] la funcion g(x) tiene la expresion 9 (x) = ‘X - X‘ = X=X,

; 1 1 N 1
Area = J.sin(yzx)—(x—xz)dx = {——cos(ﬂx)——ju_} -
0

T 2 3],
1 1 20
=||-—cos(7)-=+=|—-|——cos(0)——+— | =
Los(r)-303]- Leos(0)- 5+ T |
B S 0,47 u?
T 2 3 &

Lo dibujamos para comprobar este valor del
area. Concuerda pues en la imagen se

observa que la zona rayada ocupa medio o(x)= ‘xl _ x‘
cuadradito.
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