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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

Responde a cuatro de las seis cuestiones siguigntéss respuestas, explique siempre
gue desea hacer y por qué. Puede utilizar caladayiee no puedan almacenar, trans-
mitir o recibir informacion.

1°) Sean las funciong€x) = x3 y g(x) = ax?, dondea es un niimero real positivo.

a) Encuentra, en funcion del parametrdos puntos de corte entre las curyés) y
g(x) y haz un esbozo de la region limitada por lasgiéficas.

b) Calcule el valor de para que el area comprendida entre las cyiasy g(x) sea
27 2
4

a)
Los puntos de interseccion de dos funciones tipoerabscisas las raices de la
ecuacion que resulta de la igualacion de sus erpes

Y4s
f(x) = g(x) = x* = ax?; x*(x—a) = 0; s| [
X, =%, =0,x3=a>0. g(x) i
0 %y
Los puntos de corte son 0(0,0) y P(a,a3),cona > 0. f(x)

La funcionf (x) = x3 es mondtona creciente en R y simétrica con resct
origen, por sef(—x) = —f(x). La funciéng(x) = ax?, cona > 0, es una parabola
convexa V), por ser positivo el coeficiente dé, cuyo vértice es el origen de coorde-
nadas.

La representacion grafica de la situacion se sgpea la figura adjunta.

b)
En el intervald(0, a) las ordenadas de la funcigfx) son mayores que las co-
rrespondientes coordenadasfde), por lo cual, la superficie que delimitan es:

a
ax?® x*

S=[la@—fel-dx =2 [flax? —x?) dx = |5~ =
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4 4
—“—)—0=§; %—“:=§; 4a* —3a*=81: a*=81=a=3.

a-a
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2°) Un avion se desplaza desde el put{l® 3, 1) hacia una plataforma plana de ecua-
ciébnm = x — 2y + z = 1 siguiendo una rectaparalela al vectos = (1,—1,0).

a) Calcule las coordenadas del punto B de contatevd® con el plano y la distancia
recorrida.

b) Calcule la ecuacion del plano perpendicular ddafiorma y que contiene a la recta
r seguida por el avion desde el punto A.

x=A
La rectar dada por unas ecuaciones paramétricage%y =3-A
z=1
El punto B es la interseccién del plany la rectar:
T=x—2y+z=1
x=2 —1. 1— 0 2] —
rE{y:3—A 51-2B-A)+1=1, 1—6+21=0; 31=6=
z=1
x =2
=>/1=2=>{y=3—2=1}=>8(2,1,1).
z=1

La distancia recorrida es la siguiente:

d=AB=(2-02+(1-3)2+1-1)2=+4+4=18.

La distancia recorrida es d = 2v2 unidades.

b)
Un vector normal del plano=x — 2y + z = 1esn = (1,-2,1).

Un vector director de la recteesv, = v = (1,—1,0).

El planog pedido tiene la siguiente ecuacion general:

x y—3 z-—1
B4 v, i)=[1 -1 0 [=0;
1 -2 1

—x—-2z-1D)+(z-1)—-(y—-3)=0 —x—(z—1)—(y—3) =0;

—x—z+1—-y+3=0=>f=x+y+z—-—4=0.
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3°) Seaf (x) una funcion derivable la grafica de la cual pasagh puntoP(0,1). La
gréfica de su derivadd, (x), es la que se muestra en la figura adjunta.

a) Calcule la ecuacion de la recta tangente a lacgrét la \ 4
funcion f(x) en el punto de la grafica de abscisa 0. \ ()

|

b) Encuentre las abscisas de los puntos singularksfde-

cion f(x) y clasifiguelos. 5 ‘ 2X

a) N |
Parax = 0 esf(0) =1, por lo cual el punto de tan- \ 2I |
gencia e (0, 1). _4V

La pendiente de la tangente de la grafica dewmadn
en un punto es el valor de la derivada en ese pbatda observacion de la figura se
deduce quen = —4.

La expresion de una recta conocido un punto gtalignte viene dada por la
formulay — y, = m(x — x,), que aplicada al pun®(0,1) conm = —4 es:

y—1=—-4(x—0) = —4x.

Larectatangenteest =4x+y—1=0.

b)

Para que una funcién tenga un maximo o minimoivelan un punto es condi-
cion necesaria que se anule su derivada en ese peta observacion de la figura, la
funcion tiene posibles maximos y minimos relatipagx; = —2,x, = -1y x; = 1.

Para diferenciar los maximos de los minimos serre@ la segunda derivada;
Si es positiva para el valor que anula la primgedrata de un minimo vy, si es negativa,
de un maximo. Teniendo en cuenta que una funci@neesente o decreciente cuando
su derivada es positiva 0 negativa, respectivamgngeie la derivada de la funcién

f'(x) esf"(x) y que:

x = =2 = f'(x) = 0 = Ni maximo ni minimo: Punto de Inflexion.

x =—1= f'(x) = Decreciente = "' (x) < 0 = Maximo para x = —1.

x=1= f'(x) = Creciente = f"'(x) > 0 = Minimo para x = 1.
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a -3 0
4°) Sea la matrid = (4 a—7 1 ) dondea es un parametro real.
1 -1 -1
a) Estudie el rango de la matriz A para los diferenores del parametro

b) Compruebe que para= 4 la matriz A es invertible que se cumple diré = A=2.

a)
a -3 0
|JAl=14 a-7 1|=—-a(a—7)—3+a—-12=0;
1 -1 -1

—a’+7a+a-15=0; a>—8a+15=0; a == 624_60=8if=8;£2

=4i1:a1=3,a2=5.

Paraa #3ya+ 5= Rang A = 3.

Paraa=3ya=5= Rang A = 2.

b)
Del apartado a) se deduce que para a = 4 la matriz A es invertible.
4 -3 0
Paraa=4=>A=<4 -3 1). |A| = —4>+8-4—-15=1.
1 -1 -1
4 4 1
At=<—3 -3 —1).
0 1 -1
-3 -1 _|I-3 -1 |—3 —3|
1 -1 0 -1 0 1
4 -3 -3
. c_| 14 1 4 1 _14 4 | L
Adj.de A" = |1 -1l o —1| |o 1 51 14 04'
4 1] |4 1| |4 4| B
-3 -1 -3 -1 1-3 -3
4 -3 -3
, . <5 —4 —4> 4 -3 -3
A_l :Ad]. de A —\1 1 0 N A_l — 5 4 —4
|A| 1 )
-1 1 0



4 -3 0\ /4 -3 0 4 -3 -3
A=A-A=(4 -3 1|4 -3 1|=[5 -4 -4
1 -1 -1/ \1 -1 -1 -1 1 0

Queda comprobado que A™1 = A2,
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59 Una empresa esta trabajando en el disefio decdpaulas de café. La empresa ha
construido la seccion transversal de las capsogasiia en una semicircunferencia de
radio 1, trazando una cuerda CD paralela al diam#dsre incorporando el punto E en
punto medio del arco CD. De esta forma E

queda trazado el pentdgono ACEDB, tal
como se muestra en la figura adjunta.

CAe 1 TN
a) Expresa en funcion dey h el area del
pentagono ACEDB.

A
b) ¢ Cual ha de ser la distancia (indicada en ladiguarh) a que se ha de situar la
cuerda CD de AB para que el area del pentagono AC&da maxima?

Del triangulo rectangulo sombreado
de la figura se deduce (Pitagoras) que:

x?+h*=1=h=v1-—x2,
La superficie del pentagono ACEDB

B es la suma del trapecio ACDB mas el area
del triangulo CDE:

S

AB+CD CcD-(1— (1— —x2
=AB;-CD.h+CD(21 h)=>S(x)=2+22x-m+2x(1 2\/1 x):

=(x+1D - VI-x2+x-(1-V1—x2) =

=xVl—x2+V1l—x24+x—xVl—x2=5S(x)=x+V1—x2

b)

Las condiciones necesarias para que una funciaten maximo relativo es
gue se anule su primera derivada y sea negatseglanda derivada para los valores
que anulan la primera.

’ _ —-2x X
S(x)—1+2‘ sz—l —.
S’(x)=0=>1—\/%=0, 1= 1fo, Vi—-x?2=x 1-—x?=x%
2 _ 1. 2 _1 a1 V2
2x°=1; x _Z:x_iﬁ_iz'

. : s NG
La solucion negativa carece de sentido logicoJ@aual:x = >



1VI—xZ—x—2& e —

57() =0 - dew_ T hm i _ avn
1—x2 1—x2 (1_x2}J1_x2 (1_x2)v1:;7.
mvJz\ _ 1-2x2 i L _
S (7) T (1-x2)V1-xZ  1¥z 0.
2 2

Como la segunda derivada no es ni positiva ni negatabria que utilizar el
procedimiento de las derivadas sucesivas, hastn&ac una que no se anulara para
el valor que anula la primera. Este procedimientesta contenido en la programacion
correspondiente a 2° de bachillerato, por lo @ehace el estudio topoldgico del valor

gue anula la primera derivada= ‘/22 = 0,71.

V2 0,7 0,7

2 o 4 4 _1_
Parax = 0,7 < 2= §'(07) =1 - —2—=1-—22=1-098 > 0.
Parax = 08> 5 5(08) =1-—2_—1-2 _1_%-
o 2 S JVi-0,64 V0,36 3 '

NA ., :
Resulta que en entorno de= - la funcionS’(x) es decreciente, por lo cual, su

derivada, o se&’’(x) es negativa y, en consecuencia, queda probadpagae = g

., . , - . 2
la funcidonf (x) tiene un maximo relativo paxa= ‘/2—_

h=+v1—-x?= /1—%=\/§=\/2—5=x.

.. . . 2 .
La superficie del pentagono es maxima parax = h = \/?_ unidades.
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6°) Sean las rectas= x—j =y=z—-1ys=u—uW.
a) Determine la posicion relativa de las rectas.

b) Calcule la distancia entre las rectass.

a)
La ecuacion de la reckaexpresada por unas ecuaciones parametricas ies la s
x=A
guientess = jy = —A.
z=2A

Un punto y un vector director de la reetaonA(3,0,1) y v, = (2,1, 1).

Un punto y un vector director de la restaon0(0,0,0) y v, = (1,—1,1).

Los vectore®, y v, son linealmente independientes por no ser propoatas
sus componentes; esto implica que las recias se cortan o se cruzan. Para diferen-

ciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vectof que tiene como origen el punfbe s y extremo el
puntoA € r: w = 04 = (3,0, 1).

Segun gue los vectorEs,, v,, w} sean o no coplanarios las reotass se cortan
0 Se cruzan, respectivamente.

Los vectoresv,, v, w} son coplanarios cuando el rango del determinamte g
forman es cero y las rectas r y s se cortan; emaagrario, se cruzan.

2 1 1
3 0 1

— — —> —_— — — .
= Rang {v,,v;,w} =3 = v, v, W no son coplanarios.

Las rectasr y s se cruzan.

b)

Para calcular la distancia entre las reetgs vamos a determinar un paralele-
pipedo cuyas dimensiones son los vectores directleréas rectas, y v., y el vector
w = (3,0,1) hallado en el apartado anterior.

Para una mejor comprension se hace el esquema qisarva en la figura ad-
junta.



El volumen del paralelepipedo es el producto nubetdos tres vectores. Por otra
parte, también se puede determinar el volumen adrpooducto del area de la base
por la altura. Observando que la altura h es igledistancia d pedida entre las rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguientea:

vy (U5 X W)

V=o. Vs x W) =1|v, X V5|-h=1[v, X V5|-d =d=—"="=
[vr X vl

2 1 1

wr@xol s o 1 |-3] |-3]

Uy (Vg XW -3 -3

d(r,s) =—-——— =391 =— — = ——— =
|vy x vg| Lt J li+j—2k—k+i—2j| |2i—j—-3k]|
2 1 1
1 -1 1
3 3 3

224 (-1)2+(-3)2 ~ Variio  viad
_ 314
d(r,s) = - U
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