PevAU 2020 Ordinaria Matemadticas Il en Andalucia I.E.S. Vicente Medina (Archena)

' PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA

] UNIVERSIDAD MATEMATICAS II
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS

CURSO 2019-2020

Instrucciones:  a) Duracion: 1 horay 30 minutos
b) Este examen consta de 8 ejercicios.
c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios de los ocho ejercicios propuestos. Si se
realizan mas de cuatro ejercicios, solo se evaluaran los primeros cuatro ejercicios que
aparezcan fisicamente en el papel de examen.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes
a la obtencion de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuaciéon méxima de cada ejercicio estdn contemplados 0,25 puntos para
valorar la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

x*—2x-3

Considera la funcion f definida por f(x)=— parax=1,-1.
X

a) Estudia y halla las asintotas de la grafica de f. (1.25 puntos)
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos)

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Calcula a > 0 sabiendo que el area de la region determinada por la gréafica de la funcion

f (x)=xe™, el eje de abscisas y la recta x =a vale %

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

1 -1 m+2
Consideralamatriz A={ 0 1 m+1/|.
m O 5

a) Estudia el rango de A segun los valores de m. (1.5 puntos)
b) Para m=2, calcula la inversa de 2020A. (1 punto)

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Siendo a =0, considera las rectas

Xx-3 y-3 z+1
—-a -1 2
a) Estudia la posicion relativa de ambas rectas segun los valores de a. (1.25 puntos)
b) Para a =2, determina las ecuaciones de la recta que pasa por el punto de cortedery sy es
perpendicular a ambas. (1.25 puntos)

rzx—lzy—Z:Z—_1 y S
a
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

Sea f :[0,27]— R definida por f(x)= X
2—CoS X
a) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan). (2

puntos)
b) Determina la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a la gréfica de f en el punto de

abscisa x = % (0.5 puntos)

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

2

Sea f la funcion dada por f(x)= para x#2.

2

a) Calcula I f(x)dx . (2 puntos)
b) Calcula la primitiva de f cuya gréfica pasa por el punto (3, 5). (0.5 puntos)

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

1 11 a X
Considera A=|1 0 1|, B=|2a| y X=|Yy]|,
4 1 4 3a Z

a) Discute el sistema dado por AX =B, segun los valores de a. (1.25 puntos)
b) Para a=0, resuelve el sistema dado por AX =B. Calcula, si es posible, una solucion en la
que y+z=4. (1.25 puntos)

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

X+y=0
y—3z+2=0

a) Calcula la ecuacidn del plano que pasa por A 'y es perpendicular a r. (1.25 puntos)
b) Calcula la ecuacion del plano que pasa por A 'y contiene a r. (1.25 puntos)

Se considera el punto A(1,-2,0) y larecta r z{
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

x?—2x-3

Considera la funcion f definida por f (x) = w1 parax=1,-1.
X

a) Estudia y halla las asintotas de la gréafica de f. (1.25 puntos)
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos)

x?—2x-3
el

a) El dominio de la funcion f(x)= es R—{-11}.

Asintota vertical. x=a
¢ Xx=-1 es asintota?
x*-2x-3_1+2-3_0

lim f(x) = lim —; = —=Indeterminacion=
x—>-1 x>-1 x° -1 0 0
x*—2x-3=0
1 -2 -3
-1 -1 3 =x*-2x-3=(x+1)(x-3)
11 -3 |0
x?—1=(x+1)(x-1)

AT (x-3) limX=3_4_,

=|- = = —=
melw(X_l) x>-1x—1 -2

No hay asintotaen x=-1

¢ X=1 es asintota?
X*-2x-3 1-2-3_ -4

lim f(x)=lim =0
x—1 () -1 x2—1 0 0
x =1es asintota.
Asintota horizontal. y=b
: . X=2x-3 . X
b=Ilimf(x)=lim———=Ilim—-=1
X—>00 ( ) X—>00 XZ -1 X—>00 x2
La asintota horizontal es y =1
Asintota oblicua. No hay pues tiene asintota horizontal.
b)
x2 _2%x—_3 ) (2x—2)(x* -1)-2x(x*-2x-3
fX)=—F—=1"(X)= ( 2 2( )
X’ -1 (x*-1)

f r(X)_Z/{—ZX—ZX2+2—%{+4x2+6x 22X+ AX+2 2(X2+2X+1) ~ 2(x+1)°

(x? —1)2 (x? —1)2 (x? —1)2 (x? —1)2

Esta funcion derivada es siempre positiva, por lo que la funcion siempre crece.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Calcula a > 0 sabiendo que el area de la region determinada por la gréfica de la funcién

f (x)=xe™, el eje de abscisas y larecta x =a vale %

Buscamos puntos de corte con los ejes.
f(x)=0=xe™=0=x=0

El area es el valor de la integral definidaentre 0 y a de f (x) =xe*, pues a > 0.
Antes hallamos la integral indefinida.

Integracidon por partes . .
Ixe‘“dx: U=x= du=dx =x—e3x—_[—e3de:
3 3

dv=e¥*dx=v= J'esxdx = 1e3X
3

xe” 11 5 xe” e _ e™(3x-1)

3 33 3 9 9

A partir de esta primitiva el area es:

Aren o Ioa CePy [e“ (3x—1)T _ {esa (3a—1)}{e° (0—1)} _ ¥ (3a-1) !

9

0

Como debe ser % entonces:

e*(3a-1) S e (3a-1)

=0=¢*(3a-1)=0=>3a-1=0=|a=
9 9 9 9

Wl
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

1 -1 m+2
Consideralamatriz A={ 0 1 m+1/|.
m O 5

a) Estudia el rango de A segun los valores de m. (1.5 puntos)
b) Para m=2, calcula la inversa de 2020A. (1 punto)

a) El determinante de A es:

1 -1 m+2
|Al=[0 1 m+1/=5-m*-m-m’-2m=-2m*-3m+5
m 0 5)
Lo igualo a cero.
3+7
—=-2,5=m
3+,/(-3)°+40 3+ — ’
|Al=0=—2m?—3m+5=0=m= (8 +40 347 | 4
—4 —4 3-7
—=1=m
—4
Establecemos tres casos diferentes.
CASO1. m#lym=-25
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3.
CASO 2. m=1
El determinante es nulo y su rango no es 3.
¢Surango es 2?
1 -1 3
A=/0 1 2 |- Extraemos un menor de orden 2 quitando la 12 filay la 1 columna
1 0 5
1 2 i 1 2
-> con determinante =5#0.
0 5 0 5
El rango de A es 2.
CASO3. m=-2,5
El determinante es nulo y su rango no es 3.
¢Su rango es 2?
1 -1 -0,5
A=| 0 1 -1,5 |- Extraemos el menor de orden 2 quitando la 32 filay la 32
-2,5 0 5
1 - ) 1 -
columna -> con determinante =1+0
0 1 0 1
El rango de A es 2.
b)
1 -1 4
Para m=2 tenemos que la matriz queda A=|0 1 3 |con determinante
2 0 5
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1 -1 4
A=0 1 3=5-6-8=-9+0
A

2 0 5

Por lo que existe la inversa de A y también de 20220A.

Calculamos la inversa de A.

1 0 2 N A
Adj| -1 1 0 35 |4 5 (4 3 :
Adj( A 4 35 02 12 10
Afl: J( ): :_l _ + _ __= 6
A -9 9| |3 51 |4 5 4 3 )
02 |1 20 |1 0
+ - +
10 |10 |-1 1
Por lo que
. L1 5 5 -7 . 5 5 -7
(2020A) " = A= ——j 3 3|z~ 3 -3
2020 2020\ 9 18180
2 2 2 2 1
11
3636 3636 18180
(2020A) = -1 1
3030 6060 6060
1 1
9090 9090 18180

5 -7
-3 -3
-2 1




PevAU 2020 Ordinaria Matemadticas Il en Andalucia I.E.S. Vicente Medina (Archena)

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Siendo a =0, considera las rectas

Xx-3 y-3 z+1
—a -1 2
a) Estudia la posicion relativa de ambas rectas segun los valores de a. (1.25 puntos)
b) Para a =2, determina las ecuaciones de la recta que pasa por el punto de cortede ry sy es
perpendicular a ambas. (1.25 puntos)

rsx—lzy—Z:Z—_1 y S
a

a) El vector director deres v, =(L1a) yel deses v, = (-a,-1,2).

¢Pueden ser las rectas paralelas o coincidentes?
Deben ser las coordenadas de los vectores directores proporcionales.

1 1 a i:il:—l:—a:a:l

S PN

@ - -2 0. ama=2
-1 2

No pueden ser paralelas, pues no hay ningun valor de a que lo haga posible.

Las rectas se cruzan o se cortan en un punto.

Un punto de larectares P,(1,2,1) yunodeses P,(3,3,-1)
El vector que une esos dos puntos tiene coordenadas PP, =(3,3,-1)—(12,1)=(2,1,-2)

_ —

Calculamos el producto mixto de VT; v,y PP,

r-s*

1 1 a
[VoV,PR]=]-a -1 2|=R+4-2"+2d-2d - =-a’+4
2 1 -2

Veamos cuando se anula.
[\7 V. ?Ps]:O:—a2+4:O:>—a2 = 4= a’=4=a=b=+2

rr» Vs

Si a=4+2 el producto mixto es cero y las rectas se cortan en un punto.
Si a= =2 el producto mixto es no nulo y las rectas se cruzan (tienen distinta direccién y
estan en planos paralelos, no son coplanarias.

b) Para a =2 las rectas se cortan. Averiguamos el punto de corte.
Ponemos las rectas en ecuaciones paramétricas.

{\72(111,2) Xx=1+4

r= =>r=3y=2+4

hL21) 221422

S= =S=y=3-u
R.(33.-1) z2=-1+2u

Resolvemos el sistema formado por las dos rectas.
3-2u=1+1 2-2u=2
H H 2-2u=1-pu
3—u=2+1 =<1-u=41 =
—2+2u=2-2u
-1+2u=1+21 —24+2u=24
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= =1l=u

4u=4
x=1
Sustituyendo en la recta s obtenemos el punto <y =2= P, (1, 2,1)
z=1

Tenemos que hallar la recta que pasa por P, (1, 2,1) y es perpendicular a las dos rectas. Por
lo que tendra como vector director el producto vectorial de los vectores directores de las
rectas: v, =(11,2) y v, =(-2,-12).

i j ok
V=V xv=|1 1 2[=2i-4j-k+2k—-2j+2i=4i-6]+k=(4,-6,1)
-2 -1 2
x=1+42
Larecta pedidaes t=1y=2-64, conleR
z=1+1
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

.. n
Sea f :[0,27]— R definida por f(x)= XX

2—CO0S X
a) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan). (2

puntos)
b) Determina la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a la gréafica de fen el punto de

abscisa x = % (0.5 puntos)

a)
f(x) = e :f,(X):cosx(2—cosx)—s<32nx(senx):
2-Cos X (2—cosx)
_ 2cosx—cos’ x—sen’x _ 2€0sX—(cos® x+sen’x)  2cosx—1
(2—cosx)’ (2—-cosx)’ (2—cosx)’
x=2
f'(X)=0:>20L)(_12=0:>2cosx—1=0:cosx:1:> 3
(2—cosx) 2 |, F_57
=2r——=—

3 3
Valoramos la funcién en los extremos del dominio de definicion [O, 27[] y en los puntos
criticos en busca de los extremos absolutos.

x=0>f(0)=—"0 _g
2-cos0
T
sen—
x=2>f(0)=—3 =057
3 2—cos%

JT
sen—
=27 3¢ (5—”j:—3:—0,057

3 3 2—0055£
3
x=27 > f(2r) =" g
2—C0S2rx

La funcion presenta un maximo en el punto (%,0.57) y un minimo en (%,—0.57)

Vi T
. - sen— o 2cos -1 1-1
En x=2 > f(—)=—3=0.57yf'(§): 3 ___ 0

2 2
3 3

La recta tangente tiene ecuacion y—0.57 = O(X —%j =y =0.57

. . 1 .
La recta normal tiene pendiente — =—= . Es unarecta vertical, pues la tangente es

f '(g)

horizontal. Es |x :%
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

Sea f la funcion dada por f(x)=

X2 +4

(x-2)°

para x #2.

a) Calcula If(x)dx . (2 puntos)
b) Calcula la primitiva de f cuya gréafica pasa por el punto (3, 5). (0.5 puntos)

a)

b)

jf(x)dx:j?’XZ;‘idx:

x*+4 3 +4
(x-2)" x*—4x+4

3x° +4  [X*—4x+4

—3x* +12x =12 3
12x -8

3x° +4 12x -8

2 =oF 2
X —4x+4 (x—2)
Desarrollamos en fracciones simples
12x-8 A B

2 + 2
(x=2)" Xx=2 (x-2)
12x-8 _A(x-2)+B
(x-2)  (x-2)
X=2—->24-8=0+B—>B=16
X=0—>4=-2A+B>4=-2A+28>-24=-2A— A=12
12x+4 12 16

2 = + 2
(x-2)" X=2 (x-2)

=12x-8=A(x-2)+B

=[3+ 2, 10 - dx =3x+12In|x—2|+16[ (x-2) " dx =
X=2 (x-2)
1 -1 16
:3x+12In|x—2|+16(—1j(x—2) = 3x+12|n|x—2|—n+C

Si F(x):3x+12ln|x—2|—%+c y ademas F(3)=5
X_

F(3)=9+12In|3—2|—31—62+c =5=9+0-16+C=5=C=12

F(x)=3x+12|n|x—2|—1—62+12
X_

La primitiva buscada es
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

1 11 a X
Considera A=|1 0 1|, B=|2a| y X=|Yy]|,
4 1 4 3a Z

a) Discute el sistema dado por AX =B, segun los valores de a. (1.25 puntos)
b) Para a=0, resuelve el sistema dado por AX =B. Calcula, si es posible, una solucion en la que
y+z=4. (1.25 puntos)

a) Calculamos el determinante de A.
111

|Al=1 0 1/=4+1-4-1=0
41 4
El rango de A no es 3.

. . 11 .
Tomamos el menor que resulta de quitar la fila y columna 32 > (1 OJ con determinante

11
‘1 0‘:—17&0 .Elrango de A es 2

111 a
Veamoselrangode A/B=|1 0 1 2a
4 1 4 3a

Consideramos el menor que resulta de quitar la columna 12, pues la columna 12 y la 3% son
11 a 1 1 a

iguales>|0 1 2a | condeterminante |0 1 2aj|=3a+2a—-a-—-8a=-4a
1 4 3a 1 4 3a
Se plantean dos situaciones posibles.

Si a=0 este determinante es nulo y el rango de A/B es 2.
Rango de A =rango de A/B = 2 < 3 = nimero de incognitas.
El sistema es compatible indeterminado.

Si a#0 el determinante es no nulo y el rango de A/B es 3.
Rango de A =2 # 3 =rango de A/B
El sistema es incompatible.

b) Para a=0 el sistema tiene infinitas soluciones.

1 1 1)(x) (0) x+y+z=0 X+y+z=0
AX=B=|1 0 1|y|=|0|=x+z=0 =|x=-7 =N

4 1 4)\z 0 4x+y+4z=0 dx+y+4z=0

-2+y+z=0 y=0
= = =1y=0
—4z+y+4z2=0 y=0

Lasoluciones [x=—t; y=0; z=t|

Paraquesea y+z=4 como y=0 debe ser z=4 yentonces x=-—4 .
Lasoluciones x=—4; y=0; z=4.
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

X+y=0
y—3z+2=0

a) Calcula la ecuacion del plano que pasa por A 'y es perpendicular a r. (1.25 puntos)
b) Calcula la ecuacion del plano que pasa por A y contiene a r. (1.25 puntos)

Se considera el punto A(1,-2,0) y larecta r z{

a) Pasamos la ecuacion de la recta a paramétricas.
X=2-3z X=2-3t

X+y=0 X=-Y
r = = Yy=-2+31=>r=.y=-2+3t

-3z+2=0 =32-2
y y 1=1 z=0+t

La recta pasa por P(2,—2,0) y tiene vector director \7, = (—3, 3,1)
El plano perpendicular a la recta tiene como vector normal el director de la recta.
A(l-2)er } A(L-2,0)ex

=

n=v, =(-3,31)

=-3-6+0+D=0=D=9
r=-3x+3y+z+D=0

|7=-3x+3y+z+9=0|

b) El plano que pasa por A y contiene a r tiene como vectores directores el vector director de r
y el vector AP =(2,-2,0)~(1,-2,0)=(1,0,0)

G:ﬁ:(l,o,o) x-1 y+2 z
v=v,=(-331);=7=|1 0 0=0=3z2-y-2=0=|7=-y+32-2=0
A(L-2,0)er -3 3 1
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