Matrices

1. Calcular lamatriz X , tal que XB+ A=C; siendo
0 3 0

4 -2 1 1 -3 5
A= ; B={2 0 1| ; C=
5 1 -3 -2 4 -6

0 3 2

Solucioén:
X-B+A=C=X-B=C-A=X-B-B"=(C-A)-B"=X:I1=(C-A)-B*=X=(C-A)-B™.

1 -3 5 4 -2 1 -3 -1 4
Porun lado: C-A= - = :

-2 4 -6 5 1 -3 -7 3 -3
Por otro, el determinante de la matriz B es (regla de Sarrus):

0 3 0
|B[=[2 0 1|=(0+0+0)—(0+12+0)=-12. Como |B|=0, existe B™*, que la calcularemos mediante la
0 -3 2

formula: B :i(Bd )I, donde B¢ es la matriz adjunta de B. Esta Gltima es B =(B; ), en la que B, son

8]

. A,

los adjuntos de la matriz B:B; =(-1)"'A; = L ,
—A; Sl 1+] esimpar

complementario de orden 2 correspondiente a lafila i y ala columna j (determinante de orden 2 que resulta

de eliminar la fila i y la columna j):

si i+ ) espar
y donde A; es el menor

0 1 2 1 2 0
B,=| , =0~ (-9=3B,=—|  ~|=—(4-0)=—4,B,=|  |=-6-0=-6,
3 0 0 0 0 3
B, =-|", ,|=-(6-0)=-6,B,= |=0-0=0,B,=-| " |=~(0-0)=0,
30 0 0 0 3
B, =|) 4[=3-0=3,B,=—|, [=~(0-0)=0,B,=| 1-0-6=-6.
3 -4 -6 3 6 3
Portanto B°=| 6 0 0 y(Bd)t: —4 0 0 |,ylamatriz inversade B es:
3 0 -6 -6 0 -6
.3 6 3y (111
3 -6 3 12 12 12 4 2 4
B*:i(Bd)t:i 40 ol X 0 ol5Y 0 o
B| 12| o |12 3
6 4 8 1451
12 12 2 2




11
4 2 29 3 11
-3 -1 4 12 2 4
Asipues X =(C-A)-B™ = 1 o o |12 2 4 .t
-7 3 -3)| 3 5 71
1y 1 la 24
2 2
2. Encontrar la matriz X , Sabiendo que B(A—1)=AX A.
3 2 -1 1 -1 2
A=|-4 1 -1|;B=|-1 0 1
2 0 1 0 -11

Solucién:
B-(A-1)=A-X-A= A" B (A-1)-AT=A"AX-AA = X=A"B-(A-1)-A".

3 2 -
|Al=|-4 1 -1=(3+4+0)—(-2+8+0)=7-6=1.Entonces A tiene inversay es A‘lzﬁ(A“)t.
2 0 1
1 2 2
Procediendo como en el ejercicio anterior, la matriz adjuntade A es A°=|2 5 —4/[.
3 7 -5
. . 12 -2y (1 2 3
Entonces: A= (A') =712 5 —4|=2 5 7
A !
3 7 -5 -2 -4 -5

-2 4 5){0 -1 1){2 O

-1 4 7 2 -2 -1 (1 2 3 28 2 73
=-3 9 16 |4 0 1|2 5 7 |=62 6 12| 2 5 =| 50 106 168
2 7 13\ 2 0 ON-2 4 -5 50 4 9)(-2 4 -5 -40 -84 -133

1 2 3 1 -1 2)\ 2
Portanto, X =A™"-B-(A-1)-A"=| 2 5 7 |-1 0 1|-4 0
3
.

3. Resolver la ecuacion matricial A>-X —B = A? y determinar la matriz X , siendo:

1 00 -1 0 O
A=0 2 0|; B={0 -3 0
0 01 0 0 -1




Solucién:
AX-B=A=A-X=A+B=X=(A)"-(A+B).
0

1 0Y(1 0 O 10

A =A-A=|0 00 2 0|=|0 4 0, ‘Az‘:4 (A® es diagonal y el determinante de una matriz
0 0 1){0 0 1 0 01

diagonal es el producto de los elementos de la diagonal principal). Por tanto A’ tiene inversa, que es

0
2

- 1 t . . . . . .
(A%) ' =—((A2 )d) . La matriz adjunta de A? es (procediendo de manera similar a cémo se hizo en el

A
4 0 0 1 ¢ 4 4 00 1 2 0
ejercicio 1): (Az)d: 0 1 0].Portanto: (Az)_lz—z((Az)d) ==l0 1 0|=|0 = 0.
0 0 4 ‘A‘ 4 0 0 4 4
0 0 1
Entonces, finalmente:
120100—100W120000020
X:(Az)’l-(A2+B)=o—o 0 4 0|+|0 -3 0|'={0 = 0]|0 1 0|=|0 = 0.
4 0 01 0O O 1 4 0 0O 4
0 01 B J 0 0 1 0 0O

4. Estudiar el rango de A, segun los valores del parametro aeR .

a+l 1 -a a
A= 1 a+l1 0 2a
a 1 1 0

Razonar si para algan valor de a existe A™.

Solucioén:

El rango de esta matriz es a lo sumo 3. Utilizaremos la propiedad segln la cual el rango de una matriz es el
maximo orden de sus menores no nulos. Los menores de orden 3 de la matriz A son:

a+l 1 -a
A=|1 a+l 0 :((a+1)2+O—a)—(—a2(a+1)+1+0)=(a2+a+1)—(—a3—a2+1):a3+2a2+a.
a 1 1

a+l 1 a
A =| 1 a+l 2a=(0+2a’+a)-(a’(a+1)+0+2a(a+1))=(2a’+a)-(a’+3a’ +2a)=-a’-a’-a.
a 1 0
a+l -a a
A=l 1 0 2a=(0-2a’+a)-(0+0+2a(a+1))=(-2a’+a)—(2a*+2a)=-2a"-2a"-a.
a 1 0




1 -a a
A,=[a+1 0 2a=(0-2a’+a(a+1))-(0+0+2a)=(-a’+a)-2a=-a’-a.
1 1 O

Observemos ahora que:

A=0ca’+2a"+a=0ca(a’+2a+1)=0ca(a+l) =0 < a=06 a=-1.

A, :O<:>—a3—az—a:0<:>—a(a2+a+1):0<:>a:0 (la ecuacion a’+a+1=0 no tiene soluciones
reales).

A, =0 -2a°-2a°-a=0<-a(2a”+2a+1)=0< a=0 (laecuacion 2a*+2a+1=0 no tiene
soluciones reales).

A=0c-a’-a=0<-a(a+l)=0<a=0 6 a=1.

Por tanto |A|=|A,|=|A|=|A|=0<a=0. En este caso lamatriz A es: A=

o K

100
1 0 0], cuyorangoes
110

claramente 2 (es facil encontrar un menor de orden 2 distinto de cero).

Sin embargo si a =0 alguno de los determinantes |A|, |A,|, |A;|, |A| seré necesariamente distinto de cero
y en este caso el rango de la matriz A sera 3.

3 si a0

Resumiendo: rango(A) = .
2 si a=0

No existe ninglin valor de a para el que exista A™, pues A no es una matriz cuadrada (no tiene sentido hablar
de inversas de matrices no cuadradas). ¢

5. Determinar la matriz X , sabiendo que X - A’ +B-A= A’ siendo:

0 0 -1 0 0 -2
A=l0 -1 0|;B=0 2 0
-1 0 O -2 0 O

Solucion:

-1

X-A+B-A=A> < X -A>=A’-B-Ac> X = AZ—B-A)-(AZ) .

0O 0 -1yy0 0 -1 1 00
A2=A-A=| 0 -1 010 -1 0|=/0 1 0|=Iy, enestecaso se tiene que (AZ)_1=I‘1=I.
-1 0 0){-1 0 O 0 01

Entonces X =(A?—~B-A)-(A*) =(1-B-A)-1=1-B-A=

1 00 0 0 =20 0 -1 1 00) (2 0 O -1 0 O
=0 1 0(-|0 2 0|0 -1 0|=/0 1 O0|-|0 -2 0O|={0 3 0 |.+
001){(-2 0 O)-1 0 O 0 0 1) ({0 0 2 0 0 -1




6. Estudiar el rango de A, segun los valores del parametro te R.

1 1 0 1
A=l0 t 1 O
1 t+1 t t+1

Razonar si para algln valor de t, existe A™.

Solucioén:

El rango de esta matriz es a lo sumo 3. Utilizaremos la propiedad que dice que el rango de una matriz es el
maximo orden de sus menores no nulos.

Los menores de orden 3 de la matriz A son:
1 1 0

A=|0 t 1:(t2+1+0)—(0+0+t+1):t2—t.
1 t+1 t

1 1
t 0 |=(t(t+1)+0+0)—(t+0+0)=(t*+t)-t=t>.
t+1 t+

>
=5

[

1
A=0 1 0|=(t+1+0+0)-(1+0+0)=t.
t t+

-

1 0 1
A=t 1 0 :(t+1+0+t2)—(t+1+0+0):t2.
t+1 t t+]

Observemos ahora que:

A=0ct’-t=0ct(t-1)=0<t=00t=1. A =0t =0<1=0.

A=0ct=0. A =0t°=0<t=0.

1101
Por tanto |A|=|A|=|A|=|A|=0<1t=0.Eneste caso lamatriz A es: A=|0 0 1 0|, cuyorango es
1101

claramente 2, pues hay al menos un menor de orden 2 distinto de cero.
Sin embargo si t =0 cualquiera de los determinantes |A|, |A,|, |A;|, |A| sera distinto de cero y en este caso
el rango de la matriz A sera 3.

3 si t#0

Resumiendo: rango(A) =
9o(A) {2 si t=0

No existe ningtin valor de t para el que exista A™, pues A no es una matriz cuadrada (no tiene sentido hablar
de inversas de matrices no cuadradas ya que para éstas no esta definido el determinante). ;




o - O

1 X
7. Dadalamatriz A=|1 0 |, hallar los valores de x para los cuales la matriz no es invertible. Hallar la
X 1

inversa de A para x=2.

Solucion:

Para que una matriz cuadrada tenga inversa es necesario y suficiente que su determinante sea no nulo.
Calculemos pues los valores de x que anulan el determinante de la matriz A.

1 0 x
[Al=|L 1 0/=(1+0+0)—(X*+0+0)=1-x*. [A=0=1-x* =0 x=1 6 x=-1.
x 01

Por tanto, A no tiene inversa cuando x =1 o cuando X # —1, ya que en estos casos |A| =0.

1 0 2
Si x=2,lamatriz A es: A=|1 1 0|,y sudeterminante serd |A|=1-2°=-3. La inversa de la matriz
2 01
L 1 -1 -2
A sera A :W(Ad )t. Procediendo como en el gjercicio1: A= 0 -3 0 |=
-2 2 1
1y 2
1 b 13 32
S A= (A) = 1 -3 | = 1 =%,
A - 3 3
-2 0 1 5 1
0 -=
3 3

Solucioén:

00 o 3 1
AXA-B=| = |o AXA=Bo X =ATBAL (A= =-3-(-2)=-1.

-2 -1
-1 2 -1 - 1 1
La matriz adjunta de A es A = ,luego: A= el = .
-1 3 -1\ 2 3 -2 -3

Por tanto:
T 1 1Y)y5 -2y1 1 6 1 1 1 4 3
X=A"BA" = = = t
-2 31 3 J)|-2 -3 -13 -5){-2 -3 -3 2




7 3 6 12
9. Resolver el sistema de ecuaciones matriciales 3X —2Y = y X+3Y = .
16 4 -2 27

Solucioén:

6 12 6 12
Como X +3Y = =X = -3Y.
-2 27 -2 27

16 4 -2 27

18 36 7 3 7 3 18 36
= -9Y -2Y = = -11Y = - =
-6 81 16 4 16 4 -6 81
-11 -33 1 (=11 -33 1 3
= -11Y = =Y =— = )
22 77 11\ 22 77 -2 7

. 6 12 6 12 1 3 6 12 3 9 3 3
Sustituyendo: X = -3Y = -3 = - = i
-2 27 -2 27 -2 7 -2 27) \-6 21) (4 6

_ _ 3 7 3 6 12 73
Sustituyendo en la primera ecuacion: 3X —2Y = ( j = 3{( J— 3Y } —2Y = [16 4j =

10. Hallar una matriz X que verifique la condicion A+BX =C, siendo:

1 2 1 110 0 2 1
A=|-1 6 -2|:B=|2 00|ycC=[1 2 0
1 -1 2 101 0 -1 3
Solucioén:
A+BX=C<BX=C-A< X=B"(C-A).
L
B[=[2 0 Oz‘2 0‘=0—2=—2;«r&0.Portanto,Btieneinversa. La adjunta de B es:
101
0o Lo
0 2 0 . [0 Lo i
B'=|-1 -1 -1|.Entonces: B'=—(B')=—"|-2 -1 0 |=|1 = 0|=
B| -2 2
0 0 -2 0 -1 -2 1
0 =1
2
o Lo o 1o
i 002 1) (1 2 1 i 1 0 0) (1 -2 1
:>X:B’1(C—A):1§O120——16—2:1502—42:0—21.
1 0 -1 3/ (1 -1 2 ) 1 0 1) (0 =2 2
0 =1 0 =1
2 2




3 0 2 2
11. Dadas las matrices A={0 0 1|y B=|1
010 0

a) Halla paso a paso la inversa de la matriz A.
b) Calcula la matriz X que verifique la ecuacion AX =B.

Solucioén:
3 0 2 0 1
a) Determinantede A: [A|=0 0 1 :3‘ 0‘:3(0—1) =—3 (desarrollando por los elementos de la primera
010
columna). Como el determinante de A es distinto de cero, la matriz A tiene inversa.
-1 0 O
Matriz adjuntade A: A°=| 2 0 -3 (sigase el proceso explicado en el ejercicio 1).
0 -3 0
-1 2 0
Traspuesta de la adjunta de A: (A’ )t =0 0 -3
0 -3 0

. (L2 0) (13 230
Matriz inversade A: A‘l:K(A“)tz—3 0 0 -3|=|0 0o 1/
A “lo =3 0 0 1 0

/3 -2/3 0)(2 0
b) AX=B< X=A"'B=| 0 0 1|1|=|0}.+
0 1 0)\0 1
1 -1 3 1 0
12. Dadas las matrices A= -1 0 -3, B=|-1 2 yC:(_O2 _11 _ZJ
-1 2 1 0 1

1°) Halla la inversa de A—BC . 2°) Resuelve la ecuacion matricial AX —BCX =A.

Solucién:
1°) Hallemos la inversade A—-BC:
1 -1 3 1 0 0 -1 2 1 -1 3 0 -1 2 1 0 1
A-BC=|-1 0 -3|-]-1 2(2 L 1J=—1 0 -3|-|4 3 4|={3 -3 1].
-1 2 1 0 1 -1 2 1 -2 1 -1 1 1




1 0 1
|A-BC|=|3 -3 1|=(-6+0+3)—(-3+0+1)=-3—(-2)=-1.

1 1 2
-7 -5 6
Por tanto, la matriz A—BC tiene inversa. Hallemos su adjunta: (A-BC)*=| 1 1 -1]|.
3 2 -3

t 7 1 3 7 -1 -3
_l:;((A—BC)d):i 5 1 21]=5 -1 -2

Y, por tltimo, la inversa: (A—BC) A—BC|
- 6 -1 -3) (-6 1 3

29) AX —-BCX =A< (A-BC)X =Aeo X =(A-BC) " A.

7 -1 -3)(1 -1 3 11 -13 21
Portanto, X=| 5 -1 -2||-1 0 -3|={ 8 -9 16 |.+
-6 1 3){-1 2 1 -10 12 -18

. - _ 2 2 2 0 0 3
13. Resuelve la ecuacion matricial XA—-2B+3C =D, siendo A=( j B=( ] C=( J y

1 2 1 4 2 0
5 4
D= .
54

Solucioén:
XA-2B+3C=D < XA=2B-3C+D < X :(ZB—3C+D)A*1.

oot {8 35 IHE S 0 )

Hallemos ahora la inversa de A:

2 2 2 -1 1 ¢ 1(2 -2 1 -1
Al = =4-2=2: A= CAT=—(AY) == = .
A ‘1 2 ’ (—z 2]’ A) 2[—1 zJ (—vz J

9 5 1 -1 23/2 -14
Entonces: X:(ZB—3C+D)A1:£ j( ]:( / j,

-7 14)\-172 1 -14 21
1 2 A L3
14. Se consideran las matrices A=[1 L J y B=| A 0], donde A es un numero real. Encuentra los
0 2

valores de A para los que la matriz A-B es invertible.




Solucioén:
1
1 2 A
A-B= A
1 -1 -1
0

A-B no tendra inversa siempre que |A-B|=0<

C(1+2n 3+2n
l1-a 1 )

1+2% 3+2A
1-A 1

‘=0<:>

S1+20—(1-2)B+21) =01+ 2L -3-24+30+ 247 =0 2% +31—2=0<

2 1
~3+,0-4.2.(-2) 3425 345 M=573

4 4 4 8

S A=

Por tanto A-B sera invertible siempre que x;ﬁ% yA#E-2. ¢

0 3 4
15. Considera la matriz A=| 1 -4 -5
-1 3 4

a) Comprueba que se verifica A’+1 =0, siendo | la matriz identidad y O la matriz nula.
b) Justifica que A tiene inversa.

Solucioén:
3 4 3 4 -1 0 1
a) A°=A-A= -4 -5 Si={1 4 4
-1 3 4)\-1 3 4 -1 -3 -3
-1 0 1)yO0 3 4 -1 0 0
Al=A2. A= 4 4} 1 5= 0 -1 O
-1 -3 -1 3 4 0O 0 -1
-1 0 O 1 00 0 0O
A+l={0 -1 0|+/0 1 0|=/0 0 0|=0
0 0 -1 0 0 1 0 0O

b) Se puede hacer comprobando que el determinante de A es distinto de 0. Pero lo haremos utilizando el
apartado anterior: A°+1 =0 -A' =1 < -A- A=A (-A*)=1.

1 0 -1
De aqui se deduce claramente que A =-A*=|-1 -4 4.
1 3 3




16. @) Determina la matriz X para que tenga solucién la ecuacién C(A+X)B=1 donde A, B y C son
matrices con inversa de orden n e | es la matriz identidad de orden n.

. . 3 4 11 10
b) Aplica el resultado anterior para A= , B= yC= :
1 2 01 11

Solucion:
a) C(A+X)B=1< A+X=C'B* < X=C'B*-A.

10 1 -1y (1 0
b) C|= =1-0=1. Por tanto, C tiene inversa: C‘lzi(C")t L = :
11 IC| 110 1 -1 1
1 1 1 0) (1 -1
|B|= =1-0=1. Por tanto, B tiene inversa: B’lzi(cd)t 1 = .
01 |B| 11-1 1 0 1
-1 1 0)1 -1 3 4 1 -1 3 4 -2 -5
Entonces: X =C "B~ -A= - = - = it
-1 1){0 1 1 2 -1 2 1 2 -2 0
1 01 011
17. Sean Ay B las matrices siguientes: A=|{0 2 0|, B=|1 1 0 |.Ambasson derango 3.;Qué ocurre
110 0 0 2

si las combinamos linealmente? En concreto, estudia el rango de la matriz A+ AB segun los valores del
parametro A.

Solucion:
Ocurre que el rango no tiene porqué conservarse. Veamoslo con las matrices Ay B:
101 011 101 0 A A 1 A 1+

A+AB=/0 2 O|+A{1 1 0|=|0 2 O|+|A2 A O |=A2 2+1 O
110 0 0 2 110 0 0 2») (1 1 2x

1 A 1+A
|A+XB|:X 240 0 |[=(AA+2 2+ A +A) =2+ +A+20) =203 + 207 + 20 - 2.
1 1 2\

|A+AB|=0& -2+ 207 + 21— 2=0 -2(A+)(h-1)? =0 L =-1 6 A =1. Por tanto:

v SiA#-1y L#1= rango(A+1B)=3.

1 -1 0
v SiA=-1, A+AB=|-1 1 0 | = rango(A+AB)=2, pues hay un menor de orden dos distinto de
1 1 =2

cero:

-1 1
=-1-1=-2.
1 1




v Si A=1, A+AB= = rango(A+AB)=2, pues hay un menor de orden dos distinto de cero:

e
R W e
N O N

1 1
=3-1=2.
1 3
3 0 3 2 1 1
18. Dadas las matrices A=|1 1 1|;B={1 0 O
011 1 -1 1

a) Halla la matriz inversa de (A— I ) siendo | la matriz unidad de orden 3.

b) Halla la matriz X solucién de la ecuacién X -A-2B=X.

Solucion:
3 0 3 1 00 2 0 3
a A-1={1 1 1|-|0 1 0|=|1 0 1.
011 0 0 1 010

2 0
|A—I|: 1 01 —1‘1 1‘:—1(2—3) =1 (desarrollando por los elementos de la tercera fila). Entonces
01
-1 1 a\t 1 a\t d\!
(A-1) =m((A—|) ) =1((A—|) ) =((A—|) )
-1 0 1 : -1 3
La matriz adjunta de A—1 es: (A—I)d: 3 0 -2|.Portanto: (A—I)fl:((A—I)d) =0 0 1]
0 1 0 1 -2 0

b) X-A-2B=X & X-A-X =2B < X(A-1)=2B < X =2B(A-1)".

2 1 1)(-1 3 O 4 2 2)(-1 3 O -2 8 2
Luego: X=2/{1 0 0|0 O 1|={2 0 0|0 O 1|={-2 6 O |.¢
1 111 -2 0 2 2 21 -2 0 0 2 -2

1 2

1 2 m
19. Se consideran las matrices: Az(1 ! J y B=|m 0|, donde m es un numero real. Encuentra los
0 2

valores de m para los que A-B tiene inversa.




Solucién:

1 2 m
A-B=

1 -1 -1

A-B no tiene inversa < |A-B|=0<

1+2m 2+2m
1-m 0 /)

o 3 -
N ODN

1+2m 2+2m )
=0 —-(2+2m)(1-m)=0<=m=-1 0 m=1.;

1-m 0

20. a) Despeja la matriz X en funcién de A e I, en la ecuacién (X +A)" = X2+ X -A+1,, siendo X y A
matrices cuadradas de orden dos, e |, la matriz identidad de orden dos.

11
b) Resuelve la ecuacién B-X +B?*=1,,si B= [1 0) e |, la matriz identidad de orden dos.

Solucioén:

a) Por un lado, (X +A)" =(X +A)(X +A)= X+ X -A+A-X + A2
Entonces: (X +A)’ = X2+ X -A+l, & X2+ X -A+A- X+ A= X2+ X -A+l, &
SAX+AN =L, oA X=l,-ANoX=A,-A).

b) B-X+B’=1,<B-X=1,-B*< X =B"(1,-B%).

1 1 0 -1 0 -1
B|=| |=0-1=-1;B°= . (BY) =B’= .
1 0 -1 1 -1 1
0 -1 0 -1 0 1
Por tanto: B‘lzi(Bd )t 1 =- = :
B| -1 1) 1)«
, (1 0 1 1)1 1 10 2 1 -1 -1
Por otro lado, 1, -B* = - = = = :
01 1 0){1 O 01 11 -1 0

. o (0 1)1 -1) (-1 0
Entonces X =B™*(1,-B%)= L ola olFlo )

A1 0
21. Calcula el rango de la matriz A=| -1 2L -2 | en funcion del pardmetro A € R . ;Para qué valores del
1 -1 2

parametro A € R tiene inversa la matriz A? (No se pide hallarla).

Solucion:

1 0
Como en la matriz A hay un menor de orden 2 distinto de 0, ‘ 2‘ =2, el rango de A es al menos 2, sea quien

sea el valor de A.




» 1 0
A|=|-1 2. —2/=(40"-2+0)—(0-2+21)=42*~2).
1 -1 2

|A=0 42221 =0 21 (21 -1)=0=A=0 6 x:%.

2 si =00 A=
De aqui se deduce que: rango(A) =

N | HNII—‘

3 si A0y A==

k;tOyk;t%.T

y que la matriz A tendra inversa siempre que

. 0 2 1 -1 :
22. Dadas las matrices A= y B= , Se pide:
2 4 2 1

a) Resuelve la ecuacion matricial A- X + X =B, donde X es una matriz de orden 2x2.

) 2X+2Y =A . )
b) Resuelve el sistema , siendo X e Y dos matrices de orden 2x2.
4X +3Y =B

Solucion:
a) AX+X=Bo(A+1)X =B X =(A+1)"B.

{0 Jowd Jos

Entonces (A+1)” = T I|((A+|)) i((A+I)d)t=((A+I)d)t.

Pero (A+1)’ :{ 52 _fj:((AH)d )t. Por tanto: (A+I)_l:(_52 _ﬂ

, 5 2\1 - 1 -7
De este modo, lamatriz X es: X =(A+1) " B= = .
-2 1){2 1 0 3

b) Despejemos Y de la primera ecuacion: 2X +2Y =A< 2Y = A-2X <Y =%(A—2X) ().

Sustituyamos en la 22 y despejemos X : 4X +3%(A—2X)= B« 4X +§A—3X =B X = B—%A.

. 1 - 3(0 2 1 -1) (0 3 1 4
Entonces tenemos que la matriz X es: X = —— = — = :
2 1) 2\2 4 2 1 3 6 -1 -5

Y sustituyendo en (*):Y:E[[O Zj_z(l _4ﬂ:{0 1}_(1 —4J:(—1 5}'*
2/l2 4) -1 5)| (1 2) (-1 5) (2 7
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23. Dada lamatriz A=|1 , se pide:
0

o — O
~ O O

a) Encuentra la expresion general de la potencia n-ésima de A. En otras palabras, calcula la expresion
de A" donde n es un nimero natural cualquiera.

b) Razona que la matriz A" tiene inversa para cualquier ne N, n>1, y calcula dicha matriz inversa.

Solucién:

1 0 0)1 0 O
Q) A=A-A=|1 1 0|1 1 0=
0 0 1){0 0 1

o b

o O
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t 1 n O 1 0
traspuesta de su adjunta: (A”)_lz((A”)d) =0 1 0|=l-n1 ;
0 0 1 0
1 -1
) . A 0 1
24. Considera las matrices A=|0 1 |y B= 5 11 ,donde LeR.
1 0

a) Estudia, en funcién del parametro A, el rango de A-B.

b) Razona que la matriz B- A tiene inversa para cualquier A € R, y calcula dicha matriz inversa.




Solucioén:

1 -1 A-2 1 0

A 0 1
a A-B=|0 1 -(2 1 Jz 2 =1 1. El rango de esta matriz es al menos dos, pues contiene
1 0 A0 1
. . 0
por lo menos un menor de orden 2 distinto de cero, por ejemplo, L =1-0=1#0. Como A-B es
cuadrada de orden 3, su rango sera 3 cuando su determinante sea distinto de cero. En caso contrario su
A-2 1 0
rango sera 2. Pero como |A- B|: 2 -11 =(—x+2+x)—2:o, entonces el rango de A-B es 2 sea
A0 1
quien sea el valor de A.
A 0 1 A+l —A .
b) B-A= s 1 1] 0 1 |= 3 3 . En este caso tenemos una matriz cuadrada de orden 2, cuyo
1 0
_ A+l —A ) )
determinante es |B- A|= 3 =—3(h+1)—(-31)=-31-3+31=-3=0. Esto quiere decir que la
matriz B- A tiene inversa sea quien sea L € R.
Para calcular lamatriz inversade B- A comenzaremos por calcular su adjuntay la traspuesta de su adjunta:
] -3 -3 A -3 -3 ' -3 A
B-A) = ((B-A) | = = :
( ) (k k+lj (( ) ) (x X+1] (—3 ?wl}
1 A
_ t -3 A 3
Entonces: (B- A) 1:L((B-A)d) _ 1 = 3 -
B- A -3\-3 A+1 1 A+l
3
/2 0 1/2
25.Dadalamatriz A=| 0 1 0 |, sepide:
172 0 1/2
a) Calcula A®.
b) Resuelve a ecuacion matricial 6A™ - X =3X + 1, siendo 1, la matriz identidad de orden 3.
Solucién:
/2 0 12)(12 0 12 /2 0 1/2
a) A’°=A-A=/ 0 1 0|0 1 0|=/0 1 0 |=A.
/2 0 1/2)\y2 0 12 /2 0 1/2
b) Del apartado anterior se deduce que A*=A>-A=A-A=A"=A, A=A A=A-A=A"=A. Asi

podriamos seguir sucesivamente. Es decir, hemos demostrado que A" = A sea quiensea neN.

Entonces, en la ecuacion matricial podemos sustituir A'® por A, quedando de la forma 6A- X =3X +1,.




Despejando X :

1

BAX =3X +1, = 6AX —3X = I, = (6A-31,)X =1, = X =(6A-31,) " I, = X =(6A-3l,)"

/2 0 1/2 100 3 03)(3 00 0 0 3
Tenemos que 6A-3l,=6/ 0 1 0 |-3/0 1 0|=|0 6 0|-{0 3 0|=0 3 0O].
/2 0 12 0 01 30 3 (0 0 3 300
0 0 3
Su determinante es |6A—3I3| =|0 3 0/|=0-27=-27. Calculemos ahora su adjunta y la traspuesta de
300
0O 0 -9 t 0O 0 -9
suadjunta: (6A-31,)'=| 0 -9 0 |, ((6A-3I,)') =| 0 -9 0 |=(6A-3I,)". Finalmente:
-9 0 O -9 0 O
0 0 1 0 0 1
. 0 0 -9 . 3 . 3
t
(6A-31,)" = ————((6A-31,)") 0 -9 0|=|0 = 0f.Portanto, X={0 = 0].
|6A-31,| =27 3 3
-9 0 O 1 1
= 00 = 00
3 3




