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UNIDAD 12: Integrales indefinidas

ACTIVIDADES INICIALES-PAG. 300

1. Encuentra, en cada apartado, dos funciones cuyas derivadas sean las siguientes:
a) f(x) = 3x® c) f(x) = cos x

b) f(x) = e d) f(x) = Ll

Un ejemplo de las funciones pedidas son:
a) F(x)=x3+5; F(x)=x3-2/5
b) Flx) =" — 3; F(x) =" + 2
1
c) F(x) =senx + E; F(x)=senx+ 7«

d)F(x)= 2 - In ‘x—l‘+§;F(x)=2-ln ‘x—l‘—\/g

2. Una funcidn F(x) es primitiva de una funcion f(x) siempre que la derivada de F(x) sea f(x).

Comprueba, en cada uno de los siguientes apartados, que la funcion F(x) es primitiva de f(x).

1-2x 4X

a) F(x)=arcsen2x+ |— ;f(x) =
1+ (1+2x)V1-4x?

2
sen X

3
b) F(x) = In(1 - cosx) — In(1 + cos x) + g ; f(x) =
Se deriva la funcidn F(x) y se obtiene f(x).

ACTIVIDADES de RESOLUCION DE PROBLEMAS-PAG. 315

1. Nimero irracional. Demuestra que +/3 es un numero irracional.

La solucién queda:

Supongamos que /3 no es irracional, por tanto +/3 sera racional, con lo que se puede poner en forma de
fraccion de este modo:

a . .
\/§ = B, cona, b € Zy primos entre si.

De esta igualdad obtenemos: a = b\/§.

Elevando ambos miembros al cuadrado nos queda: a% = 3b2.
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De aqui deducimos que a? es multiplo de 3. Si a es multiplo de 3 entonces a también lo es.
Podemos escribir a =3m con m e Zy sustituyendo en la igualdad a = 3b? obtenemos:
(3m)?2=3b? = 9Im?=3b? = 3m?=b?

Como b? es multiplo de 3y, por tanto, b también los es.

Con esto hemos llegado a que a y b son multiplos de 3. Este resultado contradice el hecho de que ay b son
primos entre si. Por tanto, hemos llegado a una contradiccion o absurdo, por lo que concluimos afirmando

que +/3 no es un nimero racional, es decir, es un nimero irracional.
2. Implicacién légica. Demuestra que si P = Q, entonces no Q = no P.
Tiene que ser no P, pues si fuera P entonces seria Q, y como dice no Q, no puede ser P.

Veamos que las tablas de verdad de ambas proposiciones coinciden:

P Q P=Q P Q noQ noP noQ = noP
Vv v Vv Vv Vv F F Vv
v F F Vv F Vv F F
F v v F v F \ Y
F F v F F v v v

Es una ley logica (P = Q) & (no Q=no P), denominada “contraposicién”.
ACTIVIDADES de NUEVAS TECNOLOGIAS-PAG. 317

1. Resuelve las siguientes integrales indefinidas:

2
a)_f(3X—l)|n(X+2) dx b) f\/de c) J’w dx
1+3x X —7x+10

Utilizando los mismos comandos de la actividad desarrollada obtenemos la solucién de cada una de estas
integrales indefinidas que vemos en las imagenes siguientes:

x2 2

—x—2)-|n(x+2)— 3:x

(3-x=1)-In(x+2) = —6-In(|x+2|)+((3 )+4.,¢

[ 3 N 6.4/3 -x+21/3
1+3-x 3-4/3 x+1
2.x2+3.x-2
x2=T7-x+10

= 21-In(|=-x+5])=4-In(|x=-2])+2-x
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2. Halla las siguientes integrales definidas:

3 3x-1

a)flz—dx b)jé(5x+4)-e_x
X

dx

Utilizando los mismos comandos de la actividad desarrollada
obtenemos el resultado de cada una de estas integrales definidas que
vemos en la imagen siguiente:

3
3.x-1
f X" o> 1674
; x2+x

1
f (5-x+4) e% = 214
0

e

3. Calcula el area del recinto, del primer cuadrante, limitado por las graficas de las funciones f(x) = x? - 6;

g(x) = \/; y el eje OX.

De la misma forma que hemos hecho en la actividad desarrollada resolvemos esta nueva actividad como

vemos en la siguiente imagen:

| f(x)=x2-6 = x—x?-6

| g(x)=/x = x/x
|dibujar(f(x),{color=rojo,anchura_linea=2}) = tablero1
|dibujar(g(x),{color=azu|,anchura_linea=3}) = tablero1
|reso|ver(f(x)=g(x)) = {{x=2.7684}}

|reso|ver(f(x)=0) = {{x=-\/§},{x=\/€}} El

27684
Integral1 =f (g(x)) = 3.0708
0

2.7684

Integral2=f (f(x)) = 0.25993
V6

|Area=|lntegral1—Integral2| - 2.8109|
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ACTIVIDADES FINALES-PAG. 320

1. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracion de integrales inmediatas:

4
a)j(6x2—5x+7)dx i) J.ﬁg\/f—\/__ledx
b) I(4x3 _x%] dx

3 X 12x -3
C)I[m+?_2jdx )I4x —2x+3
d) I(SXZ ~7x° _QJ dx 1) jegx dx

X
e) jsx (2x+5)° dx m) jx 75 dx
f) [(L-4x)" dx n) [3- sen 6x dx
g) .[(6x2 —5)8- X dx o) jcos dox

h) I?x2 VX3 +2 dx p) J( j dx
cos? x®
Las funciones primitivas son:

a) j(6x2 ~5x+7)dx = 2x° —gxz +7x+C

c)I i+X—4—2 dx=3\/§+x—5—2x+c
2Jx 8 40

X +C

2 3 3
§ I[SX —7X\/x_—9} " =gxz+14\éx_

e) _[3x (2x+5)* dx = 3x* +20x° +7—25x2 +C

5
dx
al I4+16x2

r) J‘de
N9 —2x2

. .[ 4. cos 2X
3-sen2x

dx

3x
d
t)‘[ x +7) "

u) _[cos 3x -sen 3xdx

2
dx
w) -[3x In x

v) I 5 -senx dx

N7 —=4co0s’® x

2) IGX - g (x2 +3)dx

360 |



=

EDITEX

www.editex.es

Matematicas Il | =10]80[e (0] ].\:{ (o]

ﬂjﬂ—4@3mu=—a]£”4+c
9
g) I(ze —5) . xdx = M+C
108

, 3
h)j?x2 Vx3+2dx = W+C
i) jMdX= M+C

N 30

2

j)j233x+5dx= %In‘2x3+5‘+c

k I%Z)(—_sdx= gIn‘4x2—2x+3‘+c
4x° —2X+3 2

I)Ie“dx = %e3x+

1 75X2

- +C
10-In7

m) Ix 7% dx =

n) IB- sen 6x dx = — %cos 6x +C

0) jcos (Ejdx= 4 sen (EJ+C
4 4

6 V2 x
r) dx= 32 -arcsen | X2 | +C
Ivg—zﬁ ( 3 j

) .[ 4- cos 2x

dx = —2-In|3—sen 2x| +C
3—sen2x
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3X -3
dx= ————+C
t)j (1] sleer)

u) ICOSZSX .sen 3xdx = — %cos3 (3x) +C

w) j dx = gIn lIn x|+C
3x Inx 3

y) j—s SEX gk = — g arcsen (—2 COSXJ +C

N7 —4cos® x J7
7) I6x-tg(x2+3)dx= -3 -In ‘cos (x2+3)‘+c

2. Halla una funcién f(x) de la que sabemos que f (1) =f " (1) =1y f " (x) =x.

Imponiendo las condiciones del enunciado tenemos:

X2 x? x3
F'(x)=JXdX=?+C = f(x)=I(7+dex:€+Cx+D

1 , 1
Comof(1)=1 :>1=€ +C+D ycomof (1)=1 :>1=§+C.

1 1 x> x 1
De estas dos igualdades obtenemos C= —; D= — yla funcién buscada es f(x) = — +— + —
2’ 3 6 2 3
3. Halla dos primitivas de cada una de estas funciones:
(2x-3)? 4x -5
b) |—— dx c) dx
I X I 1+9x?

Las primitivas pedidas pueden ser:

er

)= f " x - —% Inj4—e”

a) F(x) = J.4 4_ e

—dx = 1 In‘4—e2X
2

_ 2
b) F(x) = jmdx =2x* -12x+91In[ + 6 ;
X

_ 2
F(x) = Imdx = 2x* —12x + 9 In|x| +%
X

4x -5
1+9x?

c) F(x) = J' dx = s In(1+ 9x2)— % arctg (3x)—2
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4x -5 2 5
F(x) = I1+9X2 dx = o In{1+9x?)- 5 aretg (3x)-4/3

4. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracion por partes:

a) I3x e dx d) jezx-cosx dx g) Iarctg 2x dx
b) j(2—5x) - sen2x dx e) j4x-|n x? dx h) jz“ - sen3x dx
c) J.14x2-72X dx f) _[5 Inx dx i) Ix In? x dx

En cada una de las siguientes integrales utilizamos la férmula de la integracién por partes:

ju-dv:u-v—jv-du
a) '[3X-e’X dx= —3x-e* - j—s e X dx=-3xe*-3e*+C

5x 2 —-5Xx

2— 5
b)_[(2—5x)-sen2xdx=— > -cost—'fEcost dx =—

COS 2X— % sen2x + C

T 1 7D dX_7x2-72X X7 77

- + +
In7 In7 In7 In27  2:In®7

o [14x*-7% dx =

d) Esta es una integral ciclica, pues al aplicar dos veces la integracion por partes vuelve a salir la misma
integral:

jezx-cosx dx = e> - sen x - IZeZX-senx dX = e - sen x + 262 - cos X - j4e2x-cosx dx

Llamando | a la integral inicial obtenemos: | = e* - sen x + 2e?* - cos x — 4 |. De modo que despejando I:

2X 2X
e“".senx +2e“*-cos X
Iezx-cosx dx = c +C

e) J4x-|nx2dx = 2x%In?x — _[E 2x% dx = 2x%- Inx* —2x*> + C
X

f) I5 INX dx =5x-Inx—5x+C

2X
1+4x

g) jarctg 2X dx = x - arctg 2x — I dx = x-arctg 2x — %In(1+ 4x2)+ C

2
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h) IZSX -sen3x dx = —%-2“-0053x +.[23X -In2-cos3x dx =

1 1
3 -2%. cos 3x +§ 2% .In2 - sen 3x—j23x- In®2 -sen 3x dx
Llamando | a la integral inicial y despejando I:

+C

J‘st -sen3x dx. —2 €0s3x +2% -In2 - sen3x
3-(L+In?2)

_ ) x? x>, X 1,
|)jx-ln X dx = —-In x—_[x-ln X dOx=—-In"X—-—-Inx+=x“+C
2 2 2 4

5. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracién de funciones racionales:

3x+1 2x% +13x +12 2x* -10
) aia ™ Nz a * 0 [y,
2x% +3x+8 2x° +8x—4 x> +6
b e) | —5———dx h dx
J-(x+2)x2+1 I X2 +4 )I 2
dx 2+7x—5x? x*
| ———— f dx i dx
)Ix2—5x+6 ) -[4x3+4x2+x+1 I)-[x2+9

a) J 3x+1

I—dx+ —dx_—2ln|x ]4+5In|x 3|+C
x2 —4x+3 3

2x2 +3x+8
b)J’

3
mm '[—dx+ = +ldx:2In|x+2|+3arctg X+ C

c) I = —d5xx+6 = -[x:12 dx+J.XL_3 dx = —Inx-2/+ Inx-3 + C
_I—dx+ x+2) dx+I—dx 3In[x - ﬂ—%—ln|x+2|+c
e J‘% dx = j2x dx+-[x2_+ dx = x* — 2arctg (2j+c
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I 2+7x—5x?
4x° +4x% +x+1

_ _—de+13x+4

= dx
X+1 4x2 +1

—2In|x+]]+j e X+I4x2+1

= —2In|x+1 + g In(4x2 +1)+ 2arctg (2x) + C

2x> -10 2(x* = x—-2)+2x -6 2X — 6
g)jﬁd ZJ (X X;(—X)—+2X dX=I2dX+IX2f—dX=

—2x+_[/ dx+_[;_2/

dx = 2x + — In|x+1|——|n|x—2|+C

h)jx3+6dx-jx(xz;4)+4x+6 dX:IXdXJFIiZJ_Fi dx —

X2 -4 24
7 1
-—+j 2 dx+I 2 dx = —+ In|x 2|+—In|x+2|+C
X+ 2

i)_[ x* dX:J-(xz—Q)(x +9)+81d J’(XZ _9)dX+J‘X2

X +9 x?+9

3
=X 9427 arctg(ij +C
3 3

ACTIVIDADES FINALES-PAG. 321

m 6. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracion de cambio de variable con el cambio
que se indica en cada caso:

4x X
—— dX 5x2+2=t3 d dx =t?
a) jm (5 +2=¢) )j1+& (x=1)
2
b) jm dx (Inx=t) e) jsen3x dx (cosx=1)
X 4 2
o | ei 5 (e*=1) 0 | XX :2 K =t)
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a) Mediante el cambio dado (5x*+2=t*) obtenemos: J.

L dx =
3/5x% +2

2
2 2 2 2
S S )
t 10x 5 5
b) Mediante el cambio dado (In x = t) obtenemos: J‘% dx =
X(3+Inx)
[P T
x(3+t) 3+t 3+Inx
c) Mediante el cambio dado (e* = t) obtenemos:_[ -~ dx =
e’ +4
e’ dt dt 1 t) 1 e*
+— =|—— = —arctg| — | == arctg| — |+ C
It2+4 e It2+4 2 g[Zj 2 g(Zj
d) MedianteeIcambiodado(x=t2)obtenemos:I X dx =
1+\/§
2 3 2 _
IS :JZL dt:j(“t)(Zt 2+2)-2 .
1+t 1+t 1+t

= [(ar® —2t+2)dt—j% dt =§—t2 +2t-2Infl+t| =

24 x°
== —x+2yx =2InfL+ Vx| + C

e) Mediante el cambio dado (cos x = t) obtenemos:

dt dt t3 cos® x

Isenx(l—tz) =—Isenx(1—t2) =—t+—=-C0S X+ +C
sen X —sen X 3
3
f) Mediante el cambio dado (x* = t) obtenemos: I 4X2 2 dx =
X°+2
4x3 2 4x -t dt 1
- dx + - A dx=
Ix2+2 -[x2+2 jt+2 2X I(ij
— | +1
V2
2((t+2)-4 ( X ] ( X j
= [0 7 dx + V2 arctg] —— |= 2t — 4Inlt+ 2| + V2 arctg] — | =
[ 2 t+2 N2

= 2x? — 4In|x* + 2 +\/§arctg[ij+ C
N

7. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracién de cambio de variable:
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2 Inx+8
= dx d
a)j3+/x_2 )I1+\/r Ix(In2x+4InX)
3 X
b)IfLigg_f.dx e) [cos® x - sen’x dx h)jei?_ldx
2" 4+ 5 [x -1 2arctg x
LTy f d )| ———d
dj eX _3 X )j X—2 X I)I x? +1 X

7. a) Mediante el cambio (x - 2 = t?) obtenemos:

2 2
jmdxz.{—-?{dtz
- [ o _j& dt =4t —12Inj3+1] = 4/x =2 — 12In3+/x= 2| +C

3+t 3+t

b) Mediante el cambio (In x =t) obtenemos:

j4+4n3xdx_I4+t 1t 1In4x

xdt=2t+ = —=2Inx +C
2X 2X 2 4

2" +6 2t+ 6 dt . .
———dx= J‘ — = esta es una integral racional y
e* -3 t-3 t

-2 4
queda:ITdt+j§dt= ~2Inft|+4In|t-3|=—-2x+4In

c) Mediante el cambio (e* =t) obtenemos:j

+C

d) Mediante el cambio (x = t?) obtenemos: J dx = I— 2tdt = J.— dt = esta es una integral

+\/_

racional y queda:

2
js(t_li(:l)wdt - 8%+8In|1+t| = alVx -1 +8InfL+ Vx| + C

e) Mediante el cambio (sen x =t) obtenemos:

dt
COS X

jcos3x -sen®x dx = Jcos X - (L - sen? x)- sen? x dx = jcos X-(1-t?) -t

t3 t°  sen’x  sen°x
L - e
3 5 3 5

2t?

f) Mediante el cambio (x-1 = t?) obtenemos: I X—21 dx = J.tzt 1 2t dt = jt
X_ —

dt =
1
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t2 -

2
- IZ(t——l)1+2 dt = 2t+ Inft -1 + Inft+1] = 2Jx-1 + In(

g) Mediante el cambio (In x=t) obtenemos: J‘

= J'E dtjtj_—1 dt =2t —Inft+4) = 2Ininx - Infinx+4/+ C
t t+4

h) Mediante el cambio (e*=t) obtenemos:J

= 2Inft —1 —2Inft+1 = 2In |~—

x(In? x + 4In x)

4e” ¢ 4t odt
_Itz—lT

e —1

2arctg x I

i) Mediante el cambio (arctgx =t) obtenemos:j —— UX=

= (arc tgx)?+ C

8. Resuelve las siguientes integrales por el método que creas mas adecuado:

a) jln (x? - 4) dx

J‘ 5-4x dx

2x% +x—1

c) J.(ZXJ;L)Z dx

d) IS cos3x sen? 3x dx

2
. JSX +2x+5dx

4x% +5

f) J‘8X2 e2*.d
3
————dx
8 sz +6x+18

3+3x—2x>
g [

dx
x? +x3

X +1

In x
———dx
! J.x(lnz x—1)
)J3X +6x+10
x+2

" J\/XZ -1 dx
X
1) j(x3 +1)Inx dx

m) J‘#dx
“\/x_3 +3Jx

n) j(2x —1).arctg x.dx

6
°) J.x-ilnz x+|nxidx

o) J- 5x—-12

A5+ 4x — x?

dx

Jx-1-1
Jx—1+1

Inx+8 dx=j

] c

xdt =

2

= dt+ |[—=dt=

t+1

t 1(x2+1)dt =t? =

[ ———

Sen2x
u j—2
3+ C0s° X

2+x X+1

dx

w) je‘x - €c0S2x dx

J‘SECX

\4—1g°x

X5
dx
K jx4 -1
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a) Resolvemos esta integral por el método de integracion por partes y obtenemos:
jln(xz —4)dx = xln‘x2 —4‘ —2x—-2In|x-2/+ 2In|x +2| + C

b) Resolvemos esta integral por el método de integracion de funciones racionales y obtenemos:
J~ 5-4x

mdx = |n|2X—1| —3|n|X +1| +C

c) Resolvemos esta integral por el método de integraciéon de cambio de variable y obtenemos:

I(2x+1)2 0 - 8\/x_5+8\/F
Jx 5 3

d) Resolvemos esta integral por el método de integracidn de integrales inmediatas y obtenemos:

+2\/§+C

j5 cos3x sen’ 3x dx = i sen® 3x + C

e) Resolvemos esta integral por el método de integracion de funciones racionales y obtenemos:

2
Iw dx = 2x+£|n(4x2+5)—£arctg 2. c
4x* +5 4 2 J5

f) Resolvemos esta integral por el método de integracidn por partes y obtenemos:
2 A2X
ISX € 'dx=4x2ezx -4x e +2e*+C
g) Resolvemos esta integral por el método de integracion de integrales inmediatas y obtenemos:

I%dx = arctg (x_+3j +C
X®+6x+18 3

h) Resolvemos esta integral por el método de integracion de funciones racionales y obtenemos:

3+3x-2x° 3
jwwﬁ ~ 2 In|x+]4+ C

i) Resolvemos esta integral por el método de integraciéon de cambio de variable y obtenemos:

j%dx = % In‘lnzx —#+ C

j) Resolvemos esta integral por el método de integracion de funciones racionales y obtenemos:
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jwd = 3x—£—6ln|x+2|+C
(x+2) X+2

k) Resolvemos esta integral por el método de integracién de cambio de variable y obtenemos:

2 —
J.—“Xl dx = Vx* -1 —arctg Vx> -1+ C
X

I) Resolvemos esta integral por el método de integracion por partes y obtenemos:
4 4
X X
4 16
m) Resolvemos esta integral por el método de integracion de cambio de variable y obtenemos:

dx = 8 4/x - 24|n\i/§+3\+c

J- 2
Ux +3Jx
n) Resolvemos esta integral por el método de integracidn por partes y obtenemos:

I(ZX —1).arctgx.dx = (x*—x+1) arctgx —x +In VX* +1+C
o) Resolvemos esta integral por el método de integracién de cambio de variable y obtenemos:

In x
+Inx

+C

I 26 dx=6 In
x-iln x+|nxi 1

p) Resolvemos esta integral por el método de integracion de integrales inmediatas y obtenemos:
5x-12 5x-12 X—2
j I = —54/9-(x-2)* - 2arcsen(Tj+ C
N5+ 4x—x? A9 —

g) Resolvemos esta integral por el método de integracidn por partes y obtenemos:

je‘zx : (x2 +1) dx = ?l (xz + x+g}e‘2X +C

r) Resolvemos esta integral por el método de integracidon de cambio de variable y obtenemos:

_[eZXZ_ldx =-2x+1In ‘(ex - 1)(eX +1)‘ +C

s) Resolvemos esta integral por el método de integracion de funciones racionales y obtenemos:

_[de_4x+6ln(x —2x+5) 4arctg( 1j+C
—-2X+5 2
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t) Resolvemos esta integral por el método de integracion de cambio de variable y obtenemos:

dx
I—-Z arctg Vx+1+C
(2+xWx+1

u) Resolvemos esta integral por el método de integracion de integrales inmediatas y obtenemos:

j- sen2x

————0UX=- In(3+cos’x) +C
3+ C0s” X

w) Resolvemos esta integral por el método de integracion por partes y obtenemos:

2e *sen2x —e * cos 2x
je‘x - €0S2X dx= c +C

x) Resolvemos esta integral por el método de integracion de integrales inmediatas o por el método de
cambio de variable y obtenemos:

SEC X
I dX= arcsen ( g J +C
VA —tg°x 2

y) Resolvemos esta integral por el método de integracion de funciones racionales y obtenemos:

5 2
j X =211 (x~2)(x +1) +C

‘-1 2 4 (x* +1)
ACTIVIDADES ACCESO UNIVERSIDAD-PAG. 322

2x?
1. Halla la primitiva de f(x) = ————— quevalga1para x=0
X +4x +3

Las primitivas de la funcidon dada se hallan mediante la integral de la misma y son:

2 2
F(x) = Im dx = 2x — 9In|x+3 + In|x+1 +C

Como sabemos que F(0) = 1 sustituyendo obtenemos: C=1+9In 3.

La primitiva que pide el problema es: 2X — 9In|x+3| + |n|X+l| +1+9In3

2. Halla una funcién f(x) real de variable real de la que se sabe que f " (x) = 3x? - 4x + 3 y que su grafica

- . 11
presenta un minimo relativo en al punto | 1, E .

£ (0= [(3° —4x+3) dx = -2+ 3x+C;
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4 3 2
X

F(x)= I(x3 —2x* +3x+C) dx = XT—Z?+3X?+CX +K

. . . 11 -
Como tiene un minimo relativo en el punto | 1, E se debe verificar:

C=-2
f(l)=== 4 3 X2
@ 12 = K 11 por lo que f(x) = XT—ZX? 3?_2)( +1_;‘
f' Q=0 "6

3. Halla dos primitivas de la funcion f(x) =

Todas las primitivas de la funcién dada se hallan mediante la integral de la misma y son:

2
F(x)=J. dx = 2 x—2 Inft +C
1-¢*
—senx 1-senx
4. ¢Alguna de las funciones F(x) = +4;G(x) = —5 son primitivas de
1+ senx
-1
F(x)= ?
1+ senx

Ambas son primitivas de f(x) puesto que:
1-senx -1 — —
D se e y D 1senx_5= 1
COS X 1+ senx 1+ senx 1+ senx

2x-12
5.Seaf(x) =5~ . Halla jx- f (x) dx

2x 12 J-2x2 —-12x IZ . -10x-2

f(x)dx = | X —————dx = dx =
-[X () dx = J —x+1 x> —x+1 X2 —x+1

-2x-5 In|x2 —x+]4 143 arctg (2x—1) +C
3 V3

t
6. La curva que limita un determinado fractal viene dada por la funcién f (t) = 2t - cos (E) . Calcula

jf(t) dt.

If(t) dt = I2t cos( j dt = 4t - sen(tj +8-cos(£j +C
2 2 2
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7. Halla jz +L}( dx
jz A = L -arctg 2* N -In(1+4x)+ C
1+4* In2 In4

8. Halla una funciéon f: R — Rsisesabequef(1)=1;f"(1)=2; f"(1)=8yf """ (x)=24x-6.

£ (0= [(24x—6) dx = 12¢-6x+C;

f (= [(12x* —6x+C) dx = 4~ 3%+ Cx+ D

2

f(x) = I(4x3—3x2 +Cx+D) dx = x* —x3+CX7+Dx +K

f@=1 C=2

Imponiendo las condiciones del enunciado tenemos: { f"(1)=2 =D =-1 porloque
f(1)=8 K=1

fix)= X' =X +x*—x+1

9. Calcula, integrando por partes, J.X -COS (In X) dx ycomprueba el resultado por derivacién.

En primer lugar hacemos un cambio de variable (In x = t) y después resolvemos la integral por el método de
integracion por partes:

2t 2t 2 2
e sent +2e” cost  x“ sen(Inx)+2 x° cos(Inx
jx-cos(lnx) dx= = Iem-cos(t) dt = : = (Inx) : ( )+ C
Comprobamos derivando esta ultima funcidn:
2 2
x“ sen(Inx) +2 x° cos(Inx
D( ( )5 ( )+CJ:x-cos(lnx)
Lo e . . sen® x
10. Resuelve la siguiente integral indefinida con un cambio de variable adecuado: j dx
COS X
Resolvemos la integral con el cambio de variable (sen x = t):
2 2
sen® X t 1 1 |1+t 1 |1+ senx
j dx::_f 5 dt:j—1+ > | dt = -t +- Inf— = —senx+— In"——+—| +C
COS X 1-t 1-t 2 [1-t 1-senx

11. Halla una funcidn cuya derivada sea la funcidn f(x) = arcsen x.

Todas las funciones cuya derivada es la dada se hallan mediante la integral:

Iarcsen xdx = x -arcsen X + w/1—x2 +C
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Una de estas funciones es F(X)= X -arcsen X — 41— x> +2

12. Halla las siguientes integrales trigonométricas:

a) Jcos5 X dx b) _fcosz x dx

a) f cos® x dx = jcosx -(l—senzx)2 dx =

c) _[cos 2x-sen? x dx

3 5
| cos x (L-2sen®x + sen*x)dx = senx - 2se; : Seg % 4C
b) Icosz X dx = J'de =§+sen2x C
2 2 4
2 —
c) jcos 2% -sen? x dx :j—sen 2X Gy = J'M dx =X _sendx -
4 2 2 8

13. Demuestra la siguiente igualdad: I

5 [In(l—cost +C} _ 1
sen x senx

14. Halla una funcidn polinémica de segundo grado cuya derivada es la funcién g(x) = 4x — 3 y tiene una
tangenteenlarectay=x+2.

i .(1_] i C

sen x sen X

La funcidn es f(x) = I(4X—3)dx =2x?-3x +C

Si la recta dada es tangente a la grafica de la funcidn se verifica que g (x) =4x—3 =1; por lo que
x=1ey=3. El punto de tangencia es (1, 3).

La funcidn polindmica f(x) pasa por este punto, de modo que la funcién es: f (x) = 2x*—3x + 4

15. Halla una funcidn real de variable real f(x) que pasa por el origen de coordenadas y de la que se sabe
que f’(x)=x-In(x2+1).

La funcién es: f (x) = JX -In(x2 +1)dX = X—22 '|n(X2 +1)_I szil

dx =

X% +1 2

== -In(x2+1)—x7 +C

Para que pase por el origen de coordenadas se debe verificar que f(0) = 0. Por lo que C = 0 y la funcién
buscada es:
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2 2

X“+1 X
) = = -|n(x2+1)—7

16. Halla la primitiva de la funcién f(x) = (x2 + 1) - cos x que vale it para x = 1.

Todas las primitivas se hallan mediante la siguiente integral:
2 2
j(x +1)- cosx dx = (x +1) senx — IZX -senx dx =
= (x2 +1) senXx + 2x-cosx —2senx+C
La primitiva que pasa por el punto (m, 1) es: F(x) = (X2 +1) Sen X + 2X-COSX —2Senx+3rz

PROYECTO DE INVESTIGACION-PAG. 323

Razones de areas

Queremos investigar posibles patrones que aparecen si se halla la razén ty
de las areas que se forman cuando las funcionesy = x" (nh € Z, n €Q) se N
representan entre dos valores arbitrariosayb, cona<b. . '
Y= '
1. Sea la funcién y = x*. Consideramos: A E
- Laregion B delimitada pory=x%, x =0, x =1y el eje OX. E
- Laregion A delimitada pory=x%,y=0,y =1y el eje OY. B !
~ Area A P X
Halla la razén: — 0 1 -

Area B’

2. Calcula la razén de las areas para otras funciones del tipoy=x",n € Z*,entrex=0y x = 1.

3. Estudia qué ocurre para areas comprendidas entre x =0y x = 2,
entrex=1yx =2, etc.

4. Analiza el caso general, cony=x"entreayb, tal que a<b, y para
las regiones:

- Laregion A delimitada pory=x",y=a", y=b"y el eje OY.

- Laregion B delimitada por y =x", x =a, x = b y el eje OX.

5. Los resultados que obtienes, ése mantienen para funciones del
tipoy=x", NneZ ,entrex=0yx=1;entrex=0yx=2;entrex=1

y x =2, etc.? ¢Y para funciones del tipoy =x", n € Q, en los mismos —;

intervalos?
Razén = 2
1. Para la funcién y = x* hallamos las dreas de las regiones 11
ByA:
1 X3 ' 1
B=[ x*dx=|"-| =2=033 A = 0.67
0 3 0 3
0.51
375 |
B=0.33
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A=1-B=1-=-=—=0,67
3 3
2
La razdn de las areas es: Razén=M=§=2.
AreaB 1
3

En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos.

2. Para la funcidn y = x® hallamos las dreas de las regiones By A:

41
B:jlx3dx= X 21 _o02s
0 4 4

0

A=1—B=1—£=§=0,75
4 4

3
., AreaA g
La razén de las dreas es: Razon = —— = 4 =3.
AreaB 1
4

Razén = 3

En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos.

Para la funciény =x", con N € Z", hallamos las dreas de las regiones By A:

n+11
szlx” dx = X = 1
0 n+10 n+1
A-1-B-1-_1 __"
n+1 n+1
n
, . . AreaA n+1
La razén de las dreas es: Razon = — = =N
Area B 1
n+1

En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos.

Razén = n

0.51

Observamos que la razdn de las areas coincide con el exponente de la funcion y = x".

3. Estudiamos las dreas comprendidas entre x =0y x = 2.

Para la funcién y = x* hallamos las dreas de las regiones By A:

376 |

SOLUCIONARIO




=

EDITEX

www.editex.es

Matematicas Il | =10]80[e (0] ].\:{ (o]

3 2
2 X 8
B=[ x*dx=|"| =Z=267 51
0 3 3 p
0 Razén = 2
4.
8 16
A=8-B=8-—-—=—=5,33 |
3 3 3
16
Ve _ 2.
. Area A
Larazén de las dreas es: Razon = —— = 3 =2
AreaB 8 N
3
0
En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos.
Para la funcién y = x® hallamos las reas de las regiones By A: . Razén = 3
2 ‘1T 16
B=Ix3dx:— =—=4 81
0 4 4
0
A=16-B=16-4=12 4
., AreaA 12
Larazdn de las dreas es: Razon = ———=—=3, 2]
AreaB 4
0
En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos.
Para la funciény =x", con N € Z", hallamos las dreas de las regiones By A: o Hazon =n
2
2 Xn +1 2n +1
B =I X" dx = =
0 n+1] n+1 _
- n+1
A:2_2n_2n+1: n . n+1
n+1 n+1
n . 2n +1
, . . AreaA n+1
La razdén de las dreas es: Razon = — = =n.
Area B 1 onea
n+ 1 2rr+l
5 1

En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos.

Observamos que la razén de las areas coincide con el exponente de la
funciény = x".

Estudiamos las dreas comprendidas entre x =1y x = 2.

Para la funcion y = x> hallamos las areas de las regiones By A:
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32
B = x*d= X8 1.7 543
3l 3 3 3
A=8—1—B=7—Z=%=4,67
) 14
La razén de las areas es: Razénzw=i=2.
AreaB 7
3

En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos.

Razén =3
Para la funcién y = x> hallamos las dreas de las regiones By A: P S
2 x*T7 16 1 15 i
4y — et
B=I Xdx=|"—| == -=="=375 N p=z
1 4 L 4 4 4
5 45 51 A=1125
A=16-1-B=15-—=—=1125 41
4 4
45 3
. AreaA g4
Larazdn de las dreas es: Razon = —— = A4 _ 3. 21
AreaB 15
4
En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos. 0 1 2
Razén=n
Para la funciény =x", con n € Z", hallamos las areas de las regiones By A: 2" pemmeemmm e

2 Xn+1 2 2n+l 1 2n+1 _1
B=j x" dx = = - =
1 n+11 n+1 n+1 n+1

2n+1_1 n

A=2-2"-1- = -(2”*1—1)
n+1 n+1
n
i i (2n +1 _ 1)
. ) ) Area A n+1
La razén de las areas es: Razon = — = =N
Area B 1 Nt
(2"t -
n+1
En el dibujo pueden verse los resultados obtenidos. g

T on+1

Observamos que la razén de las dreas coincide con el exponente de la funcién

y =x"

4. Analizamos el caso general, cony = x" entre ay b, tal que a < b, y para las regiones:
- Laregion A delimitada pory =x",y=a",y =b"y el eje OV.
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- Laregidon B delimitada pory =x", x=a, x=b y el eje OX.

El area de la Region B es:

n+1 2 n+l _ An+1
B=jbX”dx:{X } _b a
a

n+11 n+1

El drea de la Regidn A es:

bn+l_an+l n

A=b"-b —a"-a =
n+1 n+1

La razén de las areas es:

n n+ n+
_Area A m(b -an)

Razén = — =
Area B 1 (bn+1 _an+1)
n+1

=n

(bn+1 _ an+l)

b}?. ] i

Region A

Region B
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5. Estudiamos las funcionesy=x", n € Z ~.

Comenzamos con Y = X =

<
e EntreOy1:
11 !
El drea de laregion Bes: B =IO—dX:[|n x] =IN1-In0=0-(-) =+
X 0
Integrando sobre el eje OY para calcular el area de la region A, obtenemos:

o0

N O T I
1

1
]
1) T T
. + 0 0.5 1
0 05 1
e Entre 0 y a, con a > 0, se obtienen los mismos resultados, es decir, las dreas de las regiones A y B son
infinitas.

e Entrely2:
21 2
B:_[1 ~dx=[Inx] =In2-In1=1In2=0,6931
X

1

11 ! 1
A= —dy =|In =Inl-In|=[{=0-(-In2)=1In2=0,6931
j%y y=[ny] (zj (-In2)

2

AreaA_InZ_1
AreaB In2

El valor de la razén es: Razén =

0.51
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e Entreayb:

b
B:jj%dx:[lnx]a=|nb—|na=|ng

a

5L gy iy —in () (A - cna- by nb-inaci®
A_I%ydy_[lny]%_ln(aj In(bJ_ Ina—-(—Inb)=Inb-Ina=In

: In —
, . Area A a

El valor de la razén es: Razon = — =

Area B | b
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. P 1
Consideramos y = X = ° = —-.
X
e EntreOy1:
1
1 1 1
EIéreadeIaregiénBes:B=I X ?dx=|-=| =-1-|-Z|=-1+0=+o
0 X o 0

Integrando sobre el eje OY para calcular el area de la regién A, obtenemos:

A:L+w%dy:[2ﬁ]:w=+oo—2=+oo

o
Al -
o

e Entre 0 y a, con a > 0, se obtienen los mismos resultados, es decir, las dreas de las regiones Ay B son
infinitas.

e Entrely2:

2 17? 1 1 1
B=jl X de:{——} =———(—1)=1—§:E

e e, ——————————

PO -

15

Area A 1
Area B

El valor de la razén es: Razén =

N\I—‘l
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e Entrely3:

|3:jl3 X2 dx:{—l} 1 Cy-1-

X 3

A= J-}/\/_dy [Zx/_T —2'%22—523

Area A

El valor de la razén es: Razon =

Area B

0.51
0 T
0 05
e Entreayb:

B:jbx—zdxz{_l} :_E_[_EJZE_E
a X b a a b

Lokl g dea(h-8)

El valor de la razén es: Razon = —

o R O p—
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Consideramos y = X ~ " =

n e

e Entreayb:
b
B=J'bx—n dx = 1 NG . 1 h~n+t_ 1 a "t = 1 ‘: 1 _ 1 :|
a -n+1 ., —n+1 -n+1 n-1/a"* b"*!
no1a o o
A:j%"y_%dy= "y o (1) _L(lj _
Ko n-1 P n-1\a" n—-1\b"
bn

nf[1 1
n-1la"* b"!

n 1 1
) ., AreaA n-1la"* bp"!
El valor de la razén es: Razon = =

- = =n
Area B 1 1 B 1
n-1la"* b"*

Estudiamos las
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N~

TP

funciones y = X%, — € Q ". Comenzamos con y = X

= Jx.

e EntreOy1:
1

, g 12 2 51 2 2
ElareadelareglonBes:B:J.OX2 dx = g\/x_ =§—O=§

0

Integrando sobre el eje QY para calcular el area de la region A, obtenemos:

1

1 1
A= d 3l ==2_-0=2=
I y? dy = { y} 3

o 3
1
Area A 3 1
El valor de la razén es: Razon = i =—
AreaB 2 2
3
1 [ T ————
1 4
H A
y= vz :
i 0.5 z =1
0.5 5 E
]
]
] 0 :
o ' 0 0.5 1
0 05 1

e Entreayb:

1 b
b > 2 2 2 2
El drea de laregionBes: B = I X2 dx = {§VX3} = E\Ibs - §Va3 = 3 (\/b3 — \/as)
a
a
Integrando sobre el eje QY para calcular el area de la region A, obtenemos:

NG
.
A=y av=[5v] -3 - L -2 - @)

3
, . AreaA 3 b* -V 3 1
El valor de la razén es: Razon = — = =2 =
AreaB 2 (\/b_g _ \/;) 2 2
3 3
Y
; v
: S A SN
E a i b
s L
© a b X
]
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p

P

Consideramos la funcién y = X%, — e Q" entreayb.

El area de la regién B es:

P p+q b p+q p+q q q
a + + + +

Integrando sobre el eje OY para calcular el area de la region A, obtenemos:

p+q p+q
F p+q 2 b 2\ b p+q p+q
A:jbpypdy: p y P __b b _|a@ __ b b9 _g ¢
at p+q o P*a pP+q

., AreaA Pt(Q
El valor de la razén es: Razdon = — = = = P
Area B q Pra P+ q
b ¢ _ga ¢
p+q i
Y
]
]
1
]
[}
]
"
]
1
]
]
]
1
1 ]
L] [}
L} ]
1 ]
1 ]
: : X
0O a b
Y
S L A S
P
Q9 fe==-
X
(0]
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1.5

p

P

1
Estudiamos las funciones y = X%, — € Q ~. Comenzamoscon Yy = X 2% =

1
Jx
e EntreOy1:

1 1
El 4rea de la regidn B es: B:I:X 2 dX:[Zx/;] =241-24J0=2
0

Integrando sobre el eje OY para calcular el area de la region A, obtenemos:

A= *widy{_l} :_i—(—1)=0+1=1

1y Y1 + ©
. . AreaA 1 1
El valor de la razén es: Razon = — = _ ==
AreaB 2 2

0 05 1

e Entrely2:

1 2
El 4rea de la region B es: BZLZX 2 dX:[Z\/;]1 =2\/_—2\/i=2(\/§—1)

Integrando sobre el eje QY para calcular el area de la regién A, obtenemos:

1
A= izdy{—l} ——1- —% —V2 -1
Yoy Vs il
V2
Area A Y21

El valor de la razén es: Razon = —

AreaB 2(\/5—1)

1
2
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e Entreayb:

b
El drea de la region B es: B=J.:X_; dX:[Zx/;] =2«/B—2\/_:2(\/5—x/5)

Integrando sobre el eje OY para calcular el area de la region A, obtenemos:

Yf y? vl 1
Ja Vb
El valor de la razén es: Razon = Area A = b - va = E
AreaB 2 («/b - \/a) 2

1Y
1
1
1
]
1
]
]
]
]
1
1
1
1
1
1
1
1 1
! |
" B i
: X

O Ia bI

Y
1

Va

1

vb |

X
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Podemos comprobar con otras funciones del mismo tipo, por ejemplo:
1 2 3
-2 1 - 1 - 1
y = X 3 = y =X 3 = y =X 2 —

W' 3fx?’ ﬁ

que se obtienen resultados andlogos al anterior.

- 1
Para finalizar, hacemos, los calculos para la funcién y = X = T entreayb.
yp

El area de la regidn B es:

r a-p1° a-p a-p a-p  a-p
B:be 4 dX:|:LX 4 ] :Lb ¢ __49 a 4 = q {b @ _g @ :l
a q-p q-p q-p q-p

Integrando sobre el eje OY para calcular el area de la region A, obtenemos:

_a /B %% %L;q
R e CU T O
WA p-q p-qgj\a p-qg|lb
e
N I P
q-p
P ol g0
, ., AreaA Q-P D
El valor de la razén es: Razon = — = = = ==
Area B a-r a-p q
q q q
b -a
qg-np
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