ALGEBRA

1. (cMS09)
a) (2,5 puntos) Clasifica en funcién del pardmetro A € R, el sistema de ecuaciones:
M+y-z=2
5x+3y+3z=0
3x+2y+Aiz=1

b) (1 punto) Resuélvelo para A = 0, si es posible.

2. (EXJ09) Sea A una matriz cuadrada de orden 3. Sabemos que el determinante de A es |A| =2.
Calcule los siguientes determinantes, indicando en cada caso las propiedades utilizadas:
a) (0,75 puntos) [24]. b) (0,75 puntos) ‘A‘l‘

¢) (0,5 puntos) ‘AoA’ (A" es la traspuesta de la matriz A).

d) (0,5 puntos) Determinante de la matriz obtenida al intercambiar las dos primeras columnas de A.
e) (0,5 puntos) Determinante de la matriz que se obtiene al sumar a la primera fila de A la segunda
multiplicada por 2.

0 1
-1 1 2
3. (cBs09) Considera las matrices: A :( 0 1] y B=|-1 0|,dondeme R.
m
m 2

a) (1,25 puntos) Determina el rango de la matriz BA.

b) (1 punto) Determina los valores de m para los que la matriz (AB)’ es regular (inversible).

¢) (1,25 puntos) Para m = 0 calcula una matriz X tal que (AB)' X =1, siendo I la matriz identidad.

Para subir nota. (Cada respuesta correcta sube 1 punto la calificacién que tenias.)

1. (NAJo9) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real a y
resuélvelo en los casos en que es compatible:

x+y—az=0
—x+ay+az=2a+1
x+y+(a3—2a)z=a—1

2. (pvs09) Para cada x se define la matriz A(x) como sigue
1 x x> i
11 2
A(x) = v
1 1 1 «x
11 1 1

Calcular razonadamente el determinante de la matriz A(x).

3. La pregunta 3 de arriba.



EXAMEN DE MATEMATICAS II (Recuperacion) Soluciones:

1. Se consideran las matrices A y M, siendo A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada con
los términos independientes. El sistema es compatible cuando dichas matrices tienen el mismo
rango; en caso contrario, el sistema no tiene solucién.

A1 =112
Conesto: A=|5 3 3 |0|=M
32 A1
El determinante de A,
A1 -1
|A|=]5 3 3|=3"-6A-5A+9-1=3A"-1IA+8=A-D)(3A-8)
3 2 A
Este determinante vale 0 si A =1 0 A = 8/3.
Con esto:
« SiA#1y8/3= r(A)=3=r(M). El sistema sera compatible determinado.
I 1 =12
e SiA=1,setiecne A=|5 3 3 |0|=M
32 1 |1
El rango de A es 2.
1 -1 2
Para ver el rango de M calculamos: |M 1| =|3 3 0/=0. Por tanto, el rango de M también vale 2.
2 1 1

Luego, si A = 1 el sistema es compatible indeterminado.
8/3 1 -1 1|2
« SiA=8/3,setiene A= 5 3 3 [0|=M
3 2 8/3 |1
El rango de A es 2.

1 -1 2
Para ver el rango de M calculamos: |M 1| =13 3 0 |=-10. Por tanto, el rango de M vale 3.
2 1 8/3

Luego, si A = 8/3 el sistema es incompatible.

y—z=2
b) Para A = 0 el sistema inicial queda {5x+3y+3z=0.
3x+2y=1
Aplicando el método de Gauss, se tiene:
y—z=2 y—z=2 y—z=2
5x+3y+3z=0 © E2+3ElK5x+6y=6 & S5x+6y=6 =
3x+2y=1 3x+2y=1 3E3-FE2| 4x=-3
= x:—% — ——5+6 =6 = yz% — E—z=2 = Z=—=



2. Se aplicaran las siguientes propiedades de los determinantes:

(1) El determinante de una matriz es igual al de su traspuesta: |A| =(A"].

(2) Si se intercambian entre si dos filas de un determinante, su valor es el mismo cambiado de
signo.

(3) Un determinante no varia si a una fila se le suma o resta otra fila cualesquiera.

(4) Si los elementos de una fila se multiplican por un nimero, el determinante de la matriz queda
multiplicado por ese mismo nimero.

5 Si A= (aij )an , entonces: [kA|=k"|A|.
(6) El determinante de un producto de matrices es el producto de sus determinantes:
|A-B| = |Al{B]

a) Por la propiedad (5), como A es de orden 3, |2A| = 23|A| =82=16

b) Aplicamos que A-A™' =1 y la propiedad (6). Por tanto:
44| =A™ =1 = 247 =1 = |47 =%

¢) Aplicamos las propiedades (1) y (5).
‘A-A’ =|Alla’|=22=4

d) Por la propiedad (2), el nuevo determinante valdra —2.

e) Por la propiedad (3), el nuevo determinante seguird valiendo 2.

0 1 m 0 1

-1 1 2
3.a) Lamatriz BA=|-1 0 =1 -1 =2
m 0 1
m 2 m m 2m+?2
m 0 1
Su determinante vale: [BA|=|1 -1 =2 |[=m(-2m—2+2m)+2m=0.

m m 2m+?2

Como el determinante vale 0, el rango de BA es menor que 3, independientemente del valor de m.

Como el menor

‘ =1 #0, el rango de BA es 2 para cualquier valor de m.

-1 1 2 01 —1+2m 3 ~14+2m m
b) AB=( J—l 0 :( j:(AB)’:( j

m 0 1 m m+2 3 m+?2

m 2
Esta matriz sera inversible cuando su determinante sea distinto de O.
—1+2m m 5 ) . )
Como 3 5 =2m~ —2 se anula cuando m = —1 o m = 1, la matriz sera invertible para
m+

cualquier valor de m # 1.



¢) Para m = 0 la matriz (AB)' = [ ;

(aBy )" :_1( 2 Oj.

2{-3 -1

0
5 Esta matriz es inversible y su inversa es

Esta inversa se calcula aplicando la férmula M~ = ﬁ.(M ;)" siendo (M )la matriz de los
. 2 -3
adjuntos de M. En este caso, (MU)= 0 _1 1y |M| =-2.
-1 2 0
La ecuacién (AB) X =1 & X = ((AB)’) . Por tanto, X =—%[ ; J

Para subir nota

1. Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada. El sistema serd compatible cuando el
rango de A sea igual al de M: 1r(A) = r(M).

1 1 —a 0
A=|-1 a a 2a+1|=M & (Transformaciones de Gauss)
1 1 a-2a| a-1

1 1 —-a 0 x+y—az=0
& A=F2+F1|0 a+1 0 |2a+1|=M =] (a+1)y =2a+1
F3-F1l0 0 d’-al| a-1 (@ -a)z=a-1

Hacemos el determinante de A:

1 1 —-a
|A|=0 a+1 0 |=(a+D@ -a)=ala+D)*(a-1)
0 0 a'-a

Este determinante vale O sia=0,a=-1o0a=1

Con esto:

e Si a#0,-1y1= r(A) =3 =r(M). El sistema serd compatible determinado.
1 1 0|0

e Sia=0,setendrd: A=|0 1 0| 1 |=M
0 0 0] -1

Es obvio que el rango de A vale 2, mientras que el de M es 3. Por tanto, en este caso, el sistema es
incompatible.

1 1 1] 0
e Sia=-1,setiene A=|0 0 0| -1 |=M
0 0 0]-2



En este caso, también de manera inmediata, se ve que 1(A) = 1 y r(M) = 2. El sistema vuelve a ser
incompatible.

« Sia=1:
1 1 -1|0
A=|0 2 0 |3|=M
00 0|0

Como ambos rangos son iguales, r(A) = 2 = r(M), el sistema serd compatible indeterminado.
Soluciones en los casos de compatibilidad.

o Paraa#0, -1, 1, despejando escalonadamente se tiene:

a—1 1
Z: 3 =
a’ —a a(a+1)
_2a+1
a+1
2a+1 1 2a+1 1
x+y—az=0= x+ -a =0=x - =0=>
a+1 ala+1) a+l a+1
2a
= x=-
a+1

Nota: Como puede observarse, cuando a = 0 0 a = —1 estas soluciones no tienen sentido.

« Para a =1, el sistema inicial es equivalente a:

x+y-z=0 X+y—Z3=0 ]
2y =3 & y:E , cuya solucidn es y:E

2. Para calcular el determinante vamos a realizar algunas transformaciones de Gauss que, como
sabemos, lo dejan invariante.

En principio restamos la dltima fila a todas las demas:

3 FI-F4/0 x-1 x*-1 x*-1

1 x x> x

11 x x*| F2-F40 0 x-1 x*-1
11 1 x| F3-F4)p 0 0 x-1
11 1 1 1 1 1 1

Desarrollando el determinante obtenido por la primera columna, vale:
0 x—1 x*—1 x -1
0 0 x-1 x*-1
0 O 0 x—1
1 1 1 1

x—1 x>=-1 x*-1
== 0 x-1 x*-1=—-(x-1)
0 0 x—1
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