1. Matrices traspuestas

Hazlo tu. Comprueba que: (4 + B)! C*=A4*. C*+ B*. C*
2

y (1_21)3 (4 0_1>C 1(1))
“\3 0 1) \21 0) 77"
0 3

121\ (4 0 -1\] (5 =2 o} 21
30 1/"\210/)7\1 1 1/7\"
01

o (210
“\10 3

(A+ B) =

S 1\ 1y oy (1153
(A+B) C'=|-2 1] -3 23
103
0 1 103
1 5 -19
_10
t
At Cr= —2)103<—420
13
4 =2\ 5 gy [6 =46
B.C'=|0 1| 10 3
103
-1 0 2 1 0
5 19\ [6 -4 -6 (11 -5 3
A'.C'+B'-C'=|-4 2 0|+«|1 0 3 |-[-3 2 3
3 .13/ \21 0o/ \1 03

Hemos obtenido el mismo resultado, luego la igualdad es cierta.

8. Calculo de los elementos de una matriz

1
Hazlo tu. Dada la matriz X = (g .

a 1V (a1 20 a 1 ala-1) -1
Xo-X= (0 —a) _<0 —a>:(0 gz)_<0 —a) :( 0 a(a+l)>

ala-1) -1 (12 —1> ala—-1)=12 4
0  ala+D)) =\ 0 20/ 7 a@+1)=20[ 7“7

3. Operaciones con matrices

12 -1
2— =
), calcula a4 para que X*-X (0 20).

0
Hazlo tu. Halla los valores de 2 para los cuales X = (0 2) verifica la ecuacién X% - 3X+27=0.
2 [? 0 2: a0
02 0 4
2 2
a” 0 a0 10\ (a°-3a+2 0
—3X+2[:(0 4)—3(0 2)+2<0 1>:( 0 0)

2
a“=3a+2 0 00 )
( 0 0):(0 0)%4 —3a+2=0 = a;=2, a,=1



5. Matrices conmutables

Hazlo tu. Dada la siguiente matriz:

S

obtén todas las matrices B que conmutan con ella.

b
La matriz B = <i d) ha de verificar A- B= B - A.

4. B 1 2\ [a b a+2c b+2d
PTV\o 1) \e 4)7\ ¢ d

B.A a b\ (1 2 a 2a+b
T\ d)No 1)\ e 2c4d

a+2c=a
a+2c b+2d a 2a+b b+2d=2a+b
< c d >=<c 2c+d) 7 =c

d=2c+d

De la 1.2 ecuacién y de la 4.2 ecuacién obtenemos ¢ = 0.

De la 2.2 ecuacién obtenemos « = 4.

b
Por tanto, B = (ﬂ ), con 4, be R.
0 «

6. Matriz inversa de si misma

Hazlo tu. Prueba que si A%2=A + I, entonces A es invertible (invertible es sinénimo de regular).
A*=A+1
A2—-A=1 - AA-1)=1 - A-1 eslainversade 4, luego A es invertible.

'?. Ecuacion con matrices

21 10
Hazlo tu. Halla la matriz X que cumple AXA = 2BA siendo A = < ) y B= ( )

3 2 23
SX—db
ca —Cd.

En la ecuacién AXA = 2BA multiplicamos en los dos miembros por 47! a la izquierda y a la derecha:

AXA=2BA — X=A"'.2BA-A"" — X=247"'BI=247'B
(2 N2 4
“\32) T\3 2

x-2(5 5 Ha 56 32)



9. Despejar una matriz multiplicando por las inversas de otras dos

1 -1 4 1
Hazlo tu. Halla la matriz X que verifica AXB=A + B siendo A = <0 1 ) y B= (_1 0).

Multiplicamos en los dos miembros de la ecuacién AXB = A + B por A™! alaizquierday por B! ala
derecha:

AXB=A+B - X=A"A+B)B'=(A'"A+A'B)B'=(I+A'B)B' =B '+ A7'BB! - X=B"1+A4"!
o (P ey 4 17" (o -1\ s [0 1) (1 oy (1o

“\o 1/ T\o1) "\ 0/ T\1o4) 1 40 1)7\1 s
10. Ecuacién matricial: sacar factor comun

1 -1 1 11
Hazlo tu. Dadas las matrices A4 = (O 1 ) B= (_31 1) C= (1 0), halla la matriz X que verifica:

AX-A=B-C
AX-A=B-C > AX-1)=B-C
Multiplicamos en los dos miembros por 47! a la izquierda:

X-I=A""B-C) - X=I+A""(B-C)

(03T e ()
(0 D MG 2

11. Potencia de una matriz

11
Hazlo tu. Dada la matriz 4 = ( ), calcula A™.

11
A_11' A2_11 11y (2 2) A3_A2A_22 11\ (4 4)
“\1 1) "\ 1)\t 1) \22) T2 2\ 1) T \4 4)
4 4 11 8 8 gn=1 on-1
4_ 43,4~ ) - . n_
At=A7-4 (4 4) (1 1) <8 8)’ 4 (2”—1 2”‘1)

12. Rango de una matriz

Hazlo tu. Estudia el rango de la siguiente matriz:

1 1 2
B=\m 1 2
1 m+1 0
segun los distintos valores de .
1 1 2\ @y 1 1 2 (1.9 11 2\ @9 11 2
B=\m 1 2| @y-m 19 0 I-m 2-2m| @3/ -m) 01 2] @y 01 2
I m+1 0 B5-@1.5 0 m -2 (39 0 m =2] BH-m-Q2% 00 -2-2m

Si m=-1 — ran(M) =2 porque las dos primeras filas son L.I. y la tercera es una fila de ceros.

Si m=z-1 = ran(M) = 3.



Matriz inversa igual a traspuesta

a 00
Dada la matriz A= b 1 0|, calcular los valoresde a y b para que la matriz inversade A coin-

00 1
cida con su traspuesta.

A=At > AAY = AA* — [=AA*

a 00 a b 0
A=|b 10| > A'=|0 1 0
001 001
a 00 a b 0 aZ ab 0
A-A'=[b10]-{010]|=|ab b>+1 0
001 001 0 0 1
& ab 0\ [100 4=
ab b*+1 0|=[0 1 0| = ab=0 | a==1, 6=0
0 0 1/ \oo1 b +1=1

Ecuacidn con matrices

Calcular x, y, z tales que:

26269

2 9.
1 y\ (1 %\ [y*+1 x+yz)| (50 yo+1=5
xz'yz:“ . 2.2 0 s = x+y2=0 1 = y=412
J x*+z2=5

*Siy=2:

x+2z=0

2. 2 - x=2,z=-1; x=-2, z=1
x“+z°=5
e Siy=-2

x—2z=0 5 ¥ 5 !
x2+z2:5 — X=—2, 2=—1; x=2, 2=

Soluciones: x =2, y,=2, z; =-1
X2=—2, }/222, ZZZI
X3 = —2, }/3 = —2, 23 =-1

X4=2, _}/42—2, Z4=1



Ecuaciéon matricial
Determinar la matriz X que verifique AXA — B = 0, siendo:

(30 23

AXA-B=0 — AXA=B — X=A"1BA™!

Hallamos la inversa de A:

3 1[1 0\ a9 3 1 (1 0\ a9+@y
22110 1) 3-@9+2.-0 0-123 @9
3 0(33\ 93 101 1 A_l_(l 1
0 -1/2 3/ -@ 01|23/ 77 “\2 3
1 1\ (5 2\[1 1\ (4 3
= -1 -1_ . . =
X=A7BA™ = (-2 —3) (1 3) (—2 —3) (—3 2)

Rango de una matriz

y 0 la matriz nula de orden 2.

Estudiar el rango de la matriz M segiin los valores del pardmetro t.

1 2 3 1

M=|1 t 3 2

1 8-3t 3 -2
1 2 3 1\ @y 1 2 3 1\ a9y 1 2 31
M=|1 ¢+ 3 2) 23-03 0 t=2 0 1] @9 0r-=201
1 8-3¢ 3 -2/ (BH-09 0 6-3r 0 -3/ B3H+3-29 0 0 00

La tercera fila es L.D. de las otras dos, luego el rango no es 3.

Las dos primeras filas son L.I., independientemente del valor de #, luego ran (M) =2 para cualquier
valor de .

Ecuacidén con infinitas soluciones
2 0 8 -9
Dadas las matrices A = (0 _1> y B= (6 _7>, hallar una matriz X tal que XAX-1 = B.
XAX1=B - XA=BX

1l x-(* b)
amamaos = ¢ d .

a2 %))

By 8 -9\ [a b 84—9¢ 86-9d
N6 —7)\¢ 4] \6a-7c 66-7d

Igualando obtenemos un sistema de ecuaciones.

2a=8a2-9¢ Za:84—9c} 2
c=%a

2x=6a—-7c 2c=6a—-7c 3

b=86-9d 7 _b-8b—9d b

—d=6b-7d d=6b-7d] 7

P

OLUCLOTN. = (2/3)61 b

31
De todas las posibles soluciones, podemos tomar 2=3 y & =1, y obtenemos X = <2 1).



W Operaciones con matrices. Matriz inversa

1 Efectia, si es posible, las siguientes operaciones:

A-B B-D 3B-2C B-C D.D!

5
do: 4 (2) 31 B- 341 1 0-11 2 D -3
stendos 4= 2 0 -2 -1 "3 1 20 "1
10
2 - 3 o 48 4 3
1 0 3 -4 1 1
5
3 -4 1 1 -3 30
B(2><4) D4><1) < i) _1) 1 (6)
2

-4 1 1 0-11 2 -12 0 -2 2 4
319—2C=3<3 )—2( ):(9 3 3>_( =

3120 6 0 -6 -3 6 2 -40

By x4y - Ca x4 —> No se pueden multiplicar.
5 25 15 5 10
-3 -15 9 -3 -6
Dyxyy-Diaxa={ [(5312)="" 5 |
2 10 -6 2 4

2 Dadas las siguientes matrices:

A=<2 —1> B=(o 1)

3 2 4 -2

calcula:

a)A-B b)B-A ¢ B!

e) A2-B? f) (4 + B)? g) A%+ B>+ 24B

saa- (3G )
b)B-4-= (2 _12><§ D(z 5)

)<0 1 ‘1 0) 19+ (1/2) - 29 (2 0 ‘1 1/2) (1.9
(

4 =210 1/ @9 4 210 1 A =20 (17
2 01 1/2\ 1/2-(19 1 0/1/2 1/4

0 -2/-2 0 -1/2) - 23 011 0

P 31 1/2 1/4

or tanto, =\ 0/

9 -10 1 -1
0 -2 -2 -3

d)(4+B)A-B)



d) A+ B)A-B)=

SR P R M RN S K
C)A2‘32:< ) (2 12)2 (12 7) (8 _82>:(230 —61>

S P BN

e 111 iy KO et SOt Y

f) A+ B)?=

3 0 8
3 Dada la matriz cuadrada A={ 3 -1 6 |, comprueba que (4 + I)?> =0 y expresa A> como
-2 0 -5
combinacién lineal de 4 e L
3 0 8 100 4 0 8 4 0 8 4 0 8 0
A+I=(3 -1 6)+(0 1 O) 30 06; (A+[)2<3 0 6)- 3 0 6 |=|0
-2 0 -5 001 -2 0 -4 -2 0 -4/ \-2 0 -4 0

Expresamos A2 como combinacién lineal de A4 e I:

A+D*=0 > A+D-A+D=A?+A+A+1=A>+24A+1=0 = A*=-24-1

1 -1

4 Dada la matriz A4 = ( 0 2

), averigua cudl de las siguientes matrices es su inversa:
3/2 3/2 N 1 1/2
T\1/2 1/2 “\0 1/2

1 -1 /12 3/2 11
A-M:( 2)-<3 3 ):( ) M no es inversa de A.

0 1/2 1/2 11
AN 1 -1\ (1 1/2 10 N eslai de 4
N=1o 20 12/7\0 1) es la inversa de A.

1 2 -10 1
5 Halla las matrices inversas de A = (_1 0), B= ( ) 4) y C= g

—_— - O
— O

Al=2 > a1- (071, Bl-—4 > 5= 0 ClC‘l(l)
4]=2 > 12 1/2)° Bl =4 — 1/2 1/4)° [cl=1 - ",
02 -1
6 a) Dadalamatriz A= 0 0 1 |, prueba que A3 es la matriz nula.
000
b) Demuestra después que la matriz I+ A + A? es la matriz inversa de 17— A.
002 000
a) A2=[0 0 0]; A2=A4A?-A=|00 0
000 000

b) Veamos que 7+ A+ A? es la inversa de - A:
[+A+AY) (I-A)=T-A+A-A>+A>-A>=1-A3=1-0=1
Como (I[+A+A?) .(I-A) =1 entonces I+ A+ A% eslainversade 7— A.

—
— o |



5 -4 2
7 a) Comprueba que A%2=24-1, siendo A= 2 -1 1 | e I la matriz unidad de orden 3.

-4 4 -1

b) Utiliza la igualdad anterior para calcular 4%,
a) 9 -8 4
A*=A4-A=[ 4 -3 2
-8 8 -3

A?=24-1

10 -8 4 100 9 -8 4

2A-71=(4 -2 2|-|1010|=({4 -3 2

-8 8 =2 001 -8 8 -3

b) Calculamos A%
A=A =QA-D?=QA-DQRA-1) =442 - 2424+ I* =
“4QA-1)—4A+1=8A—41—4A+1=4A—3]=

5 -4 2 100 20 -16 8 300 17 -16 8
=4({2 -1 1]-3l010|={ 8 -4 4]-({030]|=8 -7 4
-4 4 -1 001 -16 16 -4 003/ \-16 16 -7

0 3 4
1 -4 —5), prueba que se verifica A% + I= 0 y utiliza esta
-1 3 4

8 Dada la siguiente matriz: A4 =

igualdad para obtener A1°.

0 3 4\ [-1 0 1
A?2=[1 -4 5| =1 4 4

-1 3 4 -1 -3 3

-1 0 1 0 3 4 -1 0 0
A3=A2. A=|1 4 4|1 -4 -5|={0 -1 0
-1 -3 -3/ \-1 3 4 0 0 -1

-1 0 0\ /1 0O} (00O
Ad+I=|0 -1 0)+ 01 0)— 00 0) — A3=-I
0 0 -1/ oo 1/ \ooo

Por tanto:

A4 =T A=-A

A =-A.-A=-A?

AC=—A? A=-A3-1

A7 =A

AV =A7 A3=A.(-)=-A



M Rango de una matriz

9 Estudia el rango de las matrices siguientes:

1 2 3
1 2 3 4 1 30
A=<-2 4 -6 8) B=(-1 0 0) C=|2 4 -6
12 24 36
123 1030 001
D=2 40 E-[0203 F=({100
360 0101 010
1 -2 3 4\ a9 1 23 4
A= ( -6 8) @3 +2- (19 (0 00 16) = ran(d) =2
I B) =2
1 0 — ran(B) =
1 =2 3\ ay 123
-2 4 6| @y+2-09 0 0 0] » mn(C)=1
12 24 36/ 6H-12-09 000
12 3\ a» 1 2 3\ a9 12 3
D=(2 4 0| @y-2.0.9 00 -6| @9 00 —6| = rn(D)=2
360 G9-3-09 00 -9/ 6-695-9-29 00 0
1030\ @y 1030
E={020 3| @9 020 3| > man(E)=3
0101/ =269+29 0001
00 1
F=[100]| > ran(F)=3
010

10 Estudia el rango de estas matrices y di, en cada caso, el nimero de columnas que son L.I.:

111 2 21 3 1 -3 -1 -1 11 1 1
15 3 3 1 -1 1 -1
A=1312;.; B=§§;1 “lrraa Pt
37 5 5 11 1 -1
1 11 2\ a» 1 1 1 2\ a» 111 2
A=1(2 3 5 11| @9»-2-0153 01 3 7| @y 01 3 7| — ran(d)=3
1 -1 6 29/ By-013 0 -2 5 27 BYy+2-29 00 11 41

Hay 3 columnas linealmente independientes en A.

21 3\ a9 21 3\ a» 21 3
B={(4 2 -1 @»-2-(13 00 -7 @9 00 -7| = ran(B)=2
63 2] BH-3-09 00 -7/ By-23 00 0

Hay 2 columnas linealmente independientes en B.



11

1 -3 -1 -1\ 33
1 5 3 3| @y
11 1 1] a9
37 5 5/ @9

11 1 1 1.3

1 5 3 3| @y-09
1 -3 -1 1] B9H=(

3 7 5 5 4-3-(13

,_‘
)
N

—_

1 1 1) a= 1111
0 2 2| @ 0422
0 -4 -2 -2 GIH+@9 0000
0 4 2 2/ @H=@9H 0000

N

— ran(C) =2

Hay dos columnas linealmente independientes en C.

111 1) a9y 11 1 1
1 -1 1 1| @y-a9 02 0 =2

P=11 1 21 21 ea-as 00 2 o| > manD)=4
11 1 -1/ @9-09 00 0 -2

Las cuatro columnas de D son linealmente independientes.

Estudia el rango de las siguientes matrices segiin los valores del pardimetro m:
1 -2 2 11 1
m m+l
A4={2 1 -1 B=|2 -4 -m C=( )
2 2m m-1
21 m 4 10 m
101 I m-2 0 0
D=0 m O E-= F=| 0 m -1
2 1 m —m
2 0 m*°-1 0 -1 m
1 -2 2\ a9y 1 -2 2 (1.9 1 -2 2
*A— (2 1 -1] @9-2-09 05 -5 ] @y 05 -5
21 m) B9H-2.-(19 0 5 m—-4/ 63H-29 0 0 m+l1

Simz-1 — mn(d) =3
Si m==1 — ran(A) =2

1 1 1)\ a9 11 1 (1.9 11 1
e B> |2 -4 —m| @9-2-013 0 -6 —-m=2] @23 0 -6 -m-2
410 m?] Boy-4-0.9 0 6 m?>—4] By+@Y 0 0 m—m—6

m2—m—-6=0 —> m=3, m=-2

Sim#3y m=-2 — ran(B)=3

1 1 1
Si m =3, la matriz transformadaes |0 —6 —5| — ran(B) =2
0 0 O

1 1 1
Si m =-2, la matriz transformadaes ({0 -6 0| — r7an(B) =2
0 0 O



c m m+1)\ 19 m m+1

T \2m om—=1) @3-2-019 0 -m-3
0 1

Si m =0, obtenemos 0 -3 — ran(C) =1

. 10
Si m =-1, obtenemos ( 0 _2> — man(C) =2

-3 2
Si m = -3, obtenemos ( 0 0 ) — man(C) =1
En cualquier otro caso, ran(C) = 2.

Esdecirisi m=0 o m=-3, ran(C)=1 ysi m=#0 o m=-3, ran(C) = 2.

10 1 (1.9 10 1
e D=0 m 0 (2.9 0 m 0
2 0 mP=1/ By+2.09 0 0 m?+1

La tercera fila nunca es una fila de ceros.
Si m20 — ran(D)=3

Sim=0 — ran(D) =2

E 21 -1\ a3 2 1 -1
"\l m o-m) 2-2H-(019 0 2m—1 2m+1

Si m#% — ran(E) =2

Sim= — ran(E) =1

1

2
m—-2 0 0\ a»®

o F= 0 m —1| 23

0 -1 m/ BYH+Um- @29

m—20 0
Si mz20 — 0 m -1
0 0 m-—-L

m

Miramos las filas.
Sim=2 — ran(F) =2

m-L -0 > m=-1, m=1
m

Si m=1 — ran(F)=2

Si m=-1 — ran(F) =2

2 0 0
Si m=0, obtenemos F=|0 0 —-1| — ran(F)=3
0-1 0

Sim#2, m#1y m#-1 — ran(F) =3



M Ecuaciones con matrices

12 Calcula X tal que X— B? =4 B, siendo:

101 10 -1
A=[110 B={11 1
002 00 1
X=A-B+B?
100
A321o)
00 2 20 -2
Lo o X={42 1
Bz_(zll) 003
00 1

13 Resuelve el siguiente sistema dado en forma matricial:

200G A0

1 —1\[x B 1 x\/3 x=y\_ 3+2x Xx— y=3+2x x+y=-3
3 20\y) \y -1)\2 - 3x+2y) \3y-2 _>3x+2)/:3y—2 3x—y=-2

Sumando:
4x=-5 > x= % —> y=-3-x=-3+ %:%
Solucion: x = TS; y= 77
14 Halla dos matrices A y B tales que:
8 4 7 9 -2 16
24+3B=|18 11 -6 -A+5B=|17 1 -10
8 3 13 9 5 13
8 4 7
2A+3B=|18 11 —6)
8§ 3 13
18 -4 32
24+ 10B=|34 2 -20 Multiplicamos por 2 la 2.% ecuacién.
18 10 26
26 0 39
13B=152 13 —26) Sumamos miembro a miembro.
26 13 39
20 3
B={(41 -2 Multiplicamos por %
213

Despejamos A en la 2.% ecuacién:
9 -2 16 10 0 15 9 -2 16 1 2 -1
A=5B-(17 1 -10]={20 5 -10|-|17 1 -10|=(3 4 O
10 2

9 5 13 10 5 15 9 5 13

1 2 -1 20 3
Solucion: A=13 4 , B=(4 1 =2
10 21 3



15

16

17

1 5 10
Dadas las matrices M = (_1 3> y N= ( 3 0), halla dos matrices X e Y que verifiquen estas

condiciones:
X-2M=3N
M+N-Y=1

weamant=afy gl I 0l (5 MG )
reate=r= (435 06 D0 3)

11
Calcula una matriz X que conmute con la matriz A4, estoes, 4-X=X-A, siendo 4= ( 0 1).
A-X=X-A

R L H Y Y SO B v
) 1

b+d=a+by = a=d
d= c+d — ¢c=0

X(Oa

Considera las siguientes matrices:

4 (210 s (?1 c (1) ‘22
“\0 2 -1 “\2 2 -
a) Calcula B! por el método de Gauss.
b) Halla X tal que BX-A4 = C"

¢) Determina la dimensién de una matriz M para poder calcular AMC.

d) ;Cuél debe ser la dimensién de N para que C’N sea una matriz cuadrada?
B 2 1|1 0\ a9 2 1|1 0} a9y-@29 2002 -1\ ayn2 101 -1/2
2) B= 2201/ @9-@19 0 1|-1 1/ @9 01|]-1 1) @9 01/-1 1
g1 112
S\ 1
b)BX-A=C" - BX=C'+A - X=B1(C"+ A)
X 1 -1/2 1 0-2\ (2-10
11 22 0/ 2 4
% 1 -1/2\ (3 -1 =2\ [4 -3 -3/2
o1 J\2 4 aa)7\s s

) A x 3Mimx Ci3x2)

M debe tener dimensidén 3 X 3.
d) Ct(z X 3)N( = M(z X 2)

N debe tener dimensién 3 X 2.

m X n)



18 Sea la siguiente ecuacién matricial AX— B + C=0, donde

A 413 1 2 0 -1
“\-107 \=2-11 0

a) Calcula A7! aplicando la definicién.

4 4 1 JENNE b

VA=\10) 4 = \c 4
RN bave 4bed)
A= o/ \c a0 T e
4a+c=1

4b+d =0 0
’ > a=0, be-1, c=1, d=4%A‘1=<
—a=0 1
-b=1

b)AX-B+C=0 - AX=B-C - X=A"1(B-C)

Jye-

10
\0 1

0
1

|

|
|

-1
4

-1 21
0 30

b) Resuelve la ecuacién.

X 0 -1 1 2 0 -1 0 -1 2 1 0 -1 1 3 -2 =2 3 1 -4
“\1 4/ \2-110/\1 0 =30/|\1 4/)\-3-14 0/ \-11-1 14
110
19 Dadalamatriz A=|0 1 0 |:
201
a) Calcula 471
b) Halla la matriz X que verifique AX + 24 = I.
1 10/1 00\ a® 1 0/1 0 0\ a®
a) (01 0010] @y 0 0|0 1 0| @9
201001/ By-2- 0 2 112 0 1/ BGH+2-29
1101 00\ a3y-@23 1001 =10 1 -1 0
010 0 10| @3 010/0 1 0] >A41=[0 10
001 =221/ B9 001 -2 21 -2 21
b)AX+24A=1 > AX=1-24 —> X=A"11I-24)
1 -1 0 100 110 1 -1 0 -1 2 0 -1 -1 0
X={10 1 Of{fO 1T O|]-2:101Of/={O0 1 Of{O0O -1 O0|={0 -1 O
-2 21 001 201 -2 2 1/ \-4 0 -1 -2 2 -1
31 -1 2 3 -1
20 SeanA=<2 0>,B=(1 1>yC=(1 2).
a) Despeja la matriz X en la ecuacién XA - B = XC. b) Calcula X.
A) XA-B=XC - XA-XC=B - X(A-C)=B = X=B(A-0C)"!
-1
-1 2 31 3 -1
= — _1= . —
wr-sa-or- (G o0 3)
v [T 2) [0 2 -!
"1 1)\ =2
0 211 0\ ad»+@» 1 0|1 1\ a» 1 01 1\ (a» 10
1 210 1/ @9 1 210 1) @H-@13 0 -2|-1 0/ @3 01

1 1
1/2 0

0
3/2

-1
1

= (3 M o )

0
-2

|

1 1
1/2 0



2 -3
-3 5

1
21 Dadas las matrices 4 = <

oo

-4
-9 5

)

a) Calcula las matrices X e Y que verifiquen 2X-Y=4 y X-3Y=B.

b) Halla la matriz Z tal que B+ ZA - B =31

v (2 —3)
2X—- Y=A T \-3 05 (.
V1 x_3y-8" (1 4
X-3Y=| o
Sumamos:
2 8 2 -3 0 5
2 (18 _1o>+<—3 5>_> 5Y:(15 —5)
1 (0 5 (o 1>
V= 5(15 —5)‘(3 -1

Despejamos X en la segunda ecuacién:

(5 3 3

-9 5 -9 5
1 -1
Las matrices solucién son X = 0 2

0 1

3 —1)=<
o

b) Despejamos Z de la ecuacién:
ZA=31+B"-B
Se podré despejar Z si A se puede invertir.

det(A) =1 — existe A7}

53
-1
4 ‘(3 2)
. 30 1 -9 1 —4\|[(5 3\
"o 3/"\-4 s5)7\9 5/|\3 2/7
x -1
22 Sea la matriz A=( )
Ly

a) Calcula A2

x+1 2
2 -1

)

b) Determina x e y para que A2 = (

2
a)AZ: X —1>' x —1 ) x“ =1 —;;—y
1y 1y x+y y -1
xr—1=x+1
b) -1 —3;—)/ :<x+1 —2) N —x—y==2
x+y y -1 2 -1 x+y=2

yr—1=-1

2.2
) 22X +6Y = (

0 2

donde 7 esla matriz unidad de orden 2.

|

-2 8
18 -10

2 3

2X—Y=<_3 5

|

1 -1

|
)

0 1
3 -1

3 -5
5 3

53
3 2

0 -1
34 21

HHEHH R

— y=0, x=2



23

24

0
1

1
Dadas las matrices B = (
0 -1

0

1 -3 5 123
0 ’C=(-2 4 —6)YD=(0 1 0):
m
a) ;Para qué valores de m existe B™'? Para m =1, calcula B~

b) Para 7 =1 halla la matriz X tal que X-B+ C=D.

a) Calculamos la inversa de B:

1
0
(3.3)/m 0
Calculamos B~ para m = 1:

1 00 100
B=|0 1 0|]—= B'={010
0 -1 1 011

b)X-B+C=D - X-B=D-C — X=(D-C)B™!

123 1 -3 5 (1)(1)8 05 =2 (1)(1)3 03 -2
010/ \=2 4 —¢6)| - ’ -
011 011

2 3 6 23 6
2 1 1
Dadas las matrices A=| 2 3 2 | e I (matriz unidad de orden 3):
-3 -3 -2

a) Calcula las matrices (4-1)% y A(4-1).
b) Justifica que la matriz A es invertible.
¢) Comprueba que no existe la matriz inversa de 4 — 1.

d) Determina el valor del paridmetro real A para que se verifique A~! = M(4 - 21).

2 1 1 100 1 1 1
a)A—[232—010222)
-3 -3 -2/ \001/ \-3-3-3
1 1 1 1 1 1 000
(A-1)? 222-(222_000
-3 -3 -3/13-3-3/ 1000

AA-DH=(2 3 2 |-{2 2 2|={2 2 2

2 01 1\ (1 1 1 (1 11
3 -3 -2/ \-3 -3 -3 \-3-3-3

b) En el apartado anterior hemos visto que:
A-T=AA-1) > A-I=A*>-A — -A?+24=1 — AA+2])=1

Por lo tanto, A es invertible y su inversa es (=4 + 21).



¢) Llamamos B=A - 1.
B*=0
Si B fuera invertible, B2-B1=0.B1=0
Ademds, cualquier matriz cumple que B2-B'=B.B.B'=B.I=-B

B>.B7'-0

B2 ‘B_l _B} — B =0, lo cual es falso.

Tendriamos entonces que

Por tanto, B=A — I no es invertible.

d) Segiin el resultado del apartado b), A~ = —(4 - 21).

Por tanto, A =—1.

1 0
25 Dada la matriz A4 = <_1 1

), halla la matriz X tal que XA + A*=21.

XA+A'=2] - XA=21-A" - X=(Q2[-A")A"!

1 01 0\ a9 Loftoy o, (10
1100 1) @y+an o111/ 77 “\11

o O S -

X=

26 Calcula A” y B” siendo:

) ey
- “\o0 3
0 0 1

1 1/7 17\ (1 17 1/7\ [1 217 27
cA2-A.A={0 1 o0 ]{0 1 o0]=l0 1 O
0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 2/7 2/7\ (1 1/7 1/7\ [1 3/7 3/7
A3=A%2.A=|10 1 0 ]/0 1 0 ]={0 1 O
0 0 1 0 0 1 0 0 1

L nl7 nl7
Asi, A”={0 1 0 |. Lo probamos por induccién:
0 0 1

Acabamos de comprobar que para 7 =2 (primer caso relevante), funciona.

Suponemos que es cierto para 7 — 1:

1 n=1/7 n=1/7\ (1 1/7 1/7 1 nl7 nl7
A"=A""1.4=(0 1 o |{o 1 ol=(0 1 o0
0 0 1 0 0 1 0 0 1



(L B
e L9402

10
0 3"

Igual que en el caso anterior, para 7 =2 se cumple.

Por tanto, B” = ( ) Lo probamos por induccién:

Suponemos que es cierto para 7 — 1:

Bn_anlB_l 0 10\ (10
- 2710 3771)\o 3/ \o 3"
4 5 -1

27 Dadalamatriz A=|-3 -4 1 |, calcula A%, 43, ..., A1%8,
-3 -4 0

4 4 1
A2=A-A=|-3 -3 -1

0 1 -1
100
A3=A%* . A=|010]|=1
001
A%=A3 . A=1-A=4A
4 4 1
A128=A42'3+2=(A3)42~A2=[42~A2=]~A2=A2= -3 -3 1
0 1 -1

28 Determina, si es posible, un valor de £ para que la matriz (4 — £I)? sea la matriz nula, siendo:

0 -1 -2
A=[-1 0 =2
1 1 3
0 -1 =2\ [k 00\ [k -1 =2
A—kl=|-1 0 =2|=|0 £ O|=[-1 =k -2
1 3 00k \1 1 3-F
-k -1 k-1 =2 B -1 2k-2 4k—4 000
(A-kD?=|-1 —k _1 b 2 |=|2k-2 FP—-1 4k—4 |=|0 00| — k=1
11 1 3—Fk] \2-2F 2-2k F*—6k+5] \0 0 0

29 Estudia el rango de las siguientes matrices segin el valor del parimetro £:

1 -1 -1 2 -1 4 1 3 2 -1 -1 1 0 2
M=|1 -1 2 N=|-2 1 3 P=|2 6 4 Fk Q=11 3 10
21 £k 1 £ 2 4 12 8 -4 2 10 3 £
1 -1 -1\ @a» 1 -1 -1
M=(1-1 2] @y-0a9 00 3 — ran(M) = 3 para cualquier valor de 4

2 1 k) BH-2-09 0 3 k+2



2 -1 4\ a» 2 -1 4

N=|=2 1 3| @9+a9 0o 0 7 —>1+2/e:Osik:—%
1 £ 2] 2-33)-019 0 1+2£ 0
e Si k:—% — ran(N) =2
. Si ki_% — man(N) =3
1 3 2 -1\ @a» 132 -1\ a» 132 -1
P=1|2 6 4 k| 3:4 1 32 1| @y-13 000 O
4 12 8 —4] @93 264 k) 3y-2-019 000 k+2
eSi b=-2 — ran(P) =1
eSi k22 — ran(P)=2
-1 1 0 2\ a» -1 1 0 2 (1.9 -1 10 2
Q=1 3 10| @y+0ad 0 41 2 | @y 0 41 2
2 10 3 B/ By+2-013 0 12 3 k+4/ BH-3-29 0 00 £Fk=-2

°Si k=2 = ran(Q) =2
°Si k22 > mn(Q)=3

11
30 Calcula una matriz X que conmute con la matriz A4, estoes, 4-X=X-A4, siendo 4= ( 0 1).

Despusés, calcula A% +2471. X
A X 1 1\ (a b a+c b+d
X<¢g) S0 1)\e d)\ ¢ 4
“\e d %X 4 a b\ (11 a a+b
A\ d)\o 1)\ c+d

a+c=a c=0 4 b

bid=a+by d=a X=< >, con 4, b R
0 a

d=c+d c=0

42041 x 12)21—1 a b\ (12 2ab—a 1+2a 2+2b-2a
" o 1) o 1) N0 2/T\o 1) 0 2 )T\ o 1424

(Observamos que la matriz que hemos obtenido también es de las que conmutan con A4).

han de ser iguales.

21 10
31 Sean las matrices 4 = ( 3 2) y B= ( ’ 3>. Determina la matriz X que verifica AXA = 2BA.

AXA=2BA — X=A"'2BA)A™" — X=24"'B
Calculamos A7

2 1]1 0\ @9 211 0) @y-@9
32(01) 2-@29-3-(19 0 1]-3 2/ @9

20| 4 -2\ a9n 10/2 -1 (2
01/-3 2/ (n-@y 013 2) % “\3 22

oo 3 30 S MG 95 )



32 Sean A y B las matrices dadas por:

520 a b0
A=1250 B=(c ¢ 0
001 001

a) Encuentra las condiciones que deben cumplir los coeficientes a, b, ¢ para que se verifique A-B=B-.A.

b)Para a=b=c=1, calcula B!°,

520\ /[ab o0 S5a+2c 5b+2c 0

aA)A-B={2 5 0|-|c ¢ 0]={2a+5¢c 2b+5¢c 0
001 001 0 0 1

a b0\ (520 S5a+2b 2a+5b 0

B-A-= c 0)-(2 5 0>= 7c 7c 0)
001 001 0 0 1

Para que A - B=B- A, debe cumplirse que:

Sa+2c=5a+2b| c=b
56+2c=2a+5b| c=a

2a+5¢="7c Tc=7c a=b=c
2b+5c="7c Tc=7c¢
110
b)B=[110
01

0
11

B*-[11
00

220\ /1 10\ (440 [222%0
B3-B2.B=220]|(1 10]|=\4 4 0]|=2%2%0
oo1/ o001/ \oo1/ \o o1
220\ /220\ /880 [222°0
Bi-B2.B2-(|2 20|22 0]|=(8 8 0]=|2% 2% 0
oo1/ o001/ \oo1/ \o o1
22 272 0
Asi, B10= (2% 27 0
0 0 1

33 Una matriz cuadrada se llama ortogonal cuando su inversa coincide con su traspuesta.

Calcula x e y para que esta matriz A sea ortogonal:

3/5 x 0
A=y -3/50
0 0 1
Si A' = A%, hadeser A-A*=1I; entonces:
35 x 0\ (35 y 0 925+x*  (3/5)y-(B3/5)x 0\ (1 0 0
A-A'=| y -3/5 0] x -3/5 0|=|B/5)y-B/5)x  y*+9/25 0|=[0 1 0
o o 1/l0o o 1 0 0 1/ \0 01



34

35

36

%ch: x2=% x=i%
%y—%x:O y=x y=x
2.9 2 16
Yot ) Es

4 . 4 4

Hay dos soluciones: x; = =, y; = 5 M= =T

(VIR

Halla todas las matrices X = < ) con a, b elR, que satisfacen la ecuacién matricial X? = 2.X.

Xi=2X > ( ) ( (b(aw) c) (iz 2Of>

a*=2a
b(a+c)=2b¢ En funcidn de las soluciones de este sistema, obtenemos distintas matrices X solucién:

=2

0 2 X 00 2 0 X 20
a=0,c=2 > X=|, , a=2,¢c=0 > X=|,
0 0, 6=0 X 00 2 2, 6=0 X =0
a=0, c=0, =0 — =100 a=2, c=2, =0 — =10 2
100 100
Dadas las matrices A=|1 0 0] y C=(2 1 0 [, hallala matriz X que verifica la siguiente
100 322

relacién: XC+ A= C + A2
XC+A=C+A?* > X=(C+A*-A)C!

100\/100
A%=[1 . -
1

001100
00/ \100

100
100|=4A—> A*-A=0
100

100
X=(C+A?-A)C'=cC'=7={010

001

0 -1 12
Halla la matriz X que verifica AX + B = 3X, siendo A4 = (1 0 ) y B= (3 4>.

AX+B=3X - AX-3X=-B - (A-3DX=-B = X=(A-30)"Y-B)
A31_0—1 310_—3—1
o\t o) \o 1)\ =3

Calculamos (4 - 371)™%:

-3 -1|1 0\ a9 -3 -1 |1 0\ 10-(1.9-@29

1 -3/0 1/ 3-@9+019 0 -10|1 3/ @9

=30 0 |9 -3\ 1.3/(30) 1 0|-3/10 1/10 (A-30)" = -3/10 1/10
0 -10|1 3/ @10 0 1|-1/10 -3/10 Bl ~\=1/10 -3/10

-3/10 1/10\ (-1 =2\ [0 1/5
— — _1— = : =
X=A-30)"(B) = (_1/10 —3/10) <—3 —4) (1 7/5)



37

38

a) Despeja la matriz X en la siguiente igualdad: AXA + B = B(2A + I)

1 -1 1 2
b) Calcula la matriz X en el caso de que A4 = <0 1 ) y B= <_1 _1>.

a) AXA+ B=BQRA+1) > AXA=B-2A+B-B=2BA —

— AX=2BAA'=2B —» X=A"1.2B=24"'B
b) Calculamos A~

1 -1]1 0\ a9+@9 10/11 (1

01001/ @y o101/ ~% “lo1
ooV 2) (0 2

o0 1) \=1 a1\ \2 2

Una empresa conservera elabora tres tipos de latas de cangrejo L, L, y L;. Para ello necesita
hojalata, cangrejo, aceite y sal. Dos almacenes se encargan de distribuir el producto a las tiendas.
Considera las siguientes matrices:

A: Demanda de los almacenes B: Cantidad de material en gramos por lata
Ly (90 30 50 10
B=1L, (100 50 90 15

(100 200 150)
L, \105 40 75 10

120 250 100

El coste, en euros, de cada gramo de material es 0,01 la hojalata; 0,05 el cangrejo; 0,04 el aceite
y 0,001 la sal.

a) Escribe la matriz de costes C, de forma que puedas multiplicarla por la matriz de materiales.

b) Calcula e interpreta AB, BC y ABC.

Hoj. [0,01"

Can. | 0,05
D) C= 4 | o.04

sal 10,001
) g (100 200 150 19000 *;5(0’ ;‘0) 12 (44750 19000 34250 5500
VAB=1 150 250 100 =\ 46300 20100 36000 5950

105 40 75 10
La matriz que hemos obtenido, AB, expresa, por filas, la cantidad, en gramos, de cada uno de los
materiales necesarios para fabricar todas las latas que demandan los almacenes.

0,01
90 30 50 10 0.05 4,41
BC=100 50 90 15].| =17,115
105 40 75 10 0,001 6,06

La matriz BC representa el coste de los materiales utilizados en una unidad de cada tipo de lata
Ly, Ly Ls.

0,01

ABC 100 200 150 19000 28 ;8 1(5) 0,05 2773
~ 120 250 100/)° 1 0,04 |7\2913,95
105 40 75 10 0.001

Este tltimo producto de matrices, ABC, nos indica el coste, en materiales de fabricacién, de todas
las latas que demanda cada uno de los dos almacenes.



39 En un edificio residencial hay tres tipos de viviendas: L3, L4 y L5. Las viviendas L3 tienen
4 ventanas pequefias y 3 ventanas grandes; las L4 tienen 5 ventanas pequenas y 4 grandes, y las
L5, 6 pequeiias y 5 grandes. Cada ventana pequena tiene 2 cristales y 4 bisagras, y las grandes,
4 cristales y 6 bisagras.

a) Escribe una matriz que describa el nimero y el tamano de las ventanas de cada vivienda y otra
que exprese el ndmero de cristales y bisagras de cada tipo de ventana.

b) Calcula la matriz que expresa el niimero de cristales y de bisagras de cada tipo de vivienda.

a) P G CB
L3 (4 3 P /2 4
L4 54;G<4 6)
L5165
b) P G CHB C B
L3 (4 3 P /24 L3 (20 34
L4 |5 4|; ( = 14 |26 44
G\4 6
L5165 L5 \32 54
Pagina 60

40 La tabla adjunta muestra la cantidad de vitaminas A, B y C que posee cada uno de los productos

P, Q, R, S por unidad de peso:
A BC

»w IO

a) Queremos elaborar una dieta en la que entren todos los productos, de manera que contenga
20 unidades de vitamina A, 25 de vitamina B y 6 de C. ;Es posible hacerlo? ;De cudntas for-
mas?

b) Obtén, en funcién de la cantidad de Q que entre en la dieta, las cantidades de los otros pro-
ductos. ;Entre qué valores habria de estar la cantidad de producto Q?

a) Llamamos D a la matriz que indica las cantidades que queremos tomar de cada vitamina:

A B C
D=(20 25 6)
Llamamos X a las cantidades que debemos tomar de cada alimento:
P QRS
X= (x Yz t)
Llamamos M ala matriz que indica la cantidad de vitaminas por producto:
120
Mo 102
210
111

El producto XM indica la cantidad de vitaminas que hemos tomado, luego XM = D.

1
(x 3z )|, 0 o]-(20 25 6)
1

e )
— O N

<x+)/+2z+t 2x+z+t 2y+t):<20 25 6)



Obtenemos un sistema:

x+ y+2z+1t=20
2x + g+ 1t=25p x= ll—ll y=3- X,z:S,t:?x
2y + t=06

Es un sistema compatible indeterminado, luego si es posible hacerlo y hay infinitas formas de con-
seguirlo.

b) Si hacemos y=A, obtenemos: x=A, y=A, z=3, t=6-2A.

Como las cantidades no pueden ser negativas, ha de ser 0 <A < 3.

41 a) Comprueba quesi A es una matriz cuadrada tal que A% = 24— I, donde I es la matriz iden-
tidad, entonces A es invertible. ;Cual es la expresién de 47?2

5 -4 2
b) Utiliza el apartado anterior para calcular la inversa de la matriz A=| 2 -1 1
-4 4 -1

Q) A%=24-1 - A*-24=-1 — -A*+24=1 - A-A+2]) =1
Por tanto, A es invertibley A7 = —A + 21
b) Comprobamos que A% =24 - I

5 -4 2 -4 2 9 -8 4
A%=12 -1 1 11)432
4 4 -1 —44 -8 8 -3

5 -4 2 100 9 -8 4
2A-7=212 -1 1]|-{010]|=({4 -3 2
-4 4 -1/ \oo0o1/ \-8 8 -3

Puesto que A% =24-1, por el apartado anterior, A es invertible y su inversa es:
5 -4 2 100 -3 4 =2

A1=—A+2I=—- 2 -1 1]+2(01 0]=[-2 3 -1
-4 4 -1 001 4 —4 3

1 0 0
42 Dadalamatriz A={-3 1 -1 |, halla una matriz X que verifique la ecuacién X4 + A= A7
5 -1 2

XA+ A=A"1 > XA=-A1-A4 — X-= (A_1 —A)A_l = (A_l)z—
De otra forma:
X+DA “A1 > X+1) = (A*l)2 — X= (Ail)z—

Calculamos A7

1 0 0100\ a» 1 0 0/1 00\ a3
3 1 -1/01 0] @9+3-03 01 -1/3 10| @3
5 -1 200 1/ G3y-5-019 0 -1 2|-501/ By+2d
10 0/1 00\ a3 1001 00
01 -1/3 10| @y+33 0101 21
00 1|=211/ 63 001211
1 00 /100 1 00 100 0 00
X=ANH2-7I=|1 21| -(010]|={1 53|-l010]|=(1 43
211 001/ \-332/ o0 1/ \-3 31



43

44

45

46

47

Justifica por qué no es cierta la igualdad:
(A+B)-(A-B)=A*-B?

cuando A y B son dos matrices cualesquiera.

(A+B)-(A-B)=A?-AB + BA— B?

Para que la igualdad fuera cierta, tendria que ser AB = BA; v, en general, no es cierto para dos matrices
cualesquiera.

Sea A una matriz de dimensién 2 X 3.
a) ;Existe una matriz B tal que A - B sea una matriz de una sola fila?
b) ;Y para B.A?

Pon un ejemplo para cada caso.

1
100
a) No; A - B tendrd 2 filas necesariamente. Por ejemplo, tomando A = ( 21 0) y B=|2], te-
0

4

b) Si; si tomamos una matriz de dimensién 1 X 2 (ha de tener dos columnas para poder multiplicar
B - A), el resultado tendrd una sola fila. Por ejemplo:

100

210

1
nemos que: A - B = ( >

SiA:( ) y B=(1 2), entonces B-A=(5 2 0).

Sean A y B dos matrices cuadradas de igual orden. Si A y B son simétricas, ;lo es también
su producto 4 - B?

Si la respuesta es afirmativa, justificala, y si es negativa, pon un contraejemplo.

Si A y B son dos matrices cuadradas de igual tamano, simétricas, su producto, A - B, no tiene por
qué ser una matriz simétrica. Por ejemplo:

120 -1 3 1 51 1
SiA=(211)yB=({3 -1 0] > A-B=|2 5 1 | noessimétrica.
011 1 0 -1 4 -1 -1

:Es posible encontrar una matriz A no nula tal que A2 sea la matriz nula?
En caso afirmativo, pon un ejemplo.

Si, por ejemplo:

a- (0 b (o oS (o )

0 3 4
Dadalamatriz A=| 1 -4 -5 |, prueba que se verifica A3 + I= 0 y utiliza esta igualdad para
-1 3 4

obtener A1,

* Haz A= (43)3.4 y ten en cuenta que A3 =-I

-1 0 1 10 0 000
A2=(1 4 4 ) A=l0 -1 0] —> A*+7I=[00 0
-1 -3 -3 0 0 -1 000

Obtenemos A'0 (teniendo en cuenta que A3 + /=0 — A3 = -I):
0 -3 —4

AV A3 A= (D> - A=-1-A=-A=|-1 4 5
1 -3 -4



48

49

§0

Sea A una matriz cuadrada de orden 3 tal que 2,;=0 si 7= (4 es una matriz diagonal). Prueba
que el producto de dos matrices diagonales es una matriz diagonal.

an 0 0 bll 0 0 an bll 0 0
Sl A = 0 422 0 y B = 0 522 0 , Su producto (&) A . B = 0 ﬂ22 bzz 0 5

que también es una matriz diagonal.

Definimos la traza de una matriz cuadrada A de orden 2 como #r(A4) = a,; + a,,. Prueba que
si A y B son dos matrices cuadradas de orden 2, entonces #r(A4- B) = tr(B - A).

. a1 412 by by
Si A= <ﬂ21 422) y B= (521 b22> entonces:

ay by +aynbyy ap by +anbs,

A -B= ( ) —> tr(A . B) = dllbll + ‘lebZl + ﬂZIblz + ﬂzzbzz

ay1byy +ay by ay by +ayby,

byyay + byay byayy+bpay

B'AZ ( ) —> t}’(BA) :ﬂllbll +421b12+ﬂ12521 +ﬂ22522

byray +bypayy  byyayy+byas

Por tanto, t#7r(A-B) =tr(B - A).

:Verdadero o falso? Justifica tu respuesta y pon ejemplos.

a) Si A es una matriz 2 X 2 cuyo rango es 2, su rango no varia si le afadimos una fila o una
columna.

b)Si X—AX = B entonces X=(I-A)"'B.

2
c)Si A= ( ) entonces (A + I)? = 61.

3 -1
d) Si AB = BA entonces (AB)’ = (BA)".

e) Si a una matriz de 3 filas y 3 columnas cuyo rango es 3 le quitamos una fila y una columna,
entonces su rango sera 2.

f) En una matriz antisimétrica (4= —A), los elementos de la diagonal principal son todos 0.

123 4
g) Elrangode M={4 3 2 1 es3si k=0.
555 k-1

h)Si A es una matriz regulary (B— C)A =0 (matriz nula), podemos asegurar que B = C.

a) Verdadero. No varia, puesto que la matriz que obtenemos tiene, como méximo, dos filas o dos co-
lumnas, luego su rango no puede ser mayor que dos. Por otra parte, como la nueva matriz contiene
a A, el rango tiene que ser > 2, es decir, el rango de la nueva matriz es 2.

b) Verdadero. X—AX=B — (I- A)X = B. Multiplicando por (/- A)™! ala izquierda, tenemos la

expresion final para calcular X.
2
0 2 02 60 10
:(3 0)'(3 0):<0 6):6(0 1):6[

5300

d) Verdadero. AB = BA. Como las dos matrices, AB y BA, son la misma, su traspuesta también serd

¢) Verdadero. (A4 + I)? =

igual.

— o O

1 0
e) Falso. Por ejemplo, A= (1 0 1| tiene rango 3. Si quitamos la Gltima fila y la dltima columna,
0 1

10
10

f) verdadero, porque ﬂll = _ﬂll — 24” = O — ﬂll = 0.

obtenemos ( ), que tiene rango 1.
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52

123 4
g M=|432 1
555 k-1
123 4 (1.9 1 2 3 4 (1.9 1 2 3 4
432 1 @3 —4-(1.9 0 -5 -10 =15 2.9 0 -5 -10 =15
555 k-1 63-5-09 0 -5 —10 A2 -21/ BH-@9 00 0 k-6

La afirmacién es falsa, pues para que 7an(M) = 3, debeser k= +4/6.
h) Verdadero. Como A es regular, podemos multiplicar por A~ a la derecha:
(B-C)AA™'=04"' - B-C=0 - B=C

Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo orden. De la igualdad A - B=A- C no puede
deducirse, en general, que B = C.

a) Prueba esta afirmacién buscando dos matrices B y C distintas tales que 4. B=A4- C, siendo

4=y )

b) ;Qué condicién debe cumplir la matriz A paraquede A- B=A- C se pueda deducir que B= C?

P‘I'Bl_1C31 AB32AC Bz C
a) Por ejemplo, si =\2 3 y =01,entonces b=y ) =4 , pero b= C.

b) Debe existir A7,

a) Si A es una matriz regular de orden 7 y existe una matriz B tal que AB + BA = 0, probar
que BA'+A7'B=0.
-3 2

b)SiA:(4 3

), halla una matriz B = 0 tal que AB + BA =0.

a) Multiplicamos por A~! por la izquierda en la igualdad:
AB+BA=0 — A7'AB+ A7'BA=0 — B+A7'BA=0
Ahora multiplicamos la igualdad obtenida por A~ por la derecha:
BA7' + A7'BAA™'=0 — BA'+A7'B=0

b
b)Si B= <éZ ), entonces:
c d
4B -3 2\ [a b —3a—-2c 3b-2d
P\ 4 3)\c d)\ bda+3c 4b+3d

B.A a b\ (-3 =2 Ba+4b -2a+3b
T\ d)\ 4 3 )7\ Berdd —2c+3d

Asi:
4B+ BA —6a+4b-2¢c 2a-2d 00

TP\ 4avdd  4b-2c+6d)7\0 0
—6a +4b-2c =0| 32-2b+c =0
—2a -2d4 =0 a + d=0 J

4a +4d =0 a + d=0 -

4H —2¢ +6d =0 2b—¢+34 =0 = 3a-2b+c=0 = c=-3a+2b

P . B a b 0y 620

or tanto: = Ba+2b —al’ az0y b=

11
Por ejemplo, con a=1y b=1, queda B= <—1 _1)'



1 2
53 Despeja la matriz X en laigualdad (X+A4)?>=X?+ XA +I, yobtén X enel caso A= (_1 0).

X+A) 2 =X2+XA+1 > X+AX+A)=X*>+XA+1 —>
- X2+ XA+ AX+ A?=X?+ XA+ 1 —
S AX+A%=1 > AX=1-A% > X=A"11-A4?

Calculamos A~
1 2|1 0\ a9 121 0\ a9-@9 1 0lo -1\ a9 100 -1
100 1) @y+a9 02/11) @ 021 1/ @y 0 1/1/2 1/2
10 1 2\ [1 2
172 12)°\o 1/7\=1 o/ \=1 o/|”
0 —1\|/1 0\ /=1 2 0 -1\ /(2 =2\ (-1 -3
“\12 12/ \o 1/ \21 =2/{T\12 12)°\1 3 )7\32 122

54 Demuestra que si A es una matriz regular, al despejar X en la ecuacién XA% + BA = A? se
obtiene X=71—- BA™L.

X=AYI-A?) = ( 0 -l )

XA%2+BA=A* - XA?2-A?=-BA —» (X—1)A*=-BA
Multiplicamos por A~ ala derecha (A~! existe por ser A regular):

(X-NDA=-B - X—I=-BA™' -5 X=-BA '+ - X=1-BA™!

55 Halla una matriz cuadrada de orden 2, distinta de I y de —I, cuya inversa coincida con su
traspuesta.

AdbAf(ﬂc>
“\e 4) “\b d

A1 =A" 5 A AV =A- A" - [=A.A"

A4t 10
o1
2 52
a b (a c) b acvbd) (10 ‘”Z’d‘lo
cd.édzac+bdcz+42=01_)42€+2=
c+d =1

Buscamos matrices que verifiquen estas condiciones. Por ejemplo:
4 0 1 A 0 -1

“\=-1 0/ "\1 0
Veamos que A~ = A"

0 11 0} aH-@9 11
-1 0/0 1/ @9 -10

Al = <(1) _01> "y

I -1\ @9 1 1]1 -1\ @3)-@9 1 0/0 -1
0 1/ @9H+09 011 0/ @9 01/1 O



56 Obtén la forma general de una matriz de orden 2 que sea antisimétrica.

a b
A= < ) A es antisimétrica si A" = —A.

c d
(a c) <—a —b) R ‘2:0
b d) \—c —-d -
‘ 4=0

A debe ser de la forma A = (_Ob (b))

57 Una matriz cuadrada es mdgica de suma k cuando la suma de los elementos de cada fila, de cada
columna y de las dos diagonales es, en todos los casos, igual a £. ;Cudnto vale % si una matriz
madgica es antisimétrica? Halla todas las matrices mégicas antisimétricas de orden 3.

* Hemos visto en el ejercicio anterior que, en una matriz antisimétrica, los elementos de la diagonal
principal son ceros. Por tanto, si la matriz es antisimétrica, k= 0.

* Buscamos las matrices mdgicas antisimétricas de orden 3: (sabemos que, en este caso, la suma ha de

ser cero).

Veamos cOémo es una matriz antisimétrica de orden 3:

a b c ad g
A=|d e f — A'=|lb e b
g h i c f i
A serd antisimétrica si A = —A; es decir:
ad g\ [-a b — a=-a b=-d c=—g
b e h|=|-d —e —f| > id= —b e=— f=—h
c fi] \—g —h —i g=—c h=—f i=—i
0 4 ¢
Luego, una matriz antisimétrica de orden 3 es de la forma: A=|-b 0 f
— —f 0

Para que A sea mdgica, ha de tenerse que:
b+ ¢c=0| =b+ ¢c=0 e b
—b+ f=0¢ b—f=0¢, esdecir -
f=b
——f=0] c¢+f=0
Por tanto, las matrices mdgicas antisimétricas de orden 3 son de la forma:
0 &6 —b
A=|-b 0 b |, con be R.
b b 0



58 Obtén todas las matrices mdgicas simétricas de orden 3 para %= 0.

a b ¢
Una matriz simétrica de orden 3 es de la forma: A= b d ¢ | (pues A=A").
ce f
Para que sea mdgica con k=0, ha de ser:
a+b+c =0 11 1000[0, a» 1 1 1 000/[0\ a»
b +d +e =0 01 01T1O0[0| @3 01 0 110/0] @y
c +€+f=0 00101T1[|0] G 00 1 0110 3G9
a +d +f=0] 1001010 @45-09 0 -1 -1101/0] @H+CH
2c+d =0 '0o0o2100/0 69 00 2 100/0 69
111 0000\ a3 1110 0 010 @»
01 0 110[0| @3 0101 1 0[]0 @3
00 1 0110 G 0010 1 1|0 G
00-1211|0f @&)+GH 0002 2 2|0 “49/2
00 2 100[0 69-2:69 0001 =220 GI+EY
1110000 a +b +c =0 > a=—b-c=—f
0101100 b +d +e =0 = b=—e=f
00101T1|0—> c te +f =0 = ¢=0
0001110 d +e +f =0 > e=—f
0003000 3d =0 - d=0

-+ f 0
Por tanto, una matriz mdgica simétrica de orden 3 con k = 0, esdelaforma A=| f 0 —f|, con fe R.
0 - f

59 Obtén todas las matrices mdgicas simétricas de orden 3 para k= 3.

a b ¢
Una matriz simétrica de orden 3 es de la forma: A= |6 4 e |.
c e f
Para que sea mdgica con k=3, ha de ser:
a+b+c =3 /1110003 a» 1 1 1 000/[3, a»
b +d+e =3 (0101103 @9y 01 01103 @
c  +e+f=3; (001011 3| 69 00 1 011[3|] 63
a +d +f=3] (10010 13| @4H-@19 0-1-1101/0] G45+CH
2¢ +d =3] lo02100/3 69 00 21003 69
11100 0/3, a 11100 0|3} a9 11100/03
01 0 110 3| @ 0101 1 03| @ 0101103
001 011363 00101 13| 63 0010113
00 -1211[3] @GH+6Y 0002 2 2|6][ 4y/2 0001113
00 2 1003 69-2:69 0001 -2 -2|-3 GI+E) 0003003
a+b+c =3 = a=3-b-c=3-f-1=2-f
b +d+e =3 = b=3-d-e=3-1-2+f=f
c te+f =3 = c¢=3-e—f=3-2+f-f=1
dve+f=3 = e=3-d-f=3-1-f=2-F
34 =3 — d-=1



Por tanto, una matriz mdgica simétrica de orden 3 con k = 3, es de la forma:

2—-f  f 1
A= f 1 2-f]|, con fe R.

1 2-f f

Por ejemplo, con f=0, queda: A =

— O N

01
1 2].
20

60 Sea A una matriz cuadrada que verifica la igualdad A2 - 24 = 31.
a) Demuestra que A es invertible y expresa A™! en funciénde 4 e I
b) Expresa A3 como combinacién lineal de 4 e I.

¢) Halla todas las matrices simétricas de orden 2 que verifican 4% —24 = 31I.

) A2—24=31 = AA-21)=3] = A- %(A—zl):[

Por tanto, A es invertible y su inversa es A7l = % (A-21).

b) A% =31+24
A3 =(BI+2A)A=3A+2A%=3A+2031+2A4)=7A+ 6]
- a b

c) A= b ¢

42 - (ﬂ b>.(ﬂ b)_ 2 b? bla+o
“\b ) \b c) \bla+ro) b*+cP

2 _2a+6%=3
2,42 b 2_ 2 - 10 e
A2-24- (‘l + b(‘”‘))_z(” );(‘;(dffji) Zgizg_i):s( )—) bla+c—2)=0

2,2 b 01
b(ﬂ+€) b +c c bz+c‘2—26=3
2 -_—
* Si =0, obtenemos az ~2a=3 con las soluciones siguientes:
c“=2c=3
30 -1 0
a=3, b=0, c=-1 - A= (0 _1); a=-1, =0, c=—1 - A= <O _1>;
30 -10
ﬂ:3,b=0,c=3—>A=(O 3); a:—l,b=0,6:3%A:<0 3>
22 —2a+6%=3
¢ Si b=0, obtenemos el sistema (6(z2+c—2)=0 con las soluciones:
b+t —2c=3

a=2—-c¢, b= y—(c+1)(c=3); a=2—¢c, b=—y—(c+1)(c-3)

En estos casos, ha de ser —1 < ¢ < 3, y las matrices que verifican la condicién pedida son:

_( 2—¢ \/—(c+1)(c—3)) A—( 2—c¢ —J—(c+1)(c-3)
C\J=(c+)(c=3) ¢ ==+ (c-3) c

x F—
61 Estudia para qué valores de x, la matriz inversade 4 = ( 5 x) coincide con su opuesta.

-5 2) =5

Si —A=A"" - A(-A) =1

(x _2) (—x 2) 10-x> 0 (1 0) 10—x2=1
5 ) \=5 x/ \ 0 10-x2/ \01 _>x:i3



1 Estudia el rango de la siguiente matriz segiin los valores del pardmetro a:

1 a1 2
A=12 0 -11

-11 10
1 a1 2 a) - (39 -1 1 1 0\ @a»
2 0 -1 1 2 0 -11] @y+2-193
-1 1 a) - (1.9 1 2 1 2/ B3+
-1 1 1 0\ @a» -1 1 1 0
0 2 11| @y 0 2 1 1
0 2+1 2 2/ 2-B3Y-(@@+1)-(@29 0 0 3—2 3-a

Si a=3 > rman(4A)=2

Siaz3 — ran(d) =3

@ Si A es una matriz cuadrada de orden 3, C una matriz de dimensién 3 X 2 y D una matriz

cuadrada de orden 2, ;qué dimensién debe tener la matriz B para que la ecuacién matricial
AB = CD tenga sentido?

A3 Bumxn = Cax2Pax2) = Mzx2)

Luego B debe ser una matriz de dimensién 3 X 2.

3 Demuestra que si A es una matriz cuadrada de orden 2 entonces (4%)% = (42)".
a b 4 <a c)
cdl 7T \b 4
42 (a b).(a b)z A rbe bla+d)
cd)\e d) \e(asd) d*+be

(AZ)t=(ﬂ2+bC c(;z+d))
b(a+d) d°+bc

(5 g M )

Ambas matrices, (42)" y (4)? coinciden.

A

10

5 1), calcula A”.

4 Dada la matriz A = <

(55)
(6 )
oo s i)

I 10)
“\5n 1



11
5 Determina todas las matrices A tales que AX = X4, siendo X = (1 1).

4 a b

“\e d

a b\ (11 1 1\ [a b a+b a+b a+c b+d
cdl\1 )7\ 1)\ d) T \ewd cvd)\ave bed
a+b=a+c

a+b=b+d

c+d=a+c

c+d=b+d

— a=d, b=c

b
Son todas las matrices de la forma A = (Z a)'

6 Dadala matriz C= (; i), halla dos matrices X e Y tales que verifiquen las siguientes ecuaciones:
X+Yl=C
X-y'=c*
X+Y'=C
{X -y '=C’

L4 Sumamos laS CCuaCiOneS:
11\ (1 2\ (23 L(23) (1 32
_ t_ — -1 -
ZX‘(j+(7“<z 1)*(1 1)‘(3 2)'* Xﬁ'z(s 2) Qﬂz 1)
° RCStamOS laS CCuaCiOneS:
vt e (V)1 2) (0 1) L a1 [0 1) (0 12
=t =) 1)\t o) 7 T2 o/Tli2 o

Ahora calculamos la inversade Y1 — (Y1) 1=Y

( 0 -4/2‘1 0) 13 +2-23 ( 1 -1/21 2) 1.

/2 0 |0 1) @9 /2 0 |0 1) 2-@3-(1.9
1 -1/2] 1 2\ aH+@H 1 00 2\ @9 10/0 2
0 1/2 -1 0/ @9 0 1/2|-1 0} 2-@29 01/-20

L v 0 2
uego V=1 _,

. e buscad oo [1 32y, (02
as matrices buscadas son = 3/2 1 N = _2 O .



121
7 a) Halla la inversa de la siguiente matriz: A=(0 1 1
210
-1 0 1
b) Resuelve la ecuacién 2XA4 + B=A?, siendo B=| 0 2 3 |.
2-10
121100\ a9 1 2 1]1 00\ a9
(01 1/010] @ 01 1/0 10| @3
210001/ Gy-2-09 0 -3 2(-20 1/ GY+3-29
12101 00\ a9-2.29 10 -1]1 =20\ a9+69 100/-1 1 1
011/0 10| @ 01 1/0 1 0] ey-6y 010 2 =2 -1
001|231/ 69 00 1/-2 3 1/ 63 001 -2 3 1
11 1
Al=2 2 41
2 3 1
b)2XA+B=A" — 2XA=A"—-B — 2X=(A"—=B)A™! — X-= %(A’—B)A‘l
(1102, /=1 0 1\] /=1 1 1 20 1\ /-1 1 1
X=%211— 0 2 3||-{2 =2 <1 =%2—1—2.2—2—1 -
110/ \2-10/|\=2 3 1 32 0/\2 3 1
4 5 3\ [=2 512 32
=%0—21= 0 -1 1/2

1 -11 1/2 -1/2 172

8 Razona si es posible afiadir una fila a esta matriz de forma que la nueva matriz tenga rango 4:

12 0 3

01-1-=2

27-30
12 0 3\ a» 12 0 3\ a» 12 0 3
01 -1 2| @3 01 -1 2| @3 01 -1 2| - manM)=2
27 -3 0] Gy-2-09 03 -3 -6/ 639-3-29 000 O

Si se afiade una fila, puede tener, como mdximo, rango 3, luego no es posible que la nueva matriz tenga
rango 4.

9 Un industrial fabrica dos tipos de bombillas: transparentes (T) y opacas (O). De cada tipo se hacen
cuatro modelos: M;, M,, M3 y M,.

T O
M, /300 200
M, | 400 250 Esta tabla muestra la produccién semanal
M; | 250 180 de bombillas de cada tipo y modelo.
M, \500 300

El porcentaje de bombillas defectuosas es el 2% en el modelo M, el 5% en el M,, el 8 % en el M3
y el 10% en el My.

Calcula la matriz que expresa el nimero de bombillas transparentes y opacas, buenas y defectuo-
sas, que se producen.

T O
My M, M3 My M, (300 200 T O T O
D [0,02 0,05 0,08 0,1\ M, [400 250 D[ 96 60,9\ D[ 96 61
B (0,98 0,95 0,92 0,9/ Mj; [250 180| B (1354 869,1)zB (1354 869)
My 1500 300



