I'| y] Integrales

1. Reglas de integracion

B Piensa y calcula

Completa la siguiente tabla:
5 6
f(x) x¢ X? x3 XT X I x"
f'(x) 43 x2 5x4 x3 X 2x X1
Solucion:
5 3 6 4 2 n+l
f(x 6 4 X X2 3 5 X X0 S 2 n X
<) x X 5 3 X X 6 " X > X X o
f'(x) 6x° 43 x? x2 3x2 5x* x5 X3 | X 0 2x nx"~! xn
@ Aplica la teoria
. +5)3 R
I J(Zx 5)3 dx 5 Jx2+l dx
Solucién: Solucién:
2x + 5)*
¥+k —IL|X2+||+k
8 2
dx
2. N 6. [sen (2x + 1) dx
Solucion: Solucion:
2Vx +k ——écos(2x+l)+k
3. JeX/Z dx
7. Jcos (x—1)dx
Solucion:
2e¥2 + Kk Solucion:
sen (x— 1) +k =
4, jsx+4 dx £
X o
8. th ? dx 2
Solucién: %
54 K Solucién: g
L5 —3 L |cos x/3| + k g
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9. JSeX dx

Solucion:

5e* + k
10. J(8x3 —6x% + 5x — 3) dx

Solucién:

2x4—2x3+%x2—3x+k

dx
1. J._s

X
Solucion:

o Tk

12. Jde

Solucion:
5]
32
5x7x +k

13. J.Sex tg X dx
Solucién:

—5L |cos eX| + k
14. J(5x7 - 6x° — x2 — 4) dx
Solucién:

8 3
5%—x“’—x——4x+k

15. J.sen 2x/3 dx

Solucion:

Solucion:
i

17. Je3x dx

Solucion:
e3x

3

dx
18. J_Z

X

+ k

Solucion:

_l+k
X

19. sz tg x3 dx

Solucion:

—%L |cos x3| + k

2
20. JL dx

x3+6x+5

Solucion:

—;L|x3+6x+5|+k

21. JX(SXZ— 1)3 dx

Solucion:

2 _ 1\4
(5x40 1) ‘K

22. '[5"/2 dx

Solucion:
. EX/2
2-5 o

k
L5

23. Jcos x/3 dx

Solucion:
3senx/3 +k

dx
24. J—
4 X3

Solucion:

4Vx + k

TEMA 12. INTEGRALES
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2. Integral indefinida y definida

B Piensa y calcula

Solucion:
F(x) = x2 +3

Calcula la integral F(x) = JZX dx tal que su grafica pase por el punto (0, 3)

® Aplica la teoria

Calcula tres primitivas de cada una de las siguientes fun-

ciones:
25. f(x)=x+ |

Solucion:

X2 x2 x2

2+ —+x + — +x -

X ) x+5 > x—7

26. f(x) = sen x/2

Solucion:

—2 cos x/2 —2cosx/2+3 —2cos x/2—-4
27. f(x) =e*

Solucién:

eX eX+2 e*— |
28. f(x) = \x®

Solucioén:

SXW SXW+ 7 SXW _8

8 8 8

Calcula las siguientes integrales indefinidas:
29. J(x“ — 6x% + 3) dx

Solucion:

5
X?—2x3+3x+k

30. J.(sen X — cos x) dx

Solucion:

—cosx—senx + k

3|.J-;1T’;

388

Solucion:
3
3V x2
+ k
2

32. J(xz—x+ | —L+i dx
X X2

Solucion:

32

X3 X

———+x—L|x|—£+k
X

3 2

Calcula la primitiva de las siguientes funciones para que pa-
sen por el punto que se indica en cada caso:

33. f(x) = x2 -4 por el punto (0, 0)

Solucion:
3
X? — 4x
AY
PO.O) | X
34. f(x) = e* por el punto (0,2)
Solucion:
e+ |
AY
/P/(O’ 2)
X

SOLUCIONARIO

© Grupo Editorial Brufo, S.L.



© Grupo Editorial Brufio, S.L.

2x
x2 + |

35. f(x) = por el punto (0, 3)

Solucién:
Lix2+1]+3

P(0.3)
&
36. f(x) = sen 3x por el punto (1/3, 1)
Solucién:
_cos3x 2
3 3
AY
P(n/3, 1)
NNNINUNNNNX

Calcula las siguientes integrales definidas aplicando la regla

de Barrow:
5

37. J (x2 - 6x + 10) dx
2

Solucion:

3
F(x)=X?—3x2+ 10x

Solucion:
F(x) = L x|
Fe)—F(l)=1-0=1u?

I
39. J 2e2X dx
0

Solucion:
F(x) = e
F(1) = F(0) = 2 — | u?

/2
40. J (cos x) dx
0

Solucion:
F(x) = sen x
F(n/2) —F0)=1-0= | u?

3. Calculo de areas

W Piensa y calcula

Calcula mentalmente el area del recinto limitado por el eje Xy la recta f(x) = 2x en el intervalo [-2,2]

Solucion:
8 u?

A

hY

TEMA 12. INTEGRALES
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Aplica la teoria

Calcula el area del recinto limitado por el eje X y cada una
de las siguientes funciones en los intervalos que se indican.

41. f(x) =—x2+ 2x + 3 en el intervalo [1,4]

Solucion:

™~
E2d
x =

A A%

A
0
X
3
F(x)=—?+x2+3x
I 16
A =|FR)-F()|=1|9-=| ==
= 1F@) - () = |9 -] = 1
20 7
A= IF) —F@) = [R5 =7
3 3
- _l6,7_23 5
= + =24 =<2
Area = A + A, 373 3u

42. f(x) = I/x en el intervalo [I, €]

Solucién:

AY
X
—| [9)
1] 1]
F(x) = L |x]
Area = |F(e) - F(l)| = |1 = 0] = | u?
43. f(x) = sen x en el intervalo [0, 27]
Solucioén:
AY
Al
: X

F(x) = —cos x

A, = [F(m) —FO)| = |1 + 1] =2
A, = |FQm) - Fm)| =|-1-1|=2
Area=A, +A,=2+2=4u2

44. Calcula el drea comprendida entre las funciones:
fx)=x2+2x+ 1 ; g(x)=2x+2

Solucion:

R
¥

f(x) — g(x) = x2 — |

3
F(x) :XT—X

Area = |F(I) — F(- 1)| = ‘—%—%‘ =%u2

45. Calcula el drea comprendida entre las funciones:
f(x) =x3—2x ; g(x)=x2

Solucion:

AY
A
2 P
—| =
2
f) =) = x; ==1,%,=0,x3=2
f(x) — g(x) = x3 —x2 — 2x
4 .3
F(x)—XT—%—xz
= FO)=F(=1)| = |0-=| =2
A =IFO -F- 1) = [o- 3] =5
8 8
A, =|F2)-F0O)|=|-—-0 ==
» = F(2) - F(0)] ‘3 ‘ 3
A on — _5.8_37 5
=A +A =2 +2=22
Area =A| + A, 773 Iu

46. Calcula el drea comprendida entre el eje Xy la siguiente

funcion:
f(x) =x2—4

SOLUCIONARIO
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Solucion:

X

—2\/2 >

fx) =0=x, =-2,x, =2
3

F(x)=XT—4x
A en = _| 16 16| _32 5
Area = |[F2) - F(=2)| = |-=> - 22| = 2=
rea = |F(2) - F(-2) = |16 18] - 32,

47. Calcula el drea comprendida entre el eje X y la siguiente
funcion:

Solucion:

A A%

>
N
N

f(x) =0) = x; ==2,x, = 0,x3 = 2

4

F =X

(=%

A =[FO)-F-2)|=[0+4|=4

Ay = [FQ) - FO)| = |4 -0| = 4
Area =A, +A2=4+4=8u2

—2x2

4. Aplicaciones de las integrales

W Piensa y calcula

Sea la funcién f(x) = 2x

X

0

Solucion:
a) 9 u?

Los resultados son iguales.

b) F(x) = x2 = F(3) = 9

a) Calcula mentalmente el drea comprendida entre el eje X y la funcién f(x) en el intervalo [0, 3]

b) Calcula la expresion A(x) = J 2t dt aplicando la regla de Barrow, y calcula F(3). ;Cémo son los resultados?

® Aplica la teoria

48. Expresa la funcidn 4rea de la funcion f(x) = x + | enel
intervalo [0,x] y calcula el valor del area del recinto li-
mitado por el eje X y f(x) en el intervalo [0, 5]

Solucién:

A(x) = JX

2
(t+ 1) de=X 4+ x=AG5) =32 2
0 2 2

TEMA 12. INTEGRALES

49. Expresa la funcion area de la funcion f(x) = x2 + 2 en
el intervalo [0,x] y calcula el valor del area del recinto
limitado por el eje Xy f(x) en el intervalo [0, 1]

Solucion:

2

A(x) =J:(t2+2) dt=x?3+2x=>A(I) =Zu

w|



50. La velocidad de un mévil en m/s se da por la funcién
v(t) = 6 —t/2,donde t se mide en segundos. Calcula el
espacio recorrido por el mévil en los 5 primeros se-
gundos.

Solucién:
5
95
=] 6 — i) de=2=
€ L( 2 s

51. Calcula la funcién que expresa la velocidad de un co-
che que mantiene una aceleracion constante de 3 m/s?

Solucion:

t
v(t)=J3dt=3t
0

52. Una empresa que hace cajas de cartén para embalar
tiene la siguiente funcién de ingreso marginal, en miles
de euros:

X

2

donde x es el nimero de cajas vendidas en miles.

i(x) =8-

a) ;Qué ingreso se obtiene por la venta de 4 000 cajas?

b) ;{Cual es el ingreso adicional al pasar de 4000 a
5000 cajas vendidas?

Solucion:

4
a) J (8 - L) dx = 28 mil euros.
0 2

w

> X 2
b) J (8 - —) dx === mil euros.
4 2 4

53. El coste marginal, en millones de €, de una empresa al
fabricar motos se expresa por la funcién:

c(x) =3 +x/2
donde x se mide en miles de unidades. ;Cuil es el cos-
te adicional al pasar de 2000 a 4000 unidades?

Solucion:

4
J (3 - 1) dx = 3 millones de euros.
2 2

392
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Ejercicios y problemas

1. Reglas de integracion

54. Jx sen x2 dx

Solucion:

|
—— cos x2 +k
2

55. JL dx
X
Solucién:
L x| + k

56. J-(— 3x +2)° dx

Solucion:
(-3x +2)®
-~ " +k
18

57. J-S sen % dx

Solucién:

—10 X4k
cos 5

58, jd—x

X6

Solucioén:
|
—— +k
5x5

59. Jx e dx

Solucion:
2
e5x

+k
10

60. J(—7x4 + 43 —x+ 1) dx

Solucién:

5 2)
—7i+x4—x7+x+k

5

61. J-x4 cos (3x° + 1) dx
Solucion:

5
sen (3x> + I)+
15

TEMA 12. INTEGRALES

4 dx
o |
V3x

Solucion:

8\/33_x+k

63. th x/5 dx

Solucion:
—5 L |cos x/5] + k

64. J’V? dx

Solucion:
7
7x\ x3

+k
10

65. JSZX" dx

Solucion:
52x -1

+
2L5 .

2 X
66. J?’e dx
Solucion:

%ex+k

67. Jcos X =

Solucion:

XZ—X

68. JM dx

Solucion:
L [x2-x| +k

69. J(—3x+ 1)2 dx

Solucion:

G
9

393



Ejercicios y problemas

70. J-x cos x2 dx

Solucion:

|
—sen x2+k

71. J'e"/5 dx

Solucién:
5ex° + k

dx
2 |

5x — 1
Solucion:

2V5x — |

+k
5

73. "-32"+ Idx

Solucion:
32x + |

+k
213

74. J’«/ (3x + 5)* dx

Solucién:

7Gx + 5)V(3x + 5)* "
33

75. J(Sx“ —9x2—6x + 1) dx

Solucion:

X0—=3x3-3x2+x+k

76. Jd—x
2x—1)°
Solucion:

R — 14
8(2x — 1)*

77. jtg (Bx—1)dx

Solucién:

-—; L |cos (3x — 1)| +k

394

2. Integral indefinida y definida

Calcula tres primitivas de cada una de las siguientes fun-
ciones:

78. f(x) = 6x*—8x -3

Solucion:

F,(x) = 23 — 4x2 - 3x
Fy(x) =2x3 —4x2—3x + 5
Fi(x) = 23 —4x2—3x—4

79. f(x) =2/x

Solucion:
F(x)=2L|x|
F,() =2L x| +7
Fs()=2L|x| -8

80. f(x)=2tgx/2

Solucion:

F(x) =—4 L |cos x/2|
Fy(x) = —4 L |cos x/2| + |
Fy(x) =—4 L |cos x/2| -3

81. f(x) = 6/x3
Solucion:

F)=-32  Fx)=-352+9 Fyx)=-3s2-7

Calcula las siguientes integrales indefinidas:
82. J(—X3 +3x2+4x - 1) dx

Solucion:

4
—XT+X3+2x2—x+k

83. J(cos x/3 — tg 2x) dx

Solucion:

3 sen x/3 +%L |cos 2x| + k

84. JW dx

Solucion:
5x59\l x4 +k

SOLUCIONARIO
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6 4
— 1)2 _
8. .[((3" LT T R
Solucion:
(3x— 1)}

4
ST 3L jx+ 3+
9 231+ 55

Calcula la primitiva de las siguientes funciones para que pasen

por el punto que se indica en cada caso:

86. f(x) = (2x — 1)3 por el punto (1,2)

Solucién:
_ )4
2x-1) . 15
8 8
AY
P(1,2)
X
87. f(x) = 1/x por el punto (l,e)
Solucién:
L|x| +e
AY
© P(l,e)
X
88. f(x)= I por el punto (2,5)
x+2
Solucién:
F(x)=1+2Vx+2
AY
B
-] /
X

TEMA 12. INTEGRALES

89. f(x) = cos x/2 por el punto (r,2)

Solucion:
F(x) =2 sen x/2

AY
P(r,2)
X
90. f(x) = e*/3 por el punto (0,0)
Solucion:
F(x) = 3e¥3 -3
AY
X
P(0,0) i

Calcula las siguientes integrales definidas aplicando la regla de

Barrow.
I
91. J (x% - 1) dx
-1
Solucion:

F(x) = X;

—X

F(I)—F(—I)=—%

3
92. J Vx dx

0

Solucion:

F(x) = % x \x
F(3) - F(0) = 2\3

3
93. J 2% dx
I

395



Ejercicios y problemas

Solucioén:

2X
F(X) = E
FG3) - F(l) = iz

T
94. J' sen x dx
0
Solucién:
F(x) = —cos x

F(m) — F(0) = 2

3. Calculo de dareas

Calcula el area del recinto limitado por el eje Xy cada una de
las siguientes funciones en los intervalos que se indican.

95. f(x) = 6/x en el intervalo [I, €]
Solucién:
AY
\x
— ]
1] [
X
F(x) = 6 L |x|
Area = |F(e) - F(1)| = |6 - 0| =
96. f(x) = eXen el intervalo [0, I]
Solucién:
AY
X
o _ »
1 1]
X
FOq =
Area = |F(I) - F(0)| =e— | u?

97. f(x) = cos x en el intervalo [0, 2]

396

Solucion:
AY

R

o N

1 1

X X

A Ay
RS
/2 T -
A,

F(x) = sen x
A=1LA=2A=1
Area = 4 u2

98. Calcula el area comprendida entre las funciones:

fx)=—x2+4x—1 ; g(x)=-x+3
Solucién: AY
A Y
l »
f(x) =g(x) = x, = I,x, = 4
f(x) — g(x) =—x2+5x—-4
F(x)=— 3 %x2—4x

Area = [F(4) — F(1)| = ‘%+%“

27

=—=—u
6

2

99. Calcula el drea comprendida entre las funciones:

fo)=x> 5 gkx) =
Solucion:
AY
|
X
_ 0 '
-1
f(x)—g(x):>xI =0,x, = |
g(x) — f(x) = x2 — x3
_x3 x4
ity
Area = |F(1) - F(0)| = ‘——o‘ =L

12

SOLUCIONARIO
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100. Calcula el area comprendida entre el eje Xy la siguiente

funcion:
f(x) =—x2 + |
Solucion:
AY
NyAN X
f(xX)=0=x, =-1,x,= |
3
F(x) = _XT +x

Area = [F(I) - F(-1)| = ‘%+%‘ =2

101. Calcula el area comprendida entre el eje Xy la siguiente
funcion:
f(x) = x3 — 2x?

Solucion:

S
N
V<

f(x) =0=x, =0,x, =2

4 3
F(x)=x7—%

Area = |F(2) - F(0)| = l—g— o‘ = % u2

4. Aplicaciones de las integrales

102. Expresa la funcion 4rea de la funcion f(x) = x? +2x en el
intervalo [0, x] y calcula el valor del area del recinto li-
mitado por el eje X y f(x) en el intervalo [0, 3]

Solucion:
X 3

A(x) =J (2 +2t) dt = X? +x2 = A(3) = 18 u?
0

TEMA 12. INTEGRALES

103. Expresa la funciéon area de la funcion f(x) = €* en el in-
tervalo [0, x] y calcula el valor del area del recinto limi-
tado por el eje X y f(x) en el intervalo [0, 1]

Solucion:

X
A(x) =j etdt=eX=A(l) = e u?
0

104. La velocidad de un mévil en m/s se da por la funcion
v(t) = 2 + t, donde t se mide en segundos. Calcula el
espacio recorrido por el mévil en los 6 primeros se-
gundos.

Solucion:

6
e=J.(2+t)dt=30m
0

105. Calcula las funciones que expresan la velocidad y el es-
pacio recorrido por una pelota que cae libremente al
vacio.

Solucion:

Suponemos g = 10 m/s2

t
v(t) =J 10 dt = 10t
0

i©
e(t) = J 10t dt = 5¢2
0

106. La funcién de ingreso marginal de un producto, en millo-
nes de euros, es:

i(x)=15-2x
donde x es el nimero de unidades vendidas en miles.

a) ;Qué ingreso se obtiene por la venta de 2000 unida-
des?

b) ;Cual es el ingreso adicional al pasar de 2000 a 3 000
unidades vendidas?

Solucion:

2
a) J (I5 — 2x) dx = 26 millones de euros.
0

3
b) J (15 — 2x) dx = 10 millones de euros.
2
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Ejercicios y problemas

Para ampliar

107.J(x5+%—%+&—%)dx

Solucion:

.

6
x_+Lle+i+2x\/§_ 3Vx
6 X 3

+k
2

2 3
4
IOS.J((x+3) “%+3 Gx_ 172 dx

Solucién:

+3)° |
O3+ 3) -
5 3x— |

+k

109. J(ex/Z - 734 X dx

x*—9
Solucion:
202 - 22 L1y g4
2L7 2

HO.J(sen (2x + 1) —cos % +x tg x2| dx

Solucion:

—;—cos (2x + I)—25en%——£L|cosxz|+k

Calcula la primitiva de las siguientes funciones para que pasen
por el punto que se indica en cada caso y haz el dibujo de la
funcién integral para comprobarlo.

111.f(x) = 2x por el punto (I, 2)

Solucion:
F(x) = x2 + |
AY
P(1,2)
X
398

112.f(x) = e* por el punto (I, e)

Solucion:
F(x) = e*
AY
P(1,e)
X
|
113. f(x) = —— por el punto (4,5)
Vx
Solucion:
Fg = 2Vx + |
N
P(4,5)
(-
RS

114. f(x) = cos x por el punto (T, 2)

Solucion:
F(x) =2 + sen x

V<

Calcula las siguientes integrales definidas aplicando la regla de
Barrow, dibuja cada una de las funciones del integrando y haz
la interpretacion geométrica de la regla de Barrow.

4
115.‘[ (x+ 1) dx
0

SOLUCIONARIO
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» /2
Solucioén: 118. J sen x dx
x2 0
F(x) = =—+ x
2 ..
5 Solucion:
F4)-F0)=12-0=12u F(x) = —cos x

AY F(n/2) —F0) =0+ | = | u?
L/
AY

o

o B

X I I

< <+ x x
I I

X X ™ é(
\/
El resultado obtenido, 12 u?, es el 4rea de la zona coloreada.

El resultado obtenido, | u2, es el drea de la zona coloreada.

5
Hé.J Vx — | dx
2

Solucién: Calcula el area del recinto limitado por el eje X y cada una de
F(x) = 2(x— Vx| las siguientes funciones en los intervalos que se indican.
3
119.f(x) =2/(x— 1) en el intervalo [2,e + 1]
F5) -FR)=16_2-14
¥oog Solucién:
AY
AY _
(] N
o+
-] X o
Y X i
> X
\ i
1
X

14 .
El resultado obtenido,— u2, es el 4rea de la zona coloreada.

Fx)=2L|x-1]
I Area=|F(e+ I)-F(2)|=[2-0] =2 u?
117.J e* dx
0
=g X i
Solucién: 120. f(x) = e X en el intervalo [0, I]
F(x) = e* Solucién:
F()-F0)=e—1u? oY
AY
X
X >
» o _
i W I 1
1 1 %
X
F(x) = —e™*
El resultado obtenido, e — | u?, es el area de la zona colo- Area = IF(1) - F(0)| = ‘—L+ i =1 = e w2
reada.
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Ejercicios y problemas

121. Calcula el drea comprendida entre las funciones:
f(x) =-3x2+4 ; gx)=x2

Solucion:
AY

|
¥

fx) =gx) = x; ==1,%, = |

f(x) — g(x) = —4x2 + 4
F(x)=—%x3+4x

Area = [F(1) = F( 1)| = ‘%+%‘ ='3—"u2

122. Calcula el drea comprendida entre las funciones:

f(x) =x* ; g(x) =x?
Solucién:
AY
|
A, A, X
=l 0 I
—]
f(x) = g(x) = x; ==1,%x, = 0,x; = |
f(x) — g(x) = x* — x2
3
F =X _X
x) ==
A=A, =2/I5
Area = 4/15 u?

123. Calcula el drea comprendida por el eje X y la funcién
f(x) = —x2 + 4x

Solucion:

A 54

400

f(x) =0=x, =0,x, = 4

3
F(x) = _XT + 2x2

Area = |F(4) - F(0)| = ‘33—2—0‘ =%u2

124. Calcula el drea comprendida por el eje X y la funcion
f(x) = 3x% —x3

Solucion:

A

fx)=0=x,=0,x,=3

4
F =] 3_X_
(9 = %0 %
27

Area = [F(3) - F(0)| = ‘24—7—0‘ =2

125. Expresa la funcion area A(x) en el intervalo [0, x] limita-
da por el eje Xy la funcidn f(x) = 2x — 2. Dibuja la grafi-
ca f(x) y A(x) e interpreta el resultado.

Solucion:

A(x) = J:(zc —2)dt=x2-2x

AY

A A%

La funcién A(x) halla el area comprendida entre el eje X'y
la rectay = 2x — 2 en el intervalo [0, x]

126. Expresa la funcion drea A(x) en el intervalo [, x] limita-
da por el eje X'y la funcién f(x) = | /x

a) Dibuja la grifica f(x) y A(x) e interpreta el resultado.

b) Calcula el valor del drea del recinto limitado por el eje
X'y la funcién f(x) en el intervalo [, €]

SOLUCIONARIO
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Solucion:

A(X) = jlx% de=L |x|

La funcién A(x) halla el area comprendida entre el eje X'y
la hipérbola y = |/x en el intervalo [I, x]

b)A(e) =Le= I u?

AY
a) 127. La velocidad de un movil en m/s viene dada por la fun-
cion v(t) =5 + 2t,donde t se mide en segundos. Calcu-
la el espacio recorrido por el moévil entre los 3y 5 se-
g é X gundos.
Solucion:
e(t) = J(S +2t) dt = 5t + 2
e(5) —e(3)=50-24=26m
Problemas

128. Dadas las curvas de los siguientes grificos, halla la for-
mula de cada una de ellas y luego calcula la integral inde-
finida.

a) AY b) AY
I/ & x
N/ - 9

Solucion:
a)y=x2—4x+3

3
F(x)=XT—2x2+3x+k

b) y = I/x
F(x) = L [x] +k

129. Dadas las curvas de los siguientes grificos, halla la for-
mula de cada una de ellas y luego calcula la integral inde-
finida.

a) AY b) AY

TEMA 12. INTEGRALES

Solucion:
a)y= Vx
F(x) = 2xVx

+k
3
b) y = 2%

F(x)=%+k

130.Dada larectay =-2x + 4
a) haz el dibujo de la recta.
b) calcula dos primitivas.

c) representa en el mismo dibujo de la recta las dos pri-
mitivas.

d) jen qué se parecen las dos primitivas?

Solucion:

Y

F,(x) = —x2 + 4x
Fy(x) = —x2+4x -3

Una primitiva se obtiene de la otra por una traslacion.



Ejercicios y problemas

131. Dada la recta del siguiente grifico:

AY

L 2

a) halla la ecuacién de la recta.
b) calcula dos primitivas.

c) representa en el mismo dibujo de la recta las dos pri-
mitivas.

d) ;en qué se parecen las dos primitivas?

Solucion:
a) y = 2x
b) Fl(x) = x2
Fy(x) = x2— |
<)
AY
RS
/ L

d) Una primitiva se obtiene de la otra por traslacion.

132. Dada la curva del siguiente grafico:

AY

L

a) halla la férmula de la funcion.

b) calcula una primitiva y represéntala.

c) ¢en qué se parecen la primitiva y la funcién?
Solucién:
a)y=
b) F(x) = X+ |

c) Una primitiva se obtiene de la otra por una traslacion.

eX

402

A A%

133. Calcula el drea comprendida entre los ejes de coorde-
nadas y la funcién f(x) = —x3 + x2 + 4

Solucion:
AY

N
A A%

4 3
F(x) =—)—;—+X?+4X

Area = [F(2) - F(0)| = ‘23—0— o‘ = 23—0 u2

134. Dada la curva del siguiente grifico, halla la férmula y lue-
go calcula la integral indefinida.

Solucion:

y = sen X

Jsenxdx=—cosx+k

135. Calcula el area comprendida entre las funciones:
f(x) =-x2+5 ; g(x)=-4

Solucion:

f(x) = g(x) = x;, ==3,x, =3

f(x) —g(x) =—x2+9

3
F(x) = —X? +9x

Area = |F(3) — F(=3)| = |18 + 18] = 36 u?

SOLUCIONARIO
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Y

JE B

/ \

136. Calcula el drea comprendida por el eje X'y la funcion

f(x) =x2—2x -3

Solucion: AY
X
£ J3 V
fx)=0=x, =-1,x,=3
3
F(x) = 2= —x* - 3x
3
Area = [F(3) — F(- 1)| = ‘—9—%‘ =¥u2

137. Calcula el area comprendida por el eje X y la funcion

f(x) =x3 +3x2 —x -3

Solucion:

AY
A X
=3[ -1 Af/l
f(x) =0 = x, =—3,x2=—l,x3= |

4 2
F(x) =XT+x3-XT—3x
A =A,=4
Area = 8 u2
138. Calcula el area comprendida por el eje X y la funcion

f(x) = x3 — 6x2 + 9x

TEMA 12. INTEGRALES

Solucion: AY

X
0 3 et
fx)=0=x,=0,x, =3
4 2)
Fx) = X0 — 23 + 2
4 2
Area = [F3) - F(0)| = ‘%- o‘ =24—7u2

139. Calcula el drea comprendida por el eje X y la funcién

f(x) = x* - 5x2 + 4

Solucion: AY

fx) =0=x, =-2,x, ==, %3 = I,x, =2
5 5x3

Fx) =X -2+ 4

() =5 -5+ 4

A, =A;=22/15A, =76/15

Area = 8 2

140. Dada la funcién f(x) = x? y una tangente a dicha curva
y = 2x — |, halla el punto de tangencia y el drea com-
prendida por el eje de ordenadas, la curva y la tangente.

Solucion: AY
I

V<

x2=2— | = x =1
Punto de tangencia: P(I, I)
f(x) — g(x) = x> —2x + |

3
F(x)=x?—x2+x

Area = 1/3 u?

403
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141. Calcula el area del recinto limitado por la funcién
f(x) = x2 — 4 y las tangentes a dicha curva en los puntos
de corte con el eje de abscisas.

Solucion:

L —
X
\
£

y = x2 — 4 corta al eje de abcisas en los puntos A(~2,0) y
B(2,0)

y = 2x

Recta tangente en el punto A(-2, 0)
y(-2)=-4
y=—4(x+2)=>y=-4x-8

f(x) —g(x) = x* + 4x + 4

A, =8/3u?

Recta tangente en el punto B(2, 0)
y(@2) =4

y=4(x-2)=>y=4x-8

f(x) — g(x) = x* — 4x + 4

A, =83 u?

Area = 16/3 u?

142. El ritmo de crecimiento de una poblacién de aves viene
dado por la funcién f(x) = —x% + 2x + 8, donde x se mi-
de en afios, y f(x), en miles. ;En cudnto aumentaran las
aves durante el segundo y el tercer afio?

Solucion:

’ 46
J (—x%+2x +8) dx = A miles de aves.
|

143. Una tuberia se rompe y se pierde agua a una velocidad
determinada por la funcién f(t) = | + 2t, donde t se mi-
de en minutos, y f(t), en litros por minuto.

a) ;Cual es la funciéon que da la cantidad de agua perdida
al cabo de x minutos?

b) ;Cudnta agua se pierde durante la cuarta hora?

Solucién:

a) F(x) =J:(I +2t) dt = x + x?

b) F(4) — F(3) = 20 — 12 = 8 litros.

404

Para profundizar

144. Representa la funcion:
y =
y sin utilizar el célculo integral halla el area comprendida
entre el eje Xy la funcién en el intervalo [-2, 3]

Solucion:
\ AY /
X
N
| (32)
1 I
X X
Area = 6,5 u?

145. Calcula el drea del recinto limitado por el eje X'y la si-
guiente funcion en el intervalo que se indica:

f(x) = tg x en el intervalo [0, /4]
Solucion:

AY

0
X = /4

V><

/4
J tgxdx=ﬁ=0,35u2
0 2

146. Calcula el area comprendida entre el eje X ,la rectax = 4

y la funcién f(x) = Vx + 5
Solucion:
AY
//
- X
_5 <« '
I
X

4
Area=J Vx + 5 dx = 18 u2
-5

SOLUCIONARIO
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147. Calcula el area comprendida entre los ejes y la funcién:

f(x) = -2+ Vx

Solucion:

S
BN
V<

/

Area =

[z 4 %) ox

_8 »
=—u
0 3

148. Dadas las funciones:f(x) = kx% g(x) = x, halla el valor de
k para que el drea comprendida entre las dos curvas sea
8/3u?

Solucion:

Resolviendo la ecuacién kx? = x se obtiene,x = 0 yx = I/k

I/k |
J (x — kx?) dx = —
0 6k2

Resolviendo la ecuacién:

1 -8 =21
6k 3 4
I
a) k =—
) 4
AY
X
0 4 "
byk=—
4
AY
-4 0 P

TEMA 12. INTEGRALES

149. El nimero de nacimientos, en miles, en una poblacion
viene dado por la funcion:

f(x) =—x2 + 6 x
donde x se mide en afios.

El nimero de muertes,en miles, en la poblacién viene da-
do por la funcion g(x) = x2 — 8x + 20, donde x se mide
en afos.

Calcula la variacion de poblacion entre el segundo y quin-
to afo.

Solucion:

¥

Variacién de la poblacién:

f(x) — g(x) = —2x2 + 4x — 20

5
J (=2x% + 14x — 20) dx = 9 mil personas.
2

150. El coste marginal, en millones de euros, de una empresa
al fabricar juguetes se expresa por la funcién

c(x)=2+x/3
donde x se mide en miles de unidades.

iCudl es el coste adicional al pasar de 2000 a 3 000 uni-
dades?

Solucion:

Variacién de la poblacion:

> 19
J (2 + %) dx = > millones de euros.
2

151. El beneficio marginal, en millones de euros, que se ob-
tiene de un determinado producto viene dado por la
funcion:

b(x) =—x2+4x+5
donde x son, en miles, las unidades producidas y ven-
didas.

Calcula el beneficio conseguido al aumentar la produc-
cién de 2000 a 4000 unidades.

Solucion:

4 46
J (—x2 + 4x — 5) dx = 3 millones de euros.
2

405



152. Un movil parte del reposo y tarda 5 segundos en alcan-
zar una velocidad de 6 m/s. Mantiene esa velocidad du-
rante 2 segundos y comienza a frenar hasta pararse en
2 segundos. Calcula el espacio que ha recorrido.

Solucion:

) 5S¢ 7 9

Area=J. —de+J. 6dx+.[ (-3x+27)dx =
03 5 7

=15+12+6=33m

406
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Linux/Windows WiR:is

Paso a paso

Windows Derive (@

153. Calcula la siguiente integral indefinida:
J.(e2X —sen 3x) dx

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

154. Calcula la integral:
F(x) = j(Zx —4)dx

tal que su grdfica pase por el punto P(4, 3)

Representa la integral obtenida para comprobar
que pasa por dicho punto.

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

Practica

Plantea el siguiente problema y resuélvelo con ayuda de
Wiris o DERIVE:

155. Calcula el drea del recinto limitado por el eje X y la
funcién f(x) = x% — 4 en el intervalo [0, 3]

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

156. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es, clige
Matematicas, curso y tema.

Caleula las siguientes integrales indefinidas:

6 8
157.
J(sm 5 o) &

Solucién:
2L 3%+ 5| - 4
2x—3
158. j(& + eX’3) dx
Solucién:

2)(5 + 3ex/3

159. J(sen (3x + 5) — cos % dx

Solucién:

_cos (3x +5)
3

_ A g =
sen4

TEMA 12. INTEGRALES

160. Calcula la integral:
F(x) = J(Xz +x—1)

tal que su grdfica pase por el punto P(1, 4)

Dibuja la integral obtenida para comprobar que pa-
sa por dicho punto.

Solucién:

X x? 25
—t——X+—=
3 2 6

= — "‘".i
s Ellle =l -H..

161. Calcula la integral: F(x) = Jsen x dx

tal que su grdfica pase por el punto P(m, 2)

Dibuja la integral obtenida para comprobar que pa-
sa por dicho punto.

407



Linux/Windows wWiRis

Solucién:

F(x) =1 —cos x

[ — |

ET: r T T

Plantea los siguientes problemas y resuélvelos con ayuda de
Wiris o DERIVE.

162. Calcula el drea del recinto limitado por el eje X y la
funcién: f(x) = — x* + 6x — 8 en el intervalo [1, 5]

Solucién:

A, =4/3,A, = 4/3, Ay = 4/3
Area = 4 u?

163. Calcula el 4rea del recinto limitado por el eje X y la
funcién: f(x) = cos x en el intervalo [0, T

Solucién:
iE' EI .-
f&aﬂzzﬂw
b
Aj=1,A)=1
Area = 2 u?
408

164. Calcula el drea comprendida entre las funciones:

fx) =—x? +4x ; gx)=2x-3

Solucién:
| =l T
UEY ¢ OOCT a0 Ty - 3
f
f
ek
! .-Iu
/ .Il
L
£ .
_ 2 ... 32 2
flx) —g(x) =—x*+2x + 3 Area—?u

165. Calcula el drea comprendida entre el eje Y y las fun-
ciones: f(x) = x> - 2x + 2 y g(x) = 2x - 2

Solucién:

flx) —g(x) = x> —4x + 4 Area:%u2

166. Calcula el drea comprendida entre las funciones:
fx) =x3—6x% + 10x—6; g(x) =x*>—4x +2

Solucién:

Mo R |
FEY: L&I-'I:I..Elﬂl

SOLUCIONARIO
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f(x) — g(x) = x> —7x% + 14x — 8

> A 8 Area=3—7u

= — - — 2
1712 23 12

167. Calcula el 4rea comprendida por el eje Xy la siguiente
funcién: f(x) = —x% + 2x + 3

Solucién:

T , = ey

EF® DL TN

Area = 32 2
3

168. Calcula el 4rea comprendida por el eje X y la siguiente
funcién: f(x) = x> + x* — 2x

Solucidén:
= = =y
TEN s - T N |
A1=i A2=i Area=3—7u2
3 12 12

TEMA 12. INTEGRALES

Windows Derive (@

169. Un coche lleva una velocidad en m/s en funcién del
tiempo segtin la funcién:

v(t) = 8 -2t

donde t se mide en segundos. Calcula el espacio que
recorre el coche entre el primer y el tercer segundo
tras iniciarse el movimiento.

Solucién:

3
J.(S—Zt)dt=8m
1

170. Una empresa que hace programas de soffware tiene
una funcién de ingreso marginal:

i(x) = 1000—1—"0

donde x es el ndmero de programas vendidos. ;Cudl
es el ingreso adicional al pasar de 5000 a 6 000 pro-
gramas vendidos?

Solucién:

6000 X
j (1000——) dx = 450000 €
5000 10
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