EJERCICIOS RESUELTOS DE NUMEROS COMPLEJOS

. . 3 .
1. Dados z; = -3+4i, z, = 5-2i, z3 = 5Y s =7i, calcular:

a) (z1-22) 23 b) 2124 + 2324 C) Zz1+24-52; d) z;+2z5" e) z,*
-1 ya Z
2 N £2 N 41
D ziz ) (zl + 22) h) z,°z;3 D7, 1)) 272+ 24
Soluciéon

a) Para calcular (z; - z») z3, en primer lugar se calcula la operacién del paréntesis y a continuacion se
multiplica el resultado por z;:

(21-25) 23 = (-3+4i — (5-2i))% = (-3-5+(4+2)i)§ = (—8+6i)% = -12+9j

b) En primer lugar se calculan z;z, y z3z4 para después sumar los resultados:
2124 = (-3+4i) 7i = -21i+28i% = -28-21i

3_. 21.
2324:§7| :7|

. 21. 21
2124 + 23724 = -28-21i1 + o= -28-7|
Notar que otra forma de obtener este resultado es sacar factor comin z, quedando:
.3\, -3 o, 21, 2 21
2124+ 2324 =(21+ 23)24= | -3+ 4i+—|7i=| —+4i |7l =——i +28i" = -28-—Ii
2 2 2 2
c) En primer lugar se calcula la operacion z; +z, -5z, = -3+4i + 7i — 5(5-2i) = -28+21i y después
se calcula su conjugado, z;+2z4-5z, = -28-21i

d) El inverso de z; es zz3* =

wIN

2 -1 . -7 .
=3 Y, por tanto, z;+z3 = -3+4i + 5 = ?_'_4'

I\JIOO|H

e) Para calcular el inverso de z, = 5-2i se puede proceder de dos formas:

5 -2 5 2
i iniciAn - 7.1 — A .
e mediante la definicion: z,™ = 52+ (-2)2 " 52+(_2)2| =59 + 29l

e escribiéndolo como un cociente y efectuando la division multiplicando el numerador y el
denominador por el conjugado del denominador:

1 1 1(5+2i) 5+2i 5+42i 5 2

-1l — —

Z2 = =520 = (5-2))(5+21) — 25-47 — 29 — 29 ' 29!

) Teniendo en cuenta que el conjugado del conjugado de un nimero es el propio niamero, es decir,

2172, =217, setiene z,z, =2z,7, = (-3+4i)(5-2i) = -15+6i+20i-8i% = -7+26i




g) En primer lugar, se realiza la suma de z; y z,, después se calcula el conjugado de este resultado
y finalmente el inverso de éste ultimo:

21+ 2, = -3+4i + 5-2i = -3+5+(4-2)i = 2+2i

Z21+2, = 2-2i

41 12+21) 0 2421 2+2i 1
(Zl + Zz) T 2-2i T (2-2i)(2+2i) _ 4-4i°~ 8 4

oL
2l

Observar que se podria haber invertido el orden de realizacién de las dos ultimas operaciones ya

-1 -
gue se verifica (a + bi) = (a+bi)?

3 3 3 3 -21
h) z,°zs= (-3+4i)25 = (9-24i+16i%) 5 = (9-24i-16) 5 = (-7-24i) 5 = —5~ - 36i

i) Se efectia el cociente multiplicando numerador y denominador por el conjugado del
denominador:

2, 5-2i  (5-2i)(-3-4i) _ -15-20i+6i+8i° -15-14i-8 _ -23-14i _-23 14

2, -3+4i _ (-3+4i)(-3-4i) — 9-16i = o+16 -~ 25 ~ 25 25!

Jj) En primer lugar se calcula el denominador

3 . .
2723+ 272,= 25+ 71 = 3+7i

2
y, multiplicando nhumerador y denominador por el conjugado del denominador, el cociente queda:
zy  -3+4i  (-3+4i)(3-7i) -9+21i+12i-28i° -9+33i+28 19+33i _ §+g.
2z3+2z4 3+7i  (B+7D)(3-7i) 9-49i? =~ 9+49 ~ 58 587 58!

2. Dados los numeros complejos z; = 2-i y z, = 3+6i, determinar el niUmero x que verifica cada una
de las siguientes igualdades:

a)z, +X =12 b) z2x=1 ) zi+2,+x=1 d)z2+x=-2,° e)z,x=12,

Solucién

a) Despejando x se tiene X = z, - z; = 3+6i — (2-i) = 3-2+(6+1)i = 1+7i

. . 1 .
b) Despejando x se tiene x = 5.2 que existe al ser z,° no nulo.
1

Aplicando la formula del cuadrado de una diferencia, se tiene:
2.°=(2-)2=4-4i+i’=4 - 4i -1 = 3-4i

y calculando el inverso del resultado anterior queda

1 1 1(3+4i) 3+4i 3+4i 3+4i 3 4

X =727 34i = (3-4i)(3+4i) ~— 9-162 — 9+16 ~ 25 — 257 25!
c) Despejando x setienex =1-2; -2, =1- (2-i)) —(3+6i) =1 -2 -3 + (1-6)i = -4-5i
d) Despejando x se tiene x = -z,° - z,°. Calculando el cuadrado de z, y z, se tiene:

z°=@2-D)?=4-4i+iP=4-4i-1=3-4i




z,> = (3+6i)2 = 9 + 36i + 36i°> = 9 + 36i — 36 = -27+36i

Asi, X = -z,? - 2,° = -(3-4i) - (-27+36i) = -3 + 4i + 27 - 36i = 24-32i

. ., Z1 )
e) Al ser z, no nulo, se puede despejar x obteniéndose x = 2 Para calcular este cociente se
2

multiplica el numerador y el denominador por el conjugado del denominador:
z; 2-j (2-)(3-6i) _ 6-12i-3i+6i° 6-15i-6 -15i

~z, 3+6i  (3+6i)(3-6i)) °  9-36i° ~ 9+36 ~ 45

-1,
3I

3. Determinar una ecuacién de coeficientes reales cuyas soluciones en C sean -3, 2+i y 2-i.

Solucién

Si -3, 2+i y 2-i son las soluciones de una ecuacion, esta ha de ser proporcional a
(x-(-3)) (x-(2+1)) (x-(2-1)) =0
realizando el producto del primer miembro de la ecuacién se tiene
(x=(-3)) (x-(2+0)) (x-(2-)) = (x+3) (x-2-i) (x-2+i) = (x+3) ((x-2)*-i") = (x+3) (X*-4x+4+1) =
= (x+3) (x*-4x+5) = x3- x*- 7x + 15

Por tanto, una de las ecuaciones que cumplen la condicién indicada es x*- x>- 7x + 15 =0

4. Determinar un polinomio de coeficientes reales de grado 4 que tenga por raices los nimeros
complejos -4i y -5+2i.

Solucién

Teniendo en cuenta que si un polinomio de coeficientes reales tiene una raiz imaginaria tiene
también su conjugada, las cuatro raices del polinomio buscado son -4i, 4i, -5+2i y -5-2i.

Por tanto, el polinomio es cualquiera proporcional a:

(X-(-4i)) (x-4i) (X-(-5+2i)) (X-(-5-20)) = (x+4i) (x-4i) (x+5-2i) (x+5+2i) =
= (X*-16i%) ((x+5)?-4i®) = (x°+16) (X*+10x+25+4) = (X°+16) (X*+10x+29) =

= x*+ 10x® + 45x% + 160x + 464




5. Dada una ecuacion polindmica de grado 4 de coeficientes reales, responder a las siguientes
cuestiones.

a) ¢Cuantas soluciones imaginarias puede tener si una de sus raices es real?

b) Si 8i y 5-3i, son dos soluciones, ¢cuales son las otras soluciones?

Solucién

a) Como el polinomio es de grado 4, tiene 4 raices reales o imaginarias. Teniendo en cuenta que si
tiene una raiz imaginaria tiene también su conjugada y que una de sus raices es real, se deduce que
este polinomio de grado 4 o no tiene raices imaginarias o tiene 2.

b) Teniendo en cuenta que si un polinomio de coeficientes reales tiene una raiz imaginaria tiene
también a su conjugada, las otras dos soluciones seran las conjugadas de las dadas, es decir, -8i y
5+3i.

6. Resolver en R y en C las siguientes ecuaciones:

a) x*+3x*-10=0 b) x> +5x*>+6x=0 ox*+2x*+1=0

Solucién

a) x* + 3x? - 10 = 0 es una ecuacion bicuadrada, por lo que haciendo t = x* se obtiene la ecuacién
polinémica de segundo grado, t* + 3t -10 = 0, cuyas soluciones son:

-3+4/37-4.1.(-10) -3++/49 -3+7 _ {-5
S = -

— — 5 ,

t= 2
e Considerando la solucién t = -5, se obtiene x> = -5, de donde x = +4/-5 = + \/E_S \-1=+ \/Ei
e Considerando la solucién t = 2, se obtiene x* = 2, de donde x = + \/E

Por tanto, las soluciones en R son x = \/E y X = -\/E y las soluciones en C son, ademas de las dos
anteriores, X = \/E_S iyx= —\/E_S i.

b) Factorizando el polinomio, la ecuacién x® + 5x? + 6x = 0 queda x(x*+5x+6) = 0, y teniendo en
cuenta que para que el producto de dos factores sea O basta que lo sea uno de ellos, se obtiene que

—5i\/52—4.1.6_-5i\/1_-5i1_{'3
== -

o bien x = 0 o bien x2 + 5x + 6 = 0, de donde, x = > > 5

Por tanto, las soluciones tanto en R comoen Csonx =0, x =-2 y x = -3.

c) x* + 2x? + 1 = 0 es una ecuacion bicuadrada, por lo que haciendo t = x* se obtiene la ecuacién
polinémica de segundo grado, t* + 2t + 1 = 0, que se puede escribir de la forma, (t+1)? = 0, cuya
solucion es t = -1, doble.

Considerando la solucién t = -1, se obtiene x?> = -1, de donde x = i\[-l = =i

Por tanto, la ecuacién no tiene soluciones en R y las soluciones en C son x =iy x = -i, dobles.




7. Determinar el moédulo, el argumento, la forma polar y la forma trigonométrica de los siguientes
ndmeros complejos:

a) 2+2i b) -2+2i c) 2-2i d) -2-2i e) -5 f) %i g) \V3+i

Solucion

En todos los apartados se representa el nimero complejo para ayudar a determinar su argumento.

a) El mdédulo y el argumento de 2+2i son:
12+2il =[22+22 =+[8 = 2¢[2

. 2 T
arg(2+2i) = arctg, = arctg 1= 2

T T
Por tanto, la forma polar de 2+2i es (2\/§)n/4 y la forma trigonométrica 2\/5 (cosz + isen Z)

b) El mdédulo y el argumento de -2+2i son:

I-2+42il =~[(-2)%+22 =+[8 = 242 SRlL e

2 3
arg(-2+2i) = arctgz = arctg(-1) = Tn

Por tanto, la forma polar y trigonométrica de -2+2i son, respectivamente:

. . 3r . 3
[-2+2il = (2\/5)37”4 I-2+2il = 2\/5 (cosT + i senj)

c) El mdédulo y el argumento de 2-2i son:

12-2il =[22+(-2)2 =+[8 = /2

-2 7
arg(2-2i) = arctg? = arctg-1 = Tn

. . . T . i
Por tanto, la forma polar de 2-2i es (2\/5)77”4 y la forma trigonométrica 2\/5 (cosT + i sen T)




d) El médulo y el argumento de -2-2i son:

1-2-2il =[(-2)?+(-2)2 =/8 = 2/2
. -2 571
arg(-2-2i) = arctg”, = arctg 1= 2

5n 5n
Por tanto, la forma polar de -2-2i es (2\/5)57[/4 y la forma trigonométrica 2\/5 (cosT + isen T)
e) De la figura se concluye de forma inmediata que el médulo y el argumento de _\/E son:

I-/51 =[5

arg(-\/5) =« ’L

S |

Por tanto, la forma polar de —\/5_3 es \/E_Sn y la forma trigonométrica \/E (cosm + i senm)

. ) . , 5.
f) De la figura se concluye de forma inmediata que el médulo y el argumento de 31son

Luim

P la f lar de 2 i (5) la f i strica =
or tanto, la forma polar ae 3 |1 es 3 TC/2y a Torma trlgonometrlca3

( E * - E)
cos, +isens
g) El médulo y el argumento de \/§ +i son:

W3+il=n3)+12 =2 =2

: 1 _z 1
arg(\/§+ i) = arctg\/:—3 =6

&l

Por tanto, la forma polar y trigonométrica de \/:_3 +i son, respectivamente:

\/§+i:2n/6 \/§+i=2(cos£+isen£)

6 6




8. Determinar la forma bindmica de los siguientes niumeros complejos:

T . T T . T
a) \/§ (cosg +i seng) b) 3 (cosz + i senz) c) 1375/4 d) \/En/S

Solucién

. T T . . .
a) El numero complejo \/:_3 (cosg + i seng) esta dado en forma trigonométrica y para obtener su

forma binémica basta hacer operaciones, asi:
. AR V3 1) _ 3. .13
\/3(c056+|sen6)—\/3(2 +|2)—2+| >

. T T . . .
b) El numero complejo 3 (COSE +i seni) estd dado en forma trigonométrica y para obtener su

forma binémica basta hacer operaciones, asi:

3 (cos% + i sen%) = 3 (0+i1) = 3i

c¢) El ndmero complejo 1 esta dado en forma polar, para obtener su forma binédmica basta

3n/4
escribir su forma trigonomeétrica y hacer operaciones, asi:

3n):3é+3éi
2 2

_ ( 3 . 3n
13n/4—1 cos4 +|sen4

d) El numero complejo \Enls estd dado en forma polar, para obtener su forma binémica basta

escribir su forma trigonomeétrica y hacer operaciones, asi:

By = 2 (cos5 + isenD) =2 (3 + 2] =2+ 2

T T
9. Dados los niumeros complejos z; = 2-i, z, = 4n, Zz3 = 3 (cosz + i senz) Y 74 = 1-\/5 i, realizar las

operaciones que se indican a continuacion expresando los resultados en forma binémica:

a) z, 2, b) z, + z3 c) z.* d) z,25
z 3
ey Nz 9) z* h) \z

Solucioén

En este ejercicio hay que tener en cuenta que para realizar una operacion entre dos ndmeros
complejos, ambos deben estar escritos de la misma forma: binémica, polar o trigonométrica.

a) Expresando z, en forma binémica se tiene z, = 47: = 4(cosn+isennt) = 4(-1+i0) = -4, y

multiplicando este resultado por z; se obtiene z; z, = (2-i)(-4) = -8+4i.




5)23(3@| 32 32_

T
b) Expresando z; en forma bindmica queda z; = 3 (cosz+isen4 > i,y

/2 3\/_ 4+3\/§ 3\/52
2 t o} 2 |-

sumando este resultado con z; se obtiene z; + z3= 2 - i+

c) El calculo de potencias de un niumero complejo se simplifica si éste se expresa en forma polar o
trigonomeétrica.

Para calcular la expresion polar de z, = 1-\/§i es necesario calcular su médulo y su argumento:

114311 =\12+(\3)2 =2 =2

-3 5
arg(l-\/§i)=arctg 1 :?n

y asi la forma polar de 1-\/§| es 2575/3

3 _ 3_ 3 _ _
Por tanto, z,° = (257”3) =2 3.5m/3 = 851:_ 8n

Y la expresion bindmica del resultado es z,* = 8n = 8(cosn+isenn) = 8(-1+0i) = -8

ii

d) La forma binémica de z3, obtenida en el apartado b), es z; = , 'Y multiplicando este

resultado por z, se obtiene:

z,23= (2-0)

(i i)—S\/E+3\/_ 3\/— 3\/5 9\2/§+3\2/§i

e) En este caso resulta mas sencillo calcular el cociente en forma polar, para lo que se deben
expresar numerador y denominador en dicha forma:

Z, =4
2 T

T T
Z3 =3 (cosz + i senz) = 3n/4

lizando la division qued Q——4"—(ﬁ) —(ﬁ)
Yy realizando la division gueda Zs = 37[/4 = 3)r-wa = \3)awya

Expresando el resultado en forma bindmica queda:

5o Bt o) - ) 52

z. — \3 3 (cos7, +isen7y
f) Al estar z, expresado en forma polar, sus raices cuadradas se pueden calcular de forma sencilla.
Las raices cuadradas de z, = 4n son:
\/Z(n+2k7t)/2 para k = 0, 1 es decir, 21:/2 y 231”2

La forma binédmica de cada una de las dos raices es:




T, I .
2 P 2(cos§+|sen§) = 2(0+il) = 2i

_ ( 3n . 3_75) _ :
23 /o = 2| cos > tisenD ) = 2(0+i(-1)) = -
Su raiz cuadrada se puede calcular

Notar que en este caso al ser z, = 4 -4, un ndmero real,

como sigue:
72 =4 = £\Ja~[11 = £2i.

g) Al estar z, expresado en forma polar, el calculo de su cuarta potencia es inmediato
2" =(4)"= 4, =256,
4= 256, = 256(cos0+isen0) = 256(1+i0) = 256
su potencia cuarta se

que expresado en forma binédmica es z,
= -4, un ndmero real,

Como en el apartado anterior, notar que al ser z, = 4

puede calcular como sigue:
2, = (-4)* = 256

T T . - . -
h) Como z; = 3 (coszﬂsenz) tiene por expresion polar z; = 3n/4, sus raices cubicas son:

3 3 3
\/_(Tc/4+2kn)/3 para k =0, 1, 2 es decir, \/§n/12’ \/§9n/12 y \/5’177:/12

La forma bindmica de cada una de las tres raices es

3/_ 3/_ (cosEﬂsen 12) §/§c035+ i \/§sen 12

V_ﬂ

3 9n 3 on on

on/8 = =33 (cos +isen 12) \/:_Bcos +i3[3sen 12
( 171 171 ) 3/_ 171 171

= COs— 15 +isen 12 3cos— 5 +i 3sen 12

w
|

177:/8




