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Resuelve

1. a) Escribe tres niimeros naturales y tres niimeros enteros que no sean naturales.

b) Escribe tres niimeros racionales que no sean enteros y tres niimeros que no sean racio-
nales.

c) Sitiia, en tu cuaderno, los ndmeros anteriores en un esquema como el siguiente.

IO

Z

a) Por ejemplo:
NATURALES: 2, 3, 4

ENTEROS NO NATURALES: —1, -7, =3

b) Por ejemplo:
.31 =2
RACIONALES NO ENTEROS: 4, 2, 3
NO RACIONALES: T, y2; 0,1010010001...
C) Q T 1\5
2\ N
5 4 2 \7
=2 3 4
3 -3

0,1010010001...

2. Sabiendo que el verdadero valor de T es 3,14159265359... da una cota del error come-
tido en cada una de las aproximaciones anteriores.

Por ejemplo:

377 _ 3,141/6/66... | El error es menor que 1 diezmilésima:
120  3,141(5/92... error < 0,0001

Antiguos egipcios — (3,16). Error < 0,02

Antiguos babilonios — (25/8 = 3,125). Error < 0,02
Arquimedes — (22/7 = 3,142857...). Error < 0,001
Tolomeo — (377/120 = 3,141666...). Error < 0,0001

Liu Hiu — (355/113 = 3,14159292...). Error < 0,0000003
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1. Demuestra que los nimeros siguientes son irracionales:
a) V3 b)4/3 95 +4y3

a) y3. Lo haremos por reduccién al absurdo. Supongamos que 43 si es racional. Entonces se
puede poner como cociente de dos niimeros enteros:
a 2 _(aY a? 2_ 22
3=2 > (B) =£) - 3=—2, luego a~ =36
b b b
Como 4% es un cuadrado perfecto, si tuviese 3 como factor lo tendrfa un nimero par de
veces, luego 342 tiene el factor 3 un ndmero impar de veces (lo tendria una vez si no fuese

factor de 42). Y esto es imposible porque 3462 = 42, que es cuadrado perfecto y, por tanto,
en su descomposicién en factores primos cada niimero estd un nimero par de veces.

b)4y3 es irracional porque el resultado de operar un nimero racional con uno irracional es
irracional.

) 5 + 443 es irracional por el mismo razonamiento que en b).
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2. Justifica que las construcciones siguientes:

ki 55
2 1
1/2
I @ 11
2 2
dan un segmento de medida igual al nimero de oro:
oo B 45,1
2 2 2
N
' s
nS
:” \ <— ( —>|
s 1
2 2
a= % (radio de la circunferencia) P=u+b= % g

Aplicando el teorema de Pitdgoras:

{35

(D ﬂ+b_j+7

3. Demuestra que el niimero dureo, @, es irracional.
Queremos demostrar que el ndmero de oro, @, es irracional. Sabemos que 5 lo es (por lo
mismo que V2).

V5 +1
2

Si @ fuese racional, 2@ — 1 también seria racional, lo que contradice el que V5 es irracional.

Observa que si @ = , entonces: 2D =5 +1 — J5=20-1
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4. Este rectingulo tiene la peculiaridad de que si le suprimimos un cuadrado, el rectingulo
que queda es semejante al inicial.

11—

Demuestra que su lado mayor es x = ®.

«—1—>

Nos dicen que estos dos rectingulos son semejantes,
por tanto sus lados son proporcionales.

x—1
xl 1 =% — 1=x?>-x = x?>—x—1=0. Resolvemos la ecuacién de segundo grado:
1+«/§_q)
oo li«/1+4=1i«/§=< 2
2 2 1-45

7 No es una solucién vilida porque es negativa.
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1. a) Justifica que el punto representado es y21.

0 1 \21

a) Aplicando Pitdgoras:

7R 5% =x?+ 22
AN 2 2
y 0 25=x?+4 o> x?=25-4=21 > x=421
A
0 1 215
by
0 1 \27 6 0 1 40 7
2. ;Qué nimero es el que hemos sefialado con una flecha?
0 1 J l 2
A — A
)
(. A
i
Representa, del mismo modo, el 2,716.
0 1 1 2 0 1 2 |3
— . S — A
1,7 J L 1,8 2,7 2,8
r | f_J %
1,73 | 1,74 2,71 Az
1,732 2,716
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1. Escribe los conjuntos siguientes en forma de intervalo y representa los niimeros que
cumplen las condiciones indicadas en cada caso:

a) Comprendidos entre 5 y 6, ambos incluidos.
b) Mayores que 7.
¢) Menores o iguales que 5.

a) [5, 0]

\

b) (7, +0)

C) (_°°) _5]

A

2. Escribe en forma de intervalo y representa:
a){x/ 3<x<5}
b){x/ x>0}
ofx/ 3<x<1}
d){x/ x<8}

a) [3,5)

b) [0, +0)

\

o (=3, 1) -0

d) (~o, 8)

A

3. Escribe en forma de desigualdad y representa:
a) (-1, 4]
b) [0, 6]
€) (—oo, —4)
d) [9, +o)

a){x/-1<x<4} —o

b){x/0 < x < 6}

o) {x/ x <-4}

A

d){x/x>9}

Y
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Cilculo mental

1. Di el valor de %2 en cada caso:

a) 3k =2 b) 4243 = -3

c)4k=% d) %1024 =2

a)k=23=8 b)—243 = (-3)°> — k=5

c)/e=§—j d)1024-210 5 k=10
2. Calcula las raices siguientes:

a) 3-8 b) %32 ) V-32

d) &0 e) 481 f) 3125

a) —2 b)2 c) 2

d)o e)3 £)5
1. Expresa en forma exponencial cada una de las siguientes raices:

2) 5/ b) (32 0 5/

13
d) [ “5 e) Hx £) 3" ak
a

a) xl/S b)x10/3 C) 46/15

d) (ﬂ13 —6)1/2 _ 47/2 e) (x1/2)1/3 _ x1/6 f) (dk/m)l/n _ ﬂk/m -n
2. Calcula.

a) 4172 b)125'3 c) 6251/4

d)8%/3 €) 645/6 £) 3632

a) 412 - 4 =2 b) 12513 = 3/125 = c) 62514 = 41625 =

)83 = 82 - 4 ¢) 6450 = 9645 = 25 = 32 f) 36%2 = y36% = 6% = 216
3. Expresa en forma radical.

a) x719 b) (mS . n5)1/3 ) al2. pl/i3

d [(x2)1/3] 1/5 e) [(x1/2)5]1/3 f) 0,3 . Z2)2/3

a) Y« b) ¥ - n)° o) Ja - b =a’b?

4 302 = 152 o) 302 = 8y £) 3,6 4
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4. Simplifica.

a) 13/x° b) 1%/x8
0 [y d) 98
e) 264 f) 8/81

1239 = x9N2 _ (314 _ 4/ 3 b) 13/x8 = x8/12 = x2/3 _ 3,2
c)W:yz d48=423-212-12
6)9«/@=9«/¥=26/9=22/3=3@ f)8m=8@=31/2=5

5. ;Cudl de los dos es mayor en cada caso?

a) 431 y 313 b)3/51 y %132 650

‘*J_ 12/313 2 12129791
431 >3/13
W: 12134 = 1228561
3F %513 = 132651
3/51 > 3132650
«/13265
6. Reduce.
a) 32.%2 b)3/6.93

D 3052 = 15251523 Z 158
b)¥6-43=962-93=-962.3=-92%.33-3.32
o) A6 =20

7. Saca del radical los factores que sea posible.
a) 3/32x% b) 3/814365¢

3 32x% = 3'\/25 = 2x3/4x

b) ¥814365¢ = 3344365 ¢ = 3ab336%¢
o) Y64 =326 =252

c) 10/ 44 p©

o) /64
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8. Simplifica.

NEEa by 16 o Ve
B 2 PP
& (e o () - (%) o ((a)

P9 6/9% /3% 6 _322
R b A
16 10/ 162 10\/? 10/~3
RE R S ErR
Va2bc 4| B65c 4[a _14[a
C) Jab3 N 22458 ‘\/;‘TJ%
6
d)(ﬁ?) _ 1203 _ A
e) (*/;)3'(3«/;)=x3/2-x”3=x”/6=6«/ﬁ

f) ( JE)8 - (((21/2) 1/2)1/2>8 )

9. Efectda.
J18+(50 -2 (8

V18 +50 - 2 -8 =42.32+42.52 -2 - 22 =3/2+5/2-V2-22=52
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10. Racionaliza los denominadores.

5 542

a) —=—

L 2

) 1 _ 22 4
¢ 333 2

g4 _AB-0)

B2

-4(y3-42)

b5 57
77

92 2333 2333

a las Ensefanzas Académicas 4

a2 33253 3

0 3 3(2+«/§)
2-J3 4-3

=6+343
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1. ;Verdadero o falso? Justifica tus respuestas.

a) Decir que en una cierta piscina caben 147 253 892 miles de gotas de agua es correcto si
las mediciones se han hecho con mucha precisién.

b) Decir que en una cierta piscina caben 147253 892 miles de gotas de agua no es nada
razonable, pues es imposible conseguir tantisima precision en las mediciones. Seria
mucho mds sensato afirmar que caben 15 decenas de miles de millones de gotas.

¢) Si estimamos correctamente que el nimero de gotas de agua que caben en una piscina
es 15 decenas de miles de millones, estamos cometiendo un error absoluto menor que
media decena de miles de millones de gotas; es decir, E. abs. < 5000000000 gotas.

d) Si el error relativo cometido en una cierta medicién es menor que 0,019, podemos de-
cir que es menor que el 19 %.

e) Si el error relativo cometido en una cierta medicién es menor que 0,019, podemos afir-
mar que es menor que el 2 %.

f) La calculadora nos dice que 7 = 3,14159265. Sitomamos T = 3,14, podemos afirmar
que cometemos un error absoluto menor que 0,00159266, pero es mas razonable decir
que E. abs. < 0,0016 o, incluso, E. abs. < 0,002.

a) Falso. Serfa mucho mds sensato hacer la afirmacién b).
b) Verdadero.

¢) Verdadero.

d) Falso. Serfa menor que 1,9 %.

e) Verdadero.

f) Verdadero.

2. Explica por qué no es razonable decir que en un saco hay 11892 583 granos de arroz.

Exprésalo de forma adecuada y acota el error absoluto y el error relativo que se cometen
con esa expresion.

No es razonable porque es imposible conseguir tantisima precisién en las mediciones. Seria
mucho mds sensato afirmar que caben 12 millones de granos de arroz.

Error absoluto < 500000

500000

_DQUUUUU _ 0
12000000 < 0042=42%

Error relativo <

3. Da una cota del error absoluto y otra del error relativo que cometes cuando pones

T =3,1416.

Error absoluto < 0,00005

0,00005

2222 0,00002 = 0,0029
3 141¢ < 00002 = 0,002%

Error relativo <

1l
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Ejercitate

Expresa en notacién cientifica los siguientes niimeros:

a) 340000 b)0,00000319 ) 25-10°

d) 0,04 - 10° e) 480 - 1078 £) 0,05 . 1078

a) 340000 = 3,4 - 10° b) 0,00000319 = 3,19 - 10=° ©)25-10°=2,5.107
d)0,04-10% =4 . 107 €) 480 - 108 =4,8-107° £)0,05-108=5.10"1°

1. Efectta. Después, repasa con la calculadora:
a) (6,4 - 10°) - (5,2 -107%) b) (2,52 - 10%) : (4 - 1079)
©) 7,92 - 10° + 3,58 . 107 d)6,43 - 10'° + 8,113 - 10’2 -8 . 10!

a) (6,4 - 10%) - (5,2-107%) = 33,28 . 10°~°=3,328 . 10 - 107! = 3,328
b) (2,52 -10%) : (4-107% =0,63-10*- 9 =6,3.10"!.10°=6,3 . 10°
¢) (7,92 - 10% + (3,58 - 107) = 0,792 - 107 + 3,58 - 107 = (0,792 + 3,58) - 107 = 4,372 . 107
d) (6,43 - 10'%) + (8,113 - 10'2) — (8 - 10'!) = 6,43 - 101+ 811,3 - 10'° - 80 - 10'0 =
= (6,43 + 811,3-280) - 10'° = 737,73 . 1010 = 7,3773 . 1012

2. La distancia de la Tierra al Sol es 149 000 000 km.
a) Exprésala en notacién cientifica.
b) Exprésala en cm con dos cifras significativas.
¢) Exprésala en cm con cuatro cifras significativas.
d) Acota los errores absoluto y relativo en los tres casos anteriores.
a) 1,49 - 108 km
b)1,5- 10" cm
) 1,490 - 103 cm
d)caso a) [E A. < 0,005 cientos de millones de kilémetros.

0,005

ER.< 149

<0,00336

casob) [EA. < 0,05 decenas de billones de centimetros.

0,005

ER.< L5

<0,033

casoc) (EA. < 0, 0005 decenas de billones de centimetros.

0,0005
1,490

<0,000336

ER.<

12
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1. Halla estos logaritmos basdndote en la definicién:
a) logs 125 b) logs 0,04 c) log, 128 d) log, 0,0625 e) log, 1
f) log;, 0,0001 g) log, <1/ «/E) h) log; (1/3) i) logs 39
a) logs 125 =x = 5°=125 = x=3
_ x _ _ 4 _ 1 -
b) logs 0,04 =x — 5°=10,04 = 100 = 25 - x=-2
c) log, 128 =x — 2*=128=2" — x=7

- x_ _ 625 1 -
d) log, 0,0625 = x — 2*=0,0625 = T0000-1¢ — *° 4

e) log,1=x = a*=1 = x=0

1
— X _ _ _
£) logip 0,0001 =x — 10°=0,0001 = cr —> x=—4

g)[0g2<%)=x - 2= = 5 x=—=

h)logy /9 =x — 3°=39=3%5 x:%

2. Averigua la base de los siguientes logaritmos:

a) log, 10000 = 2 b) log;, 216 = 3 o) log, 125 = 6 d)log ;3 = %

a) log, 10000 =2 — 2*=10000 — 2 =100
b) log, 216 =3 — b>=216 - b=6
Q) log 125=6 — ®=125 = ¢=45

d)/ogd?):% — d"2=3 > 4=9

3. Halla, con la tecla (9 de la calculadora:

a) log, 740 b) log; 100 c) logs 0,533 d) logg 0,004
Comprueba la validez de cada solucién con la tecla (.
) logy 740 = 2810740 _ g 53138 | mr40mmae
loglo 2
b) log; 100 = —=——— =4,19180...
) logs log1 3 ?
log1, 0,533
logs 0,533 = —=1022"= = —0,39096...
) logs log1o 5
d) log, 0,004 = 210 0:004 _ 1 (5536...

loglo 8

13
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4. Halla con la calculadora log,, 7 y log;, 70 y explica por qué ambos tienen la misma
parte decimal.
/oglo 7 = 0,84509804
log19 70 = 1,84509804

log1o 7 = logy <Z8> = log)o 70 — log;, 10 = 1,84509804 — 1 = 0,84509804

log1o 70 = logo (7 - 10) = logyo 7 + log; 10 = 0,84509804 + 1 = 1,84509804

Como se observa, tienen la misma parte decimal porque:
/oglo 7 = logl() 70 — 1 S lOglO 70 = /oglo 7 +1

58.3/4
1024

b)Halla log, A y comprueba que coincide con: log, /8 + log, 3/4 — log, 1024

5. a) Expresa 4 =

como potencia de base 2.

5/ .3 3/5 5203 19/15
A= I8 235 .2 _ 205 osuns
1024 210 210

b) log, A = log, 27131115 - _%

log, /8 + log, 3[4 — log, 1024 =

_9+10-150 _ 131
—10= 15 - 15

= log, 2355 + log, 2%3 — log, 210 =%+%
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a) Expresa como potencia: ‘/?9’7 : \/%

44 162

ﬁ+1_ 2

b) Simplifica:

2) 3% 137 312 _ 3= 412, 3-1/2 _ 3((x=472) + (112)) _ 30(c~3)/2
O :

Y4 162 92 4-22-9\2 4-1142 11
b)ﬁH_T:z_ﬁ_ 2 2 A e
.4\/Z=4\/?=22/4=\/§

L2 2(2-) 5 p
V2 +1 (ﬁ+1).<ﬁ_1) 2-1

¢ /162 =42-3%=92

=2-42

:En cudnto se convertiria ese capital al mismo interés anual durante 5 anos con
periodo de capitalizacién mensual?

60 60
3,6) _2‘107‘<1203,6> )

n
_ r Y _5.107. _
Cp=C (“ > 2-10 <1+ 1200 1200

1200
=2-107 - (1,003)%° ~ 2,394 . 107 yenes
Calcula x en cada caso:

a) log; x = 1 b)2log x — log 4 = -2

2

a)/og3x=L S5 32 5 x=3

2
2 2
b)2logx—logd =-2 — logxz—/og4=—2 - logxz=—2 - xzz 102 >
2_ 4 _2 _1
— X° = 102 — X 10 5

15
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Practica

1. aila) ;Cudles de los siguientes nimeros no pueden expresarse como cociente de dos
numeros enteros?

=25 1,75 35 4,25 -3,75; 3m 245
b) Expresa como fraccién aquellos que sea posible.

c) ;Cudles son irracionales?

a) No pueden expresarse como cociente: 433 31 y —24/5.

n_ =415 17 ,5_42-4 38 ,-2_ 375-37 338 169
b)-2 = 2,1,7_10 4, =S = 3,75 50 50 45

c) Son irracionales: ¥3, —245 y 3.
2. a7] a) Clasifica en racionales o irracionales.

V3 ; 1
—; s ; —_ 4; —_ _;
0,87 y 27

b) Ordénalos de menor a mayor.

c) ;Cuiles son niimeros reales?

a) Racionales: 0,87; —{4; —% Irracionales: g; %; 21

T Gl B 45
b) 3< 4<J§<2<0’87<2n

c) Todos son nimeros reales.

3. a1 Clasifica los siguientes niimeros indicando a cuéles de los conjuntos N, Z, Q o IR

pertenecen:
4 13, 5,27, 15 1+13
6 2
NATURALES (IN) — 152
ENTEROS (Z)
ENTEROS NEGATIVOS — —4
RACIONALES (Q)
FRACCIONARIOS —> Q; 2,;
REALES (IR) 6

1+43
2

IRRACIONALES — +/5; T;
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4. e a) ;Qué niimeros irracionales representan los puntos 4, B, C y D?
1

3
b) Representa V8 y J11.
A)A=42 B=43 C=45 D=6
b)
\/§ V8 =22+ 22
0 ] SRR i 0 1 7 2 591 4

5. ar1] Sitda los siguientes ndimeros en un diagrama como el adjunto:

<D}

1; 7,23; 1— y2;

, 11, /1,
3’5’ 9 b \/;)

{6; %; -104

6. « 7] Escribe los siguientes conjuntos de nimeros en forma de intervalo o semirrecta:
a) Mayores que 2 y menores que 7.
b) Comprendidos entre —1 y 3, ambos incluidos.
¢) Mayores o iguales que 5.
d) Menores que 10.

a) (2,7) b) [-1, 3] c) [5, +0) d) (—eo, 10)

17
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7. a7 Representa en la recta real cada uno de los siguientes intervalos y semirrectas:

A-[2,4  B=(1,6 C=1-7,-3)
D=(0,5]  E=(e1]  F=(1,+)
A B c
—5 0 T 4} 0 1 SRR 6 J7 — -3 0
D E F
o s ) 0 1 10 g

8. o1 Representa grificamente y expresa como intervalo o semirrecta estas desigualdades:

a)-3<x<2 b)5 < x cx>-2
d)-2<x<3/2 e)4<x<4,1 f)-3<x
a)-3<x<2 [-3,2] b)5<x (5, +o0) )x2-2 [=2, +o0)
-3 0 2 0 5 - 20 ]
d)—2£x<% [—2,%) e)d<x<4,1 (4;4,1) f)-3<x [-3, +o0)
2 0 |2 0o 45 30 -
3 Nl
7—1,5 |

—o : :
4 41 42 43

9. & 7] Expresa como intervalo o semirrecta y como una desigualdad cada uno de los con-
juntos de nimeros representados:

a) _11 0 t + 3 + b)_i 5

c) _‘2 : 0 —— d)= 0 — Z—
a)[-1,3]; -1<x<3 b)(1,5]; 1<x<5

c) [<2, +o0); x> -2 d) (—oo, 4); x< 4

10. a7 a) Indica cudles de los nimeros siguientes estan incluidos en 4 = [-3,7) o en
B = (5, +):

~3;1050,5; 75 —4; |5 6,3; 13 25—7; J48;1 -2

b) ;Cuél de estos intervalos representa a los niimeros incluidos en 4 y en B?
3,5 [2,7) [57] 5,7)
a)A=1[-3,7) B = (5, +) AUB = [-3, +0)

Los ntimeros incluidosen A oen B son: —3; 10; 0,5; 7; 5; 6,3; T; %; V48;1— 42

Es decir, todos excepto —4.

b)ANB= (5, 7)

18
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11. e Escribe en forma de intervalo los niimeros que verifican la desigualdad en cada caso:

a)-3<x+1<3 b)-1<x-4<7
c0<x-5<2 d)5<2x-1<9
a) 3<x+1<3 b)-1<x-4<7
—4<x<2 +3<x<11
(-4, 2) (3, 11]
c)0<x—-5<2 d)5<2x-1<9
5<x<7 6<2x<10
3<x<5
(5,7) (3, 5]

12. «7] Expresa en forma exponencial.

a) 3x? b) /2 o 310° d) 4202
o Y33 ) 4 9 (U2 h) '35
a) x2° b)21/2 o) 102 d4)2012
e) (L3)3/5 £) 414 o) 5~ 6/5 h) 4173
13. « 1) Pon en forma de raiz.
a) 5172 b) (-3)2/3 ) ( % )1/3
d) (a3)1/4 e) (a1/2)1/3 £) (a-1)3/5
2) {5 b) ¥(-3)> 5 3\/%
d) V> ¢) Wa f) Vo
14. =] Expresa como potencia y efectia.
a) V2.4 b)3-49
0 3%9 d)/5:45
e) 16:%4 f)325:5
a) ﬁ . 3\/? — 2112 9213 _ 5716 b) «B . 4\/? - 3l2, 32/4 -3
Q3. 3\/?=3.32/3=35/3 d)sl/2 . 51/4 _ 5l/4

C) 3 24 . 3\/? _ 24/3 . 22/3 _ 22/3 f) 3@ . B _ 52/3 . 51/2 _ 51/6
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15. a1 Expresa los siguientes radicales mediante potencias de exponente fraccionario y

simplifica:
3/.2
2) Ya? - Ja b)% ) 5
a

2) N a = a?> . 4112 = g0

b) i _xM_em-an _ 6
X

‘/7 x1/2

C) 1 _ 3/4

=4a

16. a1 Expresa como potencia y calcula x en cada caso igualando los exponentes de los
dos miembros:

x+1 _ 1 (B)—x _ 2x‘/§ =
a)«/37—? b) 81 =1 C)W—Z
(3T L o gengs L 2l g
(v3)"
_ ~(xI2) _ 24 X _ -
b) 3 1 >3 3* - 5 4 - x=-8
2"@ _ 2x+(1/2) ~ i_; _ B Z
C)W—Z 22/3 —2_)X+2 3—1%)6—6
17. «1] Simplifica.
a) 432 b) 1%/a? o) a3
d) 842 b4 ) V4a® £) 3/a5°
2) 3 b) ¥a? c) @’
d) 4/ab? e) 1348 = 342 £) 263

18.

o] Multiplica y simplifica.

a) 23 /6

Q) V2-43-46=y2-3.6=36=6
b)«/2~3a4-4«/2=1246-lzaIG-IZJ;:lZ\/ﬁ:azn‘/Z

b)«/;3a44«/2

20
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19. e Extrae del radical los factores que sea posible.

20.

21.

a) ¥164° b) 4/814° 53 c) (82°
24 162 9
3/24 162 £ 52
Vs )75 )32
a) 2432 b) 3a4/ab? ) 2a2\2a
233 9 /2 15
023 9343 H3¥
= | Reduce a indice comiin y ordena de menor a mayor los radicales siguientes:

¥7, 330, 4/40, 481
min.c.m. (2, 3,4, 6) =12

J7 = 1376 - 12117 649 3/30 = '3/304 = 12/810 000

4/40 = '3/403 = 13/64 000 6/81 = 14/812 = 13/6561
6/81 < 4\/@ <47 < 3@

« | Reduce a indice comiin y efectiia.
) %63 b)3/4: 2
<) 420:410 d)(2-33):(32-y3)
2) 196235 - 198748 b) 64/§_§ _62
<) 12/902.103 = 12[ 1\/7 d) 6\/(23 . 32) . (22 . 33) _ 6\/%

22. ] Divide y simplifica.

a)ﬁ‘\/% b)\/gﬁ\/g c)\/%:Z»\/TTS
a)ﬁzgz\/%z\/g

b)@{%@{%@

)\/g 3\/7 \/23 o \/34 52_6\/235.33,72.45226\/?

21
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al | Efectiia.

a) 328 — 7 - /63 b)%ﬂ/%
381 3 372 | 7 7 \/Z

C)T+ 375—% d) 64+\/;+ 7

2) 3428 =7 63 =3-422.7 -7 7.3 =327 =7 =37 =27
b)5@+5%=m+5\/%=2%+?=5576
c)3@+3375—%—w+33-53—w=

3B 2 33
3f (f) 333+1033-433 933
533 - 3B 2 )
7 7 V7 N7 207 _ 77 +28{7 +1647 _ 5147
d)@[\f?T%:?T 36 =56

« | Introduce dentro de la raiz y simplifica.

3 18 37
a)5 : b) 3 o2 \/;

4[5 1 23/9

D2%12 o 5 {12 b3 \/;

2
SREERNE b 18- o Y27 -4

41245 420 12 _ 5239

DYV =13 ) 22_B H 33 .4 \/7
o | Efectiia.
2) (/5 -2/3)(/5+23) b) (25 -3 O ((32-4-{3/2+4)
a)5-4-3=-7

b)4-5+3—-4/15=23-4y15
OBz —4) +(Byz+4) —2.\302—4.3J2+4 -
32443244232 —42=6y2-2.J18-16 - 6J2 - 2/2- 42

22
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26. e | Simplifica:

2 2381 b)@%f 9 24°24%
s 2y e
)f Y81 _y2-334 _p12.343 14, 3506
‘/_ 432 21/4 31/2
b)@34"22=23/2'417'227'”2/S =2%+%_%-¢%+%_%=2%-[%
12, 52
(4245> 27 a
/24524 21/2_41/2_21/6_42/6=2%+%—%.ﬂ%+%—%=2%.ﬂ%
b 220434
27. « T Racionaliza, y simplifica si es posible.
3 2,3 2+42 2 2
) = b) == ) d- = -2
e 372 T 35 '3 381
)3 3B 38 _p 203 2B 26 _
V3 f B3 32 322 32
o 2442 (2 2). 102104420 Q2 _ 2352 _2.352
10 10410 10 5%
3 _ 3% 3% _° p2 _ 2 23 2383
23\/@ 2-362-3«% 2.6 4 /81 5/34 534-5\6 3
28. e | Racionaliza, y simplifica si es posible.
3 1+42 Ja
b
? 1+43 )1—ﬁ 9 Ja+1
d) 11 e) 4a f) \/g—‘/g
2(2+3 4243 b2 5+43
)3 3-(1-43)  _3-(1-{3) __3-(1-43)
143 (1+B)(1-B) 1-3 2
1+42 _ (1+42)-(1+42) _ (1+12)? 2
b . - = —(1+y2)2=-3+2{2
T R T TP R B A B At
0 Ja  _ Ja(a-1) _a-ia
Ja+1  (a+1)-(Ja-1) a-1
' 20243 (242 +3)-(242-3) (2@2—3 e 9 229
ba 444«/234172 B 444\/234192 ~ 2%/224172
4243 b2 ) 424362 . 423 a2 ) 2ab ) b

HB5-B_(BB)-(B-B) (5B (5 _8-2015_,
5B (BB (5B 53 2 2

23
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29. et ] Simplifica.

) 6, 1642 _ 5

162 5 4 1 e [(2)
574 257 L[]
0 (‘/g 1)2 F ‘/7 d) 3 8“"'3‘/7
3-1 2 3a
pe 6. 6B 6B _,p3 .5 _ 5B 503
3 3.3 3 2Y3 2y3-y3 6
,£4ﬁ= 3-42-2=24B=§ 4 _432_312_f3
6  V6y2 5 B 543 1 5 2,3
R R R 2+d-2-1)5-2
L1 1.2 2 o 6/ _6[r3 _~1/2 _
KA R R =422 -212- 2
2) 8 4
1 2Y _» 2 _(1 5
5*6@‘<7> -Gl (Ler-d) 250
LWB-Dr oz
) 7o ={3-1
-6 P 3-06 223-J6 2/6-f6 6 6.2 12
J22.3 243
=Ty B

WB-1)? 24-y6 5 . o
G @ Piesd

d) +Ya _323a+3a3-4_234+a%_(2+a)3\/2_2+ﬂ
JZ Ya a Ya

24
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30.«1] Da una cota del error absoluto y una cota del error relativo de las siguientes aproxi-

maciones:

a)% =3 b)n = 3,14 Q) 3 = 1,732 d)® = 1,6

a) E.A. < 0,5 b)E.A. < 0,005 c) E.A. < 0,0005 d)E.A. < 0,05
E.R. < 0,16 E.R. <0,0016 E.R. <0,00016 E.R.<0,016

31. e Da una cota del error absoluto y una cota del error relativo de estas aproximaciones
sobre los presupuestos de algunos equipos deportivos:

a) 128 mil euros b) 25 millones de euros

c) 648500 € d)3200 €

a) Error absoluto < 500 € b) Error absoluto < 500000 €
Error relativo < 0,0039 Error relativo < 0,02

¢) Error absoluto < 50 € d) Error absoluto < 50 €
Error relativo < 0,000077 Error relativo < 0,0156

32. e Da una cota del error absoluto de estas aproximaciones y compara sus errores relati-
vos:

a) 8 -10° b)5,23 - 10° ) 1,372 . 107
d)2,5.10* e 1,7.10°° f)4.10°5
a)5-10% b)5-103 05-103
d)5-10°° e)5-1078 £)5.10°°

El menor error relativo se da en c), y el mayor, en f).

33. « 7] Calcula mentalmente.

a) (1,5-107) - (2-10°) b)(3-10% : (2-10')
©) (4-107): (210712 d)/4-108

a)3.1012 b)1,5-107

0210 d)2.10%

25
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34. «n| Efectia a mano utilizando la notacién cientifica y comprueba, después, con la cal-
culadora con 3 cifras significativas dando una cota del error absoluto cometido.

35.

a) (3,5-107) - (4-10%)
0 (1,2-107): (5-107)
e5,3-1012-3.10!!
g)6-.10°-5.108

b)(5-107%) . (2,5-10°)
d)(6-107)2

£)3.10> +8,2.10°°
h)7,2-10% +1,5.10!°

a) 1410 =1,4-10'°
b)12,5-103=1,25. 1072

) 0,24-1013=2,4.10"?
d)36-10714=3,6.10"13
e)53-1011-3.101=50.10'"=5.10!2

£)30-10°+82-10°=38,2-10°=3,82.10"

g)6-107-50.107=-44.107 =-4,4.1078
h)7,2-10%+150-10%8=157,2-10%=1,572 - 10'°

o] Aplica la definicién de logaritmo y calcula.

a) log, 64 b) log, 16 c) log, %
d) log, V2 e) log; 243 f) log; %
g) log; 39 h) log 0,001 i) logs 0,2

a) logy 64=x = 2*=64 — x=06
b) log, 16=x — 2¥=16 — x=4

c)/og2%=x — szi — x=-2

d)log2ﬁ=x -S> 22 5 x:%

e) log3243 =x — 3*=243 = x=5

f)log3%=x S 3-L 5 -3

27
g) log; 39 =x — 3¥=3/9 =323 x=%
h)log0,00l =x — 10*=0,001 —» x=-3

i) logs02=x — 5°=0,2= - x=-1

1
5

26
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36. « 7] Halla con la calculadora.

37.

38.

a) log, 23,4 b) log; 543
c) logs 0,06 d) logs 20,8
e) logs123 f) log, 0,872
log 23,4
a) log, 23,4 = Iog 2 = 4,548
log 54
b) log; 543 = "‘i % 5732
log 0,06
,06 = =-1,74
c) logs 0,06 Ing 5 748
log 20,8
20,8 = = 1,694
d) logs 20,8 log 6 69
1
J123 = = =1,4
) logs 1123 == 3 log 5 7
2 log 0,87
2 _ g Y, -
£) log, 0,877 = 71% 3 0,402
« [ Calcula la base de los siguientes logaritmos:
a) log; 10000 = 2 b) log;, 125 =3
©) log, % =-1 d)log, 242 = %

a) log, 10000 =2 — 42 =10000 — & =100
b)log, 125=3 — 63=125 = b=5

c)/ogb%=—l - b_l=% — b=4

d)zog,,zﬁ=% = 6122202 - b=38

« ] Calcula aplicando la definicién de logaritmo:
3
log; 16° + log, 2 + log 0,0001 + log i/g

*logs 16 =3 - log, 16 =3 - log; 4*=3-2=6
'/0g42=% ya que 412 _ 4 =2

* log 0,0001 = —4 ya que 10~*=0,0001

310 1 1 5

log 100 -§/0g10—10g100—§—2_—§
el 4 5.5
Luego el resultado serd: 6 + 3 4 377

27

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4



Unidad 1. Numeros reales

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

39. e Utiliza las propiedades de los logaritmos, como en el ejemplo, para obtener el valor
de las expresiones siguientes:

* log 20 + log 50 = log 20 - 50 = log 1000 = 3
a) log, 400 — log, 25

b) log, 288 — 2/og, 6

c) log 4 + log 0,025

d) log; 0,2 + log; 405

a) log, 400 — log, 25 = log, 4L50 = log, 16 = 4

b) log, 288 — 2log, 6 = log, 26L28 =log, 8=3

c) log4 + log 0,025 = Jog (4 - 0,025) = log (0,1) = -1
d) logs 0,2 + log; 405 = log; (0,2 - 405) = log; 81 = 4

Aplica lo aprendido

40.«7] El volumen de un cilindro de 5 cm de altura es 60 T cm3.
a) ;Cudnto mide su radio?

b) Calcula su 4rea lateral. Da en ambos casos el valor exacto (utiliza radicales y 7).

a) Volumen cilindro = Area de la base X altura

60m=m-r*.5 > rz=650—nn=12 — r=412=2y3cm

b) Area lateral = 2m/h =2 - - 243 - 5 = 2037 cm?

41. «7] Calcula el drea total y el volumen de un cono de 5 cm de radio y 10 de generatriz.
Da el valor exacto.

Altura = y10%2 - 52 = /75 =5/3 cm

10 cm Area lateral = TRg =7 - 5 - 10 = 507 cm?

Area base = TR? = 251 cm?

Area total = 507 + 25T = 75T cm?

Volumen = %nth = %ﬂ'f .25.543 = % cm3

28
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42. ex'] Calcula el perimetro de los tridngulos ABC, DEF y GHI. Expresa el resultado con
radicales.

B F E H

ABC ~ AC =y42+22=420=2/5; AB=442+32=5; BC=y22+1=45
Perimetro de ABC=245+5+y5=5+3J5u

DFE ~ DF=\{42+42-/32-42; DE =42 +32=5; FE =1
Perimetro de DFE= 442 +5+1=6+ 442 u

GHI GH =42 +22=20=25; GI =GH =25; Hl =y{22+22=22
Perimetro de GHI = 245 + 245+ 22 =445 +2y2 u

43. a) Expresa como intervalo los niimeros que verifican cada una de las siguientes des-
igualdades:
a) |x| <3 b)|x-1|<5 O lx+3|<4

:Coémo expresarias los niimeros que verifican las desigualdades contrarias a las anterio-
res? Es decir:

|x| =3 |x-1|>5 |x+ 3| = 4
a)|x|<3 > -3<x<3 = x€ (-3,3)
b)|x-1|<5 - -5<sx-1<5 - -4<x<6 — x€ [-4,0]
olx+3l<4 > —-4d<x+3<4 > T<x<1l > xe (-7,1)

Cuando las desigualdades son contrarias a las anteriores, se representardn mediante la unién
de dos intervalos:

>3 - 3, + o0
|x|23—>{x x € 13 )}—>xe(—oo,—3]U[3,+oo)

x<-3 — x € (—oo, -3]

1| 5_){x—l>5 — x>6 — x€ (6, +00)
x—1]>

x—1<-5 =5 x<-4 — x¢€ (_oo,_4)} — x € (=00, —4) U (6, +00)

| 3|>4_){x+324 — x21 — x€/[l,+)
x+ 3>

x+3<-4 > x<-7 > x¢€ (—oo,—7]} — X € (=00, 7] U [1, +e0)

Fijate que al coger las desigualdades contrarias, cogemos todos los niimeros reales excepto los
que hemos cogido en los intervalos definidos anteriormente.

44. ] Averigua para qué valor de x se pueden calcular las siguientes raices:
a)Jx—-7 b) V5 -x ©) V—« d) Va2 +1
A)x—720 > x>27 > x€ [7, +0) b)5-x20 > —x>-5 = x<5 - x€ (—oo, 5]

)—x>0 = x<0 = x€ (—oo, 0] dx?+120 = x€ (—oo0, +o0)
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48.
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] ;Cudl de los niimeros 1 — 3 0 3 + 2 es solucién de la ecuacién x%—6x+7 = 02
c(1-y3)2-6-(1-43)+7=1+43-2/3-6+6y3+7=5+4y320

El niimero (1 — y3) no es solucién.
e (3+42)2-6-B3+2)+7=9+2+6y2-18-6y2+7=0

El ntimero (3 + y2) es solucién.

«i] Los puntos A y B dividen la diagonal del cuadrado en
tres partes iguales. 4

Si el 4rea del cuadrado es 36 cm?, scudanto medird el lado del
rombo? Da el valor exacto.

B
6cm P
/ Area del cuadrado = 2 =36 — /=6 cm
A
A Diagonal del cuadrado: &= 462 + 6% = 642 cm
Ox o _
X AB:%G«/E:L/Ecm% OB:%L/E:\/Ecm
£ or-4 92 30 cm
Lado del rombo: x= yOP? + OB? = 3y2)2+(/2)2 =420 =25 cm
a | Si logx=1,3 y logy=0,8, calcula:
a) log (x-y) b) log (x\/y) c) log % d) log %

a) log (x-y) = logx + logy=1,3+0,8=2,1

0,8
2

b) log (x/y) = log x + %logy=l,3+ =13+0,4=1,7
c) log (};) =logy—2logx=0,8-2-13=0,8-2,6=-1,8
x

x 1 pex_1 _ - las_ -1 .o5-
d) log 7—2/ogy-2(/ogx log y) 2(1,3 0,8) 5 0,5=0,25

2
a1Si A= 8% calcula log, A sabiendo que log, x=1,5 y log, y = —-0,6.

1y

2
log, % = log, 8x% — log, |y = log, 8 + 2log, x — %logzy =

=3+2~1,5—%-(—0,6)=3+3+0,3=6,3
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49. e | Transforma estas expresiones en otras equivalentes tomando logaritmos:

3
a) M = 10xy3 b)N=¥ o P=x%[yz
x

a) log M = log (10xy°) = log 10 + log x + 3logy = 1 + log x + 3log y
3

b) log N = log % = log (2%y) — log (x?) = log (27) + log (y) — 2log x = 3log z + log y — 2log x
X

¢) log P = log (x*|/yz) = log x* + log (/yz) = 2log x + %log (y2) = 2log x + %(logy + log 2) =

= 2log x + %logy + %/ogz

50.a1 | Expresa M, en cada caso, sin logaritmos:
a) log M = log (x—3) + 2log x
b)log M = log (x + 1) — log y + log 3
a) log M = log (x — 3) + 2log x = log (x — 3) + log (x?) = log [(x—3) - x2]
Luego: M = x2(x—3)

b) log M = log (x + 1)—/0gy+[0g3=logw

3(x+1)

Luego: M =
8 Yy
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Resuelve problemas

51. «T1 Una roca de piedra caliza pesa 830 g. La masa de cada molécula de esta piedra es,
aproximadamente, 1,66 - 1022 g. A causa de la erosién, la piedra pierde 1013 moléculas
cada segundo. Si la erosién se mantiene constante, ;cuindo desaparecerd la piedra por
completo? Da una cota del error absoluto.

Cada segundo pierde 1013. (1,66 - 107%2) g=1,606- 107 g

Para que desaparezca la piedra: 830 = 1,66 - 107 - x, donde x son los segundos que pasan.

x=—830  __500.109-5.10'"s
1,66-107?

Tardard en desaparecer, aproximadamente, 5 - 10!! segundos.
Error absoluto < 5 - 1010
52. a7 Durante los afios de la crisis financiera, una vivienda, que costaba 250000 € en

2008, se fue devaluando un 4 % anual durante 5 afios. A partir de 2013 subié un 3,5 %
hasta que se vendié 2 anos después.

a) ;Cudl fue el precio de venta? Exprésalo en miles de euros y da una cota del error abso-
luto y una cota del error relativo cometido.

b) ;Cuadl fue el indice de variacién? Di si corresponde a un aumento o a una disminu-
cidén.
a) 250000 - (0,96) - (1,035)? = 218361,90 €
El precio de venta fue de unos 218 mil euros.
Error absoluto < 500 €
Error relativo < 0,002 = 0,2 %
b) Indice de variacién total = (0,96)° - (1,035)? = 0,873, que corresponde a una disminucién.
53. s ] Durante 2012, el volumen de agua distribuido a los hogares espafoles fue

2309 hm3, que supuso el 69,2 % del total. La industria utilizé el 21,3 %, y el resto fue
para el consumo municipal.

a) Si la poblacién espaiiola era de 46,77 millones, ;cudl fue el consumo medio por habi-
tante y dia?

b) ;Cudntos litros utilizaron los ayuntamientos?

Da una cota del error absoluto y otra del error relativo en cada medida.

_ 2309 _ 49,37 - 10~° hm3/habitante durante 2012
46,77 -10°

2012 fue bisiesto — 266 dias
49,37 - 107% hm? = 49,37 - 107¢- 10° m3 = 49,37 m?

49,37
366

Error absoluto < 0,005 m?

= 0,13 m>/habitante y dia
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0,005
0,13

b)69,2% de x=2309 hm®> — x=3336,71 hm?

Error relativo < < 0,038 =3,8%

Los ayuntamientos utilizaron el 100 — 69,2 — 21,3 = 9,5 %.
9,5% de 3336,71 hm? = 317 hm3 = 317 - 10° litros
Error absoluto < 0,0005 - 10 = 5 - 10° litros

5
Error relativo < —2 10 _ 0,016 - 10~% = 0,00015 %
7-107
54. a1’ Calcula la altura de un tetraedro regular de 8 cm de arista. Expresa el resultado con
radicales.
v : Altura de una cara:
o x =64 —16 = /48 =43 cm
T 2 813
AH =% .43 =
H 543 em

2
Altura del tetraedro: h = 4/82 - (856) =./64 — % -J64 —48 =16 =4 cm

55. 7] Calcula el volumen de un octaedro regular cuya arista mide Y6 cm. Expresa el resul-
tado con radicales.

\/_ A d=J6+6={12=2y3 cm
6 7
\ %=ch

' d.
‘ Yo Altura de la pirdmide = Y(/6)? - (y3)? = 3 cm

Volumen del octaedro = 2<é (/6)2 «/3) =43 cm?

56. a1 En un tridngulo equildtero de 10 cm de lado, se cortan de las esquinas tridngulos
equildteros de lado x y asi se obtiene un hexdgono. Calcula el valor de x para que el
drea de ese hexdgono sea 10/3 cm?.

102=h%?+5% - h2=100-25=75 — h=475=y5%.3=53

Area tridngulo = =

base - altura _ 10 '25*/3 =253 cm?

2
h, xz=hz+(i>2 hzzxz—x—zz?’—x2
X e X 1 2 1 4 4
x
2
b o 3% _Bx
! 4 2

88
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b-hy ¥ 5 3.2
2 2 4

Area tridngulo que quitamos =

Area hexdgono = Area tridngulo inicial — 3 - Area tridngulo de lado x —

2 2
— 1043 =253 — 364"5 N 35%:156 — x2=630—g=2o — x=420=2/5cm

= | Este es el logotipo de un club deportivo. La figura serd reproducida en diferentes
tamanos.

B C a) Halla el radio de cada arco en un cuadrado de lado 2 m.

b) Comprueba que la relacién entre los radios de los arcos es
2-1.

c) Halla el perimetro y el 4rea de la parte sombreada en un cua-

drado de 2 m de lado.

Diagonal del cuadrado: 4 = ¥22+22-22m
R= % =2 m

r=2-R=2-{2m

b)?_Z—*/E_

2 22 5o
R~ 5 _5—1_ 3 1=y2-1

c) PERIMETRO

Cuatro arcos grandres: 4% =2my2
Total: 2m4y2 + 4w — 2wy2 =4t m

Cuatro arcos pequenos: 4% =21 (2 —2)

AREA

2 4R, 2m mQ2-42)%
244 44_42 5 -

=4-Tm-T(3-242) =4 -4 —242)

Area total = 2(4 -4 - 2«@)) =8 — 81 + 4142 m?

Reflexiona sobre Ia teoria

58. a1 Si x es un nimero del intervalo [-1, 3) e y es un nimero del intervalo (0, 4], expli-

ca en qué intervalo puede estar x + y.

x € [-1,3)

ye (0,4 } x+ye (-1,7)

x puede ser —1. y es siempre mayor que 0. Por tanto, x + y es siempre mayor que —1.

x es siempre menor que 3. y puede ser 4. Por tanto, x + y es siempre menor que 7.
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59. « 71 Razona si son verdaderas o falsas estas igualdades:
a)Va-3b6=%a-b b)3a+b=3a+3/b
0) a¥6?=%(a-b)? d) Va2 52= a3 b
a) Falso. Va-3b =44
b) Falso.
¢) Verdadero. a¥6? =a?-* =3(a - b)?
d) Verdadero. 4m =124 P2 B3 P12 3 b

60.a1 ;Verdadero o falso? Explica y pon ejemplos.
a) Todo nimero decimal es racional.
b) Entre dos niimeros racionales hay infinitos irracionales.
c) El inverso de un nimero decimal periédico puede ser un decimal exacto.
d) El niimero 0,83 - 10? no estd expresado en notacién cientifica.
e) Todos los nimeros irracionales son reales.
f) Algunos niimeros enteros son irracionales.
g) Los niimeros irracionales tienen infinitas cifras decimales.

h)La suma de dos nimeros irracionales es siempre un nimero irracional.

a) Falso. El numero  es decimal pero es irracional.

b) Verdadero.

¢) Verdadero. Por ejemplo: 19—0 -1,1; % =0,9

d) Verdadero. La parte entera del niimero decimal tiene que ser mayor o igual que 1 y menor
que 10.

e) Verdadero.

f) Falso. Todos los nimeros enteros son racionales.

g) Verdadero.

h) Verdadero.

61. sa'| Explica si son verdaderas o falsas estas igualdades:

a)log(a-b)=loga-logh b) log (%) =loga—log b

c) log 3a-= %log a d) log (@%2-b) = 2(log a + log b)

a) Falso. log(a-b) =loga + logb b) Verdadero.

c) Verdadero. d) Falso. log (a? - b) = log (a®) + log b = 2log a + log b
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62. et | ;Cudnto debe valer x para que se verifique esta igualdad?

J11.385 4 4.942,2729 _g. 3%

Utiliza las propiedades de las potencias.

J11.385 4 4.942 9729 _g. 3~
J11.385 4 4.384 387 _ /384 (11.314433) =342 . J64-8.3%2

Por tanto: x = 42

63. e ] Comprueba que no es posible utilizar la calculadora para obtener 5% . 4%3 porque
es un nimero demasiado grande. Utiliza las propiedades de las potencias para expresar-
lo en notacién cientifica.

5129 . 463 _ 563 . 563 . 53 . 263 . 263 =(5. 2)63 (5. 2)63 X 53 _ 53 X 1063 X 1063 _
=53.10'20-125.10!26-1,25.10!%8
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Aprende, pruebha, investiga...
Rectangulos aureos

Se dice que un rectdngulo es dureo cuando sus lados guardan la divina proporcién. Es decir,
si tomando el lado menor como unidad, la medida del mayor es el niimero de oro.

* Estos rectdngulos tienen una curiosa propiedad: si les adosas un cuadrado sobre el lado
largo, obtienes otro rectingulo dureo; es decir, una ampliacién del anterior. Pruébalo:

q)+1 =1 1 1+ 2

+ —=

q) q) ‘/§+1 e

P

D+1 —

Al adosar un cuadrado sobre el lado largo de un rectingulo adreo, se obtiene otro rectidngulo
dureo. Efectivamente:

D+l _q, 1 2 _q, 2065-1

+ =1+

@ "B T (BeDWB-1)

(5-1) 2 HB5-1_1+{5_
“5.1 "2t 2 3 °°®

=1+

Y si contintias adosando cuadrados, cada vez m4s grandes, obtendrds una sucesién de rec-
tangulos dureos sobre los que se puede construir una bella espiral formada por arcos de
circunferencia y que, sorprendentemente, aparece de forma natural en numerosas especies
animales y vegetales.

< kD

* Los radios de los primeros arcos de la espiral son:
O; O+1; 20 + 15...
:Podrias calcular los siguientes? ;Qué observas?
R =0 R=0®+1 Ry =2® + 1 R;=30D +2 Ry=5® +3

La sucesién de coeficientes en la serie de los radios de la espiral coincide con la sucesién de Fi-
bonacci: 1-1-2-3-5-...
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Calcula y deduce
Racionales e ivracionales en el cubo

4

En un cubo de arista 1, la diagonal de una cara,
k=412+1%2=2,

1 y la diagonal del cubo,

l d-= V12+(‘/§2=‘/§9

son numeros irracionales.

* Averigua si son racionales o irracionales las distancias m y =
senaladas en la figura.

B 2 i _¥2 . .
m= 4|1 +<2> 5o irracional.
1
2
_ 12 2_[1.5_1/9_3
n=y1°+m*= 1+Z_\/;_7

n es racional.
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Entvénate vesolviendo problemas

* Aunque te parezca extraifio, el nimero K que ves aqui es un nimero entero:

P B

:Puedes decir de qué niimero se trata?

Elevamos al cuadrado:

1(2=4+7@%_7@@&(\/@@)(\/4_@):
=8+2M=8+2\/Z=8+2-;=9

K?=9 - K=3

* Ordena de menor a mayor:

G

De los niimeros que hay, las potencias de base 2 son:
2900

899 = (23)99 = 2297

1675 = (24) 75 _ 9300

32120 _ (25)120 _ 5600

;:Dénde se sitta 73002

Observamos que 2790 = (23)300 — 8300
2600 _ (92)300 _ 4300

Es claro que 4300 _ 7300 . 8300 Eg decir, 2000 < 7300 o 2900

Ordenamos: 2297 < 2300 . 2600 _ 7300 _ 900

;:Dénde se sitda 25102
Observamos que 25150 = (52)150 5300
2600 _ 4300

7300

Es claro que 4300 . 5300 o 7300 Fg decir, 2000 < 5300 7300

Ordenamos: 2297 < 2300 . 2600 . 5300 _ 7300 _ 900

Asi pues, los nimeros quedan ordenados, de menor a mayor, asi:

899 < 1675 < 32120 > 25150 < 7300 < 2900

&9

2297 . 9300 _ 2600 < 2900
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* Un nimero primo solamente tiene dos divisores, él mismo y la unidad.
a) ;Qué nameros tienen solo tres divisores?
b) :Qué nimeros tienen una cantidad impar de divisores?
a) El cuadrado de un nimero primo solo tiene tres divisores.
Por ejemplo: 49 = 72. Sus divisores son 1, 7 y 49.

b) Los divisores de un ndmero pueden emparejarse. Por ejemplo:

1 —» 12
1212 — 6 ¢ El producto de cada dos de ellos es 12.
3 > 4
Sin embargo, si el nimero es cuadrado perfecto, en este emparejamiento hay uno que se re-
pite.
1 — 36
2 — 18] Como ese niimero que se repite no podemos contarlo dos
3613 — 12t veces, el ntimero de divisores es impar. Por ejemplo, el
4 — 9 | ndmero 36 tiene 9 divisores.
6 — 6 |

Conclusién: los cuadrados perfectos, y solo ellos, tienen un niimero impar de divisores.

* ;Qué numeros tienen todos sus divisores pares, excepto el 12

Las potencias de base 2.

Por ejemplo, el 2% = 16. Sus divisores son 16, 8, 4, 2 y 1. El tnico impar es el 1.
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Autoevaluacion

1. a) Clasifica los siguientes nimeros como naturales, enteros, racionales y reales:
8/3-%; 2m Jlog, 0,55 3,47;

2,03333...; 815 3/4; g; - %; -
b) Indica cudles son irracionales.
¢) Ordénalos de menor a mayor.

a) yb) G/3-4 = 3-4/6 _3-2/3 _ 3«/@ — Real (Irracional).

21t — Real (Irracional)

Jlog, 0,5 =4/ log, 1—50 =4/ log, % =J-1 — No existe.

3,47 — Racional
2,0333... — Racional
/81 =9 — Natural
3/4 — Real (Irracional)

5

5 — Real (Irracional)

_13 — Racional

9
-8 — Entero

c) -8 <—% < 6«/3_4 < g <34 <2,0333... < 3,@ <21 < 481

2. a) Escribe en forma de intervalo los siguientes conjuntos numéricos y represéntalos gra-
ficamente:

i){x/2<x<7}
ii) {x / x> -1}
iii) |[x-3| <1
b) Escribe como desigualdad los intervalos siguientes:
A=[-3,4) B=(-,3)

a){x/2<x<7}=[-2,7) —
-2 0 7

\/

{x/x>-=1} = (=1, +o0) —

lx-3]<1 > -1<x-3<1
2<x<4 — (2,4)
b)A=[-3,4)={x/-3<x<4}

B = (=00, y3) = {x/ x < 43}
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3. Expresa en notacién cientifica y, con ayuda de la calculadora, opera. Escribe el resultado
con tres cifras significativas.
1500000-25-10"
0,00007 - (2000) 4

Después, da una cota del error absoluto y otra del error relativo del valor aproximado
obtenido.

1,5-100.2,5.10!8
7.107.1,6-1013

Error absoluto < 0,005 - 101>

~3,35. 101

0,005-101

Error relativo <
39 35 * 1 0 15

<0,0015=0,15%

4. Extrae del radical todos los factores posibles:

3| 814%b°
16z%

NET =3_b3/342b2
24 54 2z 2z

5. Opera y simplifica.

a)w b) /54 — 2.6 + {150
5 _42 10

) B0 2 V25-n

2) (3«/5;«/5)2 _ 9-2+§+6£: 21+36J6=7+2J6

b) V54 — 246 + 150 =33 . 2 = 26 + {52 - 6 = 316 — 21/6 + 5.6 = 6,/6
2_ 5 2_ 5 2_1 2_2 2

_— 7—7=7—7=7—7=0

5 _
)52 2, 2 sp 2 2 27 2

10 __ 10@243+2) _10Q243+42) 5.
O B GB-DaBm 432 2P

6. Calcula aplicando la definicién de logaritmo o con la calculadora.

a) log; 3\/% b) log, (4\/312 «/E)

a) log; i/gz%log 372 =%.(_2)=%
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7. Expresa log

4;/E en funcién de log2 y log3.

log —456 0 log (25/2 . 3_3/2) = % - log, —% +log 3

2502 . 37312

(*)4‘/6_22./2,3_22.21/2_31/2
9 32 32

8. En un cuadrado de 10 cm de lado, recortamos en cada esquina un tridngulo rectingulo
isésceles de forma que obtenemos un octégono regular.

X
N
l
a) Halla la medida exacta del lado del octégono.

b) Calcula su 4rea.

a)2x+/=10] = [=10-2x
ex?t=[? 5 2x2=(10-2%)2% > 2x2=100—40x + 4x* — x*—-20x+50=0

oo 204202 - 4-50 _ 20+4200 _ 201042 =< 10-542
2 2 2 10 + 542 (no vale)

[=10-2(10-542)=10-20 + 1042 = 1042 =10 = 10(42 = 1) cm

. 2
b) Area = 102—4’C7 =100 —2(10 — 54y2)%2 = 20042 — 200 = 200(y2 — 1) cm?
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Autoevaluacion
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0,00007 - (2000) 4
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isésceles de forma que obtenemos un octégono regular.
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a)2x+/=10] = [=10-2x
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[=10-2(10-542)=10-20 + 1042 = 1042 =10 = 10(42 = 1) cm

. 2
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Resuelve

1. Expresa con nuestra notacion el siguiente polinomio dado con la nomenclatura de Dio-
fanto:

ss3 s5 M c8 x9 ul
3x% —8x3 +5x2 —9x—1

2. Expresa con la nomenclatura de Diofanto: —2x% + 5x3 —3x2 —6x + 8

c5 u8 M ss2 s3 x6

3. Repite grificamente el razonamiento utilizado por Pitdgoras para demostrar la igualdad
de arriba, tomando 2=7 y b=2.

Aazul:7'2
2 2 2
=2 2 —2
Af0j3:<7T> g Aazul=Aazul+roja_Aroja - 7.2= (7; ) —(72 > — 14 =14
2
2
Aazul + roja: (7 ; )
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Pagina 38

1. Calcula el cociente y el resto de la divisién de x* + 3x3 — 3x2 + 3x— 4 entre los siguien-
tes polinomios:

ayx—1 b)x+1 c)x—2
dx-4 e)x+4 flx-3
Indica en cada caso si la divisién es entera o exacta.
a) 1 3 -3 3 _4 Se trata de una divisién exacta.
1 1 4 1 4 Cociente: x° + 4x2 + x + 4
1 4 1 4] 0
I_ Resto: 0
b) 1 3.3 3 _4 Se trata de una divisién entera.
-1 -1 -2 5 -8 Cociente: x + 2x%—5x+ 8
1 2 -5 8|-12
Resto: =12
c) 1 3 -3 3 _4 Se trata de una divisién entera.
2 2 10 14 34 Cociente: x° + 5x% + 7x + 17
1 1 0
> 7 |3_ Resto: 30
d) 1 3 -3 3 _4 Se trata de una division entera.
4 4 28 100 412 Cociente: x> + 7x% + 25x + 103
1 25 103|408
725 3 I— Resto: 408
e) 1 3 -3 3 —_4 Se trata de una divisién exacta.
-4 -4 4 -4 4 Cociente: x3 —x2 +x—1
1 -1 1 -1 0
Resto: 0
f) 1 3 -3 3 _4 Se trata de una divisidn entera.
3 3 18 45 144 Cociente: x2 + 6x2 + 15x + 48
1 6 15 48 |140
> I— Resto: 140
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2. Realiza la divisién de P(x) = 4x® + 12x2 + 5x— 6 entre cada uno de los siguientes poli-

nomios y expresa el resultado asi: cociente + —I€5t0_,
divisor
ayx—1 b)2x-1 ox+2
d)2x+ 4 e)2x+3 flx—2
a) 412 5 -6
3 2
1] 416 21 BI04 16k 4214 1
416 2115 X *
b) 412 5 -6
3 2 2
12 2 7 6 4x +122x +15x—6=4x +124x+12=2x2+7x+6
414 12] 0 *T

c) 4 12 5 -6
3 2
2] -8 -8 6 47 + 12" +5x =06 _ 40 4 3

4 4—3|_0 x+2

d) 412 5 -6

i) 8 -8 6 4x3+12x2+5x—6=4x2+4x—3
2x + 4 2
4 4 30
¢) 412 5 -6
—3/2‘ -6 -9 6 4x3+122x2+35x—6=4x2+26x—4=2x2+3x_2
|4 6-4] 0 X
£) 412 5 -6
3 2
2‘ 8 40 90 4x” +12x +5x_6=4x2+20x+45+—842

| 4 20 45 [84 o o
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3. Utiliza la regla de Ruffini para hallar P(a) en los siguientes casos:

A Px) =7x%—5x2+2x-24, a=2, a=-5, a=10
b) P(x) =3x3-8x%2+3x, a=-3, a=1, a=8
a) 7 0 -5 2 -24

2 14 28 46 96
7 14 23 48 | 72 PQ)=72

7 0 -5 2 -2
—5| =35 175 -850 4240
7 -35 170 848 [4216  p(_s) - 4216

7 0 -5 2 -2
10| 70 700 6950 69520
7 70 695 6952 (69496 p(10) = 69496

b) 3 -8 3 0

-3 -9 51 -162
3 -17 54 |-162 P(=3) = -162
3-8 3 0

1 3 5 2
3 -5 22 P(1)==-2

3 -8 3 0
8 24 128 1048

3 16 131 [1048 P(8) = 1048
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1.

Indica, sin realizar las operaciones, si x = -3 puede ser raiz de cada uno de estos polino-
mios:

a)P(x) =x2-x-12 b)P(x) =x*+2x2—x+8
o) P(x) =x3+3x2-5x-27 DP(x)=x3+3x2+x+3
En caso afirmativo, comprueba si es o no raiz.

a) x = =3 puede ser raiz de P(x) = x2 —x— 12, puesto que su término independiente, —12, es
miltiplo de —3. Veamos si lo es:
1 -1 =12 x=-3 siesraizde P(x).
-3 -3 12

[1-4L 0

b)x = -3 no puede ser raiz de P(x) = x* + 2x*> —x + 8, puesto que su término independiente,
+8, no es multiplo de -3.

c) x = -3 puede ser raiz de P(x) = x> + 3x% — Sx— 27, puesto que su término independiente,
—27, es multiplo de —3. Veamos si lo es:

1 3 -5 =27 x=-3 no esraizde P(x).
-3 0 15

(10512

d)x = -3 puede ser raizde P(x) = x> + 3x% + x + 3, puesto que su término independiente, +3,
es multiplo de —3. Veamos si lo es:

1 3 +1 43 x=-3 siesraizde P(x).
-3 0 -3

't 0o 1[0

-3

-3

. Indica las posibles raices enteras de cada uno de los polinomios del ejercicio anterior.

Comprueba cudles lo son.
Q) P(x) =x%—x—12
Las posibles raices enteras son: +1; —1; +2; =2; +3; —3; +4; —4; +6; —6; + 12; —12.

Comprobamos cudles lo son:

1 -1 -12 1 -1 -12 1 -1 =12 1 -1 -12
1 1 0 -1 -1 2 2 2 2 -2 -2 6
|1 0]-12 |1 -2 ]=10 1 1]=10 |1 -3[-6
x =1 no es raiz. x =—1 no es rafz. x =2 no es raiz. x =—2 no es raiz.
1 -1 -12 1 -1 =12 1 -1 -12
3 3 6 -3 -3 12 4 4 12
1 2]-6 |1 4] o0 1 3| 0
x =3 no es raiz. x =—=3 sies raiz. x=4 siesrafz.

Como el polinomio es de grado 2 y ya hemos encontrado sus dos raices, el resto no serdn
raices.
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b)P(x) = x* + 2x% —x + 8
Las posibles raices enteras son: +1; —1; +2; —2; +4; —4; +8; —8.

Comprobamos cudles lo son:

1 0 2 -1 38 1 0 2 -1 8 1 0 2 -1 8
1 1 1 3 2 -1 —11—34 2 2 4 12 22
1 1 3 2][10 ~1 3 -412 1 2 6 11[30
x =1 no es raiz. x =—1 no es raiz. x =2 no es raiz.
1 0 2 -1 8 1 0 2 -1 8 1 0 2 -1 8
-2 -2 4 -12 26 4 4 16 72 284 -4 -4 16 =72 292
1 -2 6 -13 |34 1 4 18 71292 1 —4 18 —73 [ 300
x =—2 no es raiz. x =4 no es rafz. x =—4 no es raiz.
1 0 2 -1 8 1 0 2 -1 8
8 8 64 528 4216 -8 -8 64 528 4232
1 8 66 527 |4224 1 -8 66 —529 (4240
x =8 no es raiz. x =—8 no es raiz.
El polinomio no tiene raices enteras dado que ya no hay mds posibilidades.
Q) P(x) = x> + 3x% — 5x— 27
Las posibles raices enteras son: +1; —1; +3; —3; +9; —=9; +27; -27.
1 3 -5 =27 1 3 5—27 1 3 -5 =27
1 1 4 -1 -1 —1 -2 3 3 18 39
|1 4 -1[-28 |1 —7—20 |1 6 13| 12
x =1 no es raiz. x =—-1 no es raiz. x =3 no es raiz.
1 3 -5 =27 1 3 -5 =27 1 3 -5 =27
-3 -3 0 15 9 9 108 927 -9 -9 54 —441
1 0 -5 [-12 |1 12 103 [900 |1 -6 49 |—468
x =-=3 no es raiz. x =9 no es raiz. x =-9 no es raiz.
1 3 -5 =27 1 3 -5 =27
27 27 810 21735 27 -27 648 -17361
|1 30 805 [21708 |1 —24 643 | 17388
x =27 no es raiz. x =—27 no es raiz.
El polinomio no tiene raices enteras.
DPe) =x3+3x2+x+3
Las posibles raices enteras son: +1; —1; +3; 3.
1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3
1 1 4 5 -1 -1 =2 1 3 3 18 57 -3 -3 0 -3
1 4 5[ 8 1 2 -1] 4 1 6 19]60 1 0o 1[0
x =1 no es raiz. x =—1 no es raiz. x =3 no es raiz. x =—=3 sies raiz.

Como ya hemos probado todas las posibilidades, el polinomio solo tiene una raiz entera,

x ==3.
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3. El polinomio x* + 3x3 — 2x2 — 10x— 12 es divisible por x— & para dos valores enteros
de a.

Localizalos y da el cociente en ambos casos.
El polinomio P(x) = x* 4+ 3x3 = 2x% — 10x— 12 es divisible por (x—2) ypor (x+3).

1 3 2 _10 -12 P
21 210 16 12 X437 = 2" =100 =12 5 5.2 006

15 8 6| 0 X2

1 3 -2 -10 -12
-3 -3 0 o6 12

1 02 -4 0 X+

4

a3 -2 —10x-12 _ 3 5. 4

. Comprueba que el polinomio x* + x3 + 7x2 + 2x + 10 no es divisible por x — 4 para nin-

gun valor de a entero.

Las posibles raices enteras de x* %3+ 7x% + 2+ 10 son: +1, =15 +2; —2: +5; —5; +10 y —10.
Comprobamos que ninguna de ellas lo es:

117 2 10 1 1 7 2 10 1 1 7 2 10
1 1.2 9 11 -1 -1 0 -7 5 2 2 626 56
1 2 9 1121 1 0 7 =515 1 3 13 28|66
1 17 210 11 7 2 10 1 1 7 2 10
2| 2 2 -18 32 5 5 30 185 935 —5| =5 20 -135 665
1 -1 9 -16 |42 1 6 37 187 [ 945 1 -4 27 -133 | 675
11 7 2 10 1 1 7 2 10
10 10 110 1170 11720 ~10[ 10 90 -970 9680
1 11 117 1172 [11730 |1 -9 97 —968 | 9690

. Inventa un polinomio de tercer grado cuyas raices sean 3, -2 y —1.

Una posible solucién es: P(x) = (x—3) - (x+2) - (x+ 1) = x3—Tx—06

. Inventa un polinomio de cuarto grado que no tenga raices.

Una posible solucién es: P(x) = (x? + 1)% = xt 1 2x2 41

- Inventa un polinomio de cuarto grado que tenga solo dos raices: x=2 y x=-3.

Una posible solucién es: P(x) = 2+1)-(x=2) - (x+3)=x*+x3-5x2 +x—-6

. Inventa un polinomio de segundo grado que tenga como raiz doble x = -3.

Una posible solucién es: P(x) = (x + 3)> = x% + 6x + 9

- Inventa un polinomio que no tenga raices:

a) Que sea de grado 5.

b) Que sea de 4.° grado.

a) Un polinomio de grado impar seguro que tiene alguna raiz.

b) Una posible solucién: P(x) = 2+ 1)2=xt 26241
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Factorizacion de polinomios
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1. Factoriza los siguientes polinomios:
a)3x%+2x-8 b)3x 5 — 48«
O2x3+x2-5x+12 dx3-7x2+8x + 16
) xt+2x3-23x2 - 60x £) 9x%—36x3 +26x2+4x -3

2+J4+4-8-3 2410 413
2= 6 R

3x% +2x -8 =3<x—§>(x+ 2) = (Bx—4)(x + 2)

b) 3x° — 48x = x(3x* — 48) = 3x(x* — 16) = 3x(x2 + 4)(x* — 4) = 3x(x + 2)(x = 2)(x% + 4)

¢) Probamos con los divisores enteros de 12 y no encontramos ningun resto cero.

‘2 1 -5 12
-3 -6 15 -30
|2 -5 10[-18
No podemos factorizar el polinomio 2x® + x% — 5x + 12.
d) ‘1 78 16 x2-3x-4=0
4 4 -12 -16 _3+4y9+16  3+5 4
|1_3 —4|_O x= 2 ) _<_1

x3—7x% + 8x+ 16 = (x—4)>%(x+ 1)

e) x* + 2x3 — 23x% — 60x = x (x3 + 2x% — 23x — 60)

L 2 23 —60 x2+7x+12=0
5‘ 5 35 60 o 749-48 _ 7+1 =<_4
1 7 12] 0 2 2 3

x4+ 2x3 2 23x2 — 60x = x(x— 5)(x + 4)(x + 3)

f) 19 36 26 4 -3
1 9 27 -1 3
927 -1 3]0
3 27 0 -3
9 0 -1[0

Ix2—1=0 — x=4+L

3
I9x?—1=0Bx+ 1)(B3x-1)
9x% —36x3 + 2652 + dx—3 = (x— 1)(x—3)(Bx + 1)(3x— 1)
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Divisibilidad de polinomios
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1. Razona si existe alguna relacién de divisibilidad entre los siguientes pares de polinomios:
a) P(x) = x5 — 7x2 y Qx) = x3—7x
b) P(x) = x3 — 7x2 y Qx) = x*—7x
o) P(x) = x*—3x-10 y Qlx) =x-2
a) P(x)=x%(x—7)
QL) =x(*-7)
b) P(x) = x2(x — 7)
Q) =x(x-7)

J[ No existe ninguna relacién de divisibilidad.

} Q(x) dividea P(x).

Q) ‘1 0 0 -3 —10

2

1 2 4 5[0
P)=(x—2)(x>+2x* + 4x +5)
Qx)=x-2

} Q(x) dividea P(x).

2. Busca dos polinomios de 3.°" grado que sean divisibles por x — 5 y x. Calcula su
méx.c.d. y su min.c.m.

Por ejemplo:

x(x—5)(x—=2) = x> —7x% + 10x

x(x — 5)x = x7 — 5x?

méx.c.d. [x3 = 7x% + 10x, x°—5x%] = x(x—5)
min.c.m. [x3 — 7x% + 10x, x2 — 5x%] = x2(x— 5)(x — 2)

3. Indica cudles de los siguientes polinomios son irreducibles. Descompén en factores los
que no lo sean.

a)x%-3x+2 b)x2-5x+6 ©) 3x% + 5x
d)3x? - 5x -2 €)3x%-5x+3 £) 3x% — 542 + 3x
_3+y9-8 3+1 2 2 (e _
a) x = 5 = —<1 x“=3x+2=(x-2)(x-1)
_5+425-24 5+1 _ 3 2 e B
b)x = 3 =3 —<2 x“=5%+6=(x-3)(x-2)

0) 3x% + 5x=x(3x + 5)

S5+425+24 5+7 2 2
d)x= =22 =<_1/3 352 = 5x—2 = (x—2)(Bx + 1)

6
e) x = w No tiene solucién. 3x% —5x + 3 es irreducible.
) 3x3 — 5x2 + 3x = x(3x% — 5x + 3) 3x2—5x+ 3 es irreducible (apartado e).
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4. Halla mentalmente (sin operar) el méx.c.d. y el min.c.m. de los siguientes pares de poli-
nomios:

a)x’-1y (x+1)> b)x?+xy x?—x
Jx3-xyx2-1 dx%+1 y x2
a) max.c.d. = (x + 1) b) mix.c.d. = x

min.c.m. = (x + 1)2(x—1) min.c.m. = x(x+ 1)(x—1)
c)mix.cd. = (x+ 1)(x—1) d)mix.cd. =1

min.cm. =x(x+ 1)(x—1) min.c.m. = (x% + 1)x2

5. Halla el méx.c.d. y el min.c.m.de P y Q en cada caso:
a)P(x) =x2-9, Qx) =x*-6x+9
b)P(x) = x% — 722 + 12x, Q(x) = % — 3x3 — 42
o) P(x) = x(x—3)%*(x+ 5), Q(x) =x3(x—-3)(x* +x+2)
) P(x) = (x+3)(x=3) Q) = (x—3)?
miéx.c.d. [P(x), Q(x)] =x-3
min.c.m. [P(x), Q(x)] = (x—3)*(x+ 3)
b)P(x) =x(x?—7x+12) =x(x—4)(x—3) Q) =x*(x—4)(x+1)
miéx.c.d. [P(x), Qx)] = x(x—4)
min.c.m. [P(x), Q)] =x*(x—4)(x—3)(x+ 1)
o) P(x) = x(x—3)%(x + 5) Q(x) =3 —3)(x% +x+2)
miéx.c.d. [P(x), Q(x)] = x(x—3)
min.c.m. [P(x), Q)] =x3(x—3)*(x+ 5)(x* + x+2)
6. P(x) = (x—2)? x2. Busca un polinomio de tercer grado, Q(x), que cumpla las dos con-
diciones siguientes:
a) max.c.d. [P(x), Q)] = x%-2«x
b) min.c.m. [P(x), Q)] = (x—2)2x?(x + 5)
P(x) = (x— 2)%x?
Si méx.cd. [P(x), Q)] =x?—2x=x(x-2) y
min.c.m. [P(x), Q(x)] = (x—2)%x%(x + 5),
debe ser Q(x) = x(x—2)(x +5)

10
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Calculo mental

1. Simplifica estas fracciones:

2x x+1 x+1 x*—6x+9 x* —2x X — 4x*
a b c d>——="2L e f)yr —=%
)x2+x )(x+1)2 )x2—1 ) x-3 )x2—3x ) x>
2) 2 b) 1 o) 1 dx—3 o) £=2 pa=4
x+1 x+1 x—1 x-3 x
2. Di si cada par de fracciones son equivalentes o no.
x—3 X x x—1 1 x+1
) x? - 3x x? b)x—l Y 7k 9 x-17 x* -1
) *¥=3 _1_x 5 5o equivalentes.
x2—3x X x?
o) x=1 5 2, (x — 1)2. No son equivalentes.
x—1 X
oL - x+1 =X+l 5 Son equivalentes.
x—1 (x-1kx+1) x*-1
1. Simplifica las siguientes fracciones:
2x* — 6x (x-3)%x(x+3) +3x2+x+3 X0 —5x% + 6x
a) =X —Ox b) ©) d)
4x3 - 2x (x=3)x*(x+2) X3+ 3x% X —x?—14x +24
2) 2x2—6x= 2x(x — 3) __x-=3
4x3 —2x  2x(2x2—1) 242 -1
b (x —3)%x(x + 3) _ (x —3)(x+3)
(x —3)x%(x +2) x(x +2)
¥ +3x2+x+3 _ (x+3)(x* +1) _ x2+1
X3 + 3x? x% (x + 3) x2
d) X —5x2+6x  x(x?=5x+6)  x(x—2)(x-3) X

P —x?—ldx+24 P —x>—ldx+24 (x—2)(x—3)(x+4) T x+4

2. Comprueba si cada par de fracciones son equivalentes:

a) X —x 3x -3 b (x+5)2

x—-3

X3+ x? 3x 22 +10x2 + 25x

) B -x _x(6?-1) _ +Dx-1) _x-1_3x-3

X3+ x2 x(x? + x) o x(x+1) x 3x

by @+ @+5? 1 x-3

ES

3 x—3

3x — x>

= . Son equivalentes.

. No son equivalentes.

x_
x3+10x2+25x_x(x+5)2 x x(x-3) x2-3x 3x—x

1l

2
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Calculo mental

1. Reduce a comin denominador.

3x+1 _ 3 5 x 3 2
2) x2 y x b)x—l y x+D(x-1) C) x+1 x2 -1
2) 3x+1, 3x b) S5c+1) x 9 3(x-1) _3(x-1 2

27 K2 x=De+1)" (x=1(x+1) +Dx-1)  x2-1 21
2. Opera.

3x+1 3 3 2
a) x2 x b)x+1+x2—1

2x  x?-4 ¥ | x
2 x+2 x d)x2_25°x—5

1 3x -1

— b
9 x? )xz—l
c) 2(x—2) d) =%

x+5
3. Efectiia las operaciones y simplifica el resultado.
2x+1 _ x*+5 3 x A

) x+3  x24+3x b)x<x+1 x2—1>

5x-10 x*-9 3x-1 _ x+3 _ 2x+5

2 x+3 x—-2 d x x2—2x+x—2

2x+1 ,  x* f x? ,(l_ 1 )

) -1 4x-2 Ly el

a) 2x+1 %245 2x+1)-x = (x*+5) =2x2+x—x2—5 _x?+x-=5

x+3  x243x x% + 3x x2 + 3x x% + 3x
3 x 2 \_3 x(x —1) — x? _3x-1-% -3
x\x+1  x2_1 X x? -1 x? -1 x2 -1

5x =10 x*-9 S-2)(x+3)x-3) o,
° x+3 x-2 (x+3)(x—2) =5-3)

d) 3x-1 x+3 N 2x +5 _ Bx—1)(x—2)—(x+3) +x(2x +5) _
x x2—2x x-—2 x(x—2)

_ 352 —7x+2—x—3+2x*+5x _ 5x*—3x—1

x(x —2) C x(x-2)
926+l 2 (2x+D)-2-Qx-1) 2(x+1)
2—1 " 4x-2 202x-1) K
2 (1 1) 2 (x—1-x\ ¥&-1) 3
) xx—l '<;_x—1>_xx—l '(fc(x—ﬁC)_ —(x—1) -

12
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Opera y simplifica.
3x 3 ). 1
x=2)2 x-2 Tx-2

<3x_3>,1=<3x_3x_6>_1=6,1=
(x—2)2 x-2) x-2 \(x-2)2 (x-2)2) x-2 (x-2)2 x-2
_6(x=2) 6
(k=22 x-2

Calcula el valor de % para que esta divisién sea exacta:
2x%=5x3 + bx2 - 12) : (x + 2)
Para que P(x) = 2x* — 5x3 + kx? — 12 sea divisible entre (x + 2), ha de verificarse que P(-2) = 0:
P(=2)=2(-2)%=5(=2)3 + k(-2)2-12=0 — 60+ 4k=0 — k=-15

Factoriza.
a) x2m+x2n—ym—yn b) x3 + 43
a)x2m+x2n—ym—yn=x2(m +n)—y(m+n) = (xz—y)(m+ 7)

b)x3 + 43 puede tener como raices: a; —a; a%; —a%; a3 —ad

1 00 4°
—a| —a a* -2
| 1 -2 4% 0 = x?>—ax+a? comoenel ejemplo resuelto, vemos que no tiene solucién

si a=0.

X =—a esraiz

3

x+ad = (x+a)(x?—ax+ a?)

13
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Practica

1. «7] Dados los polinomios P(x) = x> —5x> - 3; Q(x) = —%xz +2x—1y R(x) =x3- %xz,

calcula:

a) P(x) + Q(x) - R()
o) P(x) - Qx)

a) P(x) + Qx) — R(x)

x3— 5x? -3
- %xz +2x—1

—x3 4 %xz
— %xz +2x—4

o) P(x) - Q%)
x> - 5x? -3
- %x2+2x— 1

+  5x? +3
— 6x

3
2x4 103

2x7+ ix4 + %2

1
3 3
%x5+ £x4—11x3+

3 6x%—6x+ 3

2. a1l Efectta y simplifica el resultado.
a)2y+x0)2y—x) + (x +y)2 —x(y+3)
b) 3x(x + y) — (x—y)2 + Bx+y)y
o) 2y+x+1)(x—2y) — (x+2y)(x—2y)
d)(x+y) x—1y) (x +2y)

b)2P(x) —3Q(x)
dQ® - R(»)
b) 2P (x) — 3Q (x)

2x3 —10x2 -6
x2—6x+3
253~ 9x2 _6x—3

d) Q) - R(x)

—%xz +2x—1

a) 4y% —x? + x% + 2xy + y2 —xy — 3x = 59 + xy - 3x

b) 3x% + 3wy — x% + 2xy — y% + 3xy + y> = 2x% + 8xy

Q) 2yx—4y? + x? + 2xy + x =2y — x> + 4y? = x =2y

d) (2x2—xy+ ny—yz)(x+ 2y) = (2x2 + xy—yz)(x+ 2y) =

= 2x3 4 4x2)/ + xzy + nyz - xyz - 2)/3 =2x3 4 5x2y + xyz - 2)/3
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3. a1l Multiplica cada expresion por el min.c.m. de los denominadores y simplifica:

3x(x +5) _ (2x +1)2 . (x—4) (x+4)

) 4 2
b) 8x*-1)(x2+2) B (3x% +2)? . 2x+3)(2x-3)
10 15 6
x-13 3 2_ x>
c) 3 +4x(x+2) 10
2
a) 20 3’“(’;* >) _ (2"21) + (X_4)2(x+4)]=12x2+60x—5(4x2+4x+1)+10(x2—16)=

= 12x% + 60x — 20x% — 20x— 5 + 10x2 — 160 = 2x2% + 40x — 165
b) 3(8x% + 15x2 —2) — 2(9x% + 12x2 + 4) + 5(4x2 — 9) =
= 24x% 4 45x2 — 6 — 18x% — 24x2 — 8 + 20x2 — 45 = 6x* + 41x2 - 59

X —3x2+3x -1 33 +12x%+12x 2\
C)40< 8 + 4 —W =

=5x3 — 15x% + 15x— 5 + 30x3 + 120x2 + 120x — 4x3 = 31x3 + 105x2 + 135x— 5

4. « 7] Expresa como producto de dos binomios.

a) 49x2 - 16 b)9x* — y?
) 81x% — 64x2 d)25x2-3
e) 2x% — 100 f)5x% -2
a) 7x+4)(7x—4) b) (3x% + ) (3x2 - )
o) (9x2% + 8x)(9x2 — 8x) d) 5x + ¥3)(5x — 3)
e) (2x + 10)(42x - 10) £) (V5x+ 42)(/5x - V2)
5. sl Completa cada expresion para que sea el cuadrado de un binomio:
a)16x% + (...) - 8xy b)(...) + 253/2 + 60xy
2
9 .2 2 Y 4.2
c) 16~ +4y° + (...) d(..)+ 5 3x_y
a) 16x2 + y> — 8xy = (4x —9)? b) 36x2 + 25y% + 60xy = (5y + 6x)*
2 2 2
9 2, 42 (3 4y__£2=( 2_l>
c) cx +4y” + 3xy <4x+2y> d) 4x* + 5 3xy 2x 3

6. « 7] Saca factor comiin e identifica los productos notables como en el ejemplo.

0 2x% 4+ 1203 + 18x2=2x2(x2 + 6x + 9) = 2x 2 (x + 3)2

a) 20x3 — 60x2 + 45x b)27x3 — 3xy?
) 3x% + 6x%y + 3y%x d) 4x* — 81x2%y?
a) 5x(4x? — 12x + 9) = 5x(2x — 3)? b) 3x(9x% — y2) = 3x(3x + y)(3x — y)

c) 3x(x? + 2xy + y) = 3x(x + 9)? d) x%(4x? — 81y2) = x%(2x + 9y)(2x — 9y)

15
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7. «7] Halla el cociente y el resto de cada una de estas divisiones:
a) (7x2=5x+3): (x*—2x+ 1)
b) 2x3 — 7x2% + 5x—3) : (x* - 2x)
) (x3-5x2+2x+4): (x2—x+1)

) 7x%— Sx+3 |[x?2—2x+1

TIx% 4+ l4x -7 7 COCIENTE: 7
Ix — 4 RESTO: 9x —4
b) 2x3 —7x? +5x — 3 |x?—2x
253 4 4x? 2x—3
—3x?
3x2 — 6x COCIENTE: 2x—3
—x — 3 RESTO: —x — 3
o x° —5x% +2x + 4 |[x?—x+1
VS B x—4
_4x? 4 x
4y’ _4x + 4 COCIENTE: x —4
—3x + 8 RESTO: —3x + 8

8. e ] Divide y expresa en cada caso asi:

dlv.ld.endo - cociente + 1:e§to
divisor divisor

a)Bxd—2x3 +4x—-1): (x3-2x+1)
b)(x*—5x3 +3x—2): (x2 + 1)
©) (4x3 +3x3-2x) : (x2—x+ 1)
D3 -5x2+3x+1): (x*-5x+1)

a) 3x° —2x° + 4dx— 1 |x2—2x+1

—3x7 + 6x3 — 3x? 3x% + 4
4x3 — 3x? 5 5 5
43 v Sy _4 3x —32x +4x—1=3x2+4+—3363+12x—5
"3+ 120 5 x> —2x+1 x> —2x+1
b) x* —5x3 +3x — 2 |[x%+1
x4 — x? x?—5x—1
—5x3 — x?
5x7 2+5X x4—5x23+3x—2=x2_5x_1+892c—1
— x° + 8x x“+1 x“+1
x? + 1
8x — 1
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o 4xd + 3x3 - 2
—4x5 4 4xt — 43
4xt — X3
—4x* + 453 — 4x?
3x3 — 4x?

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

|x2—x+l
43 4 4x? 4 3x— 1

5 3
4x° + 3x —2X 403 ha? 4 3y — 14 —Ox+1

—3x3 +3x% - 3x Xt —x+1 Xt —x+1
- x? - 5%
x2 - x+ 1
—6x + 1
d ,3 2 2
) %3 —5x2 4 By + 1 |x2—5x+1 3 5
3 5 x° =5x"+3x+1 _ 2x +1
—x° +5x° — «x X =X+
x2 —5x+1 X% —5x+1
2x + 1

9. s ] Expresa las siguientes divisiones de la forma D=d.c + r.

a) (6x3 + 542 - 9x) : B3x—2)

b) (x% — 42 + 12x—9) : (x2 - 2x + 3)
O (4ot + 2x3 —2x2 + 9x + 5) : (<243 + x—5)

a) 6x7 +5x% — 9x 3x—2
—6x3 + 4x? 2x% + 3x—1
9x?
—9x% + 6x
— 3x
3x — 2
-2

6x3 +5x% = 9x = Bx—2)(2x% +3x—1) =2

b) x4 — 4x? + 12x - 9 [x*—2x+3

x4t 4 2x3 — 32
2x3 — 7x?
—2x3 4+ 4x? - 6x
— 3x% + O6x
3x2 — 6x + 9
0

x2+2x—3

x* = 4x? + 12x—9 = (x% — 2x + 3)(x? + 2x— 3)

Q) 4x* +2x3 — 2%+ 9x + 5|23 +x-5

—4ct + 2x2 — 10x
2x3 - X

—2x3 + x-=5

0

—2x—-1

4x% 4 263 = 2x% + 9x + 5 = (<2x% + x— 5)(=2x — 1)

17
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10. e Efectia las siguientes divisiones:

a) 2x3 —x2 +3x—1): 2x2 + 2x)

a) 2x3 — x% 4+ 3x — 1 |2x%+2x
x5 — 2x? x—é
2
—3x? + 3x - 1
+ 3x% + 3x

6x — 1

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

b)(x*—x3-3x+1): (2x2-1)

b) x* —x3 ~ 3x+ 1 [2x2-1
x4 +%x2 %xz—%x+%
—x3+%x2— 3x + 1
+ x5 —%x
+%x2 %x+1
b

11. 1] Aplica la regla de Ruffini para hallar el cociente y el resto de las siguientes divisio-

nes:
a)(5x3-3x2+x-2): (x=2)
©) (=x3 + 4x) : (x—3)

a) ‘5 3 1 =2
2 10 14 30
|5 7 15[28
COCIENTE: 5x% + 7x + 15
RESTO: 28
) ‘—1 0 4 0
3 -3 -9 -15
-1 -3 -5 |-15

COCIENTE: —x2—3x—5

RESTO: —15

12.
aA)P(x) =2x3-5x%2+7x+3
a) 25 7 3

3 6 3 30
2 1 10|33

P(3) =33

2 -5 7 3
-10 75 —410

2 —15 82 |-407

2 -5 7 3
7 14 63 490

2 9 70493

P(-5) = -407

P(7) =493

b)(x*—5x3 + 7x+3) : (x+ 1)
dDx*-3x3+5): (x+2)

b) 1 -5 0 7 3
“1| -1 6 -6 -1
l1-6 6 1|2

COCIENTE: x° —6x2% + 6x + 1

RESTO: 2

d) 1 -3 0 0 5
-2 -2 10 =20 40

|1 -5 10 —20 |45

COCIENTE: x° — 5x% + 10x—20

RESTO: 45

o[ Utiliza la regla de Ruffini para calcular P(3), P(-5) y P(7) en los siguientes casos:

b)P(x) =x%-3x2+7

b) 1 0-3 0 7
3 3 9 18 54

1 3 6 18|61

-3 0 7
25 -110 550
22 -110 | 557

P(3) =061

_5 P(—S) = 557

-3 0 7
49 322 2254

46 322 2261

P(7)=2261

0
7 7
7

18
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13. «7] Averigua cudles de los nimeros 1, -1, 2, -2, 3, —3 son raices de los polinomios si-

guientes:
aA)P(x) =x-2x*-5x+6 b)Q(x) =x>-3x?+x-3
a) 1 2 -5 6 1 -2 56 1 -2 -5 6
1 1 -1 -6 -1 -1 3 2 2 2 0 -10
1 -1-6| 0 1 -3 -2 (820 1 0 -5]—-4=0
1 2 -5 6 1 2 -5 6 1 -2 -5 6
-2 -2 8 -6 3 3 3 -6 -3 -3 15 -30
1-4 3] 0 1 1-2]0 1 -5 10 [-24=0
Son raices de P(x): 1,2y 3.
by |1 3 1 -3 1 -3 1 -3
1 1 -2 -1 -1 -1 4 -5
1 -2 -1 |-4=0 1 -4 5|-8=20
1 -3 1 -3 1 -3 1 -3
3 3 0 3 -3 -3 18 57
1 0 1[0 1 -6 19 |-60=0

3 esunaraiz de Q(x) (no probamos con 2y —2 porque no son divisores de —3).

14. e Utiliza la regla de Ruffini para hallar el cociente y el resto de las siguientes divisiones:
a) (4x2-8x+3) : (4 —2)
b) 2x3 - 4x2 + 3x-2) : 2x—3)
) Bx3-2x-1):(3x+1)

2 4 -8 3 4x—2=4<x—%>
% 2 -3
| 4 -6 |_0 Cociente = % - (4x - 6)
Resto =0
b) 2 -4 3 -2 < 3>
2x—3=2(x—-=
3 3 .3 9 3
2 2 : 1 2 3
‘2 —1 %\i Coc1ente=§-<2x —x+3)
Resto:%
c) 3 0 =2 -1 ( 1)
1= 4
1 4 1 5 3x + 3(x + 3
3 3 9 . 5
‘3 -1 5| 4 Cociente=§.<3x2_x_§>
319
4
R __3
esto 5
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15.

16.

17.

« ] Calcula el valor de m para que las siguientes divisiones tengan el resto que se indi-
ca en cada caso:

a) (x2—5x+m):(x—2) Resto=0 b)(x3-2x%2—x+m): (x+ 1) Resto=-1
©) 2x3-12x+2m) : (x—3) Resto =-5 d)(x2-mx+3):(x+3) Resto=0
a) Utilizamos el teorema del resto. b)P(-1) = -1
P2)=0 1% =2 (12— (1) + m=-1
22-5.2+m=0 -1-2-1+1+m=-1
4-10+m=0, luego m=06 ~1-2+1+m=-1, luego m=1
o) P(3)=-5 d)P(-3)=0
2:3°-12-3+2m=-5 (-3)*-=m-(-3)+3=0
2.27-36+2m=-5 9+3m+3=0
54 —36 +2m =-5 3m=-12, luego m=-4
2m=-5-18, luego m=—%

«t | Busca los valores de 4 para los cuales el polinomio P(x) = x> — 4x2 + x + 6 es divi-
sible por x - a.

Las posibles raices de P(x) son: +15 —1; +2; —2; +3; —3; +6; —6. Veamos cudles son raices:

1-4 1 6 1-4 1 6 1-4 1 o6
1 1 -3 -2 -1 -1 5 -6 2 2 -4 -6
|1 3 2| 4 1 5 6| 0 1 2 3] 0
x =1 no es raiz. x=—1 sies rafz. x =2 sies raiz.
1 -4 1 6 1-4 1 6
-2 -2 12 =26 3 3 3 -6
|1 -6 13 [=20 |1 -1 2] 0
x =—2 no es rafz. x =3 sies raiz.

Como el polinomio es de grado 3, puede tener como mdximo tres raices, y ya las hemos en-
contrado. Por tanto, P(x) es divisible por (x+ 1), (x—2) y (x—3).

« 7] Saca factor comin y utiliza las identidades notables para factorizar los siguientes
polinomios:

a)3x3 - 12« b) 4x3 — 24x2 + 36« c) 45x2 — 5x%
d)xt+ x2 4+ 243 e) x% — 16x2 £)16x%- 9
a) 3x3 — 12x = 3x(x% — 4) = 3x(x + 2)(x — 2) b) 4x3 — 24x? + 36x = 4x(x% — 6x + 9) = 4x(x — 3)?

0) 45x% — 5x% = 5x2(9 — x%) = 5x2(3 + x)(3 — %) Dt +x2+2x3 = 22?2 + 1+ 2%) = x2(x + 1)2
e) x0 — 16x% = x*(x* = 16) = x2(x? + 4)(x2 — 4) = x2(x% + 4) (x + 2)(x — 2)
f) 16x% -9 = (4x2 + 3)(4x% - 3) = (4x% + 3)(2x + ¥3)(2x — 3)

20
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18. «1] Factoriza los siguientes polinomios:

19.

20.

a)x2+4x-5

©) 7x% - 21x-280

e)2x2-9x-5
g 4x% + 17x + 15

b)x% + 8x+ 15
d)3x2% + 9x-210
f)3x2-2x-5
h)—x2 + 17x-72

A x?+4x-5=0 > x=-5, x=1 b)x2+8x+15=0 = x=-5, x=-3

x2+4x—5=(x+5)(x-1)

x2+8x+15=(x+5)(x+3)

Q) 7x%2—21x-280=0 — x=8, x=-5 d)3x2+9x-210=0 > x=-10, x=7

7x*—21x—280 =7(x— 8)(x + 5)
€) 2x2—9x—5=(x—5)2x+ 1)
g) 4x% + 17x+ 15 = (x + 3)(4x + 5)

3x2 +9x—210 = 3(x + 10)(x = 7)
£)3x2—2x—5=(x+1)(Bx=15)
h)—x2 + 17x =72 = —(x— 8)(x - 9)

«[| Completa la descomposicién en factores de los polinomios siguientes:

a) (x2-25)(x2-6x+9)

b) (x2 — 7x) (x% — 13x + 40)

a) (x2=25)(x%2 = 6x+9) = (x + 5)(x — 5)(x — 3)?
b) (x2 — 7x) (x% — 13x + 40) = x(x — 7)(x — 8)(x — 5)

o« | Descompén en factores y di cudles son las raices de los siguientes polinomios:

a)xd+2x%2—x-2
) x3-9x2 +15x-7
a) 1 2 -1 =2
1 1 3 2
1 3 2[ 0
-1 -1 -2
1 2]0
by |3 -15 12
1 3 12
3 -12| 0
4 12
310
Q) 1 -9 15 -7
1 1 -8 7
1 -8 70 0
1 1 -7

1700

b)3x3 — 15x2 + 12x
d)x*-13x2 + 36

e 2% —x=2=(x=1D(+ Dlx+2)

Sus raices son 1, -1 y 2.

3x3 — 15x% + 12x = 3x(x — 1) (x — 4)

Sus raices son 0, 1y 4.

22— 92+ 15x =7 = (x— 1)*(x=7)

Sus raices son 1y 7.

dDxf-13x2+36=0 — x=2; x=-2; x=3; x=-3
x¥ 21352 +36 = (x = 2)(x + 2)(x — 3)(x + 3)

Sus raices son 2, 3 y 3.
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21. e’ Factoriza los siguientes polinomios y di cudles son sus raices:

a)x3-2x2-2x-3 b)2x3 — 7x% - 19x + 60
)x’—x-6 d) 4% + 403 — 302 — 4 — 1
e) 6x3 + 1352 -4 f) 4x3 + 12x% - 25x-75
a) 1 2 -2 -3 %3 =22 —2x—3=(x=3)(x? +x+1)
5 |1 ? i’ g Raiz: 3
b) 2 -7 -19 60 2x% — 7x% = 19x + 60 = (x + 3)(x — 4)(2x - 5)
= 2 __12 ;(9) _68 Raices: —3,4y%
o |1 0-1-6 X% —x—6=(x—2)(x* + 2x + 3)
2 | 1 ; g I_g Raiz: 2
d) 4 4 -3 -4 -1 4x* + 4x3 —3x% —4x—1 =
! 4 g 2 ? (1) =(c—Dle+ D@x2+4x+ 1) = (x= D+ D2x + 1)?
-1 y _j _f Ii Raices: 1, -1 y%
e) , 6 B (2)_2 6x3+13x2—4=6(x+2)<x—%>(x+%)=(x+2)(2x—1)(3x+2)
|6 1 210 Raices: —2,iy—£
2 3
6xt+x—2=0; x= _lim = —1+7 =<%=%
12 12 8 _ 2
12 3
f) 4 12 -25 —75 4x3 + 12x2 = 25x =75 = (x + 3)(2x + 5)(2x = 5)

-3 -12 0 75 , s s
| 4 0-25| 0 Raices: -3, ~5Y 3

4x2-25=2x+5)(2x-5)

22. a1 Escribe un polinomio de grado 3 que tenga las raices dadas, en cada caso:
a)0,1y2 b)-1y3 00y5
a) P(x) = x(x— 1)(x— 2) — Una posible solucién.
b) P(x) = (x + 1)*(x— 3) — Una posible solucién.

¢) P(x) = x%(x—5) — Una posible solucién.
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23. « 1] Escribe, en cada caso, un polinomio que cumpla la condicién dada:
a) De cuarto grado sin raices. b) Que tenga dos raices dobles, 2 y 2.
c) De tercer grado con una sola raiz. d) De cuarto grado y con tres raices.
AP =%+ 1)2=x*+2x2+1 > Una posible solucién.
b) P(x) = (x— 2)%(x + 2)> — Una posible solucién.
APl =(x-1x%>+1) — Una posible solucidn.
d) P(x) = (x—2)%(x— 1)(x— 3) — Una posible solucién.

24. a1 | Descompén en factores y di cudles son las raices de los polinomios siguientes:

Axi-2x2+1 b)x3 - 2x2-9x+ 18 Qxt-x3-7x2+x+6
d)8x3 + 6x2-11x-3 €)3x3+8x%+3x-2 x3-2x%+2x—4
a) (x— 1)%(x + 1)? b) (x — 2)(x + 3)(x — 3)
1 02 0 1 1 -2 -9 18
1 1 1 -1 -1 2 2 0 -18
1 1-1-1]0 1 0 -9[ 0
1 1 2 1
12 1]0
x2+2x+1=(c+ 1)? x2-9=(x+3)(x—3)
Raices: 1y —1 (dobles) Raices: 2, -3 y +3
Q) (= D) + 1)x + 2)(x - 3) d) (x - 1)<x + %)(x + %) = (x— 1)(dx + 1)(2x + 3)
1 -1 -7 1 6 86—11—3
1 1 0 -7 -6 1 8 14
1 0-7-6[0 |8 14 3|_
-1 -1 1 6
1 -1 -6[0
x2—x—6=(x+2)(x=3) 8x2+ 14x+3=0
_4 __1
_ 141424 1+2 <—2 oo “14£4196-96 _ 1410 =< 16 4
16 16 24 3
1 3 162
Raices: 1,-1,-2y 3 Raices: 1, R )

e) (x + 1)<x _ %)(x+ )=+ DBx—Dx+2) £)x=2)x2+2)

‘3 8 3 -2 1 2 2 —4
-1 -3 -5 2 Raices: -1, 1y—2 2 2 0 4
13 5 2[0 3 't 0 2[ 0
3x24+5x-2=0 Raices: 2
2_
_ ¢ V25 +24 _5+7 <6
6 12 __,
6
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25. « 71 Comprueba, en cada caso, si las fracciones dadas son equivalentes:

x—4 1 b tix  x
V3127 3 ) 2% Y 2
xX+y 1 X 2

a) Si son equivalentes, porque 3(x —4) = 3x— 12.
b) No son equivalentes, ya que 2(x? + x) = 2x2.
¢) Si son equivalentes, porque (x + y)(x — ) = x% — y2.

d) Si son equivalentes, porque (2x — 2)x = 2x% — 2x.

26. « 1] Descompon en factores y simplifica.

x*-9 x+2 x*+25-10x
b S TLeIT _UN
) (x+3)2 )x2—4 ° x*-25
2 2. 2.2
d) 2x +xy 5 e) 2x—2 f) x.y 32.96:)/
X =2xy+y x“+x—-6 2xy
2) x2—9 _ (x=3)(x+3) _x-3
(x+3)2 (x+3)(x+3) x+3
b) xX+2 _ x+2 _ 1
-4 (x+2)x=2) x-2
9 x2+25—10x= (x—5)2 _x=5
x* - 25 (x+5)(x=5) x+5
d x2+xy x(x + )
) > 3 2 " 2
x“=2xy+y (x =)
C) x =2 — x =2 — 1
2rx-6 @—-2)(x+3) x+3
) x%y = 3xy? ) xy (x — 3y) _x-3
2xy° 2xy° 2y
27. « | Descompén en factores el dividendo y el divisor, y, después, simplifica.
x*—2x b x®—3x—4 x5 —3x% +2x d X% —x—42
2 x*-5x+6 ) X2 + &2 ° 3x2-9x+6 )x2—8x+7

2_5x+6 &-3)(x-2) x-3
b) x*—3x—4 _ (x+1)(x—4) Zx—4

X+ x? x2(x+1) x2

2) x% — 2x x (v —2) X

Q) x3—3x2+2x= x(x2—3x+2) _X
3x>-9x+6  3(x*-3x+2) 3

d) x2—x—42 _ (x+6)(x—7) _x+6
x?—8x+7 W-1Dk-7) x-1
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28. e’ | Simplifica las siguientes fracciones:

X3 — 4x b xt_5x2 4+ 4 xt 1243 — 342 2x3 —Sx +3x
Q) 5 ) <) 2 d)
x°+x°—2x xt-1 2x% 33 + x 2x% 4+ &3 — 6x2
o —dx _ x6-d)  xE+2)x-2) _ x-2
Wrxt -2 x(x*+x-2) xx-1)kx+2) x-1
x2+x-2=0; x= _1i21+8 _-lx3

b)x —S5x*+4d D -DEx+2)(x-2) x+2)(x-2)

x4 D+ D=1  x2+l
x5 1 4= (x— D+ Dix+ 2)(x—2) 1202+ D2 -1 = (62 + D+ D(x=1)
1 05 0 4
1 1 1 -4 —4
1 1 -4-4]0
-1 -1 0 4
1 0-4|0

x*—4=(x+2)(x-2)

5 x* +2x “3x2 X —1)(x+3) _ x+3
A _33 e Px-1)(Q2x—1) 2x-1

x* 4 2x3 — 3x% = x2(x? + 26— 3) = x2(x— D) (x + 3)

2 4
x2+2x-3=0; x= 2 4+1 =_2+4 2

2 —3x3 4 a2 = x2(2x% = 3x+ 1) = x2(x — 1)<x - %) =x2(x-1)2x-1)

4 _
2% - 3x+1=0; x= 3+9-8 _3+1 =< 4
’ 4 4 2

4

d 2x7 —Sx +3x _ x@2x-3)(x-1) _ x_1
243 —6x2 2 Q2x-3)(x+2) x(x+2)

2x3 — 5x% + 3x = x(2x% — 5x + 3) =x<x - i)(x— 1) =x2x-3)(x-1)

2
6_3
2x%2 —5x+3=0; 5+V25 24=5i1 =<4 2
4 4 i—l
o

24 4 X3 —6x2 = x2(2x2 + x— 6) = x< >(x+2 x2(2x = 3)(x + 2)

6_3
42

—1+41+48 =_1+7

2% +x—6=0;
X"+ X X = 4
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29. « 7| Reduce a comiin denominador y opera.

1 1.1 1 _ 1.1 x,3_
a)2x 4x  «x b)xz 3x+x C)2+x 1
2 x+1 x 3 Hx-3__x
d)x2 3x e)x—?) x )x+1 x+3
1 1 1_2 1 _ 4 _2-1+4_5
) 2% dx ' x  dx  dx @ 4x 4x 4x

min.c.m. (2x, 4x, x) = 4x
b)i—i 1_3 x 3% _3-x+3x_3+2

x> 3x  x 3x? 3k 3x? 3x? 3x?

min.c.m. (x2, 3x, x) = 3x2

x 3 _xr . 6 2x _x*—2x+6
S Tl el Pl P

min.c.m. (2, x, 1) = 2x
d)i_x+1= 6 _x(x+1)= 6 xtix_6-x"—x_ —x*—x+6

x* 3x 0 3x? 3x? 3xr 3x? 3x? 3x?

min.c.m. (x?, 3x) = 3x2
Q) % 3 x*  _ 3x-9 =962—3x+9

x-3 x x(x-3) x(x-3) x(x —3)

min.c.m. (x — 3, x) = x(x — 3)
f)x—S x x2-9 X+ x X2 -9-—x?—x _ —-x -9

x+1 x+3 (c+D)(x+3) (x+D)(x+3) (r+D)(x+3) (x+1)(x+3)
min.cm. [(x+ 1), (x+ 3)] = (x + 1)(x + 3)

30.a | Reduce a comiin denominador y opera.

x=1 2 x
a) w13 %_3 +x2_9

b2 __x+1 3
)x—2 x2-2x x*-4

1 3x-3
C)2x+2+x2_x_2 x—-2
a)x—l_ 2 ,_x Z(X—l)(X—3)_ 2(x +3) N x _
x+3 x-3 x2-9 (x+3)(x-=3) (x+3)(x-3) (x+3)(x-3)
_x2—4x+3—2x—6+x= x*—5x -3

(x +3)(x—3) (x+3)(x—3)

(x +3)
x —3) — min.c.m. = (x + 3)(x— 3)
x2—9=(x+3)(x-3)
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b) 2 x+1 3 2x(x +2) (x+1)(x +2) 3x

x—2 2_2x 2—4 x(x+2)(x-2) xx+2)(x-2) xx+2)(x-2)

=2x2+4x—x2—3x—2—3x X2 —2x—2

x(x+2)(x—-2) Cx(x+2)(x=2)

(x—2)
x2 = 2x=x(x—2) — min.c.m. = x(x + 2)(x — 2)
x2—4=(x+2)(x—-2)

1, 3x-3 _ x _ (x—2) . 23x-3) 2x(x+1)
2x+2 2 _x_2 x-2 2(x+D(x-=-2) 2x+D)x-2) 2Gx+D(x-2)

_ x—2+6x—6—2x2—2x= 2x% +5x -8
2(x+1)(x = 2) 2(x+1)(x = 2)

c)

2x+2=2(x+1)
x2—x-2=(x-2)(x+1)} > min.cm. =20+ 1)(x—-2)
(x —2)

31. e} Efectia.

x-2 x+2 _ 1 b 2x 5  x-4
a) x2 +x2_x x2_1 )x2+x_2 x+2 3x+6
x+2 2 x+1
) 2x+1 4x2—1+ 2x
-2 x+2 1
a) X + — =
x2 2—x x*-1
Ce=2)(x =1 (x+1) . x+2)(x+Dx x2

Zr-Dx+1)  La-DkE+) LE-—1Dx+1)
(x=2)(x%2 = 1)+ (x +2) (x* + x) — x?

x2(x% =1)
=963—2x2—x+2+x3+2xz+x2+2x—xz:2x3+x+2=2x3+x+2
x2(x% =1) x2(x% =1) xd = 2
b) 2x 5 _x—-4 _
+x—-2 x+2 3x+6
6x 15(x—1) (x—4)(x—-1) _

T3 +2)(x=1) 3x+2Dx-1) 3(x+2)(x-1)
=6x—15x+15—x2+5x—4 —x? —4x+11

3(x+2)(x—1) T 3(x+2)(x—1)
+2 2 +1 _
2 2xx+1_4x2_1+x2x -
2x(x +2) 2x —1) 4 x+1)(2x+1)2x —1) _

T 2x(2x+1)(2x—1)  2xQ2x+ 1D Q2x 1) " 2x(2x +1)(2x - 1)
_ (2x% +4x) 2x — 1) — 4x + (x + 1) (4x% = 1) _

2x(4x% - 1)
_ 43 £ 8x% — 2x? —dx — dx + 4o + 4t —x— 1 _ 8x3 +10x% — 9x — 1
2x(4x% - 1) 2x(4x% - 1)
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32. an| Efectda.
x+1 3 _ x-2 b x? 2x+3 2x—-3 x+1 _x+2
)x 1 x+1 x2 -1 )x2—2x+1+x—1 3 2 x2-9 x-3 x+3
x+1 3 _x—2_(x+1)2 3x=1) x-2 _
ez i S S B s S R S
=x2+2x+1+3x—3—x+2=x2+4x
x2 -1 x2 -1
b) X2 L 2x+3 _ 3. x2 (2x+3)(x—1) 3(x—1)2:
x2—2x+1 x—1 (x—1)2 (x—1)2 (x—1)2
_ x2+2x2+3x—2x—3—3(x2—2x+1) _ 7x -6
(x—1)2 (x—1)2
9 2x—3_x+1_x+2=2x—3_(x+1)(x+3)_(x+2)(x—3):
-9 x-3 x+3 x2_9 x2 -9 x2 -9
:2x—3—x2—4x—3—x2+x+6=—2x2—x
x* -9 x* =9
33. ] Opera, y simplifica si es posible.
x 2 2 x—2 2 2—x 2x 2x
X 2_ ; 1- . : ~1
a)( x+1> 2 b)(x x+2> x C)< 2—x) x2 )x+1 <x+1 )
( ) 1>.x_x+l.ﬁ=(x+1)xzx+l
"x+1) 2 x 2 2x 2
b)<g_ 2 ),x 2 _(2x+4-2x). x—-2 _ 4x __ 4
x x+2 x x(x+2) ) x x(x+2)(x—2) x2_-4
C)<1 )2 X (2—x_ 2 >_2—x= x .2—x_—x(2—x) 1
2—-x 2-x K2 2—x 452 (2 — %) x2 x
d) 2% 2x ( 2x 1>= 2x ( 2x _x+1)= 2% o x-=1 _ 2x(x +1) __2x
x+1 \x+1 x+1 \x+1 x+1) x+1 x+1 (x+1)(x-1) x-1
34. e ] Opera y simplifica.
3_x), (1,1 x+1  x*-1
a)<x 3>°<x+3> )(x 1)2 x

©

e R B

2 <2_£>,(L+%>= 9-x 3+x_9-x2_B-0B+x _,

- X

3) \x 3x  3x 3x 3+x

py_x+l -1 4D+ DE-1 _ e+
(x—1)2 X (x-12.x x(x—1)

(o2

d)z,e, 1>=2.x—1 2(x-1)

x \x x-1

(x l) (x +1:xzx—1)_(x_l)=xz+l (X—l)_ 2+1

2 1

c)

x x X2

28



Unidad 2. Polinomios y fracciones algebraicas

35. ] Opera y simplifica.

_x-1 x? _ 1_ 1 )
a)(l X >x+3 1 b)(x xX+3

d)<1+1>=<1+;) e)<i+;_3x—4

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

>. 6x
6-2x

_x-1 xz__x—x+1_x2__ 1.
a)(l x )x+3 1_< X )x+3 1_x(x+3) I=

xr—x(x+3)  x2_x2_

—3x -3

x(x+3) x(x+3)

3_ 3 .3 _
"2 x(x+3) X2 x(x+3) 42

b)<1_ 1 >,3=x+3—x,3= 3
X

x+3) 52

C)4_1<2_1>=4_ 1 2x—1_ 4

2x—1\x 2 2x —1 x2

T e

J

X

Cx(x +3) T x+3

X2 X

x(x +3) T x+3
1 _4x?—1

x2

o) <l+i— 3x—4)_ 6x _<2+x—3x+4)
X

2 2x 6-2x 2x

6-—2x 6x

26-x
_2B-%  6x 2(3 - x)6x

Aplica lo aprendido

2x  2B-x

2x  26-% 2x-2G-% =3

36.«7] Halla, en cada caso, el minimo comidn miltiplo y el mdximo comin divisor de los

polinomios siguientes:

A)xZ x%2—x; x2-1 b)x —3; x2-9; x2—-6x+9
Ox+2;53x+6; x2+x-2 d)2x; 24+ 15 4x2-1
a) x2

x2 méx.c.d. [x%, x% — x, x2 —1] =1

x“—x=x(x-1)
x2—1=(x+1)(x=1)

b)x -3
x2—9=(x+3)(x - 3)
x2—6x+9=(x—3)2

) x+2
3x+6=3(x+2)
rx—2=(x+2)(x—-1)

d) 2x
2x +1
4 —1=02x+1)2x —1)

29

min.com. [x2, x% —x, x2 = 1]=x%(x = 1) (x + 1)

méx.cd. [x =3, x> -9, x> —6x+9]=x-3
min.c.m. [x — 3, x% =9, x% — 6x + 9] = (x — 3)2(x + 3)

mix.cd. [x +2,3x+6, x>+ x — 2] =x+ 2
min.cm. [x+2,3x+6, x2+x—2]=3(x+2)(x = 1)

méx.c.d. [2x, 2x + 1, 4x? — 1] =1
min.c.m. [2x, 2x + 1, 4x2 — 1] = 2x (4x% — 1)
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37.

38.

39.

40.

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

o] Sustituye, en cada caso, los puntos suspensivos por la expresiéon adecuada para que
las fracciones sean equivalentes:

2) ’;z:;C:x':l b) e =x_2

© xf3=x2”—.9 9 x32=x2+4;c+4
a)%_xfl b) 5 =x(2§2+1)
C)foZxagjg) d)xfzzxzzix4;2+)4

«a | Halla el valor de m para que el polinomio mx3 —3x2 + 5x + 9m sea divisible por
x + 2.

Llamamos P(x) = mx® — 3x% + 5x + 9m. Dicho polinomio ha de ser divisible por x + 2,
luego el resto ha de ser 0:

P(-2)=0 = m(-2)>-3(-2*+5-(-2) +9Im=0 —
- 8m—-12-10+9m=0 — m=22
«a| Calcula el valor de 2 y & para que el polinomio P(x) = 2x3 + 7x2 + ax + b sea
divisible por x —1 y por x + 2.
Como P(x) esdivisible por x—1, P(1)=0 - 2+7+a+b=0 - a+b=-9
Como P(x) esdivisible por x+2, P(-2)=0 — 2. (=22 +7-(22%+a-(=2)+b6=0 —>
— -16+28-2a+b=0 —> 2a+b=-12

Tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas:

a+b=-9 a+ b=-9
Da+b=-12 = 2a-h=12
3a =3 > a=1

l+b=-9 - b=-10

=« | Halla el valor de m y n para que el polinomio

2 nx+4

P(x) =x3—mx
sea divisible por x -2 y x + 2.
:Cudles son las raices de P(x)?
Para que P(x) sea divisible por x—2, hadeser P(2) =0.

Para que P(x) sea divisible por x + 2, hadeser P(-2) = 0.

P2)=23-m-2%2+n-2+4 — 12—-4m+2n=0
P(2)=(-223 -m(2)?+n(2)+4 > —4—4m—-2n=0
8 —8m =0 > m=1

12-4+2n=0 — 8+2n=0 > n=—4
Pix)=x3—x?—4x+4=(-2)(x+2)(x-1)

Las raices de P(x) son x; =2, x,=-2 y x3=1.
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41. e El resto de la siguiente divisién es igual a —8:
Rx%+ bx3-7x +6): (x -2)

:Cudnto vale &

Llamamos P(x) = 2x% + kx3 — 7x + 6.

El resto de la divisién P(x) : (x—2) es P(2), luego:

PQ)=-8 5 2.2%+/.22-7.2+6=-8 >

— 32+8k-14+6=-8 — 8k=-32 > k=-4

42.ax 1 Halla el valor que deben tener 4 y & para que al dividir el polinomio

P(x) =3x3 + ax? —5x + b entre (x — 1) el resto sea 14, y al dividir el mismo polino-
mio entre (x + 3) el resto sea —2.

P(1)=14=3+a-5+0b, luego a+ b=16
P(-3)=-2=3-(3)P+a-(-3>-5-(3)+b
—2=-81+9a+15+ b, luego 9a + b =064
Tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas:
a+b=16 —a—b=-16
{9a+b=64 ~ 9a+ b =64
8a =48 —> a=6
6+b=16 —> b=10
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43.a11Si P (x) = 3x3 — 11x2 — 81x + 245, halla los valores P (8,75), P (10,25) y P (-7)
con ayuda de la calculadora.

Describe la secuencia de teclas utilizadas como en la pigina 39.

8,75 ) 3 XMW= 11 @XmE) 81 @XmE 245 = (103.828) — P(8,75) = 703,82...

10,25 () 3 (=) 11 &M= 81 H0mH) 245 = (1 H83.7347...) — P(10,25) = 1489,73...
70 3@@E 11 @X@WE) 81 @E@WE 245 @ — P(<7) =-756

44.ax1| Comprueba si existe alguna relacién de divisibilidad entre los siguientes pares de
polinomios:

a) P (x) = x% — 42 y Q(x) =x%-2x

b)P(x) =x2-10x+25 y Q(x) = x%-5x

OP(x)=x3+x2-12x y Qx) =x-3

a) P(x) = x%(x —2) (x +2)
Q) = x(x —2)

b) P(x) = (x — 5)2
Q) =x(x —5)

c) P(x)=x(x—3)(x +4)
Qx)=x-3

} Q(x) esdivisor de P(x).
} No hay relacién de divisibilidad.

} Q(x) es divisor de P(x).

45. et | Saca factor comin en cada expresién:
a) (x+2)(x—3) +2x(x + 2)
b)(x-2)(2x +3) - (5 -x)(x-2)
lx+5R2x-1)+ (x=5(2x-1)
dB-y@+b)-(a-bG-y)
a) (x+2)[(x=3) +2x] = (x + 2)(Bx—3) = 3(x + 2)(x— 1)
b)(x—2)[2x+3) = (5-x)] = (x—2)(3x—2)
) 2x—D[(x+5) + (x=5)] = (2x—1)(2%)
)G -)la+b)—(@a-0b)]=03-yQ20

46.ax ] Factoriza las siguientes expresiones:

a)ax—ay+ bx—by b)2x2y+y+2x2+1

0) 3x2y + xy + 3xy? + y2 d)2ab3 - ab+2b%-1

a) ax—ay + bx — by b)2x%y + y+ 2x% + 1
alx—7y) + blx—y) 2x2(y +1)+(y+1)
(a+ b)(x—1y) 2x2+ D)y + 1)

c) 3x%y + xy + 3xy% + 52 d)2ab3 —ab + 26% -1
3xy(x + ) + ylx + ) 20%ab + 1) - (ab+ 1)
(Bxy + y)(x +y) 6% -1)(ab + 1)
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47. e Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:

o 2Xy-n p) 34267 = 6ab’ o 4a26?~2a%bx
10x -5y 343 b - 64> b* —4x? + 8bx + 2ba — ax
2 2x2y—xy2 _ xy(2x — ) _ 9
10x — 5y 5Qx—y 5
326 — 6ab®  3ab*(a—-2b)
b) = -0
303b— 642> 34%b(a—2b) a
4aPb? —2abx  _ 22%bQb-x)  _ 22°6Q2b-x) _ 24%b
_hix? 1 8bx + 2ba — ax  2b(a+4x)— x(a+4x) (Qb—x)(a+4x)  a+4dx

c)

Resuelve problemas

48. e | Expresa, en funcién de x, el 4rea total de este tronco de pirdmide:

O x+ 1 esla altura de una cara lateral.

— Area lateral = 4 w s D) =4l 1)2

Area de las bases = x2 + (x + 2)?

) Areatotal = 4(x + 1)2 + x% + (x + 2)2 = 6x% + 12x + 8

49. a1 Un grifo tarda x minutos en llenar un depésito. Otro grifo tarda 3 minutos menos
en llenar el mismo depésito. Expresa en funcién de x la parte del depésito que se llena
abriendo los dos durante un minuto.

1
x—-3

1,
x
50.m8] Se mezclan x kg de pintura de 5 €/kg con y kg de otra de 3 €/kg. ;Cudl seri el

precio de 1 kg de la mezcla? Exprésalo en funcién de x e y.

5x + 3y

X+

51. ei] En un tridngulo rectingulo, un cateto mide 14 cm. Escribe el perimetro y el drea del
tridngulo en funcién de la hipotenusa x.

Perimetro: P = 14 + x + yx* — 196
h a2
Area: A = w = 7yx* —196

X

14

c=\x2-196
Pitdgoras: x2 =142+ 2 > c=Yx2-196

52. a1 En un rectingulo de lados x e y inscribimos un rombo. Escribe el perimetro del
rombo en funcién de los lados del rectingulo.

2 2
El lado del rombo es /= <§) + (%) = %,/xz + yz

Perimetro = 4(%\/962 + y2> =2 x%+ y?
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53. e Expresa algebraicamente el 4rea de la parte coloreada utili-
zando x e y.

<

=X —>

Area cuadrado grande = y?

Area cuadrado pequefio = (y — 2x)?

Area parte coloreada = y? — (y — 2x)? = 4xy — 4x?

54. a1 Dos pueblos, A y B, distan 60 km. De A sale un coche hacia B con velocidad ». Al
mismo tiempo sale otro de B en direccién a A con velocidad » + 3. Expresa en funcién
de v el tiempo que tardan en encontrarse.

__60

i
55. @ En el rectingulo ABCD de lados AB =3 cm y B__B’ C
BC =5 cm, hemos inscrito el cuadrilatero A’'B'C'D’ ha- c
ciendo AA'=BB'=CC'=DD' = x. Escribe el drea de
A'B'C'D’ en funcién de x. A
Sabiendo que AD'=B'C =5-xy AB=CD =3-x, 4 2D
se tendré:
El drea del tridngulo B'CC" es @
El 4rea del tridngulo AAD" es @
El 4rea del tridngulo B'BA" es @
El drea del tridngulo D'DC" es @
El 4rea del rectdngulo ABCD es 3 -5 =15 cm?.
APARALELOGRAMO = 15 - 2 ' x(52_ X) * 2 . x(az_ X) B 15 - [x(s _x) ¥ x(S _x] B
= 15— (-2x% + 8x) = 2x* — 8x + 15
56. «] En el tridngulo de la figura conocemos BC=10 cm 4
y AH = 4 cm. "
J— M/ D N

Por un punto D de la altura, tal que AD = x, se traza
una paralela MN a BC. Desde M y N se trazan per- L i
pendiculares a BC. B PH Q ¢
a) Expresa MN en funcién de x. (Utiliza la semejanza de los tridngulos AMN 'y

ABC).
b) Escribe el 4rea del rectingulo MNPQ mediante un polinomio en x.

A a) Por la semejanza de tridngulos:
M/AD_ NN 4o BC _MN _, pv.BC-x |
AH  x AH

EPH Q c > MN-10-x _ N -,

) 10 cm 4 2

b) MP =4 —x = Apcrincoro = MN-W=%x(4—x)=le—%x2
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57. ] Tenemos un rectingulo de 20 cm de perimetro. Si la base disminuye en 2 cm y la al-
tura en 3 cm, ;cudnto disminuye el drea del rectingulo? Exprésalo en funcién de la base.

x—2

X
x+y=10 = y=10-x Area, = (x—2)(7 — %)
Areal =x(10 — x)
Diferencia de las dreas: x(10 —x) — (x—=2)(7 —=x) = 10x—x2 = 7x + x> + 14 - 2x = x + 14

58. e| La base de un tridngulo mide 20 cm, y la altura, 15 cm. Si la altura aumenta un x %
y la base un (x + 2) %, expresa el drea del nuevo tridngulo en funcién de x.

2ocm%20+X+2.20=20+X+2=X+102

100 5 5

15 cm
X _ 3x _ 300 + 3x
15cm—>15+100 15—15+20_720

20 cm

{o,_ &-h 1 (x+102 300+3x

Area = ) < 5 20 )

59. s Un comerciante vendi6 dos bicicletas. En una gané un 20% y en la otra perdié el
10 % sobre el precio de compra en ambos casos. En total obtuvo una ganancia de un
15 % sobre lo que le costaron. Expresa algebraicamente este enunciado.

La primera bicicleta le cuesta x, la vende por 1,2x <+ 20% =1+ 20 _ 1, 2>.

La segunda bicicleta le cuesta y, la vende por 0,9y (—10 %=1- 10 _ 0, 9).

100
Las dos bicicletas juntas le cuestan (x + y) y las vende por 1,15 - (x + y).

Por tanto: 1,2x+ 0,9y =1,15(x +y) — 0,05x=0,25y = x=5y

60.a Dividimos un alambre de 1 m de longitud en dos partes desiguales. Con una de
ellas formamos un tridngulo equildtero, y con la otra, un cuadrado. Escribe la suma de
las 4reas de ambas figuras.

B SR IR G R A

1-—x A=
4 C

SHIE

—
—
N
=
~——
)
W%

2 2
Suma de las 4 =<1—X> X
uma de las areas 4 +6m
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61. aml De una cartulina rectangular cuyas dimensiones son 30 cm y 20 cm, recortamos un
cuadrado de lado x en cada esquina para construir una caja sin tapa. Escribe el volu-
men de la caja en funcién de «x.

30 — 2x

/‘ /|x V=x-(30-2x) (20 -2x)

Reflexiona sobye Ia teoria

62. e | En una divisién:
Dividendo = P(x) = x* —5x3 + 3x -2
Cociente = C(x) =x%2 - 5x—1

Resto = R(x) =8x—1

:Cudl es el divisor?
Como debe verificarse que P(x) = D(x) - C(x) + R(x), donde D(x) es el divisor:
Pl)—RG) =xt—5x3 +3x-2-8x+1=x%-5x3_5x_1

xd —5x3 —5x — 1 |x2—5x-1

—xt 4 5x3 + x? x2+ 1
x2 —5x — 1 — Luego: D(x) =x?+ 1
—x? +5x + 1
0

63. a1 ;Cudl debe ser el valor de 2 y de b para que los polinomios P(x) y Q(x) sean
iguales?

Pix)=x3-(4+a)x+ (1 +b) Q) =(a+ 33+ (a+2)x2-2x+5
Igualamos coeficiente a coeficiente:

a+3=1

a+2=0 = a==-2 1+b6=5 — b=4

44+g=2

64.an | Las raices de P(x) son 0,2y -3.
a) Escribe tres divisores de P(x) de primer grado.

b) Escribe un divisor de P(x) de segundo grado.

aA)x; x—2; x+3

b) Por ejemplo: x(x — 2)
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65.

66.

67.

68.

69.
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o] a) Si la divisién P(x) : (x—2) es exacta, ;qué puedes afirmar del valor P(2)?
b) Si—5 es una raiz del polinomio P(x), ;qué puedes afirmar de la divisién P(x): (x + 5)2

¢) ;:En qué resultado te has basado para responder a las dos preguntas anteriores?
a) Si la division es exacta, el resto es 0, luego P(2) = 0.

b) La divisién P(x) : (x + 5) es exacta, el resto es 0.

c) En el teorema del resto.

= | Inventa dos polinomios de segundo grado que cumplan la condicién indicada en
cada caso:

a) min.c.m. [P(x), Q(x)] = x%(x—3)(x + 2)

b) mix.c.d. [P(x), Q(x)] =2x+ 1

a) Por ejemplo: P(x) = x% Q(x) = (x— 3)(x + 2)

b) Por ejemplo: P(x) = x(2x + 1); Q(x)= 2x+ 1)(x—2)

«i | Tenemos un polinomio P(x) = (x— 1)%(x + 3). Busca un polinomio de segundo gra-
do, Q(x), que cumpla las dos condiciones siguientes:

a) miax.c.d. [P(x), Q(x)] =x—1
b) min.c.m. [P(x), Q(®)] = (x— 1)*(x2 - 9)

Q) =(x-1x-3)

L . T x-=5 x?—5x
el | ;Por qué fraccién hay que multiplicar a para obtener ———=——?
x— x2+3x -4
Habrd que multiplicar por —* 7 Yaque
x2 —5x [x=5 y x? +3x — 4 |x-1
—x? +5x «x % + x x+4
0 4x — 4
—4x + 4

0

«1| Prueba que el polinomio x2 + (2 + b)x + ab es divisible por x + 2 y por x + b para
cualquier valor de a4 y b. ;Cudl serd su descomposicién factorial?

1 a+b ab 1 a+b ab
—a —a —ab —b -b —ab

't sl o0 1 a0

2+ (a+b)x+ab=(x+a)lx+ b
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70.e1 ] ;Verdadero o falso? Justifica y pon ejemplos.
a) Si un polinomio es de grado 3, y otro, de grado 2, su producto es de grado 6.
b)Si P(0) =1, entonces P(x) es divisible por (x- 1).
¢) Si sumamos dos polinomios de grado 3, siempre obtenemos un polinomio de grado 3.
d)Si P(3) # 0, entonces el polinomio P(x) no es divisible por x— 3.
e)Si P(-2) =0, entonces x + 2 es un factor de P(x).
£)Si P(x) = ax?>+ bx+2 y P(+2) = 0, entonces P(x) no puede tener raices enteras.
g) No es posible escribir un polinomio de cuarto grado que solo tenga una raiz triple.
h)El resultado de operar y simplificar la expresion siguiente es un nimero:
(2x+y B x2+y2):(4_y_£)+24y
x xy x y x+2

a) Falso. Su grado serd 5. Por ejemplo: X3 (2 +2) = x4+ 253
b) Falso. Por ejemplo: P(x) = x2+1, PO) =1, pero no es divisible por (x—1)
c) Falso. Por ejemplo: P(x) = wW+l; Q) =—x3+x?-3
P(x) + Q(x) = x> — 2, que tiene grado 2.
d) Verdadero.
e) Verdadero.
f) Falso. Si @=—1 = b, por ejemplo, tenemos —x?>
g) Verdadero.
h) Verdadero.

<2x+y x2+y2>. 4y 2y _<2xy+y2—x2—y2>.<4y2—x2> 2y
x  xy '7_7+x+2y_ xy ' xy +x+2y_
(2xy—x2)-xy 2y 296)/—962 2y 2xy—x2+4y2—2xy

= + = + = =
xy(4y2—x2) x+2y (x+2)2y—-x x+2y 2y +x) 2y —x)

—x+2, quetieneraizen x=1.

4y2 —x? ~ 2y +x)(2y —x)
2y +x) 2y - x) - 2y +x) 2y — x)
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Busca regularvidades y generaliza

Tridngulos y potencias

Observa, comprueba y compara:

1 1

* ;Sabrias afadir una fila més a este tridngulo
numérico?

(Se conoce como tridngulo de Tartaglia).

(@+b)l'=1a+1b

(a+ b)?%=1a?+2ab + 12
(@a+b)3=1a3+3a%b + 3ab? + 163
(a+b)%=1a* + 4a3b + 6a%b? + 4ab3 + 1b*

1

* ;Sabrias escribir el desarrollo polinémico de
(a + b)? sin necesidad de multiplicar el binomio
(a2 + b) por si mismo cinco veces?

1 5 10 10 5 1 — (a+6)°=1a°+5a% +102%6% + 102263 + 5ab* + 16°

Utiliza el lenguaje algebraico
Cuadvado y octogono

Suponiendo conocida la longitud, , del lado del cuadrado azul:

* Calcula el 4rea del octégono amarillo.

e Calcula, también, el 4rea de la estrella.

m?+m?=a*> = m _az2
a2 a4 _a_
x=m= = m =21

" 2
Area del tridngulo sombreado — A = 2x2- X - x?= % (3-242)

Area del cuadrado — A = 42

- 2
Area del octégono — A = Ac — 4Ap=a* -4 - %(3—2ﬁ)=2ﬂ2(«/§—1)

Areadelaestrells — Ap = Ac + 4Ar=a’+4 - %2(3— 242)=24%2(2 - {2)

&9
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Reflexiona y exprésate

jCurioso!

Piensa tres digitos que no sean los tres iguales > Por ejemplo, 5, 8 y 3.
Forma con ellos el mayor nimero ..... (x|y] =] El nimero mayor ..... 853
Forma el menor .....coceeevvuerescuencscnennne (2] y][x] El nimero menor ..... 358

* Comprueba que la diferencia es siempre multiplo de 9 y de 11.

* Demuestra, utilizando el lenguaje algebraico, que la observacién anterior es cierta para
cualquier trio de cifras, x, y, 2z, siendo distintas al menos dos de ellas.

O Ayuda:

m@= 100x + 10y + =
m= 100z + 10y + x

(x| yl[z]-[2][y]*]=(100x + 10y + 2) — (100z + 10y + x) = 99x — 99z = 99(x — )

La diferencia siempre es multiplo de 99 y, por tanto, lo es de 9 y de 11.
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Entvénate vesolviendo problemas

* En cada operacién, sustituye cada letra por una cifra distinta de cero.

Yz Atendiendo a la columna de las unidades, vemos que el valor 5z termina en 0 o

Yz en 5.

yz Como 220 — z=5 y “nos llevamos 2”.

YZ  Atendiendo a la columna de las decenas, 5y + 2 terminaen y. Esa condicién solo
+ YZ  secumple para y=2 e y=7.

Xyz Si y=2, 59+2=12. Serfa x=1. Si y=7, y 5y+2=37. Serfa x=3.

Concluimos que hay dos soluciones: x=1, y=2, 2=5y x=3, y=7, z=5.

ab
X C
de Por tanteo, se llega a la solucién:
+ fg a=1,b=7,c=4,d=06, ¢=8, f=2, g=5, h=9, i=3

* Resuelve estos problemas sin utilizar el dlgebra:

a) Un estanque se alimenta de dos bocas de agua. Abriendo solamente la primera, el estan-
que se llena en 8 horas y, abriendo ambas, en 3 horas. ;Cudnto tarda en llenarse si se abre
solo la segunda boca?

b) En una balsa hay un grifo y un sumidero. El sumidero vacia la balsa en 2 horas.

Un dia, sin darnos cuenta, y estando la balsa llena, abrimos el sumidero pero dejamos el
grifo abierto. La balsa tardé 5 horas en vaciarse.

:Cuadnto tarda el grifo en llenar la balsa?

a) La primera boca llena el estanque en 8 horas. Por tanto, cada hora llena % de estanque.

Las dos bocas juntas llenan el estanque en 3 horas. Por tanto, cada hora llenan % de estan-
que.

1 5

La segunda boca llenard, cada hora, = = —= de estanque.

1
3 8 24

Si en una hora la segunda boca llena 5 de estanque, en llenarlo tardard:

24

% horas = 4 h 48 min

b) El sumidero vacia la balsa en 2 horas — En una hora vacia % de balsa.

La balsa se vacia, con sumidero y grifo abiertos, en 5 horas — Cada hora se vacia % de

balsa.
. 1 1 3
El grifo llena, cada hora, 27570 de balsa.
El grifo tarda en llenar la balsa % horas =3 h + % de hora = 3 h 20 min.

41



Unidad 2. Polinomios y fracciones algebraicas

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

Autoevaluacion

1. Multiplica por el min.c.m. de los denominadores y simplifica.

(x-2)(x+1) Bx-1)2 . 2x-3)(2x+3)
3 8 12

min.c.m. (3, 8, 12) = 24

24 x—2)(x+1) B (Bx —1)2 . (2x-3)2x+3)| _
3 8 12 B

=8(x*—x—-2)—309x%2—6x+1) +2(4x*-9) =
=8x2—8x—16—27x%+ 18x—3 + 8x%2—18 = —11x% + 10x— 37

2. Halla el cociente y el resto de esta divisién:

Baxt—5x3+4x2-1): (x2 +2)

3x4 —5x3 4+ 4x2 — 1 (x%+2

_3x4 —6X2 3x2—5X—2
3 2
—5x° —2x COCIENTE: 3x% —5x—2
5x3 + 10x
RESTO: 10x + 3

—2x% + 10x

2x2 + 4

10x + 3

3. El polinomio x%— 2x3 — 23x% — 2x — 24 es divisible por x — 2 para dos valores enteros
de a. Buscalos y da el cociente en ambos casos.

1 =2 =23 -2 24 1 =2 =23 -2 24
-4 -4 24 —4 24 6 6 24 6 24
l1-6 1-6] 0 |1 4 1 4] 0
Es divisible por x + 4. Es divisible por x — 6.
COCIENTE: x° —6x%+x—6 COCIENTE: x° + 4x% + x + 4

4. Calcula el valor del pardmetro 7 para que el polinomio P(x) = 7x3 — mx? + 3x — 2 sea
divisible por x + 1.

7 —m 3 -2
-1 —7 7+m =-10—m
|7 7-m 10+m[-12-m 12-m=0 = m=-12

5. Descompén en factores los siguientes polinomios:
a) x4 — 1243 + 36x2 b)2x3 + 5x2 —4x -3
a) x* — 123 + 36x% = x2(x% — 12x + 36)

x2—12x+36=0 — x= 12+ 1§4_144 =%=6

x* = 12x3 + 36x% = x2(x — 6)2
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b) 2 5-4 -3
1 2 7 3
2 7 3|_() 2x3 4 5x% —4x—3=(x—1)(x+3)2x+ 1)
-3 -6 -3
2 1[0

6. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:

) 229" by 342b* —6ab?
10x — 5y 3a3b - 64> b*

2= 9Qx-y x by 34207~ 6ab? _ 3ab’(@=20) _p
10x-5  5@x-yp» 5 3a3b — 6a*b*>  3a%b(a-2b) 4

7. Efectiia, y simplifica si es posible.

2x* 8 x*-6 x-3 1 a 2a+1
a) : b) - © +

x—3 x3_3x2 (x-2)2 x-2 a’>-1 a’-a
2 22 8 2P xP(x—3) A

x—3 x3_3x2  8-(x-3) 4
=6 _x=3 x-6-x-3(x=-2) x-6-x+5x-6_5x-12

(x-2)% x-2 (x —2)2 (x —2)2 C(x-2)?
1 a 2¢+1 _ 22-1 & 2a+1  _
o) T = 2 ) =
a g°-1 a@-1) al@-1) a@ -1 ala-1)
21—’ +2a+1 _ 2
a(a®-1) a? -1

8. Halla 2 y b para que al dividir x3 + ax? + bx — 4 entre x + 1 el resto sea —10, y al
dividirlo entre x —2 el resto sea 2.

P1)=-10=(=1P2+a(-1)2+b6(-1)—-4=-1+a-b-4 > a—b=-5
P2)=2=25+4-22+b-2-4=8+4a+2b—4 — 4a+2b=-2
Tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas:

a— b=-5 — 2a—2b6=-10
4a+ 2b=-2 ba+ 26 =-2

6a =-12 > a=-2
2-b=-5—> 2+5=b —> b=3

9. En una parcela de lados x e y se construye una casa, en la zona que

se indica en el dibujo. 50 m

Expresa, en funcién de x e y, el 4rea de la zona no edificada. 30 m
A=xy—(x—50)(y—30) = xy—xy + 50y + 30x— 1500 = 50y + 30x — 1500 x
A = (30x + 50y — 1500) m?

10. Expresa mediante polinomios el drea y el volumen de este
ortoedro:

Volumen: V=x-(x—2) - (x+4) |
Area: A=2(x+4)(x—2) + 2(x = 2)x + 2(x + 4)x e e

43



Unidad 2. Polinomios y fracciones algebraicas

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

Autoevaluacion

1. Multiplica por el min.c.m. de los denominadores y simplifica.

(x-2)(x+1) Bx-1)2 . 2x-3)(2x+3)
3 8 12

min.c.m. (3, 8, 12) = 24

24 x—2)(x+1) B (Bx —1)2 . (2x-3)2x+3)| _
3 8 12 B

=8(x*—x—-2)—309x%2—6x+1) +2(4x*-9) =
=8x2—8x—16—27x%+ 18x—3 + 8x%2—18 = —11x% + 10x— 37

2. Halla el cociente y el resto de esta divisién:

Baxt—5x3+4x2-1): (x2 +2)

3x4 —5x3 4+ 4x2 — 1 (x%+2

_3x4 —6X2 3x2—5X—2
3 2
—5x° —2x COCIENTE: 3x% —5x—2
5x3 + 10x
RESTO: 10x + 3

—2x% + 10x

2x2 + 4

10x + 3

3. El polinomio x%— 2x3 — 23x% — 2x — 24 es divisible por x — 2 para dos valores enteros
de a. Buscalos y da el cociente en ambos casos.

1 =2 =23 -2 24 1 =2 =23 -2 24
-4 -4 24 —4 24 6 6 24 6 24
l1-6 1-6] 0 |1 4 1 4] 0
Es divisible por x + 4. Es divisible por x — 6.
COCIENTE: x° —6x%+x—6 COCIENTE: x° + 4x% + x + 4

4. Calcula el valor del pardmetro 7 para que el polinomio P(x) = 7x3 — mx? + 3x — 2 sea
divisible por x + 1.

7 —m 3 -2
-1 —7 7+m =-10—m
|7 7-m 10+m[-12-m 12-m=0 = m=-12

5. Descompén en factores los siguientes polinomios:
a) x4 — 1243 + 36x2 b)2x3 + 5x2 —4x -3
a) x* — 123 + 36x% = x2(x% — 12x + 36)

x2—12x+36=0 — x= 12+ 1§4_144 =%=6

x* = 12x3 + 36x% = x2(x — 6)2
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b) 2 5-4 -3
1 2 7 3
2 7 3|_() 2x3 4 5x% —4x—3=(x—1)(x+3)2x+ 1)
-3 -6 -3
2 1[0

6. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:

) 229" by 342b* —6ab?
10x — 5y 3a3b - 64> b*

2= 9Qx-y x by 34207~ 6ab? _ 3ab’(@=20) _p
10x-5  5@x-yp» 5 3a3b — 6a*b*>  3a%b(a-2b) 4

7. Efectiia, y simplifica si es posible.

2x* 8 x*-6 x-3 1 a 2a+1
a) : b) - © +

x—3 x3_3x2 (x-2)2 x-2 a’>-1 a’-a
2 22 8 2P xP(x—3) A

x—3 x3_3x2  8-(x-3) 4
=6 _x=3 x-6-x-3(x=-2) x-6-x+5x-6_5x-12

(x-2)% x-2 (x —2)2 (x —2)2 C(x-2)?
1 a 2¢+1 _ 22-1 & 2a+1  _
o) T = 2 ) =
a g°-1 a@-1) al@-1) a@ -1 ala-1)
21—’ +2a+1 _ 2
a(a®-1) a? -1

8. Halla 2 y b para que al dividir x3 + ax? + bx — 4 entre x + 1 el resto sea —10, y al
dividirlo entre x —2 el resto sea 2.

P1)=-10=(=1P2+a(-1)2+b6(-1)—-4=-1+a-b-4 > a—b=-5
P2)=2=25+4-22+b-2-4=8+4a+2b—4 — 4a+2b=-2
Tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas:

a— b=-5 — 2a—2b6=-10
4a+ 2b=-2 ba+ 26 =-2

6a =-12 > a=-2
2-b=-5—> 2+5=b —> b=3

9. En una parcela de lados x e y se construye una casa, en la zona que

se indica en el dibujo. 50 m

Expresa, en funcién de x e y, el 4rea de la zona no edificada. 30 m
A=xy—(x—50)(y—30) = xy—xy + 50y + 30x— 1500 = 50y + 30x — 1500 x
A = (30x + 50y — 1500) m?

10. Expresa mediante polinomios el drea y el volumen de este
ortoedro:

Volumen: V=x-(x—2) - (x+4) |
Area: A=2(x+4)(x—2) + 2(x = 2)x + 2(x + 4)x e e
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Resuelve

1. Halla el lado de un cuadrado tal que el nimero de metros cuadrados de su drea menos
el nimero de metros de su lado es igual a 870. Resuélvelo sin aplicar la férmula de una
ecuacién de segundo grado, teniendo en cuenta que x? —x = x(x— 1) es el producto de
dos niimeros consecutivos. (Descompén 870 en factores).

870=2-3.5-29=30-29

2

Asi vemos que: x°—x=x(x—1)

Por tanto, x = 30 unidades.

2. Halla la profundidad del estanque del primer problema chino.

Agtpevio = T = 10T — 7= {10

9

2 5 x4+ 2+ 1=x2+10 = x= 5

(x+1)2=x%+7r

El estanque tiene una profundidad de % pies.

3. Halla la altura de la rotura en el segundo problema chino.

x+y=10 - y=10-x
y2=x2+9 — 100 + x2—20x=x%+9 —
— 100-9=20x —

S ox= 2L _ 455

20

La rotura se ha producido a 4,55 pies de la base.
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1. Resuelve:
a)2x2-50=0 b)3x2+5=0 Q) 7x2+5x=0
A)2x2-50=0 > x2=25 > x=415

Soluciones: x; =5, x, =-5

b)3x?2+5=0 = x%= —%. No tiene solucién.

O7x2+5x=0 > x(7x+5)=0 > x=0, 7x+5=0 — x=—%

Soluciones: x; =0, x, = —%

2. Resuelve:

a) 10x2-3x-1=0 b)x2 —20x + 100 = 0 0)3x2+5x+11=0

3249440 3+7 1/2
Ax= " =0 ‘<_1/5

Soluciones: x; = %, X = _1

5
b)x2—20x+ 100 = (x—10)2=0 — x=10

Solucién: x=10

O x= S5+ «/265—132

. No tiene solucién.

3. En un tridngulo rectingulo, el lado mayor es 3 cm mds largo que el mediano, el
cual, a su vez, es 3 cm mads largo que el pequeiio.

:Cudnto miden los lados?

(x+6)% = (x+3)%+x?
x+3 22+ 12x+36=2x2+6x+9
x2—6x-27=0

x+6

X

x_6i«/36+108_6i«/144 _6112_<9
- 2 - 2 2 -3

Solo es valida la solucién x = 9.

Los lados del tridngulos miden 9 cm, 12 cm y 15 cm.
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4. Resuelve.

a)3x%-12x2=0 b)3x% +75x2 =0 J7x%-112=0
dDx4-9x2+20=0 e 4x%+19x2-5=0 x4 +9x2+18=0
=0
3xd — 12x2 = x2(3x2 - 12) = 0 x
a) 3x x= = x~(3x ) <x=i2
Soluciones: x; =0, x, =2, x3=-2
-0

b) 3x% 4+ 75x2 = x2(3x2+75) =0 < xz

x*=-75/3. Sin solucién.
Solucién: x=0
O7x4-112=0 - x%=16 > x2=4 — x=4+2
Soluciones: x| =2, x, =-2

d) Hacemos el cambio z = x2.

2 B 9+4/81-80 9+1 _ 5
z°=9z+20=0 —> z= 3 == _<4

Si z=35, x=+45.
Si z=4, x=+2.
Soluciones: x| = V5, x2=—«/§, x3 =2, x4=—2

e)Sea z=x> = 4z2+19z2-5=0

oo Z19x (361080 19+ V1 _ 19521 14

8 8 8 s
Siz= %, X = i%.
Si z=-5, no existe x.
Soluciones: x| = %, X, = _%

2

f)Sea z=x* = 22+9z+18=0

_9:y81-72 99 9:3 -3
£ 2 T2 T2 ‘<_6

La ecuacién original no tiene solucién.
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S. Resuelve estas ecuaciones:

X 2x 5 x _3
s s Tk L e
1 L=é x+1 1-— x=i
c)x+ 2 4 )x+5 x—4 2

x(x+1)+2x(x—1)=3x-1)(x+1)=0
2+x+2x —2x—3x2+3=0
—x+3=0 = x=3

3

Comprobamos sobre la ecuacién original: = + % 3 — es valida.
Solucién: x=3

b) 10(x + 3) + 2x(x + 2) = 3(x+ 2)(x+3) =0
10x + 30 + 2x2 + 4x— 3x2 = 15x— 18 = 0

X2 _x+12=0 > «x

2
Comprobamos las soluciones sobre la ecuacién original:

5 3 1_3 _ r
3+2+3+3_1+2_2 — x =3 esvilida.

S5 . -4_-5_ 4_3
[ Rl S el M
Soluciones: x; =3, x, =—4

Qdx+4-3x2=0 > 3x2—4x-4=0
41«/16+48 4+8 2
- c - =<

x=—4 esvalida.

6 -2/3
Comprobamos las soluciones sobre la ecuacién original:
1,1_3 - {li
Tt AT — x=2 esvilida.
3.9__3

—5+ Z =_Z¢% - x:—% no es valida.
Solucién: x=2

d)2x+ Dx—4) +2(1 —x)(x+5) =5 +5)(x—4) =0
2x2 —6x—8—2x2—8x+ 10— 5x% - 5x+ 100 = 0

5x2+ 19x—102=0 — x= ‘191J31%1+w=—191349 _

Comprobamos las soluciones sobre la ecuacién inicial:

3+1 + 1-3 _£+2_&—2 — x =13 esvilida.

3+5 3-4 8 7 8 2

—29/5  39/5 29 39 135 _5 _ 34 .
9/5 T 54/5 9 54 54 2 —> X 5 vélida.
Soluciones: x; = 3, x, = _%

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

2 _ C—1+41+48 127 3
rx-12=0 = x= == _<_4

—34/5
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6. Resuelve las ecuaciones siguientes:

a)x—2x-3 =1 b)Vx+4-J6-x=-2

c)m—7=2x d)/20-x=x-8

a) x— 1 = y2x — 3. Elevamos al cuadrado ambos miembros:
x2—2x+1=2x-3 = x> —4x+4=0 — x= M# =2
Comprobamos la solucién sobre la ecuacién inicial:
2-1=4-3.Esvélida.
Solucién: x =2

b) yx + 4 = y6 — x — 2. Elevamos al cuadrado ambos miembros:
x+4=(6-x)+4-4y6—-—x > 2x—6=—4J6—x
Volvemos a elevar al cuadrado los dos miembros:
4x% — 24x+36=16(6-x) — 4x%—24x+36=96—16x —

— 4x*—8x-60=0 — x*-2x-15=0

_2+44+60 2+8 5
S ) ‘<_3

Comprobamos las soluciones sobre la ecuacién inicial:

V5+4246-5-2 = 32-1 = x=5 noes vilida.
o Solucién: x=-3
V-3+4=y6+3-2 = 1=3-2 — x=-3 esvilida.

o) Vx% +2x +9 = 2x + 7. Elevamos al cuadrado ambos miembros:
x2+2x+9 =4x% +28x+49 — 3x2+26x+10=0

L. —26£676-480 _ 26196 _ 26:14 _ < —2
6 6 6 ~20/3

Comprobamos las soluciones sobre la ecuacién inicial:

Vi —4+9-7=-4 — x=-2 esvilida.

Solucién: x=-2
400 40 —40 20 1
T_T+9—7;¢?%x———3 no es vilida.

d) Elevamos al cuadrado ambos miembros:

20—x=x2+64—16x = x*>—15x+44=0

15¢,/225—176_15i@_15i7_<11
2 S22 4

Comprobamos las soluciones sobre la ecuacién inicial:

J20-11=11-8 — x =11 es valida. Solucig 0
JV20-424-8 — x=4 no es valida. otucton: X =
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7. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:

a)3x2_5=81

Q)45+ 45v2 =272

e)5*=193

a) 375 =81
3325 _ 34
x2-5=4
x?=9
x=49=23

Soluciones: x; =3, x,=-3

Q) 4+ 452 =272
4%+ 4% . 42 =272
4%+ 16 -4%=272
17 - 4%=272
4 - %

4 =16
x=2
Solucién: x =2

e) 5°=193
log 5* = log 193
x - log5 = log 193

log 193
= = )2
X log > 3,27

Solucién: x = 3,27

b)25+1=3/4
d)2* +2%+3 =36
£)27°-2- 835
b)2x+1= 3@

X+ 1_ 22/3
2

x+1==%

3
1

xX=—=

3

Solucién: x=—L
olucién: x = —3

d) 2%+ 273 = 36
2% 42%.23 236
24+ 8.25=36
9.2%=36

36
2% 20
9

2%=4

x=2

Solucién: x=2
f)2¥-2 2835

log (2°=2) = log 835

(x2=2) - log2 = log 835

2o log 835
log 2
2o log 835 .9
log 2

wox 885 5
log 2

Soluciones: x; = 3,42; x, ~—3,42
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8. Aplica la definicién de logaritmo para calcular x en cada caso:

a) log, 2x—1) =3
¢) log 4x = 2
e) log B3x + 1) = -1
a) log, 2x—1) =3
2= 2x—1
8+1=2x
9

x==

2
2

Solucién: x =
c) log4x=2

102 = 4x

100 = 4x

x=25

Solucién: x =25

e) log(3x+1)=-1

1071 =3x+ 1

1

10 =3x+1
_ 3

=70

Solucién: x = %

b)log, (x + 3) = -1
d)log (x-2) =2,5
f) log, x2-8)=0
b) logy (x + 3) = -1

271 =x+3
%=x+3
_ =

=7

-5

Solucién: x =

d)log (x—2)=2,5
10%° = x -2
102 = x -2
«/1705 +2=x
x=2+100410
Solucién: x =2 + 100410
f) log, (x* - 8) = 0

20_x2_38
1+8=x?

9 = x?2
x=+y9 = £3

Soluciones: x; =3, x,=-3

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4
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9. Resuelve las ecuaciones siguientes:

10.

a) 7x% = 63x2 b)x%-10x2+9=0
) 4x*-5x2+1=0 dDxt+5x2+4=0
=0
x4~ 63x% = x*(7x* - 63) = 0 X
a) 3x x= =x-(7x ) <x=13

Soluciones: x; =0, x, =3, x3=-3

b) Hacemos el cambio z = x2.

2 ~ _10+4y100-36 10+8 _ z=9
z°=102+9=0 > z= 7 =5 _<z=1

Si 2=9 > x=43
Siz=1 = x=121
Soluciones: x; =3, xy=-3, x3=1, x4=-1

¢) Hacemos el cambio z = x2.

2 _ _ _5%425-16  5+3 _ z=1
4z -5z+1=0 > z= g =3 _<z=1/4

Si z=1 = x=1%1

Siz=% %xzi%

Soluciones: x; =1, x, =—1, x3= %, X4 = _%

d) Hacemos el cambio z = x2.
—5+425-24 5+1 _<z=—3

2 = =
2°+52+4=0 > z 3 3 >

En ninguno de los dos casos hay solucién para x.

Resuelve.

a) Jdx+5=x+2 b)Jx +2=x
c) (/;—x+2><&—3)<«/;+3>=0

a) Elevamos al cuadrado ambos miembros:

4x+5=(x+2)? > 4x+5=x?+4x+4 > x*-1=0 > x=21

Comprobamos las soluciones sobre la ecuacién inicial:
V4+5=1+2 — x=1 esvilida.
J=4+5=1 > x=-1 esvilida.

Soluciones: x; = 1; x, = -1
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1.

b) yx = x— 2. Elevamos al cuadrado ambos miembros:

x=x?—4dx+4 > x*-5x+4=0 > x=

5+425-16 5+3
2 2

Comprobamos las soluciones sobre la ecuacién inicial:

J4=4-2 > x=4 esvilida.
J121-2 — x=1 no es vélida.

Solucién: x =4

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

S

O Vx—x+2=0 = yx=x-2 > x=x*—4x+4 > x> -5x+4=0 >

— x=

5+425-16 4
2 _<1

Comprobamos las soluciones:
J4-2+2=0 = x=4 esvilida.
J1-1+220 — x=1 no es vilida.
*x-3=0 > Jx=3 -5 x=9
e Jx +3 =0 no tiene solucién.

Soluciones: x| =4, x,=9

Resuelve estas ecuaciones:
a)3x%2-48=0 b)3x%+48=0
d)6x%2-x-1=0 e)10x2 + 9x=5,2

a)3x2-48=0 — x2=43—8= 16 > x=+4
Soluciones: x; =4, x,=-4
b)3x%+48 =0 — x2=-16, no tiene solucidn.

Q) 5x2—7x=0 = x(5x— 7)—0<7/5

Soluciones: x; =0, x, = 7

5

1+\/1+2 1/2
d)6x?—x-1=0 - x=
)6x* — x x = <_1/3

bonec)
e) 10x%2 +9x=52 — 10x2+9x-52=0
—9+ /81+20 <2/5

Soluciones: x; =

—13/10
i -1
Soluciones: x; = %, Xy = 103
£ Tx?=3x+4=0 > x @, no tiene solucién.

)5x2-7x=0
£)7x2-3x+4=0
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12. Resuelve.

47°-22-8__ 1 2-1_ [p
a) T024 b)3 27
) 2¥+142%+3 2320 d)2,5% = 49
4x2—2x—8= 1 2x—1= 2
a) To3% b)3 27
4x2—2x—8 _ 4—5 32x—1 _ 33/2
X2—2x—8=-5 2x—l=%
x2=2x-3=0 x:%
2+44+12 2416 _ 3 5
X = 3 = —<_1 Solucién: x = T
Soluciones: x| =3, x, =-1
o) 28+ 1 4 2x+3 2320 d)2,5° =49
2¥.2+2%.2% =320 log 2,5% = log 49
2.2+ 8.2%=320 x - log 2,5 = log 49
10 - 2% = 320 oo 10849 45
log 2,5
2% = 31200 232225 Solucién: x =~ 4,25
x=5

Solucién: x=5
13. Resuelve.

a) x+7+x2—3x+6=1 b) x+1 +x—1=2
x+3 x2+2x-3 X2 - 2x X

a) Observamos que x% + 2x—3 = (x + 3)(x — 1).
e+ Dlx—1) + (x2=3x+6) =x%+2x—3
X2+ 6x—7 +x2—3x+6—-x%-2x+3=0

x% + x+2=0. Esta ecuacién no tiene soluciones.

b)x+1+@x=—1)x-2)-2(x%*-2x)=0

x+1+x2-3x+2-2x*+4x=0

2 B 244412 2+ 4 3
x“=2x-3=0 > x= 3 =5 —<_1

Comprobamos las soluciones sobre la ecuacién inicial:

4 .2_6 _ _ ot
3 + 53 2 — x=3 esvilida.
0

=2 _ - At
3t =2 = x=-1 esvilida.

Soluciones: x; =3, x, = -1

10

Matematicas orientadas
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14. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)x%—10x3 + 542 + 40x—36=0

) | 1-10 5 40 -36
1 1 9 —4 36
1 9 —4 36 0
2 2 -14 -36
1 —7 —18[ 0
9 9 18
1 2 0

b) (x4 — 13x2 + 36) (%+

El polinomio factorizado es: (x — 1)(x — 2)(x — 9)(x + 2)

Soluciones: x; =1, x, =2, x3=9, x4=-2

b)x*—13x2+36=0

2

Hacemos x“ = ¢:

2 1314+36=0 — 1= 0% 139—144 =<t=9 -

1 1 10
— 4+ ——2=0 >
X+x2 9 0

- x=

Soluciones: x; =3, x, =-3, x3=2, x4=-2, x5 = —%, Xg ==

15. Resuelve.

aA)yx+4+7=2x
o) yx—-2-yJy12—x=2

9x + 9 — 10x?

t=4 —

-9+ y81+360 _ -3/5

b)V13-x% +x=5
d)Jx-5+x=5

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

=0 > —10x2+9x+9=0 —

D fx+4+7=2x > {x+4=2x-7 > x+4=4x>-28x+49 — 4x*-29x+45=0 >

— X

294 /841-720 _ 5
- 8 _< 9/4

Comprobamos las soluciones sobre la ecuacién inicial:

JV5+4 +7=10 = x=5 essolucién.

/19 18 _9
4+4+7¢ 4 —>x—4

Solucién: x=5

no es solucién.

b)V13—x?> +x=5 = y13-x?=5-x — 13-x2=x>—10x+25 —
5 22— 10x+12=0 — x= 10”1400‘96 =<;

J13-9 +3=5 — x=3 esvilida.
J13—-4 +2=5 = x=2 esvilida.

Soluciones: x; =3, x, =2

1l
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Ofx—2-Y12—x=2 = {x-2=2+412—x > x-2=4+12-x+4/12—-x —
- 2x—18=4y12—-x = x-9=2J12—-x —
— x?2+81—18x=48—4x — x*—14x+33=0 —

14£(196-132 11
_ 5 _<3

— X

J11-2-J12-11 =2 — x=11 esvilida.
V3-2-J12-3 %22 — x=3 no es vilida.

Solucién: x=11
Difx=5+x=5 > Jx-5=5-Jx =5 x-5=25+x-10/x —
— x=5-25-x=-10yx = -30=-10yx = 3=Vx — 9=x
Comprobamos la solucién sobre la ecuacién inicial:

H-5+y9=5 > x=9 esvilida.
16. Resuelve.
a) log, (5x + 6) =2
¢) log (Jx-3) = -1
2) log; (5x + 6) = 2

b)log; (2-3x) =0
d) log, (x% - 3x) =2
b) logs (2-3x) =0

72=5x+6 30=2-3«x
49 =5x+6 1=2-3x
49 — 6 =5x 3x=2-1
43 = 5x 3x=1
_ 43 _ 1
x= 5 x=3
Solucién: x=4—3 Solucién: x= L
5 3
c) log (Yx = 3) = -1 d) log, (x* - 3x) = 2
10 =yx-3 22 - x2 _3x
%+3=& x2_3x—4=0
31 _ 349416 3+425 4
o~ = 2 2 ‘<_1
2
_(31) _ 961 . o __
= (1()) =00 Soluciones: x| =4, x, =-1
961
Solucién: X= 700

12
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1. Resuelve utilizando el método de sustitucion:

a){ x+5y=7 l)){Sx+y=8 C){.’)x+10y=6

3x-5y=11 3x—y=11 x+ 2y=1

Resuélvelos de nuevo por el método de igualacidén.

a) x+5y=7 } x=7-5y

3x—5y=11] 3(7=5)=5y=11 — 21-20y=11 — 20y=10 — y=1/2
_ 1 _7_5_9
Y=g x5

b)5x + y=8 } y=8-"5x

3x—y=11] 3x-8+5x=11 = 8x=19 — x=19/8
_19 g 5.19__ 31

*= 3 — y=8-5 5 <

Solucién: x:%’yz_%

Q) 3x+10y=6| 3(1-2))+10y=6 — 3+4y=6 — y=3/4
x+ 2y=1| x=1-2y

_3 _ _éz_L

)’—4 - x=1 : 5

s 2 __L =i
Solucién: x = =

2. Resuelve por el método de reduccién:

x+5y=7 3x - 5y=-26
a) b)
3x-5y=11 4x +10y =32
a) x+5= 7 b) 3x — 5y = =26 .., 6x— 10y = =52
3x — 5y =11 4x +10y = 32 4x + 10y = 32
4x =18 =5 x=9/2 10x =-20 5 x=-2
Jasy=7 > y=202-1 3.(-2)=5y=-26 — —6-5y=-26 — y=4

9

Solucién: x = > )= % Solucién: x=-2, y=4

13
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3. Resuelve aplicando el método de reduccién:

22x+ 17y =49

31x - 26y =119
2%+ 17y =49 | —5L 5 682x + 527y = 1519
3lx— 26y = 119 222 6825 + 572y = —2618

1099y =—-1099 — y=-1

22x + 17y = 49 } 126 570x 4 442y = 1274

31x — 26y = 119 —2217 5 527x — 442y = 2023

1099« =3297 = x=3

Solucién: x=3, y=-1
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1. Resuelve estos sistemas:
—y=15 2 2 _
2 x—y byl ¥ Y 41
xy =100 x*—y*=9

) x—y=15| x=15+y
xy=100 | (15+)y=100 = »?>+15y-100=0

5 _15¢J2225+W__152125 =<320

Siy=5—>x-5=15 = x=20

Si y=-20 = x+20=15 = x=-5

Soluciones: x; =20, y; =5; x, =-5, y, =-20
b) x2+y2=41}

xz—y2=9

2x? =50 = x=15

Si x=5 — 25+92=41 — y=+4

Si x==5 — 25+9y2=41 — y=+4

x2+xy+y2=21
x+y=1

Soluciones: x1 =5, Y= 4; Xy =5, Jo = —4; X3 = -5, J3 = 4; x4 =-5, Y4 = —4

9) x2+xy+y2=2l
x+y=1 x=1-y

(1—)/)2+(1—y)y+y2=21 - y2—2y+1—y2+y+y2—21=0

1+y1+80 1+9 _ 5
-3 _<_4

y2—y-20=0 — y-= >

Si y=5 - x=-4
Si y=—4 - x=5

Soluciones: x; =—4, y;=5; x,=5, y,=—4

15
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2. Resuelve:

2x—y-1=0 =18 =x?
a)< j Ng b) xX+) C) y+8 X
K —T7=y+2 xy=y+6x+4 y-2x=0
l.,.i_i:l «/;—./y—x=2
d)| x y xy e) 4
x+y=5 S5x =4y

Q) 2x—y—-1=0| y=2x-1
X2 —T7=2x-1+2 > x*-2x-8=0

_Zi\/4+32_216_ 4
= 2 ) ‘<_2

Six=4 > y=7

Si x=-2 — y=-5

Soluciones: x; =4, y;,=7; x,=-2, y,=-5
b)x+ y=18 y=18-x

xy=y+06x+4

x(18=x)=(18=x) +6x+4 — 18x—x*—18 +x—6x—4=0

2 _ _13+£4169-88 13+9 11
x°—=13x+22=0 = x= 3 == _<2
Si x=11 = y=7

Six=2 —= y=16

Soluciones: x; =11, y,=7; x, =2, y, =16
C))/+8=x2

y—2x=0| y=2x

2 B C2x4y4+32 246 4
x“=2x—8=0 > x= 5 =5 _<_2

Six=4 = y=8
Si x=-2 — y=-4

Soluciones: x; =4, y;=8; x,=-2, y,=—4
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Trabajamos sobre la primera ecuacién para simplificarla:

;+2_£=lﬁﬂ+£_£=ﬂ
x oy X S A
Asi, el sistema queda:

2y+3x—6=xy

X+y=5

— 2y+3x—-6=xy

Despejamos x en la segunda ecuacién, x =5 —y, y sustituimos en la primera ecuacién:
2y+35-9)-6=5-9 -9y > 2y+15-3y—6=5y-9> > > —6y+9=0 -
6243636 _6 3, yo5-3-2

- 2 2"

Solucién: x=2, y=3
&) Jx—Jy—x=2
5x =4 y=5—

Y 4

S5x _ _[5x —4x _ [x _ﬂ_
e T R e R e g R e

%72&2_‘/;=2—>‘/;=4—>x=16 —>y=—5'416=20

Solucién: x =16, y=20
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1. Di dos soluciones enteras de cada una de las siguientes inecuaciones:

a) 3x < 50 b)2x +5 > 25
c)7x+4<19 d)x?+x<50
Por ejemplo:

aA)x=2, x=10 b)x =10, x=20
)x=0, x=2 dx=0, x=5

2. ;Cudles de los siguientes valores son soluciones de la inecuacién x% — 8x < 122

a) -5 b)0 o1l d)2
e) % f) 3,2 g)5,3 h)10

a) (=5)2=8-(=5)=25+40=65>12 — x=-5 no es solucién.
b)0-0<12 — x=0 siessolucién.
01,12°-8-1,1=1,21-8,8=-7,59<12 — x=1,1 sf es solucién.
d)22-2.8=4-16=-12<12 — x=2 sies solucién.

2
5 5_25 5o__55 _5 .
e) <7> —8-?——4 20 v <12 — «x 5 sies solucién.

£)3,22-8.3,2=10,24-25,6=-1536<12 — x=3,2 sies solucién.
) 5,32 -8.5,3=28,09-42,4=-14,31 <12 — x=5,3 si es solucién.
h)102-8-10=20> 12 — x=10 no es solucién.

3. Traduce al lenguaje algebraico:
a) El triple de un niimero mds ocho unidades es menor que 20.
b) El niimero total de alumnos de mi clase es menor que 35.

¢) Si mi dinero aumentara al triple y, ademds, me tocaran 20 €, tendria, por lo menos,
110 €.

d) Todavia me quedan por pagar 20 mensualidades para acabar con la hipoteca. Es decir,
al menos 6000 €.

a) 3x + 8 <20
b)1 <x<35
c)3x+20=>110
d) 20x > 6000
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4. Resuelve grificamente las siguientes inecuaciones:

a)3x>9 b)3x>9
3x+2<11 d)3x+2211
e)2x-3<5 f)2x-3<5
)3x>9 > 3x-9>0 b)3x>29 = 3x-920
Y Y
y=3x-9 y=53x-9
X X
x>3 x=3
0)3x+2<11 — 3x-9<0 d)3x+2>11 — 3x—-9=20
Y Y
=3x-9
y=53x—9 dui|
_x<3 X X
x=3
e)2x—3<5 = 2x-8<0 f)2x—3<5 - 2x-8<0
Y Y
y=2x-8
y=2x-18
X X
k<4 k<4

5. Observa el siguiente didlogo:
— ;Cudntas veces has ido al fiitbol?

— El triple de ellas mds 2 no llega a 10.

Expresa en lenguaje algebraico la respuesta, resuélvela y, después, da las soluciones te-
niendo en cuenta que han de ser niimeros enteros no negativos.

B3x+2<10 — 3x<8 — x<%=2,8

La respuesta es: 2 veces o 1 vez o ninguna vez.
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6. Resuelve grificamente las siguientes inecuaciones teniendo en cuenta la representacién
de la funcién y = x2 - 5x + 4:

Ax+4<x’>-5x+4
b)—x+4<x*-5x+4 \\\ III
O)xt-5x+4<x-1
dDx?-5x+42x+1 \\ /
©x2—5x+4<—-6+2x \
f)x2-5x+4<-2
a) y=x?-5x+4 y=x+4 b) y=x2-5x+4
Y Y
\ | \ |
\ | y=—x+4 1\ |
\ | \ |
\ / \ /
\ / \ /
\ / \ /
X X
e 7
x< X2 x<0] [ x> 4
9] y=x?-5x+4 d) y=x2-5x+4
Y Y =x+1
\ | y=x-1 \ |
\ | \ |
\ | \
\ / \ /
\ / \ /
\ / /
X X
([rl<x<47[) x<3-46 x>3+ N6
€) y=x*-5x+4 f) y=x>—5x+4
Y Y
\ \ |
\ | \ |
\ | /7==6+2x \ |
\ \ /
\ f \ /
\ / \ /
X X
y=—2
Q —e
2<x<5 2<x<3
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7. Resuelve algebraicamente las siguientes inecuaciones. Observa que son muy parecidas a
las que se han resuelto arriba:

a)2x+420 b)2x+4<0 c)—2x+7>%—3

d)—2x+72%—3 e)—x2+4x22x-3 f)—x%+4x<2x-3

2)2x+42>20 — 2x>—-4 — x>-2. Intervalo [-2, +oo0).
b)2x+4<0 — 2x<—-4 — x<-2. Intervalo (—co, —2).

c)—2x+7>%—3 — —4x+14>x—6 — 5x<20 — x< 4. Intervalo (—oo, 4).

d)—2x+72%—3 — —4x+142x—6 — 5x<20 — x<4. Intervalo (—oo, 4].

e) x2+4x>2x—3 > x2+2x+320 > x2-2x-3<0
Las raices de x2—2x—3=0 son x=3 y x=—1.

No Si No
"

@1 O 3@
Solucién: —1 < x < 3. Intervalo [1, 3].

f)x?+4x<2x—3 = x2-2x-3>0 (Raices: 3y -1)

Si No Si
A

21 O 3@

Solucién: x<—-1 y x> 3. Intervalo (—oo, —1) U (3, +c0).

8. Resuelve algebraicamente.
a)3x-5>13 b)5x+1<x+9 c)3-2x>x+5
d)7-11x+2<23 + 4x e©x’>-3x+2<4x-8
2A)3x—5213 — 3x218 — x=6. Intervalo [0, +).

b)5x+1<x+9 — 4x<8 — x<2. Intervalo (oo, 2).

)3-2x>x+5 = 3x<-2 — x<—%. Intervalo (—oo, —%)

d)7-11x+2<23+4x > 15x>-14 — xz—%. Intervalo [—%,+oo).

e)x?—3x+2<4x—-8 > x2—7x+10<0
Las rafcesde x> —7x+10=0 son x=5 y x=2.

No Si No

® 2 6 5 ©

Solucién: 2 < x < 5. Intervalo [2, 5].

21



Unidad 3. Ecuaciones, inecuaciones y sistemas

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

9. Resuelve las inecuaciones a), c) y d) del ejercicio 3 de la pagina 66 e interpreta la solu-
cién.
2)3x+8<20 — 3x<12 — x<4. Intervalo (—oo, 4).
Cumplen esta condicién todos los nimeros que sean menores que 4.

b) Al tratarse de alumnos de una clase, x no puede ser negativo ni cero (alumnos de “mi” cla-
p &
se). Por tanto, 1 < x < 35. Intervalo [1, 35).

El niimero de alumnos va desde 1 hasta 34.
)3x+20>100 = 3x>90 — x>30
Tiene, al menos, 30 euros.
d)20x> 6000 — x> 300

Cada mensualidad de la hipoteca asciende, al menos, a 300 euros.
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10. Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones:

) x+3<7 b 2x—-3<3x+5 2x—-3<3x+5

a C

x-120 7x+1<13 +4x 7x+1213+4x
2 _ 2 _ 2 _

d)x 7x+6<0 o x°—7x+6<0 f x°—7x+6<0
3x+2>17 2x+5<7 2x+5<7

Q) x+3<7| x<4
x—120

x2>1 1 4

Solucién: 1 < x < 4. Intervalo [1, 4).

b)2x —3<3x+5] x>-8 o
7x+1<13+4x| x<4 -8 0 4
Solucién: -8 < x < 4. Intervalo (-8, 4].

Q) 2x—3<3x+5] x>-8 o
7x+1213+4x| x>4 -8 0 4

Solucién: x = 4. Intervalo [4, +o).

d)x* - 7x+6<0
3x+2>17 3x>15 = x>5
Las raices de x2—7x+6=0 son x=6y x=1.

No St No
W

©r ® O

(Soluciones de 3x + 2 > 17)

Soluciones del sistema: 5 < x < 6. Intervalo (5, 6].

e) x2—T7x+6<0
2x +5<7 2x<2 — x<1

(Soluciones de x*—7x+6 < 0; apartado d)
Gr——

1 23 456

-0

No hay soluciones para este sistema.

£) x> - 7x+6<0
2x+5<7 x<1

(Soluciones de x*—7x+6<0; apartado d)

e
1 6
e

Solucién del sistema: x = 1.
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La base de un rectingulo mide 10 cm mds que su altura. Si la base aumenta un
20% y la altura un 30 %, el perimetro aumenta un 24 %. Halla las dimensiones del rectin-
gulo.

base nueva = 1,2(x + 10)
x  altura nueva = 1,3x

perimetro nuevo = 2 - [1,2(x + 10) + 1,3x]

x+10

Como el perimetro nuevo es un 24 % mayor que el inicial:
2. [1,20c+ 10) + 1,3x] = 1,24 - 20 + 10 + %)

Sx + 24 =4,96x + 24,8 — 0,04x=0,8 — x=20
Solucién: base = 30 cm, altura = 20 cm

En otro viaje de 450 km, la velocidad de ida fue inferior en 15 km/h a la de vuel-

ta y tardé una hora mds. Halla las velocidades y los tiempos empleados.

A la ida la velocidad es v y el tiempo 2
A la vuelta la velocidad es v — 15 y el tiempo #+ 1.

Planteamos el sistema:

v-t=450 v-t=450
(=15 (t+1)=450| " vt+v—15¢—-15=450( 450+ —15¢—15=450 —

- v—=15t=15 = v=15+15¢ > (15 + 159t =450 —
— 157+ 1562 =450 — 15#2+15¢-450=0 — 2 +t-30=0 —

_ -1+4y1+120 _ —1+4121 =<5
2 2 —6 No vale.

-t

Sit=5 > v=15+15-5=15+75=90
Solucién: A la ida va a 90 km/h y tarda 5 horas.
A la vuelta va a 75 km/h y tarda 6 horas.

Resuelve.
23+2x_3.2x+1+1=0
22.2%_3.2.241=0 - 8-(29%2-6-2+1=0

Sea z=2%

2 _ _6+y36-32 644 1/2
8z°—6z+1=0 > z= G =1 —<1/4

Soluciones: x; =-1, x, =-2
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Practica

1. a1 Resuelve las siguientes ecuaciones. Las que sean de 2.° grado incompletas, resuélve-
las sin aplicar la férmula general.

x-1)x+2) x-3 ; (x+1)(x-2)
S R S 6

b)(x+1)2-(x=2)%=(x+3)%>+x%2-20

0 x(x—-2) _x+l _x-3 x-4
4 6 2 3

1)_x-2 xz—l=
d)x<x+2) >t 3 0

Q) (x—Dx+2)—4(x-3)=12+2(x+ 1)(x—2)
X2+ x—2—4x+12=12+2x*-2x—4

2 _ =13 _ 1
x“+x—-2=0 — x= 7 —<_2

Soluciones: x; =1, x, =-2
b)x?+2x+ 1 —x? +4x—4=x2+6x+9 +x%—-20

2262 -8=0 > x?=4 - x=2; x=-2

Soluciones: x| =2, x, =-2
) 3x(x—2)—2(x+1) =6(x—3) —4(x—4)
3x2 —6x—2x—2=06x—18 —4x+ 16

3x2-10x=0 — x(3x—10)=0 — x=0; x= L0

3
Soluciones: x; =0, x, = %
2ee1) x-2 K21 _
d)x( 5 ) 5t 3 =0

3x(2x+1)=3x-2)+2x%2-1)=0

6x2 +3x—3x+6+2x2—-2=0 — 8x%+4=0 — No tiene solucién.
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2. a1 Resuelve las siguientes ecuaciones:

) (x—3)2_(2x—1)2=§ b) (x+1)2_1+x=(x—1)2_2+x
4 16 16 16 2 16 4
2
o (x+1)2%= %(5x+ 6) - 2x2+1) d)2(x+%> +%=(%—x)(7x+l)—4

a) 4(x* —6x+9) — (4x2 —4x+ 1) =35
4x? — 24x+36—4x? + 4x—1=35 = —20x=0
Solucién: x=0
b)x? +2x+1-8(1+x) =x?—2x+1-4(2 +x)
x?+2x+1-8-8x=x?—2x+1-8—4x
—6x—7=-6x—7 — 0x=0 — Tiene infinitas soluciones.
©) 2(x% + 2x + 1) = 5x2 + 6x — 2(2x2 + 1)
2x% + dx+ 2 =5x% + 6x—4x? =2
B 2iJ——12

x2-2x+4=0 > x= — — No tiene solucién.

d)4x? +4x+ 1 +25x=5x+1—14x*—8
18x% + 24x+8=0 — 9x2+ 12x+4=0 — x=%=—%

Solucién: x = —2
olucién: x = —%

3. a 7] Resuelve.

a)xt—4x?+3=0 b)x*-16=0 )xt—25x2=0
d+* - 18+ + 81 =0 ) @2+ 12=5= (P +2)(*-2)
a) Cambio de variable: x2 = y

2 _ C4+J16-12 442 y=3 - x=%3
Yor3=0 - 2 -2 _<y=1 — x=zl

Soluciones: x; = V3, Xy = /3, x3=1, x4=-1
b)x4=16 = x=1+4%16

Soluciones: x| =2, x, =-2
o) x2(x*-25)=0

Soluciones: x; =0, x, =5, x3==5
d) Cambio de variable: x? =y

18+ 40
2

> —18y+81=0 — y= =9 - x?=9

Soluciones: x| =3, x, =-3
©)dxt+dx?+1-5=x%—4

x4 4 4x2 =0 > x2Bx2+4) =0 > x2=0 > x=0

3x% + 4 =0 no tiene solucién.

La solucién de la ecuacién es x = 0.
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4. a 7] Resuelve.

a) x+2

5x+6 x—4 _x-1__
2 b) x 4x 3x

0 x-3 x+3_2 d)x_x—1=3x—1

x x2 3 x+1 2
a)2(x+2) +2x-3x=x(5x+ 6)

2x+4+6x2=5x2+6x > x*—4x+4=0 > (x=2)2=0 > x=2

+3x =

Comprobamos sobre la ecuacién inicial la validez de la solucién.
Solucién: x =2

b)4(x—4) — (x—1) = -3x - 4x
4—16-x+1=-12x2 = 12x2 +3x-15=0 — 4x?>+x-5=0

—1+/81 _1:+9 _ 1
X2 T3 '<_10/8=—5/4

Se comprueba sobre la ecuacién inicial que las dos soluciones son vélidas.

5

Soluciones: x; =1, x, =—=

4

) 3x(x—3) + 3(x + 3) = 2x?
3x2—9x+3x+9-2x2=0 > x2-6x+9=0 > (x-3)2=0 > x=3
Se comprueba que la solucién es vilida.
Solucién: x =3

d)2x(x+1)—-2(x—1)=Bx—1(x+1)

262+ 2x—2x+2=3x2+2x-1 > x2+2x—-3=0

_ 2416 _ 244 _ 1
YT T ‘<_3

Se comprueba que las dos soluciones son vilidas.

Soluciones: x; =1, x,=-3

5. s | Resuelve las siguientes ecuaciones:

x+1 _2_2-x 3x+1 1 _
2) x—1 3 x b) 4x+3 «x
) 3x+4 1 _x+19 d) 1 2 _ 2-5x

x+3 2 4x+6
a) (x+ Dx—3x(x—1) =2 -x)(x—1)

X2+ x—3x2+3x=-x2+3x-2 > x2—x-2=0

2
x=1§3=<1

Se comprueba la validez de las dos soluciones.

x+3 x x*+3x

Soluciones: x| =2, x, = -1

27



Unidad 3. Ecuaciones, inecuaciones y sistemas

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

b)x(3x + 1) — (4x + 3) = 3x(4x + 3)

32t x—4x—3=12%2+9x — Ix?+12x+3=0 — 3x2+4x+1=0

_—4xy16-12 _44+12 -1
¥= 6 T 6 ‘<_1/3

Las dos soluciones son vélidas.

Soluciones: x; =1, x, =— %
A)2Bx+4)—(x+3)=x+19

6x+8-3=x+19 — 4x=14 — x:%:%

1 .« . :Z
Solucién: x 7

d)x—2(c+3)=2-5x
x—2x—6=2-5x — 4x=8 — x=2

Solucién: x =2

6. « 7] Resuelve.

a) x+y25-x%=2x+1 b) 3x + 6x +10 =35
cox+1-y5x+1=0 d)Vax? +7x-2=x+2

A V25 —xt=x+1 = 25-x?=x?+2x+1 = 2x%+2x—24=0

x2+x-12=0 > x=

—1+y1+48 _1+7 _ 3
2 2 ‘<_4

Comprobacién:

x=3 = y25-9=3+1 — x=3 essolucién.
x=-4 — J25-162-4+1 — x=—4 no vale.
Solucién: x=3

b) y6x +10 =35 —3x — 6x+ 10 = 1225 + 9x% — 210x

2 _ 2 _ _24i\/376_2416_ 15
9x*—216x+1215=0 = x*—=24x+135=0 — x= 3 == _<9

Comprobacién:
x=15 = Jy6-15+10 #35—-45 — x=15 no vale.
x=9 — y54+10=37-27 — x=9 essolucién.

Solucién: x=9

)Sx+l=x+1 > Sx+1l=x?+2x+1 > x2—3x=0<x=g
X =

Comprobacién:
x=0 > y1 =1 = x=0 essolucién.
x=3 = J15+1 =3+1 = x=3 essolucién.

Soluciones: x; =0, x, =3
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d)(«/4x2+7x—2>2 =x?+dx+4d > 4x?+ Tx—2-x*—4x—4=0
—1+4J1+18 1
2 _<_2

3x24+3x-6=0 > x?+x-2=0 > x=

Comprobacién:
x=1 — y4+7-2=1+2 — x=1 essolucién.
x==2 — J16-14-2 =-2+2 — x=-2 es solucién.

Soluciones: x; =1, x, =-2

7. 1] Dos de las siguientes ecuaciones no tienen solucién. Averigua cudles son y resuelve

las otras.
a)x—17 = {169 — x* b)Vx2+3-y3-x=0
) V5x-7—-y1-x=0 d)2/5-4x+4x=5

a) x% — 34x + 289 = 169 — x2

2 _ 2 _ _17£449 _17+7 _ 12
2268 =34x+120=0 = X = 17x+60=0 - x= 5= =5 _<5
Comprobacién:
x=12 = 12-17 =169 -289 — No vale.
x=5 — 5-17=4/169 — 25 — No vale.

No tiene solucién.

b)Vx?+3=y3-x = x*+3=3-x — x2+x=0<x=0
x=-1
Comprobacién:
x=0 — 3 =43 — Es solucién.
x=-1 — J4=J4 — Essolucién.

Soluciones: x; =0, x, = -1

A)Yox—7=Jl—-x =5 5x-7=1-x > 6x=8 — x=%=%

Comprobacién:

4 ¢_g
\/5 3 7241 3 — No vale.
La ecuacién no tiene solucién.
d)4(5 - 4x) = (5 - 4x)? — 20— 16x =25 + 16x% — 40x

2 ~ 244256 24+16 _ 5/4
16x“—=24x+5=0 — x= D) =55 = L4

Comprobacién:

_5 [s _ 5. D _5 y
x—4 — 2./5 Z 4 +4 Z 5 > «x Z es solucién.

1 1441 1 colucic
X=g 7 2m+4 4 5 = x ;S solucion.
Soluciones: x; = %, X, = %
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8. el ] Resuelve.

a) x+y7-3x=-1 b)Vx+{3x-2=2
) 2x+{5x-6=4 d)VSx+1-—yx+1=2

A7 —3x=-1-x > 7-3x=1+x2+2x > x2+5x-6=0

5+ _ _
e 52@2 5217=<16
Comprobacién:
x=—6 > —6+7+18 =-1
x=1 —> 1+y7-3=321 — No vale.
Solucién: x=-6
b)3x —2=2-x = 3x-2=4+x-4)x = (4/x)*=(6-2%% —
— 16x =36+ 4x> - 24x — 4x*—40x+36=0 — x> —10x+9=0 —

_10+8 _ 9
- w= s =<

Comprobacién:
x=9 — 25 +y9 =2 — No vale.
x=1— ﬁ+[=2

Solucién: x=1
A ox—6=4-2Jx = 5x—6=16+2x-8{2x — (8y2x)?=(22-3x)? -
— 128x =484 + 9x% — 132x — 9x% —260x + 484 = 0

260 + 224 242/9
x= 22 —<ce7
18 2
Comprobacién:
242 [1156 . [484 _34 22 _ 56
x——9 - 5 + 9 =73 + 3 3 =4 — No vale.

x=2 = Jd+ )4 =4
Solucién: x =2

Dx+1=2+Vx+1 = Sx+1=4d+x+1+4yx+1 = dx—4=4Jx+1 —

=0
= Yx+rl=x—-1 > x+1=x?-2x+1 > x*2-3x=0 X
<x=3

Comprobacién:
x=0 — y1 —y1 =022 — No vale.
x=3 = J16-y4 =2

Solucién: x=3
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9. s | Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:

10.

a)2°+*1= 8 b) /3% = 17 c) 101+ = 0,001 d)81(%> =3%+2

a) 2+t 1= /8 — 2¢+ 12 23/2—>x+1=%%x=%

Solucién: x = -
olucién: x = =

b)V3* =17 — 32=17 — log39% = log17 — 5 log3=1log17 —

~ log 17
g3

Solucién: x = 5,16
0101 20,001 = 1012102 > 1-x%2=-3 > x=y4 > x=+2

-2 = x=5,16

Soluciones: x; =2, x, =-2

d)81-<%) =3*2 5 81.(3H)=3".32 5 81.(3)1=9.3" > 87—(3")2
— 9=3% - 37=3" 5 x=1

Solucién: x =1

«# | Resuelve.
a)3.5%+5%*1-200 b)7.2x—1_5.2x=_%
02.3*143%-1_5.3*-108 d)2¥-142%-2 ,2x=3 _ 224

235545412200 — 3.5+ 5%, 5=2OO%8-5’C=200—>5’C=%=25%

— 55=5% > x=2

Solucién: x =2
cgx=1_g ox__3 Lox. 91 _5 ox__3 T ox_g . ox__3
b7 27 1-5.22 -3 5 7. plos a3 5 Lopospa

3 3 1 1
LA 2% = L 2% =2~ =—1
Solucién: x = -1

Q2.3+ ,3%-1_5.3v_108 — 2-3x.3+3§—5~3x=108 N

18.3*+3*-15.3"
3

— 3-81=3% > x=4

=108—>%=108—>

-

Solucién: x =4

d)2¥ 14 2¥7242¥73 2224 — 26,2714 2%. 2724 2¥. 2792224 —

N 4'2x+28'2x+2x Z 224 — 7'T2x=224 N

— 2¥=256=2% - x=38

Solucién: x =8
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=il ] Resuelve aplicando la definicién de logaritmo.

a) logs 2x-3) =1 b) log4(x—;1)=—2
o log, x-1)=3 d)log (2*-15)=0
a) logs 2x-3)=1 — 51=2x-3 > 5+3=2x — x=% — x=4

Solucién: x =4

b)[0g4(x+1>=_2_)4—2=x+1 N _x+1 N _ 8x+8

1 1
2 2 16~ 2 6~ 16

—> 1=8x+8 %—7=8x%x=—%

Solucidn: xz—%

Q)dogy (Jx—=1)=3 = 22=Jx -1 - 8+1=yJx - 92=(Jx)? = x=81
Solucién: x = 81

d)log (26=15)=0 — 109=2-15 — 1+15=2* = 16=2 — 242" - x=4

Solucién: x =4
«i | Aplica las propiedades de los logaritmos para resolver las siguientes ecuaciones:
a) 2log; x — log; 4 = 4 b)log, x— log, 3 =2
c) log, (x—3) + logy x=2 d)log (x—9) —logx=1

2 2
a)2 - logy x—logz4=4 — /0g3<32>=4 — 34=% — 81-4=x> >

— x=+481-4 — x=1=18

Solucién: x =18 (x=-18 no vale)

b) log, x — logy 3=2 — /og2<%>=2 - 22=% — 4.3=x - x=12

Solucién: x =12

C) logy (x—3) + logy x=2 — logy [(x—3) -x] =2 = (x—3)-x=2% —
2 _4-0 =3i«/9+16= 4
XX - 2 <—l.No vale.

Solucidén: x =4

d)log (x—9)—logx=1 — log(x_9>=l — 101=% — 10x=x-9 —

x
- 10x—x=-9 > 9x=-9 — x=_79=—1. No vale.

No tiene solucidn.

32



Unidad 3. Ecuaciones, inecuaciones y sistemas

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

13. e] Descompdn en factores y resuelve.

a)x —4x=0
O +2x%—x-2=0
a)x(x2—4)=0

b)axP + x> —6x=0
P -2*-5x-3=0

Soluciones: x; = 0; x) =2; x3=-2

b)x(x?+x-6)=0 — x; = 0;

+x—6=0 = x= _1215 =<;3

Soluciones: x; = 0; x, = —3; x3 =2
—3z+1 -1
1 2-1 =2 243x+2=0 - x= =
) X+ 3x + x <_2
1 1 3 2
|13 2[0
Soluciones: x; = 15 x, = =15 x3 =2
2 _ _2+4 _ -
d) 1 -1 -5 -3 x“—2x-3=0 > x 3 _<3
-1 -1 2 3
|12 3] 0
Soluciones: x; =1 (doble); x, =3

14. «'] Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)(x—2)(x2-2x-3)=0
0 ®?-3x)2**1-1)=0

e) (x* - 5x% + 4)(5°-10) = 0

b)x(x2+3x+2)=0
d)(x+5) log, (x—3) =0
f) (** +5)(¥x-3)=0

a) (x—2)(x*-2x-3)=0

ex—2=0 > x=2

ox? _2x-3=0 > x=

24412 2+416 _ 3
2 2 _<_1

Soluciones: x| = 2; x, = 3; x3=-1

b)x(x?+3x+2)=0

) B 3+09-8 341 _ -1
x“+3x+2=0 > x= 7 = 3 —<_2

Soluciones: x; = 0; x, =—1; x3=-2

o) (x*=3x)(2**1-1)=0

x=0

ex?-3x=0 = x(x-3)=0 —
o x xx-3) <x—3=0%x=3

02x+1_1=0 - 2x+1=1 — 2x+1=20 %X+1=O —> X=—1

Soluciones: x; = 0; x, =3; x3=-1
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d) (x +5) logy (x—3) =0
*x+5=0 — x=-5, novale
o logy(x—3)=0 > 2°=x-3 > 1+3=x - x=4
Solucién: x =4
e) (x*—5x2 + 4)(5*-10) = 0
oxi_5x24+4=0

5+425-16 4
2 _<1

Hacemos x2=¢t — t2-5t+4=0 — t=

Si t=4 = x=42
Sit=1 — x=4%1

*5-10=0 = 5*=10 — log5 =1log 10 — x-log5 =log10 — x=ﬁ=1,43
24

Soluciones: x; =25 %, =-2; x3=1; x4 =—1; x5=1,43

f) (x? +5)(yx =3) =0

2~ _5 no tiene solucién

ex?+5=0 - x
*yx-3=0 > Jyx=3 5 x=9

Solucién: x=9

15. s ] Despeja la incégnita y resuelve.

Q) x3—64=0 b) 925 _,3_o
X

3x . 16 _ x__2 _

o) 4 +9x2 0 d 8 81«3 0

A)x2—64=0 > x>=64 > x=3«/@=3«/ﬁ=4

Solucién: x =4
13)6275 Sx320 = 625-x420 = x=+4625 = 15
Soluciones: x; =5, x,=-5

3x 16 2 3 3 64 4
_ —_ = 4: = —_—_——
C) + 9 5 0 — /x +6 0 - «x 7 3

4

Solucién: x=—

x_ 2 _ 4 _ 4=& .2
d)8 81x3_0_)81x 16=0 = «x 51 - x 13
Soluciones: x; = %, Xzz—%
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16. « 7] Resuelve los siguientes sistemas aplicando dos veces el método de reduccién:

13x —12y =127 b 8,6x +5,4y=11
21x+17y =96 25x —12y =245
a) 273x — 252y = 2667 221x — 204y = 2159
273x — 221y = —1248 252x + 204y = 1152
— 473y = 1419 —» y=-3 473x = 3311 - x=7

Solucién: x=7, y=-3

b) —215x — 135y = -275 103,2x + 64,8y = 132
215x — 103,2y = 2107 135x — 64,8y = —1323
~ 238,2y = —2382 — y=10 238,2x = -1191 = x=-5

Solucién: x=-5, y=10

17. «11 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

x+2_33’_1=ﬁ x+l1 J_5
a) 5 10 10 b) 4 8
2x+3  Y*7 _19 3x-1 .Y _1

8 4 8 12 2 6
2(x+2)-3y+1=-3 2x — 3y =-8 —2x + 3y =38
) 2x+3+2y+14=19 - 2+ 2y = 2 - 2% + 2y =2

5y = 10
y=2 = 2x—6=-8 — 2x=-2 = x=-1

Solucién: x=-1, y=2

x+1 ) _5 x+1 , Y _5
8 "4 8 8 8 8
b) -
3x—1,7 _1 -1, _ 2
12 26 12 12 12

x+1+2y=5 x+2y=4
3x—1+06y=2 3x+6y=3

Multiplicamos por —3 la primera ecuacién y la sumamos con la segunda:

—3x — 6y = -12
3x + 6y = 3
0= -9

El sistema no tiene solucién.
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18. e} Resuelve.

x—y+3=0 x+y=1
)i, ", b)
x“+y°=5 xy+2y=2
2x+y=3 3x+2y=0
c) 5 d )
xy—-y°=0 x(x—9)=2y*-8
) x=y-3
: (y=3)2+9*=5 > > —6y+9+ 9> -5=0 = 2> -6y +4=0
=1 - x;,=1-3==22
2 _ 9 _ =3iﬁ= )1 1
yoye2=0 =y yy=2 > x,=2-3=-1

Soluciones: x; =-2, y;=1; x,=-1, y,=2

x=1-y
b){(l—y)y+2y=2 - y—y2+2y=2 - y2—3)/+2=0

_3+1 _ =1 - x=1-1=0
IS T~ y=2 5 xy=1-2=-1

Soluciones: x; =0, y;=1; xp=-1, y,=2

) y=3-2x
DNxB3-20-3-202=0 — 3x—2x2—9—4x? —12x =0

H+

=2
—6x2+15x-9=0 > 2x2-5x+3=0 > x= 51 =<2=3

[\

Six =2y =3-4=-1
Sixp=3 = »=3-6=-3

Soluciones: x; =2, y;=-1; x,=3, y,=-3

2
309023, _ 5292 92
x<x+2x)—2< 2x> 8 — 2x 2x 8 —» —2x 8

3
x1=2—>)/1=——-2=—3
x2=4< 2

Xy=—2 = y2=_%(_z)=3

Soluciones: x; =2, y;=-3; x,=-2, y,=3
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19. ] Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

2) xt+y2=41 b) 3x% + 2y =35
x?—y*=9 2-2y*=1
y = X -y =
9 ¥teytixsy=32 4 x2+2y2+x41=0
¥ -y +x—y=28 x2-2y2+3x+1=0

x2+_y2=41
a){ xz—y2=9

2x? =50 = x2=25 = x=15

Six=5—>25+y>=41 > y?=16 > y=4

Six=-5 > 25+)?=41 - y>=16 > y=24

Soluciones: x; =5, y; =4 %3 =5, y,=—4; x3==5, y3=4; x4=—5, ys=—4

3x2+2y2=35

4x? =36 = x?=9 = x=13

Si x=3 = 27+2y2=35 = y2=4 — y=+2

Si x=-3 = 27+2)?=35 > y?=4 — y=+2

Soluciones: x; =3, 31 =25 x,=3, Jp=-25 x3=-3, y3=2; x4=-3, yy=-2

) x2+y2+x+y=32
¢ x*—y?+x—y=28

22 +2x =60 > x2+x=30 > x2+x-30=0
O —1+41+120 1+11 _ -6
¥= 2 ) ‘<5

*Si x=—6 = 36+y>—6+y=32 = y2+y-2=0

_ 1148 __1:3 ___—2
A

-2
*Six=5—>25+y*+5+y=32 5 y*+y-2=0 > y=
ix +y°+5+y y +y ¥ <1
Soluciones: x; =—06, y;==2; x,=—06, yp =15 x3=5, y3=-2; x4=5, ys=1

x2+2y2+ x+1=0

) x2—2y2+3x+1=0

2x2 +4x+2 =0 5 x2+2x+1=0 > (x+1)2=0 - x=-1

Si x=-1 — 1+2y2—1+1=0 - 2)/2:—1 — No tiene solucién.
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20. a1 | Resuelve y comprueba las soluciones.

x+y=2 1,1_1
a) l i=_; b) x )y 20
x y 3 x+2y=3
9 y2—2y+1=x d) 2Vx+1=y+1
\/;+y=5 2x—3_'y=1

) y=2-x y=2—-x
a 3y+3x=-2xy [3(2—x)+3x=-2x(2-x)

6-3x+3x=—4x+2x*> > 2x%—4x—-6=0 > x2-2x-3=0

244 x1==1 = y;,=2+1=3
X 2 <X2=3%y2=2—3=—1

Soluciones: x; =—1, y;=3; x,=3, y,=-1

b 20y +20x=xy — 20y+20(3-2y)=3-2y)y
) x=3-2y

_ _ 2. 9.2 2 B _23+7 =4
20y +60 40y =3y~2y" = 2 =23y +60=0 — y= =2 <y2=15/2
Siy=4 -5 x=3-8=-5

Siy:% - x=3—2-%=-12

Soluciones: x; =-5, y; =4; x,=-12, y, = %

y2—2y+1=x
C
Jx+y=5 = PP -2y+1+y=5 = Jp-D?+y=5 —
— 2y=6 > y=3 > x=9-6+1=4

Solucién: x=4, y=3

d){2«1x+ =y+1

2x—3y=1 _)},zb

3

2
2m=%+1 = 2dx+ =% N (2m)2=<2x3+2> N

2
- 4(x+1)=% — 36x+36=4x>+8x+4 —

X1 =-1

2 B 2 _ 79
— 4x2_28x-32=0 — x2—7x—-8=0 — x= 3 <

x2=8
Si x=-1 = y=-1

16-1 _
3 =5

Soluciones: x; =-1, y;=-1; x,=8, 3, =5

Six=8 — y=
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21. ««] Resuelve.

2 xy=15
x2+y2=34
xy=4
(x+9)?%=25

_15
V=75

1 2
x2+<—5> _34 o> xt 422523452

X

Hacemos el cambio x2 =2z — 2%2-34z+225=0 — z=

. x=5—> y=3
Si Z:25<x=—5 S y--3

Soluciones: x; =5, y;=3; % =-5, y,=-3; x3=3, y3=5 x4=-3, y4=-5

12

X

J

X

Cambio x2=2 — 22-16z2-720=0 — z-=

. x=6 = y=2
Si z=36<x=_6 N

2
x2—5<12) =16 —> x?

=12

L A
x“-5y“=16
2,.2_82
d) X +y = 9

xy=-1

Soluciones: x| =6, y;=2; x,=—0, y,=-2

_4
y_X

c)

Hacemos el cambio x? = z:

22— 17z2+16=0 — z=

=4 — y=1
Si z=16 X J
iz <x=—4—>y=—2

. x=1— y=4
Si Z=1<x=—1 L -4

Soluciones: x; =4, yy=1; xy=—4, y,=-2; x3=1, y3=4; x4=-1, y;=—4

174417 64 _ 1715 _

2

&9

=16 > x*—16x2-720=0

16;56 =<

<

—20 (no vale)

Matematicas orientadas

a las Ensenanzas Académicas 4

2 5 2
<x+%> =25 — (%) =25 5 x4+ 8x2+16=25x > x*—17x2+16=0
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2
x2+<—%) =% - x4+1—%x2=0 — 9x* _82x2+9=0

821\/6724—324= 82+80 _ 9

H 2_ 2_ = =
Cambio x“ =z — 92°-82z+9=0 — z 18 18 1/9

. =3 = y=-1/3
Si z-= x
te=9 < T, y=1/3

. 1 x=1/3 = y=-3
Sj z= L
e g <5 o e

Soluciones: x; =3, y; = —%; X)==3, )= %; X3 = %, J3=-3; x4= —%> yi=3

22. e ] Resuelve.
2 x—y=1 b) log x +log y=1 o 2%*1_y-0 d) log x —log y=1
2¥_2V=4 x—-y=9 2%+ y=12 x+y=22
) x—y=1  — x=1+y
Yor-27-4
21V =4 5 2.20-2V=4 - V=4 — 27=22 > y=2
Siy=2 - x=1+2=3
Solucién: x=3, y=2
b){[ogx+/0gy=l %{xy=10 H{xy=10
x—y=9 x—y=9 x=9+y
= 9+9)y=10 - 9y+9*=10 = 2+ 9y—-10=0 —
-9+ y81+40 914121 <y=1
- - 2

-

2 y =-10, no vale
Siy=1 - x=9+1=10
Solucién: x =10, y=1
22*l_y=0 2.2*-y=0
9 J N J
2%+ y=12 2%+ y=12
3.2 -12 > 2»=12_4 5 4 )

3
Six=2 —22*1_y-0 > y=2%=8
Solucién: x=2, y=8

log x —log y=1 Y/ <ﬁ>=1 10l =X
d){ £ £J - s Y — y -

x+y=22 x+y=22 x+y=22

— x=10y — 10y+y=22 — 11y=22 — y=2
x=10.2=20
Solucién: x =20, y=2
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23. 7] Resuelve.
a)77_23x<x+1 b)ix;4+327x+610
)2x-23x-5) <x d)x—l—x;1 <0

Q)7 -3x<2x+2 — Sx<-5 = 5%>5 = x>1
Solucién: (1, +e0)

b)2x+8+182x+10 —» x>-16
Solucién: [-16, +oo)

)2x—6x+10<x —> S5x<-10 = 5x>10 — x>2
Solucién: (2, +o0)

d)2x-2-x+1<0 -5 x-1<0 - x<1

Solucién: (—eo, 1)

24. e’ | Resuelve las siguientes inecuaciones:

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

a2 +2x-3>0 b)x?-3x-10<0
O)x*—4x-5<0 d)2x?+9x-520

) A 2+ 4412 1 W
a) x° + 2x 3—0—>x—72 —<_3 1
Solucién: (—eo, =3) U (1, +00)

2_ B B _3i\/@_ 5 W
b)x?~3x-10=0 — x= 2= _<_2 :
Solucién: [-2, 5]

2 g _4im_ 5 'IW_Q
c) x~ —4x 5—0—>x——2 —<_1 :

Solucién: (-1, 5)

) ) 9481440 _ V2 S Ne s
d)2x2+9x-5=0 — x-f-<_5

Solucién: (—eo, =5] U [%, +c>o)
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25. s | Resuelve.
a)—a2+3x-220 b)—?+2x+3<0
Ox*-2x-7>5-x d)x2<x+7

6

a) x2+3x—220

x2-3x+2=0 > x= 5+9-8 _3#1 =<2

2 2 1
No Si No
T~ T~ y
Solucién: [1, 2]
1 2

b)—x2+2x+3<0

2 B C2x4y4+12 2+ 4 3
x“=2x-3=0 > x= 3 =5 —<_1

Si No Si

Solucién: (—eo, —1] U [3, +o0)

AOx2—2x-7>5-x = x2—-x-12>0

s ) _1+/1+48 127 __—4
R A
St No St
W .,
Solucidn: (—eo, —3) U (4, +o0)
-3 4
d)x2<% — 6x?<x+7 = 6x*—x—-7<0
2 720 — o 1214168 1413 76
12 12 -1
No St No
W

Solucién: <—1 , Z)

-1 716 6

26. s} Algunas inecuaciones no tienen solucién y otras tienen por solucién cualquier nd-
mero. Busca entre las siguientes las que son de estos tipos.

a)x*+4>3 b)a?+x+2<0
O)x*+7 <5« dDa?+4x+4>0
a)x?+4>3 = x?>-1 Solucién: (—oo, +o0)
b)x?+x+2<0 No tiene solucién.
Oxt+7<5x > x*2=5x+7<0 No tiene solucién.
Dx?+4x+4>0 > (x+2)?%>0 Solucidn: (—oo, +o0)
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27. e | Resuelve las inecuaciones siguientes:

a)3x(x+4)—x(x-1) <15 b)2x(x +3) —2(3x+5) +x>0

0 x*-9 x2_4 1-2x

5 15 3
) 3x2+ 12x—x2+x-15<0 — 2x2+13x-15<0

—13+4169+120 —13+17 _<—15/2
A N 1

2x2+13x—15=0 — x= 1
No Si No
T~ ~— -y
Solucién: (—1—5, 1)
—15/2 1 2

b)2x2 +6x—6x—10+x>0 = 2x2+x—-10>0

—1+y1+80 —-1+9 _ 2
T 4 _<—5/2

2x2+x-10=0 — x= 4
Si No Si
T~  ~ .
Solucién: (—oo, —5> U (2, +o0)
-5/2 2 2

)3x2—27-x2+4<5-10x = 2x%+10x—28<0 — x?+5x—14<0

_ 5+y25+56 _5+9 _ ~7
i _<2

x2+5x—14=0 > x= 3
No Si No
T~ T~ .
Solucién: (-7, 2)
-7 2

28. « 7] Resuelve estos sistemas de inecuaciones:

2-x>0 b) 5 —3<x+1
2x+62x+2

2+x>0
'2x+5 x+13  39-2x
= " <x-1 <

<) - 3 - d) 36 5 18
l_l X — X — _
37" 5 g <1

) 2—x>0 5 x>-2 > x<2
2 2+x>0 > x>-2

Solucién: (-2, 2)

b 5 —3<x+1 = 4x<4 — x<1
) 2x+62x+2 = x>-4

Solucién: [-4, 1]
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2x3+5 <x—-1 > 2x+5<3x-3 > —x<-8 > x>8
c)
%-k% 5 5x—15<6x—-3 — —x<12 = x>-12
— : Solucién: (8, +oo)

e,

d 3x+39<39-2x — 5x<0 —> x<0
) 3x —5<—-4 — 3x<1 = x<1/3

O

0 1/3
O

Solucidn: (—eo, 0)

29. e | Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones:

x+2 _x _ x—1 2x+2 3x-7
ol 4 <373 byl 2 73 76
8—x 1+« 2x—1 2x -9
-1 2x-1
3 < > 4 +2x < 4

x+2<2x—-12 = ld4<x = x>14
V116-2x<3+3x-6 — 19<5x — x>19/5

O

O

19/5 14

Solucidn: (14, +oo)

b 3x —3+4x+4>3x-7 — 4x>-8 — x>-2
) 2x —1+8x<2x -9 — 8x<-8 — x<-1

O
e,

-2 -1

Solucién: (-2, -1)

30.a ] Comprueba que estos dos sistemas de inecuaciones no tienen solucidén:

8x+7<16-x 3x+5<2x -3
a b) x+3
—3x+5<2x - <x-3
8x+7<1l6—x = 9x<9 — x<1
a Bx+5<2x — 5<5%x > x>1
. No tiene solucién.
b 3x+5<2x -3 — x<-=8
x+3<7x-21 = 24<6x — x>4
=3 7 No tiene solucién.
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Aplica lo aprendido

31. ] Traduce a lenguaje algebraico los siguientes enunciados y resuelve:
a) La mitad de un nimero menos 10 unidades es menor que 7.
b) Si a los tres cuartos de un nimero le resto 2, obtengo mds que si a su mitad le sumo 5.
¢) La suma de dos nimeros consecutivos no supera a 8.

d)El perimetro de un rectingulo cuya base mide 3 cm mds que la altura es menor que
50 m.

a) x = niimero buscado.

%—10<7 — x<34

Solucién: x € (—oo, 34)
b) x = nlimero buscado.

ix—2>%+5 — x> 28

4
Solucién: x € (28, +oo)

n.° menor — x }

C
n.° mayor — x+1

x+x+1<8 = 2x+1<8 %xS%:S,S — x€1{3,2,1,0, ...}

d)2x+2(x+3) <50 > 2x+2x+6<50 —

44 _
7_11 x+3

— 4x<44 — x<

Solucién: x € (0, 11) porque x>0 debido al contexto del enunciado.

32. e | Resuelve estos sistemas de ecuaciones:

x—y=0 x—z=4
a){x—-22=6 b)i2x+y=7
y+z=3 X+y=2z

a)x—y=0| x=y
x—22=06p y—22=6; y=06+2z
y+z=3 | y+2=3 | 6+22+2=3 = 3z2=-3 — z=-1

y=06+2-(-1)=4; x=4
Solucién: x=4, y=4, z=-1

b)x —z=4 | x=z+4
2x+y=7¢ 2z2+8+y=7¢ y=—2z-1
x+y=2z| 2+4+y=2z| 2+4-2z2-1=0 - 3z2=-3 = z=1

y=-2z-1=-3; x=z+4=5

Solucién: x=5, y=-3, z=1
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33. ] Resuelve las siguientes ecuaciones y comprueba las soluciones:
a)log(x—2) + log(x—3)=1-1log5 b) %log (Bx+5) + %logx =1
¢) 2log x — 3log 2 = log (x + 6)

a)log(x—2) +log(x—3)=1-1log5 — log(x—2) + log(x—3) +log5=1 —
— log(x-2) - (x=3)-5]=1 = 10'=5. (x=2)(x-3) = 10=5x2-25x+30 —

— 5x2-25x+20=0 > x*2-5x+4=0 > x= 5£425-16 = 512«/5 =<4

2 1, no vale
Comprobacién: log (4—2) + log(4—3)=1—-log5 — x=4 esvilida
Solucién: x =4
b)% - log (Bx +5) + % clogx=1 — % [log Bx +5) + logx] =1 —
— log[Bx+5)-x]=2 = 102=(Bx+5)-x — 100 =3x%+5x —
B Sk 1000  xo V5120 5e{1205
—20/3, no vale

6 6
Comprobacién: % - log (15 +5) + % +log5=1 — x=5 esvilida

Solucién: x=5

¢) 2log x —3log 2 = log (x + 6) — log (x?) — log (2%) = log (x + 6) —

2 2
- /0g<’§3>=/0g(x+6) — %=x+6 — x?=8x+48 — x?-8x-48=0 —

— X

_ 81464 +192 814256 _<12
= ===

2 —4, no vale

Comprobacién: 2log 12 —3log2 = log (12 + 6) — x =12 es vilida.

Solucién: x =12

34. e | Resuelve las ecuaciones siguientes mediante el cambio x3 =t

a)x®+7x3-8=0 b)x®-2x3+1=0
a)t2+7t-8=0

_ 7+449+32 -7+(81 _ 1

r= 2 =T 2 ‘<_8

Sit=1— x=31=1
Si t=-8 — x=3-8==22

Soluciones: x; =1, x, =-2

b)r2-2t+1=0
. 2+4J4—4 _;_1
R

Sit=1— x=31=1

Solucién: x=1
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35. s ] Resuelve mediante el cambio de variable 2* = ¢
a)4**14+2%+3-320 b) 4 -8 =2%*1
23-*=5-_2%"1 d)3.4+9.2-30=0
Q) 4514 2%+3 2320 = 4. 4+42%.23=320
Sea r=2%

412+ 8t-320=0 — t2+2r-80=0

_2+18—£—8
;e —21\/4+320=—21\/324 =< 2 T2
2 2 —2-18 __20 __jg
2 2

Si t=8 > x=3
Si t=-10 — No hay solucién
Solucién: x =3

b)4*—8=2%*1 5 (292_-8=2.2%
Sea t=2%

t2-8=2t—> t2-2t-8=0

C2+y4+432 2+436 _ 4
B i b G

Sit=4 — x=2
Si #=-2 — No hay solucién

Solucién: x =2

3 x
C)23—x=5_2x—1 BN %:5_7}6 BN £=10—2

2 2% 2
Sea ¢t=2%
%: 102—f 5 2.8=¢(10—0 — 16=10f—#> — 2-10¢+16=0
;e 101«/100—64_101«/376_<S
- 2 N 2 - 2

Sit=8 = x=3
Sit=2 = x=1
Soluciones: x=1, x=3

d)3-4°+9-2-30=0
Sea t=2%

3t24+9-30=0 = 2+3t-10=0
_ 3+49+40  -3+4/49 2
- 2 ) ‘<_5

t

Sit=2 — x=1
Si £=-5 — No hay solucién.

Solucién: x=1
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36. a1 Por la mezcla de 5 kg de pintura verde y 3 kg de pintura blanca he pagado 69 €.
Calcula el precio de un kilogramo de pintura blanca y de pintura verde sabiendo que si
mezclase un kilogramo de cada una el precio de la mezcla seria 15 €.

5x +3y=069| 5x+3y=09
x+ y=15| -3x—3y=-45

2x =24 = x=12
y=15-x > y=15-12=3

La pintura verde cuesta 12 € el kilogramo, y la blanca, 3 €.

37. «11 Un joyero tiene dos lingotes de oro, uno con un 80 % de pureza y otro con un 95 %.
:Cuénto debe fundir de cada uno para obtener un lingote de 5 kg con un 86 % de pureza?

0,8x + 0,95y = 0,86 (x + y)
X+ y=5 —> x=5-y
0,8(5~7) + 0,95y = 0,86(5 -y +y) — 4-08y+0,95=43 — 0,15=03 —
- y=2 > x=3

Debe fundir 3 kg del de 80 % de pureza con 2 kg del lingote que tiene un 95 % de pureza.

38. « 1] Un tridngulo isésceles mide 32 cm de perimetro y la altura correspondiente al lado
desigual mide 8 cm. Calcula los lados del tridngulo.

2x + y=32 y=32- 2
2
xz_%=64 4x? + (32 - 222 =256

4x2— 1024 + 128x— 4x* =256 — 128x=1280 — x=10cm
y=32-2-10=12cm
Los lados iguales miden 10 cm, y el lado desigual, 12 cm.

Resuelve problemas

39. e | El producto de un niimero entero por otro, dos unidades mayor, es menor que 8.
:Cudl puede ser ese ndimero?

x(x=2)<8 > x2+2x<8 - x*+2x-8<0

¥ +2x—8=0 = x=

—2i\/4+32__216_ 2
i _<_4

2
No Si No
O~ T~ Solucién: (-4, 2)
-4 2

El ndmero puede ser: -3, -2, -1, 0 o 1.
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40.a1] Si al cuadrado de un namero le restamos su triple, obtenemos mas de 4. ;Qué pode-
mos decir de ese niimero?

x2—3x>4 = x*—3x—4>0

2 2o 4L _3+xy9+16 3+5 4
x“—3%x—-4=0 — x= 5 == -<_1

El ntimero estd en (o0, —1) U (4, +o0), es decir, puede ser menor que —1 o mayor que 4.

41. ] Tres amigos cobran 756 € por cierto trabajo. El primero ha dedicado al trabajo
12 horas, y el tercero, que ha dedicado el doble de horas que el segundo, ha cobrado
360 €. ;Cudntas horas y cudnto dinero corresponde a cada uno?

n.° de horas trabajadas por el 2.° — «x J[ 2xy = 360 } — y= 360 _ 180

€/hora que cobran por el trabajo — y| (12 +x+ 2x)y =756 2 *

12 + 3@% =756 — (12 + 32180 = 756x

2160 + 540x = 756x — 2160 =216x — x= 2160 10 — 5 180 _1g

Solucién:

El 1.° trabaja 12 horas y cobra 216 €.
El 2.° trabaja 10 horas y cobra 180 €.
El 3.° trabaja 20 horas y cobra 360 €.

42. a7 El drea total de un cilindro es 1121t cm?, y entre el radio y la altura suman 14 cm.
Halla su volumen.

R+h=14 h=14-R
R14-R)+R?*=56 — 14R—R?*+R*=56 —> R=4cm
h=14-4=10cm

2nRh+2nR2=112n} TRh + TR2 = 56w — Rh+ R2 =56

=mR*h =1 - 4% .10 = 1607 cm?

v

CILINDRO

43. a0 La nota media de un examen de Matemiticas de la clase de 4.° C fue 5,4, y la de
4.° B, 6,4. ;Cudntos estudiantes hay en cada grupo si en total son 50 y con una nota
media de 5,88?

n.° alumnos 4.°C — x} x+y=>50 x=50-y Jl

n.°alumnos4.°B — y 5’4965;06’4)/=5,88 - 5,4x + 6,4y = 294

5,4(50 — 3) + 6,4y = 294 —> 270 — 5,4y + G4y = 294 — y=24 — x=50—24=26
Solucién: En 4.° C hay 26 alumnos.
En 4.° B hay 24 alumnos.
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44.ax 1 El perimetro de un tridngulo rectingulo es 36 m y uno de sus catetos mide 3 cm
menos que el otro. Halla los lados del tridngulo.

x+(x—3)+\/m=36

2%+ V2x2 —6x+9 =39 — {2x2 —6x+9 =39 - 2x

2x2 —6x+ 9 =1521 + 4x% — 156x

2x2—150x+ 1512=0 — x> —75x+ 756 =0 x

.o 75+45625-3024 75+51 _<63 — No vale.
B 2 2 12

Hipotenusa = y122+ 92 = 15

Los catetos miden 12 cm y 9 cm, y la hipotenusa, 15 cm.

45. a1 Una persona tarda 3 horas mds que otra en hacer el mismo trabajo. Si lo hacen entre
las dos, tardan 2 horas. ;Cudnto tarda cada una por separado?

1, 1 =l—>2(x+3)+2x=x(x+3)%2x+6+2x=x2+3x—>x2—x—6=0
x x+3 2

_1+41+24 15 3
= 2 ) <—2 — No vale.

Una tarda 3 h, y otra, 6 h.

46. a0 | Un anticuario vendié dos relojes de bolsillo por 210 €. Con uno obtuvo una ganan-
cia del 10% y con el otro perdié el 10 %. En total obtuvo una ganancia del 5% sobre el
precio de compra. ;Cudl fue el precio de compra de cada uno de los relojes?

Precio de compra de los relojes: x e y

1,1x+0,9y=210} L,1x+ 0,9y =210 — y=%

1,05(x + ) =210 1,05x + 1,05y = 210

1,05x + 1,05(%3’”) ~210 —> 0,945x + 220,5 — 1,155x = 189 —>
> 0,21x=-31,5 > x=150, y= 210‘01’91'150 =50

Los relojes costaron 150 € uno y 50 € el otro.
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47.ex] Yago ha comprado libros, todos del mismo precio, y ha pagado 90 €. Pero por

48.

ser buen cliente, Sara, la librera, le regalé 3 mds, y asi cada libro le cuesta 5 € menos.
:Cudntos libros se llevé y cudl es el precio que pagé por cada uno?

N.° de libros que compré Yago — x

% € cuesta cada libro antes del regalo.

x9+0 € cuesta cada libro tras el regalo.
90,590 _, x+Sxw+3d) 90(+3) g0, 5.2, 15¢290x+ 270 —
x+3 X (x+3)x (x+3)x

— 5x24+15x-270=0 > x*+3x-54=0 >

_—3¢~/9+216_—3¢\/225_<6
_ S EEED

%
X 2

-9, no vale.
Solucién: Yago compré 6 libros.

Yago se llevé 9 libros.

Cada libro costaba % =15€.

Pagé realmente por cada libro 9—90 =10 €.

=« | Calcula el tiempo que tiene que pasar para que un capital de 10000 € depositado
en un banco aumente un 50 % en los siguientes casos:

a) Al 4% anual con periodo de capitalizacién anual.

b) Al 3,6 % anual con periodo de capitalizacién mensual.

Silos 10000 € aumentan un 50 %, al final del periodo debe haber:
150% de 10000 € = 1,5 - 10000 € = 15000 €

a) Sea r= “afos que deben transcurrir” y »= “tasa de interés”:

Cp= G- (1 + 7

log 1,
Por tanto: 15000 = 10000 - (1 + 0,04)° — 1.5 1,04¢ — 7= %815

= ~ 10,34
log 1,04 3

Al menos deben transcurrir 11 afos.
b) 3,6 % anual con capitalizacién mensual — 0,3 % mensual.
En este caso: 15000 = 10000 - (1 + 0,003)”

log 1,5

1,5=1,003" - ¢t=—°""_
> 3 log 1,003

= 135,36

Al menos deben transcurrir 136 meses, es decir, 11 afios y 4 meses.
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49.a] Un grupo de amigos toman un refresco cada uno y deben pagar 9 € por el total de
las consumiciones. Como hay dos que solo pueden poner 1 €, los demds deben aumen-
tar su aportacién en 0,25 € cada uno. ;Cudntos amigos son?

9
x

n.° de amigos — x x-y=9 — y=
2-1+(x—=2)-(y+0,25)=9

precio de cada refresco — y

Por tanto:

2+ (x=2)- <+025> 9—>2+8,5+0,25x—£=9%

X

— 10,5x + 0,25x2 - 18 = 9x — 0,25x% + 1,5x— 18 =0 —

—1,51\/2,25+18 -1, 5+«/20 25 <
0,5 —12, no vale.

- x=

9

Solucién: Habia 6 amigos consumiendo y cada refresco costaba s 1,50 euros.

50. a1 | Para llenar un depésito de 36 m3, abrimos un grifo, A, durante 2 horas y otro grifo,
B, durante 10 horas. Si solo queremos llenar 28 m?® con esos mismos grifos, abrimos
3 horas el Ay 5 horas el B. ;Cudntos litros por hora echa cada uno de los grifos?

caudal del grifo A (m®/h) — x
caudal del grifo B (m3/h) — y

2x +10y =36 2x + 10y = 36
3x +5y =28 =2 —6x — 10y = =56
4 =—20—>x=%=5
3x + 5y =28 %yzy
Sl x=5%y=28—53‘5=28;15=1753=2,6

Solucién: Caudal de A: 5m3/h = 5000 /h
Caudal de B: 2,6 m3/h = 2600 //h

51. a1 El lado de un rombo mide 5 cm, y su drea, 24 cm?. Calcula la longitud de sus diago-

nales.
12
2x 2)/224 y—x
5 cm 2
x?+ 92 =25 X 14 =25
x?

x% 4+ 144 - 25x2 = 0 (cambio x? = 2)

2 ~ _25+449 25%7 _ 16
z°—25x+144=0 — z= 5 =% _<9

z=16 - x=4 = y=3
z2=9 > x=3 > y=4

Las diagonales del rombo miden 6 cm y 8 cm.
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52. el ] La suma de las dos cifras de un niimero es 8. Si al nimero se le anaden 18 unidades,
el nimero resultante estd formado por las mismas cifras en orden inverso. ;Cudl es ese
numero?

Nimero — [x][y] — y+ 10x
Nimero inverso — [y][x] — x+ 10y

x+y=38 x=8-y
y+10x +18=x+10y| -9y +9(8—-»)+18=0 — -18y=-90 = y=5 = x=3

El ntiimero es el 35.

53. s Tenemos una parcela rectangular. Si su base disminuye en x—80
80 m y su altura aumenta en 40 m, se convierte en un cuadrado. :
Si disminuye en 60 m su base y su altura aumenta en 20 m, enton-
ces su drea disminuye en 400 m?. ;Cuiles son sus dimensiones?

y +40

—L—>

x—80=y+40 x=y+120
(x —60) (y +20) = xy — 400 | xy — 60y + 20x — 1200 = xy — 400

—60y + 20(y + 120) — 1200 = —400 — —40y=-1600 — y =40
x=40+ 120 = 160

La parcela tiene 160 m de base y 40 m de altura.

54.ef | De un tridngulo rectingulo sabemos que la hipotenusa mide 10 m y su drea es
24 m?. ;Cudnto miden sus catetos?

2
) _ _ _48 2, (48) _
0m 3 =24 %xy—48—>y—x %x+(x>-100%

2 2
=100
x*+y _>x2+2394

J X
— x%-100x2+2304=0

=100 — x%*+2304=100x* —

Hacemos un cambio de variable: x2 = ¢

2_ _ t1=36%
t 100t+2304—0<t2=64 .

Los catetos miden 8 my 6 m.

55. s ] Las dos cifras de un niimero se diferencian en una unidad. Si dividimos dicho nua-
mero entre el que resulta de invertir el orden de sus cifras, el cociente es 1,2. ;Cudl es el
numero?

Nimero — [x][y] — y+ 10x

Numero inverso — x + 10y

x—y=1 x=y+1
10x + y

=1,2| 10(p+1)+y=1,2(10y+ y+1)
10y + x

10y+10+y=12y+ 1,2y + 1,2 — 2,29y=8,8 — y=4 — x=5

El ndmero buscado es el 54.
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56. s | Halla el radio y la generatriz de un cono de 15 cm de altura y cuya 4rea lateral es de

1367 cm?.
y2—x2=152 _ 136
Tixy = 1361 J x
y
184296 —x2=225 — 18496 —x%—225x2=0
x

Cambio: x2 =2z — 22 +225z-18496=0

_ —225+450625+73984 _ 2254353 _ __— G4
2 2 —280 No vale.
z=64 — x=38 %y=ﬁ=l7

8

El radio del cono mide 8 cm, y la generatriz, 17 cm.

57. «a] En un examen de 40 preguntas te dan dos puntos por cada acierto y te restan 0,5 pun-
tos por cada fallo. ;A cudntas preguntas hay que contestar bien para obtener como mini-
mo 40 puntos, si es obligatorio responder a todas?

Aciertos — x; fallos — 40 — x
2x—0,5(40 —x) 240 — 2x—20+0,5x>40 — 2,5x>60 — x>24
Hay que responder bien, como minimo, a 24 preguntas.

58. « 1] ;Cudntos kilos de pintura de 3,50 €/kg debemos mezclar con 6 kg de otra de
5 €/kg para que el precio de la mezcla sea inferior a 4 €/kg?

3’5’57"'65'6<4 — 35x+30<4x+24 —> 6<0,5x > x> 12
X+

Hay que mezclar més de 12 kg de pintura de 3,5 €/kg.

59. sl Una caja contiene bolas blancas y negras. Si se afiade una bola blanca, estas repre-
sentan entonces el 25 % del contenido de la caja. Si se quita una bola blanca, las bolas
blancas que quedan representan el 20% del contenido de la caja. ;Cudntas bolas de
cada color hay en la caja?

Llamemos B al nimero de bolas blancas que hay en la caja, y /V, al niimero de bolas negras.

B+1 esel25%de B+ N +1 — 0,25(B+ N +1)=B+1
B-1esel20%de B+ N-1 — 0,20B+N -1)=B-1

-0,75B +0,25N =0,75

~0,80B + 0,20N = —0,8} B=7, N=24

Hay 7 bolas blancas y 24 negras.
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60.am De dos fracciones sabemos que tienen el mismo numerador, sus denominadores son
nimeros consecutivos y la suma de ambas es igual a 27/20. Sabemos también que la
suma del numerador y del denominador de la menor de las dos fracciones es igual a 8.

:Cudles son esas fracciones?

Numerador fraccién mayor — x
Denominador fraccién mayor — y

X X 27
y+y+1 20 x(y+ )+ Xy 7y(y+ )}
x+y+1=38 x=7-y

Sustituimos x =7 —y en la 1.* ecuacién y desarrollamos:

207 =) (y+ 1) + 20(7 — )y = 27y% + 27y — —67y*> +233y+ 140 =0 —

—233+ 54289 +37520  —233+303 _ ~70/134, no vale
~134 o 134 4

= y=

Siy=4 > x=7-4=3

Solucién: Las fracciones buscadas son % y

Problemas “+”

61. amll Un deportista estd en A, en el mar, a 120 m de la playa BD, que mide 1510 m.

120 m

B x C 1510 -x D

Para ir hasta el extremo D, nada hasta C con una velocidad de 40 m/min y camina de
C a D a90 m/min. Calcula las distancias que recorrié nadando y andando, si el tiem-
po que empleé en total fue de 20 minutos.

=%t
v
Llamamos: tiempo andando z, = %
_ —
tiempo nadando #, = fioc _ \/W

t, + t, =20 minutos

2 2
1510 —x 1202+ o0 L0510 404 941207 122 = 7200 —

90 40
— 94120% + x2 = 1160 + 4x — 81(14400 + x2) = 1345600 + 16x2 + 9280x —
— 65x2—9280x—179200=0 — 13x%—1856x—35840 =0
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1856 + 3444736 + 1863680 _ 1856 +2304 _ 160
26 26 —224/13 No vale.

Andando: 1510 -160 = 1350 m
Nadando: Y1202 + 1602 = /14 400 + 25600 = Y40 000 = 200 m

62. s | Un barco hace un servicio regular entre dos ciudades, A y B, situadas a la orilla de
un rio. Cuando va de A a B en sentido de la corriente del rio tarda 3 horas y a la vuelta
tarda 4 horas. ;Cudnto tardard un objeto que flota en ir desde A hasta B2

O Llama v alavelocidad del barcoy v' a la de la corriente. Elimina v entre las dos primeras
ecuaciones y sustituye v' en la tercera. Asi obtendyds t.

v+v’=%
v+v' d 3
r v—p':i
v—v d 4 4
v' d t t=i,
v
v+v'=% v+v' = %
v—v'=% —v+v'=—%
_d_ _d
2v'= v - v'= 24
d d
=2 =2 =24
v dl24

El objeto tardard 24 horas en ir desde A hasta B.
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63.

64.

65.

«ml Subo una colina a una velocidad de 4 km/h y pretendo que la velocidad media entre
el ascenso y el descenso sea de 6 km/h.

:A qué velocidad debo descender?

SUBIDA: v=5 — 4=¢ — t=¢

t t 4
BAJADA: v'= £ — t'= £

t v

2€ 2€ 2€ 831/'
VMEDIA=6= T = %6=,7%6= ; —

t+t e, ¢ ev' +4e ev' + 4e

4 7/’ 47/’

— 3(ev'+ 4e) =4ev’ — 3ev'+ 12e=4dev' — ev'=12¢ — v'= % =12
Debe descender a 12 km/h.

amll Una ambulancia recibe el aviso de un accidente de trifico y sale del hospital A hacia
el punto B a una velocidad de 60 km/h.
La vuelta al hospital la hace escoltada por la policia a 100 km/h.

:Cudl fue la velocidad media del recorrido?

ce=60r > = -5
IDA: e <0
:e=100 — t'=-¢
VUELTA: e t t 00
2e Qe Qe 12 000¢e
V = = = = =
MEDIA = 4 4 ¢! e e 160e 160e 75

60 " 100 6000
La velocidad media del recorrido fue de 75 km/h.

= | ;Es posible plantar 275 drboles en una parcela rectangular de 72 m x 30 m, de modo
que formen una cuadricula regular como indica la figura?

En caso afirmativo, averigua cudl debe ser la distancia entre dos drboles de una fila.

72

Si x es la distancia entre los arboles, en uno de los lados habrd <— + 1) drboles, y en el otro,

X
(ﬂ + 1). Por tanto:

X

(7—3”)(%*1) 2275 = (72+ (30 + ) = 275x2 — 2160 + 102x + x2 = 275x2 —

102 +1542 x=3

— 274x* - 102x—-2160=0 — x=
X x x 548 x =-2,6 No vale.

La distancia debe ser de 3 m.
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66. amll Las 4reas de las caras de un ortoedro son 35 cm?, 60 cm? y 84 cm?,
a) ;Cudl serd su volumen?

b) Calcula la longitud de sus aristas.

a) ab = 35| Multiplicando las igualdades:
c ac=60 ¢ a*b*c* =176400 — abc = 420
be =84 | El volumen serd 420 cm?

a

b) Para calcular las aristas utilizamos estas igualdades:

ab =35
abc=420} 35¢=420 = c=12cm
ac =60
abc=420} 606=420 —- b=7cm
bc = 84
abc=420} 844 =420 - 4=5cm

Reflexiona sobre Ia teoria

67.ax ] ;Verdadero o falso? Justifica y pon ejemplos.
a)Si 62— 4ac =0, laecuacién ax? + bx + ¢ = 0 no tiene solucién.
b)Si £ <1, laecuacién 9x%—6x + k=0 tiene dos soluciones.
¢) Una ecuacién bicuadrada tiene siempre un nimero par de soluciones.
d)La ecuacién (x2 +5)(2*—5) = 0 tiene dos soluciones.
e) La ecuacién (x—1)%2 + (x + 1)2=2(x2 + 1) = 0 tiene infinitas soluciones.
f) Algunos sistemas de inecuaciones no tienen solucién.

g) Una inecuacidn tiene siempre infinitas soluciones.

a) Falso. Tendria una tinica solucién doble.
b) Verdadero. El discriminante de la ecuacién es:
A =36-36k
Si k<1 -5 A>0
c) Falso. Puede no tener solucién y, en caso de tenerlas, basta con que una sea cero.

d) Falso. Tiene una tnica solucién, puesto que x% +5 >0 siemprey 2*—5 tiene una tnica
solucién.

e) Verdadero. Es una identidad, no una ecuacién:

-1+ e+ 12202+ D) =x?+ 1 -2x+x2 + 1+ 2x - 2x* - 2=0
f) Verdadero. Por ejemplo:

x> 3}

x<0

g) Falso. Por ejemplo, x? + 2x+ 1 <0 solo tiene una solucién, x = —1.
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68. s | ;Cudntas soluciones puede tener una ecuacién bicuadrada? Comprueba tu respues-

69.

70.

ta resolviendo las siguientes ecuaciones:

a)x*—10x2+9=0 b)a*— 442 =0 Qxt-16=0
dat+2%2=0 xt+3x2+2=0 f)at—4x?2+4=0
Puede tener 4, 3, 2, 1 o ninguna soluciones.
2) x*—10x2+9=0 — Cambio z= x2
2 ~ _10£4y100-36  10+8 _ 9
z2°=10z2+9=0 = z= 3 == _<1
z=9—>x=i3c luci L _13v.3
ol — xesl uatro soluciones: 1, -1, 3 y —
=0
b)xt—4x2=0 — x*(x*—4) =0 x
)% x x ) <x2=4%x=12
Tiene tres soluciones: 0, 2 y—2
)x¥-16=0 - x*=16 > x?=4 (-4 novale) > x=12
Tiene dos soluciones: 2 y -2
2 _ _
Dxf+x2=0 = x2(x2+1)=0 ¥=0 > x=0
x?+1=0 No tiene solucién.
Tiene una solucién: x =0
e)x*+3x2+2=0 — Cambio x* =z
2 -3+4y9-8 -3zl —1 No vale.
2°+32+2=0 — z= =
2 2 < —2 No vale.
No tiene ninguna solucién.
f)x*—4x2+4=0 — Cambio x%=z
22— 4z+4=0 > z=4i12¢= g =2 > x=142
Tiene dos soluciones: 2 y -2
« | Observa la representacién grifica de las rectas y =2 — % yep [ X
ey=2x-3: \2
Contesta sin hacer operaciones: ;para qué valores de x es 2
2x—-322— %? 2 2
y=2x-3
Para x> 2, es decir, en el intervalo [2, +o0).
ai | Observa la representacién de larecta y=—-x—-1y
la de la pardbola _y=x2—2x—3. yea-2x-3
Responde sin hacer operaciones:
;Para qué valores de x es x2-2x-3<-x-1?
Para —1 < x < 2, es decir, en el intervalo (-1, 2). y=—=x-1
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«mll Escribe, en cada caso, una ecuacién de segundo grado cuyas soluciones sean:
a)2y-3 b)4y5 c)-2y-8 d)Zy%

Observa las ecuaciones que has escrito y relaciona los coeficientes 4, & y ¢ de la ecua-
cién con la suma y el producto de sus soluciones.

Por ejemplo:

a) (x—2)(x+3)=0 b)(x—4)(x—-5)=0
x2+3x—2x-6=0 X2 5x—4x+20=0
x2+x-6=0 x2-9x+20=0
Solucién: x2+x—6=0 Solucién: x%—9x+20=0

Q) (x+2)(x+8)=0 d)(x—2)-<x—%>=0
X2+ 8x+2x+16=0 xz—%—2x+%=0
x2+10x+16=0 3x*—7x+2=0
Solucién: x% + 10x+ 16=0 Solucién: 3x%—7x+2=0

Veamos la relacion entre los coeficientes y el producto y la suma de las soluciones:

a) » ,
“=1’b=1,c=—6} Xp+xy=—l=—r=—"r
RN
x1=2, x2=_3 B
xl-x2=_6=T6=_6=é
b) . )
d=1’b=—9,6—20} x1+x2=9=T=_;
SN
x1=4, x,=5 2
X x2=20=T_§
C) ~10 b
ﬂ—]., b—]_(), (;_16} x1+x2__10_T=__
-
X __23 X ——8
1 2 X1 x2=16=¥=£
b
a

X1=2, XZ=%

«ml Demuestra que si x; y ¥, son las soluciones de la ecuacién ax? + bx + ¢ = 0, en-

b c
tonces xX;{ + X, = —— X1 *Xy = —.
1 2 P Yy x1-% P

Si x;, x, son soluciones, podemos escribir:
alx—x))(x—x,) =0 — axz—a(xl + X)X+ ax) - xy =0

Tenemos, por tanto:

bz—a(x1+x2)—>x1+x2=—§ c=ax1-x2—>x1-x2=§

60



Unidad 3. Ecuaciones, inecuaciones y sistemas

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

Pagina 76

Investiea

A continuacidn, se proponen dos problemas que se pueden resolver con ecuaciones diofin-
ticas.

Este tipo de problemas suelen tener varias soluciones.

En el caso de que haya mds de una, has de encontrarlas todas.

En un mueble, se nos ha roto una pata de 4 cm de altura.
Para equilibrarlo provisionalmente, disponemos de varios discos de madera, unos de 5 mm

de grosor y otros de 3 mm. ;Cudntos discos de cada clase usaremos?

N.° de discosde 5 mm — x

N.° de discos de 3mm — y 5x + 3y = 40

Buscamos las soluciones de la ecuacién con la condicién de que x e y sean enteros no negativos.

40 — 5x 2
e
R 1050
El problema tiene tres soluciones:
a) 2 discos de 5 mm y 10 discos de 3 mm.
b) 5 discos de 5 mm y 5 discos de 3 mm.

¢) 8 discos de 5 mm.

En un test de 20 preguntas se consiguen 5 puntos por cada respuesta correcta, se pierden 3
por cada respuesta errénea, y otros 2 por cada pregunta sin contestar.

:Qué tiene que ocurrir para obtener una calificacién de 0 puntos? ;Y para obtener 502

Respuestas correctas — x
p x+y+2z=20 z2=20-x—-y

5x —3y — 2z =P (puntuacién)| y=7x—40-P

Respuestas erréneas —
Preguntas sin contestar — z

Hemos de buscar las soluciones del sistema, teniendo en cuenta que x, y, z son enteros no ne-
gativos.

y=7x—40

— Si la puntuacién es 0 — 2=20—x—y -

12
El problema tiene dos soluciones:
* 6 respuestas correctas, 2 erréneas y 12 en blanco.

* 7 respuestas correctas, 9 erréneas y 4 en blanco.
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Sil bnesso — 12777270 xj3
— 1apuntuac10nes z=20_x_)/ )/—6
zZ =

El problema tiene una solucién: 13 respuestas correctas, 1 incorrecta y 6 en blanco.

Utiliza el lenguaje algebraico

Al mayor de tres hermanos le toca la loteria, por lo que, generoso, decide doblar el capital
de los dos menores. Al hacerlo, se dan cuenta de que, en ese caso, el mis rico es el mediano,
que, también generoso, dobla el capital de los otros dos.

Ahora resulta que el mds rico es el pequefio, que, por no ser menos, dobla el capital de los
dos mayores. jPor fin!, ahora estdn igualados, pues cada uno tiene 400 €.

:Cudnto tenia cada uno al principio?

CANTIDADES PRIMER SEGUNDO TERCER
INICIALES CAMBIO CAMBIO CAMBIO
MAYOR — X - x—y-z — 2x-2y-2z — 4dx—4y—4z
MEDIANO —> ¥ — 2y — 3y-x-z — 06y—-2x-2z
PEQUENO — 2 - 2z - 4z —  Tz—-x-y

Obtenemos el sistema:

4x — 4y —4z=400| x - y—-2=100 x =650
6y —2x—2z=400¢ 3y —x—2=200: — y=350
7z —x — y =400 7z —x — y =400 z =200

Solucién: El mayor tenfa 650 €; el mediano, 350 €, y el pequeno, 200 €.

Utiliza tu ingenio

:Qué habria que colocar en el platillo vacio para nivelar la dltima balanza?

a b c ¢ d a d b ¢

a+b=2c+d
a+d=b+c
Sumando miembro a miembro las dos igualdades, 22+ b+d=3c+b+d — 2a=3c

La dltima balanza se equilibra con tres bolas amarillas.
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Entvénate vesolviendo problemas

Intenta resolver los problemas que te proponemos a continuacién sin utilizar el dlgebra.

* Un motorista sale de su casa a las cinco de la tarde para acudir a una cita. Se da cuenta de
que si viaja a 60 km/h llegar4 un cuarto de hora tarde, pero que si lo hace a 100 km/h lle-
gard un cuarto de hora antes. ;A qué hora es la cita? ;A qué distancia estd su destino?

EN UN CIERTO
MOMENTO

A 60 km/h
, { °
e —
1/4 de hora
60 - 1/4 =15 km

A 100 km/h

1/4 de hora
100 - 1/4 = 25 km

Yendo a 60 km/h, en 15 minutos recorre 15 kilémetros (los que le faltarfan para llegar al lugar
de la cita).
Yendo a 100 km/h, en los 15 minutos que le sobran recorreria 25 km.

Es decir, en el mismo tiempo, recorreria 40 km mds yendo a 100 km/h que yendo a 60 km/h.
Y esto solo ocurre si ese tiempo es de una hora.

Por tanto, el lugar de la cita estd a 3/4 de hora yendo a 100 km/h, o a 5/4 de hora yendo a
60 km/h:

3 .100=2 .60 =
7 +100= 2 60 =75 km

La cita es a las seis en punto de la tarde.

* Un tren avanza a 300 km/h por un tramo recto de via. Por una carretera paralela, y en la
misma direccién, avanza un coche a 120 km/h.

¢:Cudl es la longitud del tren sabiendo que tarda 4 segundos en sobrepasar al coche por
completo?

El tren adelanta al coche a una velocidad de 300 — 120 = 180 km/h.

El tren medird lo mismo que el espacio que recorra un mévil durante 4 segundos a 180 km/h.

4
180. —=— =02km =2
80 3600 0 m 00 metros

Solucién: la longitud del tren es de 200 metros.

* Un profesor de tenis, en un entrenamiento, reparte tres pelotas a cada alumno y le sobran
11. Al dia siguiente lleva 20 pelotas mds, con lo que cada uno recibe cinco y solo le sobra
una. ;Cudntos son los alumnos?

Si se entregan tres pelotas a cada uno, sobran 11.
Con 20 pelotas mds, y entregando 5 a cada uno, sobra una.
La diferencia de pelotas, entre entregar 3 o entregar 5 a cada uno es 11 + 20 — 1 = 30.

El ndmero de alumnos es 30 : (5 —3) = 15.
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* Entre todos los amigos, aportando 6 € cada uno, ibamos a comprar un balén para regalar-
selo a nuestro amigo Jordi. Pero Ivin y Julia no pueden pagarlo, por lo que ahora tocamos
a 10 €. ;Cudntos amigos somos en la pandilla?

Entre Ivin y Julia habrian aportado 12 €.
Ahora, cada uno de los que quedan debe aportar 10 — 6 = 4 € mis.
Los 12 € se reparten, por tanto, entre 12 : 4 = 3 personas.

En total, con Ivén y Julia, son 5 amigos los que compran el regalo, mds Jordi, son 6 en la pan-

dilla.
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L 4
Rutoevaluacion
1. Resuelve las siguientes ecuaciones:
X7 1_x+1_5_
a)yx+1-x 7 b)x w13 0

a) «/x+l=x;7 +x > 4dyx+1=5x-7

Elevamos al cuadrado ambos miembros:

16(x+ 1) = 25x2 = 70x + 49 — 25x2 - 86x+33=0

86+7396-3300 _86+64 _ 3

50 50 11/25

Comprobacién:
x=3 = 2=-1+3 — vilida

x=1L 36/25 = —~164 sAl_ 120 no valida

25 100 25 100
Solucién: x=3

b)2(x—1)—2x(x+ 1) + 5x(x—1) =0 — 2x—2—-2x*—2x+5x%>—5x=0 —

5+y25+24 5+7 2
e < 13

— 3x2-5x-2=0 = x=

Las dos soluciones son validas.

Soluciones: x; =2, x, = —%

2. Resuelve.

Jx=4- 15
a0 b)Y
Yy =4+x 4x2 — y2 =11
)f 4-y| x=16+y> -8y
=4 +x y_4+16+y -8y — 8=20 — y=5/2
_ 25 _9
=16 + v 20—4
5 ,3_3
Comprobacién: \/7 4 — 2 >=3
5% 4.9 25 _25
YRR S ek

xy =15
b }y_lﬁ

4x% — _)/2 11

4x2—2—225= 11 — 4x%4-225-11x2=0
X
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Cambio: x% =z

11+4121+3600 11+61 9
422 - 112-225=0 — z= - -
‘ ¢ ’ ? 8 8 <—25/4 No vale.

z2=9 = x=13 = y=15

Soluciones: x; =3, y;=5; x,=-3, y,=-5

3. Resuelve.

a) 10>*-1-0,001 b)25* = 500

)25~ 14 2%+3 % d)%logz(3x+3)—%log2(2x—3)=log22

a) 102 120,001 - 1012103 -5 2x-1=-3 = x=-1

log 500

26,
log 25 &

b)25%=500 — log 25 = log 500 — x- log 25 = log 500 — x =

x=1, gxe3_ 17 x.9lyox, 03 17 2% g ox_17
)2 +2 —8—>22+22—8—)2+82—8%

N 2x+16.2x=1T7 N 17.2x=% N 2%%:%:2—2 S ox=-2

d) %/ogz (3x +3) — %logz (2x—3) =log, 2 — %[logz (g;c igﬂ =log, 2 —

— log2<§§i§>=/og24 - gjjig =4 > 3x+3=8x-12 = 5x=15 - x=3

4. Resuelve.

2x—3<4
a)3x2—5x—2<0 b){x 3<
4 —x>-1

a)3x2-5x-2<0

2 g o _ _5+425+24 5+7 2
3x“=5%x-2=0 > x= c = _<_1/3

No Si No
W

-1/3 2

luci : —L, 2]; -
Soluciones [ 3

b 2x—3<4 — 2x<7 — x<7/2
) 4—_x>-1 -5 —x=2-5 = x<5

712 3 Soluciones: <—oo) l)
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5. Un comerciante quiere vender por 60 000 € los ordenadores que tiene en su almacén.
Pero se le estropean dos y tiene que vender los otros 50 € mds caros para recaudar lo
mismo.

:Cudntos ordenadores tenia y a qué precio los vendié?
ordenadores que tiene en el almacén — x}

precio inicial de cada ordenador — y

x - y=60000
(x —2)(y + 50) = 60000

Desarrollamos y simplificamos la segunda ecuacidn:
(x=2)(y +50) =60000 — xy+ 50x—2y—100=60000 — 50x—2y+xy— 60100 =0

60000
J

50. 00000 5, , 60000 ., Go100=0 — 3990000 5, . 60000 -60100=0
y y y

Sustituimos x = en ella:

3000000 — 22— 100y =0 — y? + 50y — 1500000 = 0

B —50 + 42500 + 6000 000 _ 1200
)= 2 - < —1250, no vale.

P _ 60000 _
Si y=1200 = x= 1200 =50

Solucién: Habia inicialmente 50 ordenadores y cada uno costaba 1200 €, es decir, tenia 48
para vender a 1250 €.

6. Las diagonales de un rombo suman 42 m y su 4rea es 216 m2. ;Cudnto mide el perimetro
del rombo?

m que mide la diagonal mayor — «x
m que mide la diagonal menor — y

x+y=42

=216 7 k. y=432

(42-y)y=432 — 42y-y*—432=0 — y>—42y+432=0
42+ 1764-1728_42¢%_<24
77 2 I ¥

Siy=24 > x=42-24=18

Siy=18 = x=42-18=24

Las soluciones son complementarias.

Solucién: Las diagonales del rombo miden 24 cm y 18 cm respectivamente.

Por el teorema de Pitdgoras, si z es el lado:

22-122+9%2 > z=J144+81=4225=15

Luego el lado del rombo mide 15 m y el perimetro serd 15 - 4 = 60 m.
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7. En una clase hay 5 chicos mds que chicas. Sabemos que en total son algo mds de 20 alum-
nos, pero no llegan a 25.

:Cuadl puede ser la composicién de la clase?

Chicas — «x
Chicos — y
Jy=x+5
20<x+y<25| 20<x+x+5<25 = 20<2x+5<25 —
— 15<2x<20 — 12—5<x<10

Es decir, las chicas pueden ser 8 0 9.

Hay dos soluciones: 8 chicas y 13 chicos 0 9 chicas y 14 chicos.

8. ;Cudntos litros de vino de 5 €// se deben mezclar con 20 / de otro de 3,50 €// para que el
precio de la mezcla sea inferior a 4 €/12

CANTIDAD (/) | PrRECIO (€/]) COSTE (€)

x 5 Sx
20 3,5 70
20 + x <4 <(20+x) -4

S5x+70<(20+x) -4 = S5x—4x<80-70 — x<10

Se deben mezclar menos de 10 / del vino caro.
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L 4
Rutoevaluacion
1. Resuelve las siguientes ecuaciones:
X7 1_x+1_5_
a)yx+1-x 7 b)x w13 0

a) «/x+l=x;7 +x > 4dyx+1=5x-7

Elevamos al cuadrado ambos miembros:

16(x+ 1) = 25x2 = 70x + 49 — 25x2 - 86x+33=0

86+7396-3300 _86+64 _ 3

50 50 11/25

Comprobacién:
x=3 = 2=-1+3 — vilida

x=1L 36/25 = —~164 sAl_ 120 no valida

25 100 25 100
Solucién: x=3

b)2(x—1)—2x(x+ 1) + 5x(x—1) =0 — 2x—2—-2x*—2x+5x%>—5x=0 —

5+y25+24 5+7 2
e < 13

— 3x2-5x-2=0 = x=

Las dos soluciones son validas.

Soluciones: x; =2, x, = —%

2. Resuelve.

Jx=4- 15
a0 b)Y
Yy =4+x 4x2 — y2 =11
)f 4-y| x=16+y> -8y
=4 +x y_4+16+y -8y — 8=20 — y=5/2
_ 25 _9
=16 + v 20—4
5 ,3_3
Comprobacién: \/7 4 — 2 >=3
5% 4.9 25 _25
YRR S ek

xy =15
b }y_lﬁ

4x% — _)/2 11

4x2—2—225= 11 — 4x%4-225-11x2=0
X
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Cambio: x% =z

11+4121+3600 11+61 9
422 - 112-225=0 — z= - -
‘ ¢ ’ ? 8 8 <—25/4 No vale.

z2=9 = x=13 = y=15

Soluciones: x; =3, y;=5; x,=-3, y,=-5

3. Resuelve.

a) 10>*-1-0,001 b)25* = 500

)25~ 14 2%+3 % d)%logz(3x+3)—%log2(2x—3)=log22

a) 102 120,001 - 1012103 -5 2x-1=-3 = x=-1

log 500

26,
log 25 &

b)25%=500 — log 25 = log 500 — x- log 25 = log 500 — x =

x=1, gxe3_ 17 x.9lyox, 03 17 2% g ox_17
)2 +2 —8—>22+22—8—)2+82—8%

N 2x+16.2x=1T7 N 17.2x=% N 2%%:%:2—2 S ox=-2

d) %/ogz (3x +3) — %logz (2x—3) =log, 2 — %[logz (g;c igﬂ =log, 2 —

— log2<§§i§>=/og24 - gjjig =4 > 3x+3=8x-12 = 5x=15 - x=3

4. Resuelve.

2x—3<4
a)3x2—5x—2<0 b){x 3<
4 —x>-1

a)3x2-5x-2<0

2 g o _ _5+425+24 5+7 2
3x“=5%x-2=0 > x= c = _<_1/3

No Si No
W

-1/3 2

luci : —L, 2]; -
Soluciones [ 3

b 2x—3<4 — 2x<7 — x<7/2
) 4—_x>-1 -5 —x=2-5 = x<5

712 3 Soluciones: <—oo) l)
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5. Un comerciante quiere vender por 60 000 € los ordenadores que tiene en su almacén.
Pero se le estropean dos y tiene que vender los otros 50 € mds caros para recaudar lo
mismo.

:Cudntos ordenadores tenia y a qué precio los vendié?
ordenadores que tiene en el almacén — x}

precio inicial de cada ordenador — y

x - y=60000
(x —2)(y + 50) = 60000

Desarrollamos y simplificamos la segunda ecuacidn:
(x=2)(y +50) =60000 — xy+ 50x—2y—100=60000 — 50x—2y+xy— 60100 =0

60000
J

50. 00000 5, , 60000 ., Go100=0 — 3990000 5, . 60000 -60100=0
y y y

Sustituimos x = en ella:

3000000 — 22— 100y =0 — y? + 50y — 1500000 = 0

B —50 + 42500 + 6000 000 _ 1200
)= 2 - < —1250, no vale.

P _ 60000 _
Si y=1200 = x= 1200 =50

Solucién: Habia inicialmente 50 ordenadores y cada uno costaba 1200 €, es decir, tenia 48
para vender a 1250 €.

6. Las diagonales de un rombo suman 42 m y su 4rea es 216 m2. ;Cudnto mide el perimetro
del rombo?

m que mide la diagonal mayor — «x
m que mide la diagonal menor — y

x+y=42

=216 7 k. y=432

(42-y)y=432 — 42y-y*—432=0 — y>—42y+432=0
42+ 1764-1728_42¢%_<24
77 2 I ¥

Siy=24 > x=42-24=18

Siy=18 = x=42-18=24

Las soluciones son complementarias.

Solucién: Las diagonales del rombo miden 24 cm y 18 cm respectivamente.

Por el teorema de Pitdgoras, si z es el lado:

22-122+9%2 > z=J144+81=4225=15

Luego el lado del rombo mide 15 m y el perimetro serd 15 - 4 = 60 m.
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7. En una clase hay 5 chicos mds que chicas. Sabemos que en total son algo mds de 20 alum-
nos, pero no llegan a 25.

:Cuadl puede ser la composicién de la clase?

Chicas — «x
Chicos — y
Jy=x+5
20<x+y<25| 20<x+x+5<25 = 20<2x+5<25 —
— 15<2x<20 — 12—5<x<10

Es decir, las chicas pueden ser 8 0 9.

Hay dos soluciones: 8 chicas y 13 chicos 0 9 chicas y 14 chicos.

8. ;Cudntos litros de vino de 5 €// se deben mezclar con 20 / de otro de 3,50 €// para que el
precio de la mezcla sea inferior a 4 €/12

CANTIDAD (/) | PrRECIO (€/]) COSTE (€)

x 5 Sx
20 3,5 70
20 + x <4 <(20+x) -4

S5x+70<(20+x) -4 = S5x—4x<80-70 — x<10

Se deben mezclar menos de 10 / del vino caro.
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Resuelve

1. Se deja caer una bola por un rail levemente inclinado y se mide la distancia que recorre

en distintos tiempos:

0105

1

1,5 2

2,5

3

3,5

4

4,5

5|

TIEMPO EN S ()
DISTANCIA EN ¢m (e)

025

10

22 1 40

63

90

123

160

202

250

a) Representa, en tu cuaderno, los datos anteriores sobre una cuadricula como la que tie-

nes a la derecha. Usalos para obtener la curva correspondiente.

b) Comprueba que los valores obtenidos responden (con muy buena aproximacién) a la

siguiente relacién:

250

200

150

100

50

e=10z2

DISTANCIA/ (c

T—
~_

~

A
~

TN

1

2 3 4 5

TIEMPO (s)
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1. Esta grifica describe la temperatura a la que sale el agua de un grifo que se mantiene un
rato abierto.

TEMPERATURA (°C)

TIEMPO (min)
123456

a) ;Cudles son las dos variables?
b) Explica por qué es una funcién.
¢) ;Cudles son el dominio de definicién y el recorrido?
a) Variable independiente — tiempo (min)
Variable dependiente — temperatura (°C)

b) Para cada valor del tiempo hay un tnico valor de temperatura.

¢) Dominio = [0, 6] Recorrido = [10, 58]

2. Indica el dominio y el recorrido de estas funciones:

a) |y b) Y o ¥
2 1
1 X X 10 X
a) Dom f=[-1, 4] b) Dom f= [-4, 1] c) Dom f=[-5, 20]
Rec f=[-2, 3] Rec f=[-4, 0] Rec f=[-2, 2]

3. Representa una funcién cuyos dominio y recorrido sean, respectivamente, [-2, 5] y
[2, 7]. Inventa otra con dominio [0, 5] y recorrido {1}.

Ejercicio de respuesta abierta. Una posible solucién seria:

5 3 3

Dom f=[-2, 5] Dom f= [0, 5]
Recf=1(2,7] Rec f= {1}
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1. Vamos a analizar la grifica de arriba correspondiente al precio de la vivienda:
a) ;Qué quiere decir que la grifica arranque en el 100 %? ;Te parece razonable?
b) El méximo fue del 115 %. ;En qué momento ocurrié? Contesta aproximadamente.
©) ;Cudl fue el minimo? ;En qué momento sucedié?

d) ;Cudl fue el indice del precio en el 20062

a) La grafica describe la variacion (en %) del precio de la vivienda en una regién desde 1992
hasta 2016.

Que comience en 100 % significa que se toma como precio de referencia para analizar dicha
variacion el precio de la vivienda en 1992; lo cual es razonable ya que en ese afo comienza
el estudio.

b) En el ano 2005.
¢) El minimo fue del 87 % aproximadamente. Sucedié en 2013.
d) 110 %, es decir, en el afo 2006 el precio de la vivienda habfa aumentado un 10 % respecto
al afio 1992.
2. Fijate en las funciones altura sobre el nivel del mar - tiempo transcurrido que se han des-
crito mds arriba referentes a las excursiones realizadas por Félix y Maria.
a) Representa la gréfica correspondiente a Félix.
b) Representa la grifica correspondiente a Maria.

¢) Si compararas las dos grificas anteriores con las de tus compaiieros, ;cudles serian mds
parecidas, las de Félix o las de Maria? Explica por qué.

a) Respuesta abierta (la informacién proporcionada en el enunciado hace que existan diferen-
tes respuestas a esta pregunta).

b) ALTURA SOBRE EL NIVEL DEL MAR (m)
300

200
100

Pl TIEMPO TRANSCURRIDO (min)
5 30 45 55 85

¢) Las de Maria, porque tenemos datos (situacién de la casa respecto al nivel del mar, tiempo
que tarda en ascender la colina, altura de esta respecto al nivel del mar...) que permiten
representar la gréfica con mayor precisién. En el caso de Félix, al no disponer de dicha infor-
macion, existen diferentes posibilidades para representar el enunciado en una gréfica.
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3. Halla la cuota integra que corresponde a cada una de las siguientes bases liquidables:
a) 12000 € b)25000 €
¢) 50000 € d)100000 €

a) Nos situamos en la 1.* fila. Por los primeros 10000 € no hay que pagar nada. Por los
2000 € restantes hay que pagar el 15 %, que son 0,15 - 2000 = 300 €. Por tanto, habrd que
pagar 300 €.

b) Nos situamos en la 2.* fila. Por los primeros 20000 € hay que pagar 1500 €. Por los res-
tantes 5000 € hay que pagar el 25 %, que son 0,25 - 5000 = 1250 €. Por tanto, habrd que
pagar 1500 € + 1250 € = 2750 €.

c) La cuota correspondiente a esta cantidad se encuentra directamente, sin célculos, en la dlti-
ma fila — 11000 €.

d) Nos situamos en la tltima fila. Por los primeros 50000 € hay que pagar 11000 €. Por los
50000 € restantes, hay que pagar el 45 %, es decir, 0,45 - 50000 = 22500 €. Por tanto, hay
que pagar en total 11000 € + 22500 € = 33500 €.

4. La segunda columna de la tabla de arriba se puede obtener a partir del resto de los datos
que hay en ella.

Explica cémo.

10000 0 hasta 10000 15
20000 0+ 15% de 10000 = 1500 hasta 10000 25
30000 1500 + 25% de 10000 = 4000 hasta 20000 35
50000 4000 + 35% de 20000 = 11000 en adelante 45
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5. En el EJEMPLO 1, calcula la distancia que recorre la bola en 1, 2, 3, 4 y 5 segundos. ;A qué
tiempo corresponde una distancia de 2 m?

t=1s > ¢=0,1-12=0,Im t=2s - ¢=0,1-22=04m
t=3s = ¢=0,1-3*=09m t=4s > ¢=0,1-4=1,6m
t=5s > ¢=0,1.5=2,5m

Calculamos en qué tiempo se recorren 2 m:

2=0,1-22 = =420 ~4,47 s

6. En el EJEMPLO 2, halla el volumen de una esfera de radio 5 cm y el radio de una esfera de
volumen 800 cm?.

V= %n .53 = 50307‘5 cm?® = 523,6 cm?

7. Halla (EJeMPLO 3) el periodo de un péndulo de 1 m de largo. ;Cudl es la longitud de un
péndulo cuyo periodo es de 6 segundos?

/=1metro = 7T'=4y4-1 =2 segundos
T =6 segundos — 6= y4/ — 36 =4/ — /=9 metros
8. Calcula el tamaio aparente, A, de un objeto (EJEMPLO 4) para los siguientes valores de
d:
0; 0)5; 1; 1)5; 1)9; 1)99

Para d =4 se obtiene 4 =-1. Eso significa que el objeto se ve del mismo tamafio, pero
invertido. Interpreta los valores de A para d:

10; 5; 2,5; 2,1; 2,01

d=0 > A=1 d=0,5 = A=4/3
d=1 > A=2 d=15 —> A=4
d=19 — A=20 d=199 — A=200

d=10 — A=-1/4. El objeto se ve a 1/4 de su tamano, e invertido.
d=5 — A=-2/3. El objeto se ve a 2/3 de su tamano, e invertido.
d=2,5 = A=-4. El objeto se ve a 4 veces su tamaio, e invertido.
d=2,1 - A=-20. El objeto se ve a 20 veces su tamano, e invertido.

d=2,01 - A=-200. El objeto se ve a 200 veces su tamafo, e invertido.
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1. Halla el dominio de definicién de:

-1 b)y=/x-5
a)y x*+2x -8 )J’ ¥

-1 dy=__ 1
C)y x-5 )J’ x2-2x-8

Ax?+2x—8=0 > x=

_21\/4+32_—2i6_ x=2
2 ) _<x=—4

Domf=R—{x/x?+2x-8=0} =R -{-4, 2}
b) Dom f={xe IR /x—520} =[5, +oo)
¢) Dom f={xe R/x—5>0}= (5, +oo)
d) Tenemos que resolver la inecuacién x? — 2x— 8 > 0.
Las rafces de x —2x—8 son x =4, x=-2.
Si No St

—_—
-2 4

Solucién: (—eo, =2) U (4, +o0)
Dom f={xe R [ x*—2x—8> 0} = (—o0, =2) U (4, +0)
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1. Construye una funcién similar a la (1), pero para el caso de que se pague 1 € cada media
hora. ;Cuil de las opciones de pago te parece m4s justa?

COSTE (€)

81+ —o

6
4 o Esta opcién de pago es més justa que la del ejemplo.
2

— TIEMPO (h)
1 2

2. Analiza la funcién (3) para valores “préximos a 2”. Comprueba que cuando x vale 1,9;
1,995 1,999; 2,01; 2,001, la y toma valores “muy grandes”.

1
x=19 = y=—L - 100
7= 1,922
1 4
x=199 = y=— 1 _
4 (1,99 — 2)?
1 6
x=1,999 — y=— 1 _
7= 1,999 2)2
1 4
x=201 = y=—0 1 _10
Y (2,01 -2)2
x=2,001 > y=— L _ 106
(2,001 —2)2
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1. Observa la funcién de la derecha y responde:
a) ;En qué intervalos es creciente y en cudles es decreciente?
b) ;Cuadles son sus mdximos y sus minimos relativos?
a) Crece en (=5, =3) U (5, +oo).
Decrece en (-0, —5) U (=3, 5).
b) Méximo relativo en el punto (-3, 5).

Minimos relativos en los puntos (=5, 3) y (5, =2).
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2. Halla la tasa de variacién media (T.V.M.) de la funcién f representada, en los intervalos

(1, 3], [3, 6], [6, 8], [8, 9] y (3, 9].

_3-6 _-3 _2-3__1
['V.M. [1, 3] =3-1°-72 ["V.M. [3, 6] 63 3
_4-2 _ _8-4 _
['V.M. [6, 8]-—8_6 =1 [.V.M. [8, 9]——9_8 4
_8-3_5
['V.M. [3,9] = 9-3°6

3. Halla la T.V.M. de la funcién y=x2 - 4x+ 5 (PROBLEMA RESUELTO 2) en [0, 2], [1, 3] y
(1, 4].

T.V.M. [0, 2] = % _

_2-2 _
TVM. [1,3] = =5 =0
5-2
TVM.[1,4] = 2=% -1
V.M. [1, 4] i1

4. Halla la velocidad media de la piedra del PROBLEMA RESUELTO 3 en los intervalos [0, 1],
[0, 3], [3, 4] y [4’ 8].

TVM. [0,1] = % =35 TV.M. [0, 3] = 735_‘0 - 25
_80-75 _ _0-80 _
TVM. (3,41 - 5=D -5 TVM. [4,8) - 9=80 29

Los resultados estdn expresados en m/s.
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1. La cantidad de radiactividad que posee una sustancia se reduce a la mitad cada afio. La
grafica adjunta describe la cantidad de radiactividad que hay en una porcién de esa sus-

tancia al transcurrir el tiempo.
:A cudnto tiende la radiactividad con el paso del tiempo?

RADIACTIVIDAD

4

12 | TIEMPO (afos)

La radiactividad, con el paso del tiempo, tiende a cero.
2. La cisterna de unos servicios piiblicos se llena y se vacia, automdticamente, cada dos mi-
nutos, siguiendo el ritmo de la grifica adjunta.
a) Dibuja la grifica correspondiente a 10 min.
b) ;Cudnta agua habrd en la cisterna en los siguientes instantes?

I) 17 min II) 40 min 30 s III) 1 h9 min 30 s

VOLUMEN (/

30

20

10 \

TIEMPO (min)

a) VOLUMEN (/)

3° / / / / /

20

s S R S R
\ \ \

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

TIEMPO (min)

b)) £(17) = f(1) = 20 litros
IT) /(40 min 30 s) = /(30 s) = 10 litros
III) /(1 h 9 min 30 s) = f(1 min 30 s) = 30 litros

10
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Calcula el dominio de definicién de la siguiente funcién:

y= «/—2x2+14x—20
Dom f={xe IR/ -2x% + 14x - 20 > 0}

Simplificando

Tenemos que resolver la inecuacién —2x2 + 14x—20 > 0 )

Las raices del polinomio x?—7x+ 10 son:

2_ _ _7xy49-40 71+3 x=5
x*=7x+10=0 > x= 5 =5 _<x=2

Solucién: x € [2, 5]

Por tanto, Dom f=[2, 5].

Repite esta actividad para una cartulina de 1 m X 70 cm.

x2_7x+10<0

a) Si cortamos un cuadrado de lado x en cada esquina, obtenemos una caja de altura x y cuya
base es un rectdngulo de dimensiones (100 — 2x) de largoy (70 —2x) de ancho.

Por tanto, el volumen de la caja en funcién de x es:

V(x) = (100 = 2%) - (70 = 2x) - x — V(%) = 4x> — 340x% + 7000x

100 cm

wo ()L

100 — 2x

b) Para que haya caja se debe verificar:

x>0
100-2x>0 — x<50; = 0<x<35 — Dom V=(0,35)
70-2x>0 — x<35

1l
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Representa la funcién en el intervalo [-15, 15]. ;Es creciente o decreciente en el
intervalo [-24, —23]? ;Qué ramas infinitas tiene en el intervalo [40, 49]?

* Por ser periddica de periodo 7, en el intervalo [-24, —23] ocurre lo mismo que en el intervalo
[-3, —2] (se trata de un intervalo igual pero trasladado tres periodos, es decir 3 - 7 = 21 unidades,
a la derecha). La funcidn en ese intervalo es creciente.

* La funcidn presenta asintotas verticales en las rectas x=-1+7n, ne Z.
Por tanto, las asintotas verticales de la funcién en el intervalo [40, 49] son:
n=6 — x=41
n=7 — x=48

Halla la velocidad media en la primera hora, en las dos primeras horas, en las
tres primeras horas... y asi sucesivamente.

Velocidad media en la primera hora = TV.M. [0, 1] = 1?5__00 =125 km/h

Velocidad media en las dos primeras horas = T.V.M. [0, 2] = 175-0 _ 87,5 km/h

2-0
Velocidad media en las tres primeras horas = T.V.M. [0, 3] = 225_ _OO =91,67 km/h
Velocidad media en las cuatro primeras horas = T.V.M. [0, 4] = 320 _00 = 87,5 km/h

Velocidad media en las cinco primeras horas = V.M. [0, 5] = 4(5)0__00 =80 km/h

Velocidad media en las seis primeras horas = T.V.M. [0, 6] = 420 _00 = 66,67 km/h

Velocidad media en las siete primeras horas = V.M. [0, 7] = 4;5__00 = 67,86 km/h

Velocidad media en las ocho primeras horas = V.M. [0, 8] = 620 _00 =75 km/h

12
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Practica

1. a1 Hemos sacado de la nevera un vaso con agua. Esta grifica muestra la temperatura
del agua (en grados centigrados) al pasar el tiempo:

TEMPERATURA (°C)

TIEMPO (min)
20 40 60

a) ;Qué temperatura hay dentro de la nevera? ;Y fuera?

b) Sacamos del microondas un vaso con agua a 98 °C. Dibuja una grifica que muestre la
temperatura del agua al pasar el tiempo.

a) Dentro de la nevera hay 2 °Cy fuera 22 °C.

b)  TEMPERATURA (°C)

98
. R N O O T B = 5 S
10 TIEMPO (min)
2. a1 La presién atm.osfenca a nivel del mar es, por término medio, de 8007 LRESION (mimHg)
760 mm de mercurio (mmHg). 700
En la grifica se aprecia cémo varia al aumentar la altura. 600
a) ;A cudnto tiende la presion cuando la altura aumenta? 500
b) ;Qué presién sufre el exterior de un avién que vuela a 10 km de altura? 400
300
a) Cuando aumenta la altura la presién tiende a 0 mmHg. 200
b) 260 mmHg aproximadamente.
&b 100 TUD|(km)
10 20 30

13
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3. a1l Esta es la grifica de la evolucién de la temperatura de un

enfermo: 40° | TEMPERATURA (°C)
a) ;Cudnto tiempo estuvo en observacién? 39°
b) ;En qué dia la temperatura alcanza un miximo? ;Y un mini- 38°
mo? ;Qué temperaturas alcanza? 37°
¢) ;:En qué intervalos de tiempo crece la temperatura y en cudles 36° )
decrece? T TIEMPO (dias)
. 1 2 3 4 5 6 7
a) 7 dias.

b) El enfermo alcanzé la temperatura médxima el 2.° dia y fue 39,5 °C.
El enfermo alcanzé la temperatura minima el 5.° dia y fue 36 °C.
¢) La temperatura crece si x € (1, 2) U (5; 5,3) aproximadamente.

La temperatura decrece si x € (2; 2,5) U (3,5; 5) aproximadamente.

4. «7] Tres deportistas han estado nadando durante media hora. Su entrenador ha medido
cada 5 min las distancias recorridas y ha obtenido estos datos:

5 (10 15 20 25 30
95 235 425 | 650 | 875 | 1100
250 |500| 750 | 1000 1250 | 1500

360 | 710 | 1020 | 1300 | 1490 | 1600
a) En unos mismo ejes, dibuja la grafica distancia-tiempo de los tres nadadores. Descri-
belas.
b) ;Ha habido algiin adelantamiento?
c) Calcula la velocidad media de cada uno.

d) ;Cudl es el dominio y el recorrido de cada funcién?

a) DISTANCIA (m) b) No ha habido ningtn adelantamiento.
1600 }
_ 1100 _ .
1400l - oV, (A)-= 30 - 36,67 m/min
12007 v, B) = 1299 _ 50 m/min
1000 } 30

800 1 v, (C) = lg% = 53,3 m/min

d) Dom A = Dom B = Dom C = [0, 30]
Rec A =1[0,1100]; Rec B =1[0, 1500];
TIEMPO (min) Rec C = [()) 1 6()()]

600 1
400 1
200 +

5 10 15 20 25 30
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5. &1 La intensidad del sonido de un foco sonoro es menor a medida que nos alejamos de
él y, ademads, decrece cada vez mas despacio.

a) Representa la intensidad del sonido en funcién de la distancia al foco sonoro.
b) ;Cudl es la tendencia?
a) Una posible grifica es: b) La tendencia de la funcién es cero: la in-

tensidad del sonido es pricticamente nula a
medida que nos alejamos del foco.

INTENSIDAD

DISTANCIA

6. a1 El volumen, en cm3, de un cilindro cuya base tiene 1 cm de radio en funcién de su
altura, h, dada en cm, es V'=rh. Por otro lado, el volumen de un cilindro cuya altura
es 1 cm en funcién del radio, 7, en cm, de su base es V= ms2.

a) Calcula el volumen de un cilindro de 1 cm de radio para alturas de 1, 2, 3, 4y 5 cm.
Representa la funcién.

b) Halla el volumen de un cilindro de 1 cm de altura para radios de 1, 2, 3, 4y 5 cm.
Representa la funcién.

¢) ;:Qué altura tiene un cilindro de 1 cm de radio cuyo volumen es 37,68 cm??

d) ;Qué radio tiene un cilindro de 1 cm de altura cuyo volumen es 803,84 cm3?

a) V(h) =rh b) V(7) = nr?
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
o 2 | 3 | 4T | 5™ I 4 | 9 | 16T | 25T
V(cm3) V (cm?)
ST{-r=1=71—r=r17 — YA
i 241
4T
31
16w
21
T
h (cm) 81
1 2 3 4 5
L7 (cm)
1 2 3 4 5
¢) 37,68 =th — h:@ﬂzcm

d)803,84 = T2 —> 7= 823124 _ /256 = 16 cm

15
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7. a 1] Halla el dominio de definiciéon en cada caso:

1 __—3x
)y= x-3 b)y 2x+10
d -2 - x-1
)y —x )y rx—06
gy=1\x+7 h)y=/1-x
jy= =« k)y=3Bx—4

A)x—320 > x=3
b)2x+ 1020 — 2x#—-10 = x=-5
¢) x>+ 1 =0 para cualquier valor de x

d)—-x=20 — x=0

xl+x-620 > x=

—1+y1+24 _1+5 _ 2
2 ) _<_3

fl)x?—x20 = x(x-1)=20 - x=0y x=1
gx+720 = x2-7

h)l1-x>0 — x<1

i)3x-920 > 3x>29 - x=3

j)=x=20 = x<0

k) Dom y =R

D2x+220 - 2x>2-2 — x>-1

8. i ] Halla en cada caso el dominio de definicion:

e
f)y=x21_x
)y=V3x-9
Dy=1-52x+2
Domy=IR - {3}
Domy =R - {-5}
Domy-R
Domy=IR - {0}

Domy=R-{-3,2}

Domy =R -1{0, 1}
Dom y = [-7, +o0)
Dom y = (oo, 1]
Dom y = [3, +o0)
Dom y = (—e0, 0]

Dom y = [-1, +o0)

a)y=~/m b)y=m c)y=\/?
d)y = |-« ey = 4-* £y=-x?-x+2
A)x2-920

x2-9=0 > (x+3)(x—3)=0 W

Dom y = (—e0, =3] U [3, +0) 5 5
b)xZ+6x—=720

W 6x—7=0 = x= ‘Gi@=—62i8 <!

Si No Si
Dom y = (—eo0, =7] U [1, +o0) >
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c) x>0 para cualquier valor de x.
Dom y=1R
d)-x? < 0 para cualquier valor de x = 0.

y—x? solo tiene sentido para x = 0.

Dom y = {0}

e)4-—x2>0
2-x2+x)20 W
Dom y = [-2, 2] —4 4

f)x?—x+220

2 B _—1+4y1+8 —1+3 1
x“+x—-2=0 > x= > = —<_2
No St No
Dom y = [-2, 1] o~ T~
2 1
9. s | Observa la grifica de la funcién y = f(x). Cortaaleje X en x=-2, x=0y Y

x = 4. Toma valores positivos en los intervalos (-2, 0) y (4, +), y toma valores
negativos en (—o0, -2) y (0, 4).

Teniendo esto en cuenta, podemos afirmar que:

es R -1{-2,0, 4}.

* El dominio de definicién de la funcién y =

1
f®)
* El dominio de definicién de la funcién y= | f(x) es[-2,0] U [4, +).

= Jf,

Razonando de forma similar, di el dominio de definicién de y =
para las siguientes funciones dadas por sus gréficas:

a) Y b) ¥ / ©) Y d) v

N\ Vs /

a) f(x) =0 si xe {-1, 3} b)f(x) =0 si xe {-2,5} U [0, 2] U {4,25}
fx) >0 si x€ (—e0,—1) U (3, +o0) fx) >0 si x€ (—o05-2,5) U (4,25; +0)
f(x) <0 si xe (-1, 3) f(x) <0 si xe (=2,5;0) U (2; 4,25)
Por tanto: Por tanto:

1 _Bm_ g 1 oo; 5z
Dom f(x)_|R {~1, 3} Dom f()—( -2,5) U (-2,5;0) U

U (25 4,25) U (4,25; +o0)

Dom || f(x) = (=e0, =1] U [3, +o0) Dom || f(x) = (—e0; =2,5] U [0, 2] U [4,25; +)

17
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o) f(x)=0 si xe {-2,2,4} d)f(x) =0 si xe {-2,3}
f(x) >0 si xe (=2,2) U (4, +oo) fx) >0 si xe IR-{-2, 3}
fx) <0 si xe (—e0,-2) U (2, 4)

Por tanto: Por tanto:
Dom f(x) =R -1{-2,2, 4} Dom f(x) =R -1{-2, 3}
Dom [f(x) = U [4, +o0) Dom [f(x) = IR

10. ] Observa esta funcién y halla su T.V.M. en los intervalos [0, 4], [0, 5], [5, 7], [0, 7],
[_4a 0] y [_4’ -2].

Y

6 -4 2N_| "2 4 6

-2

—4

Copia en tu cuaderno la grifica y dibuja en cada caso el segmento del cual estds hallan-
do la pendiente.

TVM. [0, 4] = 2+L 1

4
Y
441 _
4 T.VM. [0, 5] = 5~ 1
’ TVM.(5,7)= =4 - »
X 7-5
-6 | -4 | -2 2——4 6
a TVM.[0,7] = 0+1 _ 1
=2 ,7
T 4 01-=1=6_—7
T.V.M. [-4, 0] = P
0-6 _
T.V.M. [-4,-2] = =i 3
11. em]Hallala T.V.M. de y = 3x3 + 9x2—3x-9 en los intervalos [-2, 0], [-1, 0], [-3, —1]
y [0, 1].
_-9-9 ~ _-9-0 __
TV.M. [-2, 0] = 5.5 = T.V.M. [-1, 0] 0 9
TVM. [-3,-1]=- 2=0 _¢ TVM.[0,1]=9%2 _9
-1+3 1

18
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12. ] Explica por qué es periédica esta funcién:
Y

VN N

X
1 2 /3 4 5 6 7819

Da su periodo y los valores de la funcién en los puntos de abscisas x =1, x =3, x = 20,
x=23y x=42.

La funcién es periédica de periodo 4.

f) =2 £(3) =2,5; £(20) =£(0) = 15 £(23) =f(3) = 2,5; f(42) =f(2) = 2,5

13. «mll Observa estas grificas discontinuas y contesta:

® e @ Y a) ;Cudles son los puntos de discontinuidad? Ex-
HH2 2 / plica la razén de discontinuidad en cada punto.
N2 x N X ) . -
) P W) 3 4 b) ;Cudl es su dominio de definicién?
_2 —'2 . . 3 7 . ’ .
¢) Indica, si tiene, los mdximos y los minimos rela-

tivos.

Y | Y
? 2 / © \ d) ;En qué intervalos es creciente? ;Y decreciente?
= X ! I x

Discontinua en x = —1. Tiene ramas infinitas.

a)@{

Discontinua en x = 2. Tiene un punto desplazado.

@ Discontinua en x =2. No estd definida en este punto y, ademds, en ¢l da un salto.

Discontinua en x =1 porque no estd definida.

@ {Discontinua en (—oo, —2) U (4, + o0). No estd definida.

Discontinua en (—oo, —4) U (4, + o). No estd definida.
@ { Discontinua en x =-2. Tiene ramas infinitas.
Discontinua en x =0. No estd definida y presenta un salto.

b) Dorm (D) = (=eo, =1) U (=1, +o0) Dom (@) = (=e0, 2) U (2, +e0)

Dom (@) = [-2, 1) U (1, 4] Dom (V) = [-4,-2) U (=2, 0) U (0, 4]
¢) ) Miximo relativo en (-2, 3). Minimo relativo en (0, 0)

() Méximo relativo en (=2, 1). Minimo relativo en (-1, —1).

@ No tiene ni miximos ni minimos relativos.

@) Méximo relativo en (1, 3). Minimo relativo en (3, —1).
d) @ Crece en (-0, —2) U (0, 2) U (2, +o0). Decrece en (-2, —1) U (-1, 0).

@ Crece en (—oo0, =2) U (=1, 2) U (2, +o0). Decrece en (-2, —1).

@ Crece en (-2, 1) U (1, 4). No decrece.

@) Crece en (-4, -2) U (0, 1) U (3, 4). Decrece en (-2, 0) U (1, 3).
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Resuelve problemas

14. «] Observa las siguientes grificas de funciones:

TIEMPO

a) Relaciona cada curva con estos enunciados sobre la temperatura de un vaso de agua:
I. Cuando pasa de la mesa a la nevera.
II. Cuando se saca de la nevera y se deja en la mesa.
III. Cuando pasa de la mesa al congelador.

b) :A qué temperatura est4 la casa? ;Y el congelador? ;Y la nevera?

a)l-verde. II-azul. III - roja.
b) La casa estd a 23 °C, el congelador a —12 °C y la neveraa 2 °C.

15. a7 Cuando una persona sana toma 50 g de glucosa en ayunas, su glucemia (% de gluco-
sa en la sangre) se eleva, en una hora aproximadamente, desde 90 mg/d/, que es el nivel

normal, hasta 120 mg/dl. Luego, en las 3 h siguientes, disminuye hasta valores algo por
debajo del nivel normal, y vuelve a la normalidad al cabo de 5 h.

a) Representa la curva de glucemia en el tramo desde que ingiere la glucosa hasta que
vuelve a su nivel normal.

b)Indica en qué momentos alcanza su miximo y en cudles su minimo.

a) GLUCEMIA (mg/dl)
1201 /\
901

601

304

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 TIEMPO (horas)

b) El méximo es de 120 mg/g/ al cabo de 1 h de iniciar la toma. El minimo estd ligeramente
por debajo de 90 mg/dly se alcanza a las 4 h de iniciar la toma.

La tendencia de la funcién es 90 mg/d/ (tener la glucemia en un nivel normal).

20
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16. o171 Dos compaiias telefénicas, A y B, tienen diferentes tarifas. Observa las grificas y
contesta:

COSTE (€)

0,8
0,6
0,4

0,2

TIEMPO
1 2 3 4 5 6 7 (min)

a) Determina cudnto vale una llamada de 3 minutos con cada una de las dos compaiias.
b) ;Y una llamada de media hora?

¢) Razona por qué elegirias una u otra compaiiia.

a) Una llamada de 3 min cuesta 0,50 € en cualquiera de las dos companias.
b) La compafia A cobra 3,20 € por 30 minutos.

La compafiia B cobra 0,10 € mds 0,40 € por cada 3 min. Por tanto, por 30 min cobrard
0,1 +0,40 - 10 = 4,10 €.

c) Si habitualmente hiciera llamadas cortas (de 3 min o menos), contrataria con B. Si hiciera
llamadas largas con frecuencia, contrataria con la compania A.
17. «1] Un tridngulo isésceles tiene 20 cm de perimetro. Llama x al lado desigual e y alos

lados iguales.

a) Haz una tabla de valores y, a partir de ella, escribe la funcién que relaciona el valor de
y conel de x.

b) ;Cudl es su dominio de definicién?

a) 2 4| 6| 8 | 10
y J 6 5
2y =20 =20 - 20-x
x X+ 2y= — 2y=20-x — y= 7

b) Para que el tridngulo exista:

20— x>x

x>0} x>0

} — Dominio = (0, 10)
2y > x

Por tanto, observamos que el Gltimo par de valores de la tabla no se corresponde con un
tridngulo real.
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18. a1 La 6rbita del cometa Halley es una elipse muy excéntrica, uno de cuyos focos es el
Sol. Esta funcién relaciona la distancia del cometa al Sol con el tiempo:

DISTANCIA AL SOL (UA)

30
20

10

1755 1832 1909 1986 ANO

a) ;Es una funcién periédica? ;Cudl es su periodo?

b) ;:En qué afio volverd a acercarse al Sol?

a) Es una funcién periédica de periodo T = 1832 — 1755 = 77 afios.

b)1986 + 77 =2063 — El ano 2063

19. «1] La gréfica adjunta describe el valor de una empresa desde que se fundé.

a) ;Cudl era su valor en el momento de la apertura?
b) ;A cudnto se redujo su valor después de 4 meses?

¢) ;Cudl es la T.V.M. en el intervalo [4, 12]? Da el resulta-
do en miles de euros por mes.

d) ;Cudl es la T.V.M. en [12, 14] y en [14, 20]?

e) Esta funcién tiene un miximo y dos minimos relativos.
Describelos.

f) ;Cudl parece la tendencia de esta funcién para los
préximos meses?

g) Haz una descripcién global del valor de esta empresa
en sus tres primeros anos.

VALOR (millones de euros)

TIEMPO

4 8 12 16 20 24 28 (meses)

a) El valor de la empresa en el momento de la apertura era de 600000 €.

b) Después de 4 meses su valor se redujo a 200000 €.

o) TV.M. [4, 12] = 1800 0?3 = ZOO 000 _ 00000 €/mes

d)T.V.M. [12, 14] = 1600000 —1800000 _ _;00000 €/mes

14-12

T.V.M. [14, 20] = 2400000 —1600 000 _ 133333 33 €/mes

20-14
e) Miximo relativo en (12, 1800 000)
Minimos relativos en (4, 200 000) y (14, 1600 000)

f) Parece que el valor de la empresa, para los préximos meses, tiende a 2600000 €.

g) El valor de la empresa tiene un brusco descenso en los cuatro primeros meses. A partir de
aqui crece rdpidamente durante 8 meses y tiene una ligera caida en los dos meses siguien-
tes. A partir del mes 14.° crece rdpidamente durante otros 6 meses y después cada vez mds
despacio. Su precio se aproxima a 2600000 €.

22
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20.a1] Con un rectingulo de cartulina de 50 cm x 20 cm, queremos fabricar una caja con

tapadera.
a '
X x:
- 3;' .I ______ & _______
b 20 cm
X xé’ -----------------
50 cm

a) Obtén la expresién del volumen.
b) Dando valores a x, representa la gréifica de la funcién V(x).
c) ;Cudl es el dominio de V(x)?

50 — 2x
2

V=(25-x)(20 — 2x)x = 2x> — 70x2 + 500x

a) a= =25—x; b=20-2x

b)012345678910\
7 0 | 432736 | 924 [1008/1000| 912 | 756 | 544 | 288 | 0
T
1000 yd C
r4 N
\
/
/
5001/ \
f \
/ \
[
/ \
[
100/ \
X
1 5 10

c) Dom V= (0, 10), pues el volumen solo tiene sentido para valores positivos de x, 2 y b.
a es positivo si 0 < x < 25.

b es positivo si 0 < x < 10.
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21. ea’| Dibuja un cuadrado ABCD de 7 cm de lado. Sobre el lado AB, marca un punto P

22.

que diste x de A, y dibuja un nuevo cuadrado PQRS inscrito en el anterior.

A__P B
X
Q
S
R C

a) Observa que si x =3 cm, entonces AS =7 —3 =4 cm. ;Cudnto mide PS? ;Cudl es

el 4rea del nuevo cuadrado?

b) Construye la grifica de la funcién que relaciona x con el drea del cuadrado inscrito.

Di su dominio.

a) PS =32 + 42 =25 =5 cm. Area del cuadrildtero interior = 5% = 25 cm?

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

5 ;
A= (7 77 -
0 4
=x2+ 49 + x? - l4x = . 33 %0
40
I YW
= 2x° — l4x + 49 2 29 30
El dominio es (0, 7). 3 25 20
4 25 10
5 29 A
1 2 3 4 5 6 7
6 37
7 49

a| En un cuadrado ABCD delado 1 dm dibujala diagonal AC. Paracadapunto  p

P de esta diagonal, se forma un rectingulo, como en la figura.

a) Halla su 4rea cuando P dista de AB: 1/4 dm, 1/2 dm y 3/4 dm.

b) Dibuja la grifica de la funcién que relaciona la distancia de P a AB con el

drea del rectingulo.

¢) Indica el dominio de definicién de la funcién.

a) p  ldm ¢

1 dm

.
.
.
,
Py
/
.
,
,
X
.

A %M 1-x B

Los triéngulos zﬁf y Aﬁp son semejantes

2 7 , —_
(son rectdngulos con un dngulo agudo comtn) ! _5  Z47P también es isésceles

zﬁf es isosceles (AB = BC =1dm)

Sea x= AM — PM =AM =xy MB=1-x

x=PM 1 i
y = drea del rectdngulo = y=x-(1-x) > y=—x"+x

24
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NS

11
4 2

c) Dominio = (0, 1)

«ml Una funcién, f(x), es periédica de periodo 5,y su T.V.M. en [1, 3] es 1.

a) ;Qué podemos decir de la T.V.M. de la funcién en el intervalo [6, 8]2 ;Y en el interva-
lo [11, 13]2

b) ;:Qué T.V.M. tiene la funcién en [3, 6]?
c) ;Cudl es la tasa de variacién media de la funcién en el intervalo [4, 9]? ;Y en [8, 43]?
a) Si f(x) es periédica de periodo 5 — f(a) = f(a + 5n) con ne Z.

Por tanto:

FO)=f1) (6=1+5-1)
f8)=fB3) 8=3+5-1)

FAD)= f(1) (11=1+5-2)
f(13)= f(3) (13=3+5-2)

} — T.VM. [6,8] =T.VM. [1,3] =1

} — T.V.M. [11,13] =TVM. [1, 3] = 1

b)TVM.[1,3]=1 — WA = fB)-f()=2 = f3)=f(1)+2

f(6)=f(1) (f(x) esperiédica de periodo 5y 6=1+5-1)

T.V.M. [3,6] = f(62:§(3) _ f(l)—(];(l)+2) )

3

©) f(9) =f(4) yaque f(x) es periddica de periodo 5y9=4+5-1

TVM. [4,9] = L= S® _0 _g

9-4 5
f(8)=f(3) (f(x) periddica de periodo5y8=3+5-1)
f(43) = f(3) (f(x) periédica de periodo 5y 43 =3 +5-8)

Cf@3)-F® fB-fB) o _
T.V.M. [8, 43] = 4338 = 35 -3—5-0

25
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Reflexiona sobye Ia teoria

24.

25.

26.

«i ] La expresi6n analitica de una funcién es de la forma y = ax3 + bx? + c. Si sabemos
que los puntos A(0, -2), B(1,5) y C(-2,-22) pertenecen a la gréfica, ;cudles serdn
los valoresde a, b y ¢?

A0,-2) - 2=¢

B(1,5) — S=a+b+c=a+b-2| a=7—-b
C(-2,-22) > 22=-8a+4b-2

22--8(7—b)+4b—2 — —22=-56+8b+4b-2 — 12b=36 — b=3
a=7-b=4

Los valores buscados son: 2 =4, b=3, ¢=-2.

ai | Calcula el valor de a4, b y ¢ para que los puntos A(-12, a), B(3/4,6) y C(0, ¢)
pertenezcan a la grifica de la funcién y = 3x% —x + 3.

A(12,a) > a=432+ 12 + 3 =447

3 _3. (9 )_(3),3.063
B(3:0) > 6=3-(3)(3) 3-8
C0,¢0) > ¢c=3

« | Observa esta grifica y responde:

a) ;Cudl es su dominio de definicién? ;Y su recorrido?

b) ;Tiene méximos o minimos relativos?

¢) Halla la T.V.M. de la funcién en los intervalos [0, 5], [-1, 6] y [-5, 0]. ;Qué ocurre?
a) Dominio = [-6, 8] Recorrido = {2}

b) No tiene extremos relativos.

O TVM.[0,5]=2=2-9 _¢
TVM. [-1,6] = —2=2__

TV.M. [-5, 0] = —2=2

La funcién es constante por ello la tasa de variacién media en cualquier intervalo es 0.
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a | a) Calcula la T.V.M. de la funcién y=2x-3 enlos intervalos [0, 1], [5, 6], [1, 5] y
[0, 7].

b) Observa que en todos los intervalos el valor obtenido es igual. ;Con qué elemento
caracteristico de la recta coincide ese valor?

c) Generaliza completando esta frase en tu cuaderno: “En las funciones lineales, la
T.V.M. en cualquier intervalo es igual a ...”.

2) TV.M. [0, 1] = —11+3 _2 TVM. [5, 6] = 9;7 5
TVM. [L,5] - £ -2 TVM. [0,7) - 133 -2

b) Coincide con la pendiente de la recta y = 2x— 3.

¢) En las funciones lineales, la T.V.M. en cualquier intervalo es igual a su pendiente.

= | Di, razonadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) Si una funcién es discontinua en un punto, dicho punto no pertenece al dominio de
definicién.

b) Si un punto no pertenece al dominio de definicién de una funcién, esta no puede ser
continua en ese punto.

¢) Una funcién periédica podemos asegurar que es continua.
d)La pendiente de una recta es la T.V.M. de cualquiera de sus intervalos.

e) La T.V.M. de una funcién periédica en cualquier intervalo de longitud igual al perio-
do es 0.

f) Si en una pardbola la T.V.M. de un intervalo es 0, el vértice estd en el punto medio de
dicho intervalo.

g) Todas las funciones no lineales tienen al menos un midximo o un minimo relativo.

a) Falsa. Una funcién discontinua por saltos puede estar definida en esos puntos (saltos) de
discontinuidad.

b) Verdadera. Para que una funcién sea continua en un punto es necesario que esté definida
en él.

c) Falsa. No es necesario que una funcién sea continua para que sea periddica.

d) Verdadera.

Supongamos que la recta tiene una expresiéon y = mx + n. Su pendiente es 7. Vamos a
calcular la V.M. en un intervalo cualquiera [, 6].

_ m(b — a) o

b—a b—a b—a

e) Verdadero. En los extremos del intervalo la funcién tendrd el mismo valor.

T.V.M. [a, b] = f(b;_f(d) - (mb + n) — (ma + n) _mb—ma _
a

f) Verdadero, las pardbolas son simétricas respecto a una recta vertical que pasa por su vértice,
por lo que si T.V.M. [, 6] = 0 entonces f(a) = f(b) y, en consecuencia, x=a y x=6 son
simétricos respecto a la abscisa del vértice.

3 no tiene extremos relativos.

g) Falso, por ejemplo, y = x
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Investiea
Funciones encadenadas

1+x’ de forma
1-x

Supdn que construyes una aplicacién informdtica para la funcién f;(x) =

que si escribes un niimero, x, y aprietas “ENTER”, se transforma en f;(x).

Y si vuelves a pulsar “ENTER”, repite la transformacién sobre el resultado anterior, tantas
veces como pulses.

* Calcula los sucesivos resultados al introducir inicialmente x =3 y pulsar repetidas veces

la tecla “ENTER”.
I ) B I )
(]~ [ [ [ =[] — -

Volvemos a obtener 3, por tanto, los resultados se repiten de forma ciclica.

Llamemos ahora f;(x) ala funcién que transforma x en el resultado que se obtiene al
pulsar “ENTER” dos veces; f5(x), al resultado de pulsar tres veces; ...; f,(x), al resultado de
pulsar 7z veces.

S, S, f, S,
|
| T

2 i)

»

* Calcula fiz(s)) fi3(3)) fi4(3) Yy fi5(3)-
£3)=-2 £3) = —% £ =4 £B3)=3

£3)=-2 £:3) = —% FORES £03)=3

Luego, f23) =3, fi38) =2 fis®) = —% v fis(®) = 5
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* Generaliza y define la funcién f(x).

A6 =122

1+ 1+x
509 = iAW)y x
T 1-x
1L
£ = A(AAW)) = f(A6)= =21
1+x—1
f4(x)=ﬁ(ﬁ(ﬁ(ﬁ(x))»:fl(]g(x)):%=x
=
Por tanto:
Lex i wodke1 keN
1.
£ = — si n=4k+2 kelN
=L G n=4k+3 keN
x si n=4k ke IN
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Entvénate vesolviendo problemas

a) Consigue que en la figura A queden solo tres cuadrados suprimiendo tres palillos.

b) Consigue que en A queden solo tres cuadrados suprimiendo dos palillos.

¢) Parte la figura B en tres piezas ddndole dos cortes rectos. Construye con ellas un cuadra-

do.

d)Parte la figura B en cuatro piezas idénticas.

~/
N
d) | |
-—)
] il
¢ a) Cambiando de lugar dos palillos, consigue, en C, que queden cuatro cuadrados.

C

b) Parte la figura D en cuatro piezas idénticas.
D

b) | |
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Autoevaluacion

1. Esta curva muestra la audiencia de televisién en un dia de diario.
AUDIENCIA (%)

50

40

30

20

10

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
TIEMPO (h)

a) Describela, teniendo en cuenta los momentos mis significativos.
b) ;Cuél es su dominio de definicién? ;Y su recorrido?
¢) Dibuja en tu cuaderno la curva que crees que puede corresponder a un domingo.

d) Dibuja en tu cuaderno la curva del 31 de diciembre.

a) La audiencia (en %) disminuye entre las doce y las cuatro de la madrugada, alcanzando a
esta hora su minimo absoluto. A partir de este momento aumenta hasta las tres de la tarde,
instante en el que vuelve a decrecer hasta las seis y media de la tarde. Desde las seis y media
hasta las diez de la noche aumenta, alcanzando a esta hora su méximo absoluto. A partir de
las diez vuelve a decrecer.

b) Dominio = [0, 24] Recorrido = [2,5; 40]
¢) Pregunta de respuesta abierta. Una posible solucién es:

AUDIENCIA (%)

10
2
TIEMPO (h)
d) Pregunta de respuesta abierta. Una posible solucién es:
AUDIENCIA (%)
10
2
TIEMPO (h)
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2. Observa la grifica y halla: Y
a) Dominio y recorrido. A 2
-4 2 274 X

b) Méximos y minimos. 5

¢) Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

—4
d) Dénde es continua y los puntos de discontinuidad. \/
a) Dom = [—4; 5]; Recorrido = [-6, 2]

b) Maximos relativos en los puntos (-2, 2) y (5, 2).
Minimos relativos en los puntos (-4, 0) y (1, —6).
¢) Crece en (-4, -2) U (1, 9).
Decrece en (-2, 1).
d) Es continua en (-4, 3) U (3, 5).

Es discontinua en x = 3.

3. Determina el dominio de definicién de las siguientes funciones:

a)y=J4x+8 b)y = 1 Qy=yx?+2x-15

x-7
A)4x+820 - x=2-2
Dom = [-2, +o0)
b)x—720 = x=7
Dom = (=e0, 7) U (7, +0)
O)x?+2x—15=(x=3)(x+5) Si No Si
Dom = (—oo, =5] U [3, +00) —\_5/\3/_
4. a) ;Es periddica esta funcién?
A g
2 4 V.8 Vix

b) ;Cuadl es su periodo?
c) Halla los valores de la funcién en los puntos de abscisas: x =2; x =4; x=40; x = 42.

a) y b) Es peridédica de periodo 6.
Af(2)=2 f(4)=2; f(40) =f(4) = 2; f(42) =£(0) = -1

32
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5. Representa la funcién y = —x3 + 9x2 — 15x + 26, definida en [0, 5], dindole a x valores
enteros.
Supén que y es el valor en bolsa, en millones de euros, de una empresa que acaba de
cambiar de direccién, y que x es el niimero de meses transcurridos desde que cambié de
direccién.
Describe su evolucién en estos cinco meses, sehalando crecimiento, decrecimiento, maxi-
mos y minimos.

Y o 1|2 |3 | 45
60 26 | 19 | 24 | 35 | 46 | 51
50
* Decrece en el intervalo (0, 1).
40
e Crece en el intervalo (1, 5).
30 * Tiene un minimo relativo en el punto (1, 19).
20 * Tiene dos mdximos relativos, uno en el punto
o (0, 26) y otro en el punto (5, 51).

1 23 4 5 X

6. Calcula la tasa de variacién media de la funcién de ecuacién y = x? + 4x—5 en los inter-
valos [-5, 2], [-2, 1] y [1, 2].

T.V.M. [5, 2] = ;:g -1

TVM. [-2, 1] = (1)13 -3

TVM. (1,2) = 2=0 =7

88
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2. Observa la grifica y halla: Y
a) Dominio y recorrido. A 2
-4 2 274 X

b) Méximos y minimos. 5

¢) Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
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b)x—720 = x=7
Dom = (=e0, 7) U (7, +0)
O)x?+2x—15=(x=3)(x+5) Si No Si
Dom = (—oo, =5] U [3, +00) —\_5/\3/_
4. a) ;Es periddica esta funcién?
A g
2 4 V.8 Vix
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c) Halla los valores de la funcién en los puntos de abscisas: x =2; x =4; x=40; x = 42.
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Resuelve

1. Comprueba, usando tu calculadora, la validez de las férmulas anteriores para los valo-
res de la tabla (haz la comprobacién solo para algunos valores de cada fila, teniendo en
cuenta que se trata de valores aproximados) y construye las grificas correspondientes.

DISTANCIA (m)

100
TOTAL
/
/
/
/1 1/
/ /
50 /'FRENADO
/
// ’: ACCTIAON
10 ~
10 50 100

VELOCIDAD (km/h)
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1. Representa las siguientes funciones:

a)y=2x
b)y=%x

9y=-fx
d)y=—%x

2. Representa.

a)y=3
b)y=-2
Ay=0
d)y=-5

3. Representa estas funciones:

a)y=2x-3
b)y=%x+2
-_1
oy= 4x+5 ,
d)y=-3x-1

Y Y= 2
2
t X
y=
Y]
o
2
Y|

7

:£x+2

JEEEE2

y=-3x-1

4. Un objeto mévil, en el instante inicial, estd a 3 m del origen y se aleja de este con una

velocidad de 2 m/s.

Halla la ecuacién de su posicién en funcién del tiempo y represéntala.

POSICION (m)

La ecuacién es y = 2x + 3.

y=2x+3

— TIEMPO (s)
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5. El precio de las patatas en el mercado es de 1 €/kg, y el de los tomates, 2 €/kg.
a) Escribe la ecuacién del coste de una bolsa de patatas en funcién de su peso.
b) Haz lo mismo para una bolsa de tomates.

¢) Representa las funciones anteriores.

a) x = peso (en kg) de una bolsa de patatas.
- y=x
y = coste (€)

b)x = ke) d bolsa de tomates.
) x = peso (en kg) de una bolsa de tomates S yo2x
y = coste (€)
Oy=x v
X 0 1 2 | y=2x
y 0 1 I y=x
y=2x
o 01| 2 1
o0 | 2 | 4 : X
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6. Escribe la ecuacién que corresponde a la grifica siguiente:

5 L1ei 2
/ XS si x<3
y=\6 si 3<x<7
5 10 13—x six27

7. Representa la funcién cuya expresién analitica es la siguiente:

-3 six<0
y=1x—-3 si 0<x<5
2 si x>5

Di cudl es la pendiente de cada uno de los tramos que forman la funcién. ;Es una fun-
cion continua?

Y]
/ En los tramos primero y tercero, la pendiente es 0.

/ 5 X En el segundo tramo, la pendiente es 1.

=}
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Funciones cuadraticas. Parabolas
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1. Asocia cada uno de los coeficientes de la x? con su correspondiente paribola:

A

1
°g4=——
3 N
oaq=1
a=> .
*a=-3
B,
a=-1 > F a=2 —> A a=—%%B
a:% - D a=-3 = C
2. Representa las siguientes pardbolas:
a)y=x2-2x+2 b)y=-2x2-2x-3 c)y=%x2+x—2
dy=-—=x%+4 e)y=—%x2+2 f)y=3x2+6x+4

a) y=x2—2x+2
Vértice:

Abscisa: p = % =1 — Ordenada: f(1)=1 — V(1,1)
Tabla de valores:

-2 | -1 0 1 2 3 4
10 5 2 1 2 5 10

Vemos que a medida que las abscisas se alejan del
vértice, las ordenadas correspondientes crecen, por lo y=x2—2x+2
tanto, la pardbola no cortard al eje X.
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b)y=-2x*-2x-3

Vértice:

isa: p= 2 - _1 (-5 _1 .5
Abscisa: p = S M Ordenada: f( 2) > V( > 2)
Tabla de valores:

' 2| 1|5 0|1
v AN N
A medida que las abscisas se alejan del vértice, las orde-
nadas correspondientes decrecen, por tanto, la gréfica no [N y=awto2e3
corta al eje X. [ 1)\
[
_1.2
Qy= FX x— 2
Vértice:
isa: p= =L __3 cp(l3) o 11 2311
Abscisa: p = 3=y 7 Ordenada: f( 2) i V( >4 )
Tabla de valores:
W 6| 3| 2|21 o0 3‘
y=0 = %x2+x—2=0 — x2+3x-6=0 >
.o -3+433
N —31«/9+24=—31«@=< T2
2 2 -3-433
X=——""
2
\ /
La parédbola corta al eje de abscisas
\\ / y= Lie 2
—3+433 -3-433 \ /
en |[Z52200) y (Z2520). - .
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d)y=—x>+4

Vértice: Abscisa: p = % =0 — Ordenada: f(0)=4 — V(0, 4)

Tabla de valores:

o 32|10 |1 |23
s o 3 4 30|50

— 2
Observamos que obtenemos en la tabla todos los y=—x+4
cortes con los ejes:

—
—

e)y:—%x2+2

Vértice: Abscisa: p = —Ll =0 — Ordenada: f(0)=2 — V(0, 2)
Tabla de valores:

o 4|20 | 2| 4
60| 20| -6

Obtenemos en la tabla todos los puntos de corte / \ 1
con los ¢jes:

\\‘
//7

£) y = 3x2 + 6x + 4

Vértice: Abscisa: p = _66 =-1 — Ordenada: f(-1)=1 = V(-1,1)
Tabla de valores:

o 3 -2|-1,0 | 1
3| 4 1| 4 |13

Los valores de las ordenadas crecen a medida que las

abscisas se alejan del vértice, por tanto, la pardbola no
corta al eje X.

y=3x%+6x+4

T ——

g
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3. Dibuja en tu cuaderno la representacién grifica de estas funciones cuadriticas:

aAy=@x-1)-(-3) b)y = 2(x - 2)?
9y=2x+2)- (x-2) dy=(x-1)2+5
a)y=kx-1)-(x-3) —>y=x2—4x+3
Vértice:
Abscisa: p = % =2 - Ordenada: f2)=-1 - V(2,-1)
Tabla de valores:
ol 12 3|45 \y:(—l)(x—_’))
8 | 3|0 /210 3|8 N

b)y=2(x-2)?% — y=2x>-8x+38

Vértice:
8

Abscisa: p = Vi 2 — Ordenada: f(2)=0 — V(2,0)

Tabla de valores:

0 1
2
Solo hemos obtenido un tnico punto de corte con el eje de absci- ¥ = 2(x—2)?

sas, veamos si hay mds:

y=0 = 2(x-2?%=0 - x=2

La parédbola corta al eje de abscisas solamente en el punto (2, 0).
oy= %(x+2) c(x=2) = y= %xz—Z

Vértice:

Abscisa: p = % =0 — Ordenada: f(0)=-2 — V(0,-2)

Tabla de valores:

610 =206 \/y:%(mz)(x_z)

dy=(x-12+5 > y=x?-2x+6
Vértice:
Abscisa: p = % =1 — Ordenada: f(1)=5 — V(1,5)
Tabla de valores:

-1 0 1 2
9 6 5 6 9 y=(x-12+5

Las ordenadas aumentan a medida que las abscisas se alejan del
vértice, por tanto, la pardbola no corta al eje X.
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4. Resuelve, analitica y graficamente, el siguiente sistema de ecuaciones:
{ y=x>—-6x+5
y=x-5
* Analiticamente

- 22 _
i:i 56x+5; X —6x+5=x-5 = x2—7x+10=0

7+y49-40 713 x1=5 = =0
¥= 2 -5

XZ = 2 - yz = _3
Hay dos soluciones: (5, 0) y (2, -3)
* Grdficamente

Representamos la pardbola y = x> —6x+5 ylarecta y=x—5:

2 x=0
x—6x=0 —> x(x—6)=0<x=6} V(3, -4)

2
y=xr=6x+5| 5 ) _6£y36-20 _6+4 _ 5
=0 x“—6x+5=0 > x= 3 = —<1

Los puntos de corte con el eje X son (5, 0), (1, 0); con el eje ¥, el punto (0, 5).

Puntos préximos al vértice:

Larecta y=x—5 pasa, por ejemplo, por los puntos (5, 0) y (3, -2).
\Y

\ Jy=x-5

y=x2—06x+5

A

Los puntos de corte de las dos curvas son (5, 0) y (2, -3).
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5. Representa grificamente esta funcién:

X242 si x<1

y= 3 sil<x<3
—3x+15 si x23
2

* El primer tramo de la funcién corresponde a un trozo de pardbola definida solo para x < 1:
— Vértice: V(0, 2)
— No cortaal eje X ysialeje ¥, en (0, 2).
— DPasa por los puntos (1, 3), (-2, 6).

* EI 2.° tramo corresponde a un trozo de la recta horizontal y = 3.

* El dltimo tramo es un trozo de recta que pasa por (5, 0) y (3, 3).

Y

\
\
\

T
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1. Representa en tu cuaderno el valor absoluto de estas funciones:

b

\

lz Q m #

2. Representa estas funciones y pon sus expresiones analiticas sin usar el valor absoluto:
a)y =3 - 2x| b)y=’%x+1‘
<) y = |x* — 4] d)y=|-x%+ 6x-5]
B342x si x>0
) 3_2 —(3-2x) si 3-2x<0 2
)y=3-2+ = y= 32« si3—2x20_>}/_ )
3-2x si x<<
2
Representacién grafica:
2 2
y=3-2x — 3
0 -1
A A
y=3-2x \ y=13-24
X = X
1 —(;x+1> i Jx+1<0 ~Lxo1 s x<2
b)y=‘§x+1‘%y= — y=
%x+l si %x+120 ;x+1 si x2-2

1l
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Representacién gréfica:
o -4 =20

Y= lev1 > |

2 y 0 1 I

—x+ 1

=
<
<

N —

Yy=Ix?—da] = y= —(x* —4x) si x*2—4x<0 o —x?+4x si O<x<4
Dy=l" =4 D =10 4 G2 des0 T T\ dx si x<0 0 x324

Representacién grafica: y = x> — 4x
Vértice:

Abscisa: p = g =2 — Ordenada: f(2) =—4 — V(2,-4)

Tabla de valores: i ! 0 ! 2 3 4 >
y 5 0 -3 | -4 | -3 0 5

\Y | \Y |
y=x?—4x y = |x% — 4x|
\ i \ i
\ | \ |
\ | \//
x - Y X
\ /

—(x2+6x—-5) si —x2+6x-5<0

d)y=|—x2+6x—5|—>}'={_x2+6x_5 si —x?+6x-520

X2 —6x+5 si x<l o x>5
)= X2 +6x—-5 si 1<x<5
Representacion grafica: y = —x? + 6x—5
Vértice:

Abscisa: p = % =3 — Ordenada: f(3) =4 — V(3,4)

Tabla de valores: o 0 ! 2 2 4 > 6 |
s o3 43 0|5
Y . 1 Iy=|—x2+6x—5|
J=—XxX"+06x—=>
|
/ \ \ \W/
x - X
| \
| \
/ \
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Gunciones de proporcionalidad inversa
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1. Representa las siguientes funciones:

-3 bly=—2 _4
a)y o )y o Qy %
)0 =2 ’
* Dom f=R — {0} el {
* No corta a los ¢jes de coordenadas. B \
e x =0 es asintota vertical. \‘\
y=0 esasintota horizontal. <
e Tabla de valores: \\\
10 5 | -1 [-05/05| 1 | 5 |10
o121 5 -10010 5 1 |12
-_2 ¥
b6 =2
* Dom f=1R — {0} yo_2
* No corta a los ¢jes de coordenadas. i
e x =0 es asintota vertical.
y=0 esasintota horizontal. = 5%
e Tabla de valores: |
42 -1 0505 1 | 2| 4
121 2 4 4 2 21 12
)0 =4 r
* Dom =R — {0} i
X
* No corta a los ejes de coordenadas.
* x=0 es asintota vertical.
y=0 esasintota horizontal. D¢
¢ Tabla de valores:
. 8| -4|-2|-1/|0505|1 2|48
U Z12 | 2 -4 -8 8 | 4 21 12
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2. Representa estas funciones y halla su dominio:

-1 by=_1 __ 1
2)y x-1 )y x+1 9y x+2
a)y= ﬁ — y= % trasladada horizontalmente 1 unidad a la derecha.

* Dominio = IR — {1}
e x =1 esasintota vertical
y=0 esasintota horizontal
-
)’ X
—
b)y= x% - y= % trasladada horizontalmente 1 unidad a la izquierda.

* Dominio = IR — {1}
e x=—1 es asintota vertical

y=0 esasintota horizontal

. 1 7 U= —% trasladada horizontalmente 2 unidades a la izquierda.
+

* Dominio = IR - {-2}

Qy=-—

* x = —2 es asintota vertical

y=0 esasintota horizontal

I e
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B—'unciones radicales
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1. Representa las siguientes funciones y halla el dominio de definicién de cada una:

a)y=2Jx b)y=-2/x )y=2yx+3 d)y=-2/x+3
e y=2J-x f)y=-2/-« gy=2{—=x+3 h)y=-2/-=x+5
a) b) ¢) d)
ab el
A
\\\\\\
™~ ™~
T~ T~ - 2%
Y= 2Vx+3 =
e)f) g h)
y=2V=x+3
)= 2V—x T~ T Y
T
TR
X
/| |
~ e
=2 - y:—;V—x+5
Los dominios de definicién son:
a) [0) +°°) b) [0’ +°°) C) [_3) +°°) d) [_3’ +°°)
C) (_°°’ O] f) (_°°’ 0] g) (_°°’ 3] h) (_°°’ 5]



Unidad 5. Funciones elementales

Matematicas orientadas
a las Ensefanzas Académicas 4

Funciones exponenciales

Pagina 110

1. Representa las siguientes funciones en tu cuaderno. ;Cudl es el dominio de definicién de
cada una?

a)y = 1,25% b)y = 0,8*
a)y=1,25%, Dom =R
Hacemos la tabla de valores con ayuda de la calculadora:

BE 4|2 o123 48

041]0,51/064| 08 | 1 |1,251,56|1,95| 2,44 5,96

i /
/V
y41,25% o
o i i
X

b)y=0,8%, Dom =R

Hacemos la tabla de valores con ayuda de la calculadora:

B8 5|2 a0 )1 ]2]3

195 1,56 (125 1 | 08 |0,64]0,51

Y
y=0,8"
Saatanngll
P ]
I X
2. Escribe en forma exponencial estas expresiones:
x/28
a) 204 b) 10001 d) 1,012 d) (%)
a) 204 5 (204 _y (1,32) b) 10%01¥ — (10%01)* — (1,02)*
x/28 1/28]"

Q) 1,01'> — (1,01'2)% — (1,13) d) (%) - (%) — (0,98
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o-'unciones logaritmicas

Pagina 111

1. Representa en tu cuaderno cada par de funciones en los mismos ejes coordenados:

a)y=3% y=log; x b)y=2,2% y=log, , x o) y=4% y=log,x
Di cudl es el dominio de definicién de cada una.
a) y=3% Dom =R Y L %
i %
3|2 a0 | 1| 2] 3 / e
2zl w1 3 |9 | 27 Jo Yo ligy ¢
/, P ’——-—'—
y = logz x, Dom = (0, +0) W - i
|, o
27931 | 39 |27 1 X
3210 1| 2|3 St
b)y=2,2%, Dom =R % i
§=2.2
o 3 21,0 | 1| 2|3 /
7 0,09/021045] 1 | 2,2 4841065 i
/
y = log, 5 x, Dom = (0, +oo) 4 ; o~ F=to 02 %
B EEE e
¢ 1 0,090,21]045| 1 2,2 | 4,84 10,65 | — - . r
s 2o 12| 3 i X
/
o) y=4* Dom=R YT ]
[r=4
3|2 a0 |1 2] 3 / ,
164|116 14 1 | 4 | 16 | 64 / it
/ -
y = logs x, Dom = (0, +oo) 7 = log; x
L ves|ie| a1 | 4 |16 | 64 T =TT
W s 2o 1|23 i X
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Practica

1. a1 Representa las siguientes funciones lineales:

y=2x-3
a)y=2x-3 Y 4
y==x
b)y=%x \ y=25
c)y=M / V _3x+10
5 Y =
d)y=255 /

2. a1 Dados la pendiente y un punto, calcula en cada caso la ecuacién de la recta:

a) P(O’ 0)’ m=1 b)P(2, —1), m=-2
C)A(_2; 1)5 m= % d)A(l, 3), m=— 3

En todos los apartados buscamos la ecuacién de una recta — y=mx + n

Am=1 — y=x+n
Pasa por P(0,0) = 0=0+7n = =0
Por tanto, y = x.
bym=-2 = y=-2x+n
Pasa por P(2,-1) = -1=-2-2+n = n=3
Por tanto, y =-2x + 3.

c)m=i —>y=%x+n

2
Pasa por A(-2,1) — 1=%~(—2)+n —> n=2

Por tanto, y = %x + 2.

d)mz—i - y=—%x+n

3
Pasa por A(1,3) — 3=—2-1+n - n=3+i - n:ﬁ
3 3 3
Por tanto, y=—%x+ 174

18
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3. a 7] Calcula la ecuacién de estas funciones lineales:

N A

A Funcién constante — y=n 3
Pasa por (0,3) — n=3 =

B Funcién lineal — y=mx+n
(—3,1)€B 21 3 3
(L2)eB[ 7" 1-(3) 4 VT4

_ 9-_3. _ 9.3 __>

(1,-2)e B — 2—41+n—>n 2+4%n Z
Portanto,y=—%x—%.

C  Funcién de proporcionalidad directa — y = mx

(0,0)EC}% 1-0 1

3-0 3

3,1)eC -

Por tanto, y = %x

D Funcién lineal — y=mx+n

6,-2) € D} 3-(2) _5 5

9,3)e D 9_6 3 V= 3rtr

6,-2)e D — —2:%-6+n S n=-2-10 = n=-12

5

Por tanto, y = gx— 12.

. « 7] Halla, en cada caso, la ecuacién de la recta que pasa por los puntos 4 y B:

a)A(3,0), B(5,0) b)A(-2,-4), B(2,-3)
) A(0,-3), B(3,0) d)4(0,-5), B(-3,1)
a)y=0

_3+4 _ 1, -1 1,7
b) m = 523 4 y+4—4(x+2) — J=y 5

=1, y+3=x > y=x-3

d)m = _+35 =-2; y+5=-2x = y=-2x-5

19
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5. a1 Halla la ecuacidn, en cada caso, y represéntala:
a) Recta que pasa por (2, —3) y es paralela a la recta que pasa por (1, -2) y (-4, 3).
b) Funcién de proporcionalidad que pasa por (-4, 2).
¢) Funcién constante que pasa por (18; -1,5).
a) * La pendiente de la recta que pasa por los puntos (1, -2) y (-4, 3) es:

_3-(2 _ 5 __
m=_i 1 "5}

* Si dos rectas son paralelas tienen la misma pendiente, por tanto, la recta buscada tiene
pendiente m=-1 — y=—x+n

e Larectapasapor (2,-3) = -3=-2+n = n=-1
Por tanto, la recta que buscamos es y = —x— 1.
b) * Funcién de proporcionalidad — y = mx

* Pasapor (-4,2) > 2=m-(-4) — m=—%

Por tanto, la recta buscada es y = —%x.

c) * Funcién constante — y =7
* Pasa por (18;-1,5) — -1,5=n

Por tanto, la recta que buscamos es y = —1,5.

Y
a)
b)
o) \\ Xy=—15
\ yeLe
y=—x-1

6. s | Halla el valor de los pardmetros a4, b, ¢, d y e para que las rectas y los puntos
cumplan las condiciones pedidas:

a) Que la recta que pasa por los puntos (4, 0) y (-2, 2) tenga pendiente —1.
b)Que la recta y = bx + 2 pase por el punto (-3, 4).

¢©) Que las rectas de ecuaciones y=3x+ ¢ e y=cx+3 se corten en el punto de ordenada
2. ;Cudl es la abscisa correspondiente?

d) Que los puntos (d, -2) y (4, ¢) pertenezcan a la recta de ecuacién y = %x—fi.
dm+n=0 4 2
—2m+n=a} - m=_€, n=7
Si m=-1 — —1=—% — a=6

b)Larecta y=bx+2 pasapor(-3,4) = 4=06-(-3)+2 > 3b6=-2 - b=—_2

3

20
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3 =2 =2-
c)y=3x+ce y=cx+3 secortan en el punto de ordenada 2: e } e 5

x+3=2
x=-1/3

x=1

2-3x) .- x+3=2 —)—3x2+2x+1=0<
'xz—% - c=2—3-<—%> — c=3
En este caso son la misma recta: y=3x+ 3
ex=1—>¢=2-3-1 = ¢c=-1
Las rectasson y=3x—1 e y=-x+3 ysecortan en el punto (1, 2).
d) (d, -2) pertenece a la recta y=%x—3 - —2=%-d—3 —>d=2

(4, e) pertenece a la recta y=%x—3 - e:%-4—3 — e=-1

7. « 7] Asocia a cada una de las grificas una de las expresiones siguientes:

a)}’=x2 B Y C
b)y = (x-3)?

Qy=x*-3 A 6 D
dy=x2-6x+6 4

a)y=x> < B 2

b))/=(x—3)2 — C -2 2 4/ 6 X
Oy=x2—3 < A 2/

d)y=x2—6x+6 < D

8. « 7] Representa las siguientes funciones haciendo, en cada caso, una tabla de valores co-

mo esta:
-4 -3|=2|-1/0|1 2 3|4

a)y=x2+1 b)y=-x%+4
o) y=-3x2 d)y = 0,4x2
a)y= x2+1

-4 | -3 | 2| -1 0 1 2 3 4

17 10 5 2 1 2 5 10 17
b)y=—x>+4

-12 | -5 0 3 4 3 0 =5 | -12

21
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)
\ /
TN
\ [
/ \
[INLIA TN
/ . \
| \
| \b)
| \
| \
| \

a)y=(x+2)2 b)y=x2—4x

a) Vértice: (-2, 0)

Cortes con los ejes:

(=2, 0), (0, 4)

Otros puntos: (-1, 1), (-3, 1)
b) Vértice: (2, —4)

Cortes con los ejes:

(0, 0), (4, 0)

Otros puntos: (5, 5), (-1, 5)
c) Vértice: (-2, —1)

Cortes con los ejes:

(-2 -2,0),(2-2,0), (0, 1)

(1,7) (s, 7
Otros puntos: (1, 2),( 5, 2)

d) Vértice: (0, -9)
Cortes con los ejes:
(-3, 0), (3, 0), (0,-9)
Otros puntos: (-2, -5), (2, -5)

/
4\ /
\
\ /
N
A /
%
[ 1\
[ 1A
| \
| \
c)
| \
| \
| \
| \

9. & 7] Representa las siguientes pardbolas, hallando el vértice, algunos puntos préximos a
él y los puntos de corte con los ejes:

c)y=%x2+2x+1 d)y=x2-9
y:(x+2)2
\ 15
(U \ T / [ 11/
\ 1\ \ / [T
\ \ JARN|
\ \ [ /
\ \ 1o [ 1] /
\ \[ [ fI 1]
\ /
\ /
\ \ /
\ 5 I o)
\ > [ y=x?—4x
AN \ / /
1 \
SxZe2x 41 ]
L
7.5 -5 5 2 ; 7.5
N A4
5
=x2 -9\ )4
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10. «7] Di cudl es el punto (abscisa y ordenada) donde se encuentra el vértice de las siguien-
tes pardbolas, sefialando, en cada caso, si se trata de un méximo o de un minimo. Des-
pués, represéntalas.

a)y=8—x2 b)y=4:+(i’»—x)2
Qy=—xt-2x+4 d)y=3x—%x2+1
e)y=%—%x2+%x f)y:%x2+2x+3
a) Vértice: (0, 8), maximo b) Vértice: (3, 4), minimo
c) Vértice: (-1, 5), mdximo d) Vértice: <3, 12—1>, mdximo
e) Vértice: (1, 4), maximo f) Vértice: (-3, 0), minimo
1
A\ /
\ /
10] /
y=4+(3-x%?
y=8—-x
\ /
/| s N
/, \
/ \
10 75 3 ] 25 ' 2.5 : 75 10
/1] \ \
I
Jav - \ \
/ \
y=1x"—-2x+4
/ \
Ay 1 \
/ \
15
\ /
10
\ x2 |, /
\JEzTH~
\\ J /V
\ st 1/ y=3xeda?
N
- e NN
10 75 -5 25 / 25 E \ 75 10
/ \
/ \
pd / A VAN
1 2 / 14 \
=22 (XK /117 \
14 402/ \
/ \
| 10
/
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11. =] Representa estas funciones cuadriticas:

a)y=(x-5)2 b)y=x-(x-5)
9y=(—3)-(x+3) dy=b (c—2)?
a)y=(x— 5)2 — Es la traslacién 5 unidades a la derecha de y= x2. Y
Vértice: (5, 0) y = xl \\ II
A |
Tabla de valores: ol 2 |3 |4]5]6]7|8| f
o 4101 4] 9 \ 1/
J=tor—{5)21 X
b)y=x-(x-5) —>y=x2—5x Y I
Vértice: \ [
Abscisa: p = % — Ordenada: f (%) = —24—5 - V(%, %) \\\ I/
5 X
o122 3 45 6 ‘ \ /
Tabla de valores: \ /
60—4—6—24—5—6—406‘
i x2 L5y
Oy=k=-3)-(x+3) > y= x2 -9 — Fsla traslacién 9 unidades hacia abajo I V4 |
_ .2 \ , |
de y=x" | y=x |
Vértice: (0, —9) \\ l’
Tabla de valores: 4|3 21-1]101 112134 I :
705 8/9/-8 5 07 \ an
\ bl
\ |
\ |
X
\ |
\ /
\ |
\
P 2-9
d)y=4—(x—-2)> — Esla traslacién 4 unidades hacia arribay 2 a la Y PRTEPT RN
derechade y = —x2. /
Vértice: (2, 4) —— e
1012345 e
Tabla de valores: — | 2 AEREEA
5 0|3 4 3 05 ; 3
AN AR
| | \
| FIA!
| . \
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12. « Utiliza una escala adecuada y representa.

a)y-= 1’;%0 b)y = ~75x2 + 675
c) y = 0,002x2 — 0,04x d)y = -10x% — 100x
.X'2 J
a)y= 300 — Vértice: (0, 0) v
\ /
Tabla de valores: Lt —200|-150|-100| 50 | 0 | 50 | 100 | 150 | 200 \ /
A% :
7400 225100 25 | O | 25 | 100 | 225 | 400
01/
50 X
b)y = -75x% + 675 Y
Vértice: / \
Abscisa: p = ILSO =0 — Ordenada: £(0) =675 — V (0, 675)
h | \
[ \
Tabla de valores: ol 4| 3| 2]|-1]0 ! 2 3 4 | |75 \
5250 0 3751600 675 600|375 0 |-525 ] X
| |
| \
| |
c) y = 0,002x? — 0,04x Y
Vértice:
0,04 \ /
Abscisa: p= 0 =10 = Ordenada: £(10) ==0.2 = V(10-0,2) 0} |
’ fifFLf X
Tabla de valores: > 0 > 10 | 15 | 20 | 25 |
025 0 |-0,15-0,2|-0,15/ 0 | 0,25
d)y = —10x — 100x Y
Vértice: /,t,
Abscisa: p = % =-5 — Ordenada: f(-5) =250 — V (-5, 250) 5 X

—
—
e

Tabla de valores: et =15 | =10} =5 | 0 | 5 |
750 0 1250 0 |-750
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13. « 7] Representa estas funciones definidas a trozos:

2x  si x<-1
a)y=1-2 si-l<x<3 b)y:{

(x—5si x>3

-3 six<0

2x+1si x20

(—x+3si x<1 0 si x<-2
Ay=12 sil<x<2 d)y=1x+2 si 2<x<0
x si x=>2 3x-2si x>0
a) Y b) Y

-
Il

o) Y d) Y

14. et Escribe la ecuacién de la funcién a trozos que corresponde a
esta grifica:

* El primer tramo pasa por (=6, 0) y (-4, 4):

m=—4  _2 y=2(x+6) =20+ 12

T 4+6
* El segundo tramo pasa por (-4, 4) y (1, 5):
_5-4_1. ., ,_1 _1,.,.24
—1+4—5,y45(x+4)%y5x+5
* El tercer tramo pasa por (1, 5) y (8, 2):
255 3, s 3 3,38
m 51 7,)/ 5 7(x ) =y x+7

2x +12 si x<—4

fx) = %x+% si —4<x<1

—ix+% si x>1

7

26
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15. ] Representa las siguientes funciones:

-1-x si x<-1 5 . .
Q) fx) = {1-x% si -1sx<l b)f(x)={x2 St as c)y={x tdx sl x<
X

. si x20 —x%+4x si x20
x—-1 six>1

—1—x si x<-1
Q) flx) =11 -x% si —1<x<1

x—1 six>1

_2 _115
1 |05

e Larecta y=—1—x estd definida para x < —1:

e Lapardbola y=1—x? definidasi -1 <x<1, cortaaleje X en (~1,0)y (1, 0), yal eje
Y en (0, 1), vértice a su vez de la parabola.

e Larecta y=x—1 estd definida para x> 1 y pasa por (2, 1) y (3, 2).
Y

2

b)f(x):{x si x<0

—x? si x20

e La pardbola y = x2, definida para x <0, pasa por (-1, 1) y (-2, 4).

e La pardbola y = —x2, definida para x> 0, tiene su vértice en (0, 0) y pasa por (1, -1) y
(2,-4).

Y

c)f(x)={xz+4x si x<0

—x2+4x si x=20

e La pardbola x? + 4x, definida para x < 0, pasa por (-4, 0), (0, 0) y tiene vértice en
(=2, -4).

e La pardbola —x? + 4x, definida para x>0, pasa por (0, 0), (4, 0) y tiene vértice en (2, 4).
Y
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16. e« Sabemos que las ecuaciones de las pardbolas que aparecen representadas en las gra-
ficas son:

a)y=-x2—4x b)y=x2—6x+5 Qy=x? d)y=4-x?

Escribe la expresién analitica de la funcién representada en cada gréfica.
@ /\ Y Y I ¢ © ® Y
\\X / \
X
X \/\

GRAFICA A:

Primer tramo: y=-5 si x<-5

Segundo tramo: y=—x?—4x si -5 <x<-1

Tercer tramo: Funcién lineal que pasa por (-1, 3) y (2, 0).

m=—20—_(—31) =?=—1 — y=—X+n

Pasa por (2,0) = 0=-2+n — n=2
Luego: y=—x+2 si x>-1
-5 si x<-5

Por tanto, la expresién analitica de la grifica Aes: y=1—x> —4x si -S<x<-1
—x+2 si x>-1

GRAFICA B:
Primer tramo: y=4 si x<-2

2

Segundo tramo: y=x“ si —2<x<2

Tercer tramo: y=4 si x22

4 si x<-=2
Por tanto, la expresién analitica de la gréfica Bes: y = X% si 2<x<2
4 si x2>2

GRAFICA C:

Primer tramo: y=5 si x<0

Segundo tramo: y=x%—6x+5 si 0 <x<5

Tercer tramo: Funcién lineal que pasa por (5, 0) y (6, —1).

= _61—_50 =_T1=_1 = y=—X+n

Pasapor (5,0) > 0=-5+n = n=5

m

Luego: y=—x+5 si x5

5 si x<0
Por tanto, la expresién analitica de la grifica Ces: y={x2 —6x+5 si 0<x<5
—x+5 si x25

28
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18.

GRAFICA D:

Primer tramo: Funcién lineal que pasa por (-3, -5) y (—4, —4).

~(5) D T | = y=—Xx+n

m -1
Pasapor (-3,-5) > -5=3+n > n=-8
Luego: y=—x—8 si x<-3
Segundo tramo: y=4—x? si -3<x<3

Tercer tramo: Funcién lineal que pasa por (3, -5) y (4, —4).

_=4-(5) 1 _
M—W— 1 =1 _>)/—X+7l

Pasa por (3,-5) — -5=3+n = n=-8
Luego: y=x—-8 si x23

—x —8 si

x<=3

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

Por tanto, la expresién analitica de la gréfica D es: y=14 — x% si 3<x<3

x—8 si x23
= | Asocia cada funcién con su correspondiente grafica:
a)y=|2x-2| b)y = |4 - x| oOy= x+2‘

a)y=|2x-2| - D by=[4-x| - C c)y= ‘2

=] Asocia cada funcién con su grifica:

a)y=|x2-4 b)y = |[-x% — 10x - 22,75|
Qy=|x?-6x+5| d)y = |-x% - 4x - 3]

B
A
(o D

d)y=‘1—%x‘

x+2‘—>A d)y=’1—%x’—>B

Q)y=|x>—4 > D b)y = |-x?—10x-22,75| — A
Qy=lx*-6x+5 — C d)y=|«x*-4x-3] > B

29
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19. a1 Expresa cada una de estas funciones en forma de funcién definida a trozos, tal como
se hace en el ejemplo. Luego, represéntalas.

2x+6 si x<3
*y=2x-6] - y-= 2x—6 si x23

a)y=’4—%x’ b)y = |2x + 2| Qy-=|x?-2x-3|
dy=|=x2+2x-1| e)y=‘%x2—4x+%‘ f)y=19-x2
—4—%X> si4—%x<0 —4+%x si x>12
a)y=‘4—%x‘ - y= = y=
4—%x si4—%x20 4—%»6 si x<12

X —

YT
o

|

.

b D) —(2x+2) si 2x+2<0 2x—2 si x<-1
J7=x42l 5= 50 0 G aee250 7 7T 2642 s xaod

Representacién grifica:

y=2x+2 —

30
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—(x*=2x-3) si ¥*—2x—-3<0

= |x% = 2x— =
Ay=|x x=3 =y x*—2x—-3 si x¥2-2x-3>0

e —x%+2x+3 si —1<x<3
)= x* - 2x—-3 si x<-1o0 x23

Representacion grifica:
y=x>-2x-3
Vértice:

Abscisa: p = % =1 — Ordenada: f(1)=-4 — V(1,-4)

Tabla de valores:
y

Y

-2 /-1 0 1 2 3 4
5 0 -3|-4 -3

-
T
]

T——

1l
b
|
N
=
|
W
| —"|

—
—
~_

o S

L~
—
~—

—

—(x?+2x-1) si «x*+2x-1<0
%+ 2x—-1 si x2+2x—-120

dy=|x*+2x-1] - y:{

N y=1x22—2x+1 s% x<l o x>1 N y=x2—2x+ 1
—x“+2x—1 si x=1

Representacion grifica:

Y= %+ 2x—1

Vértice:

Abscisa: p = % =1 — Ordenada: f(1)=0 — V/(1,0)

-1 1 2
Tabla de valores: o 0 5
s -4 -1 0 -1 | -4

Y \Y. [
\

[y
—
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—(lx2—4x+l> si l9(2—4x+1<0
- ; 2 2) %2 2
e)y= 5% 4x+5 - y= -
1,2_ 7o L2 A
‘ 2x 4x+2 si 2x2 4x+220
_1.2 _7 g
7 + 4x 7 s l<x<7
— y=
~%x2—4x+% si x<1l o x27
Representacion grafica:
y=%x2—4x+%
Vértice:

Abscisa: p = % =4 — Ordenada: f(4) = —% - V<4, —%)

Tabla de valores: g 1 25 3 49 5 65 7 3 |
» R EIRE ik
\ Y 1 I \ Y _ —1— _I -Z
\ y=§x —4)6]-!-—‘:— \ = 2)6 )c+2
|
/ \ [/
1 / I\ / \/
1 » 1
X X
\ /

£ y=|9 b _ —(9—x2) si 9—x2<0 ~ ¥ -9 si x<-3 0 x>3
y=1=x1 == 9—x* si 9-x%20 )= —x%+9 si —3<x<3

Representacién grafica:

y=9-x2 = y=-x?+9 — Vértice: (0, 9)

Tabla de valores:
y

Y | Y |

3 2|-1,0/|1 2|3
0|5 |89 8 0

=2
It
=)
|
x

T—
—L_
=
"
——'
—L_
—
“

—

—

——
T—
e
)
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20. «mll Representa la grifica de las siguientes funciones:

a)y=|x2-1|-2
b)y=1+ x|
Qy=1-|x2—-6x+5|
dy = |x| - |4 - x|

2 P42
—(x*-1)—2 si x*—-1<0
a)y=|x* -1 Y7 22122 si 2120

oy X% 1 si -l<x<l1
)= x2 -3 si x<-1 0 x21

Representacién grifica:

'y=—x2—1 (si =1 <x<1) — Vértice: (0, -1)

-1 0 1
vy IRV

o y=x2-3 (si x<-1 o x>1) — Vértice: (0, -3)

32|31 1|32 3
6 1ol =220 16

Y
y=lx? - 1]+ 2
\ |
\ /
\ /
\ / X
1—-x si x<0
b)y =1+l _>y={l+x si x>0
Representacién grifica:
0 -1 | =2
ey=1-x (si x<0) —)
y 1 2 3
0 1 2
ey=1+x (si x20) —)
1 2 3
Y
y=1 4% |x|
X
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1—(x?+6x—5) si x*—6x+5<0

-_— —_— 2— =
oy=1-|x 6x+5|—>)’—{1_(x2_6x+5) si x2—6x+520_)

o x2—6x+6 si  l<x<5
=2 +6x—4 si x<1 0 x25

Representacion grifica:
°y=x2—6x+6 (si 1<x<)5)
Vértice:

Abscisa: p = % =3 — Ordenada: f(3)=-3 — V(3,-3)

12345|
W 2321

Puntos de corte con los CjCS!

=3+43
=0 > x2—6x+6=0 X
Y X X + <x=3—\/§

Corta al eje X en: (3 + 43, 0), (3 — 3, O)

x=0 > y=02-6-0+6=6 - y=6
Corta al eje Y en: (0, 6)
*y=-x?+6x—4 (si x<1 0 x25)
Vértice:

Abscisa: p = % =3 — Ordenada: f(3)=5 — V(3,5)

Puntos de corte con los ejes:

=3-45
=0 » x>+ 6x-4=0 5
¥ X< + 0x <x=3+«5

Corta al eje X en: (3 — 5, 0), (3 +45, 0)

x=0 —)_y=—02+6-0—4=—4 - y=—4
Corta al eje Y en: (0, —4)

o -1/ 0| 1|56 7
o1 -4 11 | =4 |11

Y

==
2

=
—
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—x si x<0

d)y=|x = }'={

x si x=20

4_x si x<4
—4+x si x24

y=ld-x - y={

Por tanto:
-4 si x<0
y=|x|-|4-x|=12x -4 si 0<x<4
4 si o x>4

Representacion grafica:

* y=—4 (si x<0). Funcién constante.

*y=2x—4 (si 0<x<4). Funcién lineal: 0 | 2| 4 l
40 | 4

*y=4 (si x>4). Funcién constante.
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21. «1] Asocia a cada grifica una de estas férmulas e indica el dominio de definicién de ca-

da una:

1
2—-x

Iy-=

2
IImy=2+=
)y=2+ P

I — d) Dom=R-1{2}
III — a) Dom =R — {0}

II — b) Dom=IR - {3}
IV — ¢) Dom =R - {-3}

22. &7} Asocia a cada gréfica la férmula que le corresponde e indica su dominio de defini-

ciéon:
Dy=vx-3
) y=3- =«

I — b) Dom = [3, +0)
III — d) Dom = (—oo, 0]

Il y=yx-3
IV) y = -3«
b) Y

2

/

[ T2 416 Ix

d)J
2

6 -4 2] 1x

I — ¢) Dom = [0, +o0)
IV — a) Dom = (—oo, 0]

36
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23. a1 Asocia a cada grifica una de estas férmulas:

I)y=3" II) y=1,5*
III) y = 0,4* IV) y = 0,7*
@ 6 @ 6
4 4
2 2
NS —— [ ——
—4 -2 2 | 4 —4 -2 2 4
© 8 @ 8
6 6
4 4
2
¥ /
—4 |2 2 4 ) 2 4

Di, en cada una de ellas, si es creciente o decreciente.

I — d) Creciente II — b) Creciente

III — c) Decreciente IV — a) Decreciente

24. « 7] Dibuja la gréfica de las funciones siguientes:

-_1 -2
a)y_ x b)y X
c)y=%—3 d)y=%+2
2) M1 b) Y

X
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25. s’ | Di cudl es el dominio de definicién de las siguientes funciones y cudles son sus asin-

totas. Represéntalas grificamente.

_ 1
2y = x+3
Qy= lix +2

a) Dominio = IR — {-3}

Asintotas: x=-3, y=0
1| Y

c) Dominio = IR — {1}

Asintotas: x=1, y=2

___3
b)y— x+1

_ 1
d)y-= gy | +2

b) Dominio = IR — {-1}

Asintotas: x=-1, y=0

d) Dominio = IR — {1}

Asintotas: x=1, y=2

26. o] Representa grificamente las siguientes funciones e indica el dominio de definicién

de cada una:

a)y=yx +2
y=2y-x

ey=-2-x
§y=2+ =«

a) y = yx + 2 = Dominio = [0, +co)
¢) y = 2y—x — Dominio = (—eo, 0]

e) y=-2—yx — Dominio = [0, +co)
g)y =2+ y—x — Dominio = (oo, 0]

by=2-x
d)y=—-=x
fly=-2-2/-x
h)y=2/-x +2

b)y=2— yx — Dominio = [0, +co)
d)y = —y-x — Dominio = (—eo, 0]

f) y = -2 —2y-x — Dominio = (—eo, 0]
h)y = 2y=x + 2 — Dominio = (oo, 0]

%

Y=V
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X

27. «1] Estudia el dominio de definicién de las siguientes funciones y represéntalas gréfica-

mente:
a)y=\/m b)y=7—m
Qy=y=x-1 dy=2+Jx+3
y=1+x-1 f)y=2(x-1)
gy=—-(x+2) h)y=1+/1-(x+1)
a)y=42-x

2-x20 — 22x — Dominio = (oo, 2]
b)y=7-2x+4

2x+420 > 2x>2—-4 — x>-2 — Dominio = [-2, +o0)
c)y=m

—x—1>20 = —1>x — Dominio = (—oo, —1]
d)y=2+/m

x+320 > x>-3 — Dominio = [-3, +c0)
e)y=1+«/xj

x—120 — x>1 — Dominio = [1, +o0)
Hy=2-1)

2x-1)20 > x—=120 — x=1 — Dominio = [1, +c0)
8y =—-(x+2)

—(x+2)20 5> x+2<0 > x<-2 — Dominio = (-0, =2]
h)y=1+y1-(x+1)

l1-(x+1)20 > 12x+1 = x<0 — Dominio = (oo, 0]

&9
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)4
[
y=2+Vx+3
I~ ]
L =2 —— L
~§=~<§ 1 —t—
T =7 =\2x+4
Y= Nex = ~~I_ v
X
Y
=141 (1)
I ——— yl=1 4+ Vx—1 —
N
— = \ -
/ [~ 1)
yEN2x=1)
X
"
”_ / A\
=1 _y— —N—{ <)

28. a 7] Representa las siguientes funciones haciendo, en cada caso, una tabla de valores.

(Aytidate de la calculadora).

X
a)y=27" b)y=3*+1 c)y=(%) +3 d)y=0,75"
2y 2 o 3 2 a1 0 1 2 3|
J s 4 2 1 L1214 s
by=3s 1 2 2 12| 3
1T 1,3 2 4 |10 | 28
x o 3|2/ alol 123
Qy= 2) 43
3 6375525 45 | 4 |3.83.4 33
d)y= 0,75+ 4| =2 | -1, 0 1| 2|3 4 |
’ 032005625075 1 | 1,3 | 1,7 12,37 3,16 9,99
1h) | Y I
=[\—§)43\\ y=2- ”11:"1-[ y = 0,757
I
NN |
N\ [
A\ /
\\ I /!
\ /
//
\ yilme
N / 1/
7/
Lt -
X
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29. « 7] Representa cada par de funciones sobre los mismos ejes coordenados. ;Qué relacion
hay entre ellos?

a)y=(%) 3 y=3" b)y = 0,25% y=4*

1)’“
a = | —
)y (3 ERULE 27 | 9 3 1 | 1/3 | 1/9 | 1/27

179 | /3 | 1 3 9 27

4 1 | 1/4 | 1/16

=4x
7 V4| 1| 4 | 16
1A\X Y ‘Y '
y == y = 3% y = 0,25%| |y=4
3 | |
\ | W]
\ | |
VL
|/
AN W
X X

Sus gréficas son simétricas respecto al eje de ordenadas.
30.a7] a) Representa las funciones siguientes:
y=3"e y=log; x

b) Comprueba si los puntos siguientes pertenecen a la grafica de y = log; x:

(243, 5) (1 ,—3) (/350,5)  (-3,-1)

27
a) Una es inversa de la otra. Y
=3"
-2 -1 0 z
y=3* 1/9 | 1/3 1 3 II

(SN

X 1/9 | 1/3 1 3 9 1 —
Y = logz x YA RS 0 1 2 1

b) Se sabe que y = logz x — 3’ = x. Luego:
(243,5) — 3°=243 — log3243 =5 — Si pertenece.

1 S3_1 _ 1 1 __ {
(27, 3) -3 327 — log; 57 3 — Si pertenece.

(«/3; 0, 5) — 305-312_3 — lyg: y3=0,5 — Si pertenece.

(-3,-1) » 31-1 .3 5 No pertenece.

3
@
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Aplica lo aprendido

31. «] Resuelve analitica y graficamente los siguientes sistemas:

) y=2x2-5x-6 b) y=x2-2x+1
? y=3x+4 y=-2x+2
) y=2x>-8x-3 d y=—x%+5x
c
y=x*>-2x-3 y=x%+3x—(15/2)

y=2x*-5x -6
: y=3x+4
Analiticamente

Vemos los puntos de corte:

2%2 - 5x—6=3x+4 > 2x*—8x—-10=0 > x2—4x-5=0

4516420 446 x=5 = y=19
¥= 2 - <l

x=-1— y=1
Hay dos puntos de corte: (5, 19), (-1, 1).
Grdficamente
Representamos en unos mismos ejes ambas funciones:
¢ y=2x-5x-6
Puntos de corte con los ejes:
Eje X: 2x*-5x-6=0 —
_5%425+448 54473
2.2 4
<5+4%’0> = (3,38; 0)
< <5 ~73
4
Eje V* y=-6 — (0,-0)

Vértice: (2 —ﬁ>

— x -

,0) ~ (~0,88; 0)

4 8
*y=3x+4
Hacemos una tabla de valores:
-1 5
1 19

42

19

(_1’ 1) 1

(5, 19)
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2
=x“—2x+1
b){”
y=—2x+2
Analiticamente

Puntos de corte entre ambas:
0
2 2
x“=2x+1=-2x+2 > x*—-1=0 5 x=21 > y=
r=<

Los puntos de corte son: (1, 0), (-1, 4).
Grificamente
Representamos en unos mismos ejes ambas funciones:
cy=x2—2x+1
Puntos de corte con los ejes:
Fje X: x2-2x+1=0 — x= Zizﬁ =1 — Raiz doble: (1, 0)
Eje Y1 y=1 — (0, 1) Y
Vértice: (1, 0)
*y=-2x+2

(14 (3, 4)
Hacemos una tabla de valores:

1 -1
0 4

y=2x2—8x—3

© y=x2—2x—3

Analiticamente

2x62 —8x—3=x%2-2x-3 > x*2—6x=0 —

x1=0
- x(x—6)=0<x;=6
Six; =0 = y=-3
Si =6 = 5,=6>-2.6-3=21
Solucién: x; =0, y;=-3; x, =6, y,=21
Grdficamente
Representamos cada una de la pardbolas:
e y=2x*—8x-3 y=2 2B
Cortes con los ¢jes:

—2\\ 2 6 X
Fje X: y=0 — 2x>-8x-3=0

_8+y64-4-(-3)-2 888 4+y22 (4,34; 0)

x= 2.2 T4 2 <—0,34;0) i

Eje ¥: x=0 — y=-3 — (0,-3)
Vértice: (2, —11) Tt
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o y=x2-2x-3

Cortes con los ejes:

Eje Xt y=0 — x> —2x-3=0 = x= 2+ 4_24'(_3) = 254 <(3’10z))

Eje V1 x=0 — y=-3 — (0,-3)

Vértice: (1, —4)

= —x2 +5x
R
y=x"+3x—(15/2)
Analiticamente

Vemos los puntos de corte:

X2 4 5x=x2+3x—15/2 = 2x*—2x—15/2=0 — 4x*—4x-15=0

414256 4416 x;=5/2
T8 T8 <x2

=-3/2
. 2
Siox = % -y = 75
S RN
Grificamente

Representamos cada una de las pardbolas:
o y=—x%+5x
Cortes con los ejes:
. 0,0)
Fje X y=0 — —x?+5x=0 — x(-x+5)=0 ©,
je ¥ X< + 5x x(=x +5) <(5,0)
Eje ¥ x=0 — y=0 — (0,0)
Vértice: (%, %)
')/=x2 +3x—15/2
Cortes con los ¢jes:

=%+ 3x— (15/2
Fje X: y=0 — 2x?+6x-15=0 y=x"+3x—(15/2)

Y
_6+36+120 —6+4156 p
= = %
4 4
6+ 4156 ,
<f, o) ~(1,62;0) ~ .

<‘6‘TM 0) ~ (—4,62;0)

Eje V* x=0 — y=-15/2 — (0,-15/2)

Vértice: (?, %) T y=ox? 45

44
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32.am1a) Calcula b y ¢ para que el vértice de la paribola y = x% + bx + ¢ esté en el punto
(3, 1).

b) ;Cuadl es su eje de simetria?

c) ;Cudles son sus puntos de corte con los ejes?

a) Vérticeen x=3 — _2—é¢z=3 — —b=6a=6 = b=-06

Pasapor (3,1) = 1=9-18+¢c = ¢=10
y=x*—6x+10

b) Su eje de simetria es x = 3.

c) Cortes con los ejes:

x=0 — y=10 — Punto (0, 10)
x2—6x+10=0 — 6+ 36 - 40

x=——"—"—— — No tiene solucidn, por tanto, no corta
2 .
al eje X.
33. e | La parébola y = ax? + bx + ¢ pasa por el origen de coordenadas. ;Cudn-
to valdri ¢? v
Si, ademds, sabemos que pasa por los puntos (1,3) y (4,6), halla 2 y b y o1
representa la pardbola. N
c=0 y=ax?+ bx
(1,3) = 3=a+b a=3-b — a=-1/2 1 4 X
(4,6) = 6=16a+4b| 6=163-b)+4b — b=7/2
L1, 7
e s

a

34.a Calcula 2 y b para que la funcién y =
x —

5 basepor los puntos (2, 2) y (-1, -1).

2

__a
S 2-b ﬂ=4—2b} 1+b=4—2b+b=1} 2
)/:

. a a=1+b a=2 x—1

s
35. e ] La grifica de una funcién exponencial del tipo y = ka* pasa por los puntos (0, 3) y
(1; 3,6).
a) Calcula % y a.
b) ;Es creciente o decreciente?
) Representa la funcién.

a) Si pasa por el punto (0,3) — 3=k’ - k=3

Si pasa por el punto (15 3,6) — 3,6 = ka' — 3,6=3a — a=12 Y
Tenemos la funcién: y=3-1,2%
b) Es una funcidn creciente. 6
c) Hacemos una tabla de valores: 3
201 lo0o 1 2] 3 /
208 25| 3 | 36 432518 3 -1pr 3 X
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36. a1 La funcién exponencial y = ka* pasa por los puntos (0, 2) y (25 1,28). Calcula %2 y
a y represéntala.

y = ka*

Pasa por el punto (0,2): 2=Fk-4° — 2=k

Pasa por (2; 1,28): 1,28 = k- 4? — 1,28 =24> — 4?>=0,64 — 2=0,8

La funciénes: y=2-0,8*

3 2 a0 1] 2] 3 >~
2

C3906(3,125) 2,5 | 2 | 16 | 1,281,024 I

37. s ] a) Representa grificamente la funcién exponencial y = 1,2* haciendo uso de una
tabla de valores.

b) ;Cuél es la funcién inversa o reciproca de y = 1,2*? Represéntala en los mismos ejes.

La funcién inversa de y = 1,2% es y = log; , .

‘ [l
O ,/
. b8
-4 10,48 - /’// '//
- P 1/
L 1 o }’“[glz// A /
1 1,2 / ‘
— T 5 yARNXERY;
2 1, p //, ///
4 2;07 v //, ‘ ///1 X
_ ’ ) =11,4
8 4’3 4 / , //,/
10 | 62 o
12 189 S z 0 12 i 16
16 | 18,5 |
‘ [
38. «] Representa las siguientes funciones:
2 o 1
x six<0 rosLx<
= . b =
a)f(x) {\/; si x>0 )f(x) 1 si x21
x

x si x<0

a)f(x)={

Jx si x>0

Y
‘y=x(six<0)—>- ?) |_1 | -2 y=Vx
N o
0o | 1|

°y=x/; (si x20) —

X
—
N
W | \O
<=
I
K
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x% si x<l1

b) f9=11

X

si x2>1

°*y= x2 (si x<1) — Vértice: (0, 0)

)4
1 0 -1 -2
1 0 1 4
1 y
ey=— (si x21)
x 1 ),:l
y=0 — Asintota horizontal 2 =
1

1 2 3 4
1 1/2 | 1/3 | 1/4

39. sl Calcula el valor del pardimetro % para que la siguiente funcién sea continua:

—x? —kx—5 si x<-2

J= %x+4 si x>-2

y1(x) = —=x% — kx — 5 es una funcién cuadritica y, por tanto, continua en |R para todo #
1 —
Yy (x) = St 4 esuna funcién lineal y, por tanto, continua en IR

— y(x) es continua en (—oo, —2) U (=2, +o0) para todo 4
Debemos hallar el valor de 4 para que y(x) también sea continua en x = —2.

y(x) serd continuaen x=-2 si y;(-2) = y,(-2), es decir:
(22— k- (=2)=5= % (D) + 4 = —4+2k—5-—1+4 —

— 2k=12 > k=6

Resuelve problemas

40.«7] ;Cudl es la ecuacién de la funcién que nos da el perimetro de
; : . . V3
un hexdgono dependiendo de cudnto mida su lado? ;Y la que nos
da su 4rea? Dibuja ambas funciones.

p=06/
La férmula del dreaes A = Pz.ﬂ =3/-a
Debemos, por tanto, expresar la apotema en funcién
del lado: P
2 :
‘ 42+<L> =12%a=£l 5
2 2 2 ” 5
Por tanto: A = 3/- ﬁ/ = ﬂlz
272 1 |

1 4\3
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41. e Una casa de reprografia cobra 5 céntimos por cada fotocopia. Ofrece también un
servicio de multicopia, por el que cobra 50 cént. fijos y 2 cént. por cada copia de un

mismo ejemplar.

Haz, para cada caso, una tabla de valores que muestre lo que hay que pagar segiin el
numero de copias realizadas. Representa las funciones obtenidas.

:Tiene sentido unir los puntos en cada una? Obtén la expresién analitica de cada fun-
L4 A . d ’ . ’ b l l . . >
cién. ;A partir de cudntas copias es mds barato usar la multicopista?

MULTICOPIA

FOTOCOPIAS

®
0

1 52

5 60

10 70
14 78
18 86
20 90
NUMERO

1 5
5 25
10 50
14 70
18 90
20 100
PRECIO
100
50] + 1
104 |
2

10

15

20 DE COPIAS

No tiene sentido unir los puntos; solo se pueden dar valores naturales.

Expresiones analiticas:

Fotocopias (puntos rojos): y = 5x

Multicopias (puntos azules): y =50 + 2x

A partir de 17 copias, es mds econémico utilizar la multicopia.
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42. ea] El médico ha puesto a Marcos un régimen de adelgazamiento de 12 semanas y le ha
hecho esta grifica para explicarle lo que espera conseguir:

PESO (en kg)
80

70

60

T SEMANAS
T T T T T T T T T T T T
1234567 89101112

a) ;Cudnto pesaba Marcos al comenzar el régimen?

b) ;Cuédnto debe adelgazar por semana en la primera etapa del régimen? ;Y entre la 6.2 y
la 8.2 semanas?

c) Halla la expresién analitica de esa funcién.

a) Marcos pesaba 80 kg al comenzar el régimen.
b) % = 1,67 kg por semana.

Entre la sexta y la octava semana no tiene que adelgazar nada.
¢) Buscamos la ecuacién de cada uno de los tramos:

10 __5 y n=80 —>y=—%x+80

6 3

* Para 0 <x <06, lapendiente m=—
* Para 6<x<8, y=70.
e Para 8 <x<12, m= —% y pasa por (12, 65).

_ O (x— -2
y—065= 4(x 12) =y 4x+80

Luego, la expresién analitica de esta funcién seré:
—%x+80 si 0<x<6

y=170 si 6<x<8

—%x+80 si 8<x<12
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43. e Andrea ha comprado por 100 € un regalo de cumpleanos para Carlos. El resto de

los amigos del grupo deciden pagar el regalo entre todos.

Construye una funcién que nos dé el dinero que debe poner cada uno dependiendo del
nimero de personas que haya y dibijala.

Si el ndmero de amigos es x, x € IN, la funcién que da lo que debe pagar cada uno es

100
P

)}:

10 ¢

44,0 El sueldo inicial de Ana es de 24000 € anuales. En su contrato de trabajo figura

que subird un 8 % anual. ;Cudnto ganard dentro de 10 anos?
a) Escribe la funcién que relaciona el sueldo con el tiempo.

b) ;Para qué valores de la variable estd definida?

El sueldo inicial es 24000 €.

Al cabo de un afo serd 24000 - 1,08.

Al cabo de dos afios serd 24000 - 1,082,

Es decir, al cabo de 10 afos serd 24 000 - 1,080 = 51 814,20 €.
a) s(z) = 24000 - 1,08°

b) Para los valores naturales de .
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Problemas “+”

45.

46.

47.

« | La altura, h, ala que se encuentra en cada instante, #, una flecha que lanzamos
con el arco hacia arriba con una velocidad de 40 m/s es h = 40z — 522,

a) Representa grificamente la funcién.

b) Di cudl es su dominio de definicién.

©) :En qué momento alcanza su altura maxima? ;Cudl es esa altura?
d) ;En qué momento se clava la flecha en el suelo?

e) ;:En qué intervalo de tiempo la flecha estd a una altura superior a 35 metros?

a) b) [0, 8]
§6 c) Alcanza 80 m a los 4 segundos.
20 d) A los 8 segundos.
! 4 8 e) 40x — 5x?>35 — 5x*—40x+35<0 —
— xe (1,7)

«i | Este afio, Verénica ha conseguido recoger de su cosecha 240 kg de aguacates que
hoy se venderian a 1,20 €/kg. A partir de ahora, cada dia que pasa se estropean 4 kg,
pero el precio aumenta 0,10 €/kg. ;Cudndo debe vender los aguacates para obtener el
miéximo beneficio? ;Cudl serd ese beneficio?

La funcién beneficio es B(2) = (240 — 49 - (1,20 + 0,19 = —0,4#2 + 19,2¢ + 288, donde ¢
son los dfas transcurridos.

19,2
0,8

Como B(24) = 518,4, la respuesta es que debe vender los aguacates a los 24 dias y obtendrd
un beneficio de 518,4 euros.

= 24.

La grafica serd una pardbola de vértice con abscisa p =

= | El coste por unidad de fabricacién de un tipo de cajas disminuye segiin el nimero
de unidades fabricadas y viene dado por la funcién:

_ 0,3x +1000
y x

a) ;Qué valores toma la variable independiente, x?

b) Calcula el coste por unidad y el coste total para fabricar 10 cajas. Haz lo mismo para
100000 cajas.

¢) ¢A cudnto crees que se acerca el coste por unidad cuando el nimero de cajas se hace
muy grande?

a) x toma valores naturales.

b)® Para 10 cajas:
Coste por unidad = % =100,3
Coste total de 10 unidades = 1003

51



Unidad 5. Funciones elementales

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

* Para 100000 cajas:

_ 30000 +1000 _
d= 100000 0.31

Coste total de 100000 unidades = 31 000

Coste por unida

c) El coste por unidad se acerca a 0,3.

48. aml En una piscina hay un trampolin a 8 m del agua. Esther lanza una pelota rodando y
cae al agua a 12 m de la vertical del trampolin.

8m

[0} 12 m

Escribe la ecuacion de la trayectoria descrita por la pelota desde que sale del trampolin
hasta que toca el agua. Da su dominio de definicién.

O La trayectoria es una pardbola y = ax? + bx + ¢ con su vértice en el punto de caida. Toma O
como centro de coordenadas y ten en cuenta que el vértice es (0, 8).

RESOLUCION 1

) (0. 8) Tomando el centro de coordenadas en el punto O, el
B vértice de la pardbola es (0, 8). La ecuacién de la pardbola
queda asi:
J= e Y= ax’ + 8

Para x=0, y=8 — 8=10

o) (12,0

Calculamos el valor de 2 sabiendo que pasa por (12, 0):

0=0-122+8 > a=—5 -1
e 77144 T 718
La ecuacién de la trayectoria es y = —%xz + 8, definida en [0, 12].

RESOLUCION 2

En la resolucién anterior se ha tenido en cuenta que la trayectoria es una pardbola con su vér-
tice en el punto de caida. Resolvimoslo, ahora, como lo harfa un fisico, teniendo en cuenta,
solamente, las leyes del movimiento:

Tiempo que tarda en caer 8 m: (movimiento uniformemente acelerado. Aceleracién, g):

%gtz = 8. Tomamos g=10 m/s? — 5t2=8 — ¢= \/%
A qué velocidad rueda la pelota por el trampolin? Tengamos en cuenta que, a esa velocidad,

recorre 12 m en \/g s (componente horizontal).

Movimiento uniforme e=v-t = 12=v- /% — =

12
J8/5
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Obtengamos la ecuacién de la trayectoria tomando O como origen de coordenadas:

V8/5x 8/
Comp. horizontal: x = ;F?St t=—1 £ = ﬁxz = 9%952
. 1,2 1,2
Comp. vertical: y =8 —5¢2 y=8—5-9—0x =8—ﬁx
Hemos obtenido la trayectoria y =8 — 1—18x2, la misma que antes como es natural.

Reflexiona sobre Ia teoria

49.a11 Di cudl es la pendiente de cada una de las siguientes rectas y di si son crecientes o

50.

decrecientes:
- 4
a)_y=M b)y+ =1 0)3x+y+4=0
3 2
:Qué relacion hay entre el crecimiento o decrecimiento de una recta y su pendiente?
5

a) m = 3 Creciente.

b) m = 0. Ni crece ni decrece, es constante.
c) m = =3. Decreciente.
Si la pendiente es positiva, hay crecimiento. Si la pendiente es negativa, hay decrecimiento.
«sll Dibuja y escribe la ecuacién, en cada caso, de las pardbolas que cumplen estas con-
diciones:
a)Su eje es x =2, el coeficiente de la x% es —1 y corta al eje X en un solo punto.

2

b) Tiene el vértice en el punto (3, —2) y tiene la misma forma que y = x~.

c) Tiene el vértice en el origen de coordenadas y pasa por el punto (-3, -18).

a) La parabola es de la forma: y = —x? + bx + ¢ Y
° 1e* — _i — __b - —
Eje: x=2 — 261_2—>_2_2—>b_4 m
* Corta al eje X en un Unico punto — pasa por (2,0) —
- 0=-4+4-2+c > c=-4 /
La pardbola es y = —x? + 4x — 4.
b) Vertice en (3,-2) > —£ =3 — 4=—6a Y

Tiene la misma forma que y = x2, luego a = 1.
La funcién es de la forma y = x% —6x +c.

Pasapor (3,-2) —» 9-18+c¢=-2 — ¢c=7 \/ <
Por tanto, y=x%—6x+ 7.
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Qy=ax?+bx+c %
b X
—Z=O_>b=0

Pasa por (0, 0), luego ¢=0.
Pasa por (-3, -18) — 92=-18 — a=-2

La pardbolaes y = —2x2,

«i' ] Construye funciones definidas a trozos que cumplan las siguientes condiciones y

dibgjalas:

a) Es continua y estd compuesta por dos trozos de rectas. Pasa por el origen de coorde-
nadas y tiene pendiente -2 en x = 4. Tiene un mdximo en (3, 7).

b)Es continua y estd compuesta por un trozo de paribola y un trozo de recta en este
orden. Tiene un minimo relativo en (0, 0) y un mdximo relativo en (2, 4).

a) Por ejemplo: b) Por ejemplo:
7

L x si x<3
fe) =13 f(x):{

(—2x+13 si x>3

x2 si x<2

—x+6 si x>2

Y Y

3 6XX 2 \X

o] Todas las funciones exponenciales de la forma y = 2* pasan por un mismo punto.
Indica qué punto es y justificalo. ;En qué casos (valores de ) la funcién es decrecien-
te?

Todas pasan por el punto (0, 1), ya que 2° = 1.

Si 2 < 1, lafuncién es decreciente.

« ] ;Verdadero o falso?

a) Las funciones y = J/x e y = y—x forman una pardbola tumbada al representarlas en
los mismos ejes.

b)Si el eje de una pardbola es x =2, no puede pasar por los puntos (-1, 6) y (5, 8).

c) Las funciones y = 4° e y=—4* son simétricas respecto al eje Y.
X
d)Las funciones y=4* e y = (i) son simétricas respecto al eje Y.

e) La funcién y = log; x tiene dos asintotas, una vertical y otra horizontal.

a) Falso.

y:\/: )’=\/;
| X
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b) Verdadero. Las pardbolas son simétricas respecto a su eje, por tanto, se debe verificar que
7D =y05).

c) Falso. Son simétricas respecto al eje de abscisas.

Y| |yl=l4*
=
y=—#
d) Verdadero.
RN

!

e) Falso. Solo tiene una asintota vertical en x = 0.

Y |

g




Unidad 5. Funciones elementales

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

Pagina 118

Interpreta y describe

Cuando se voltea un reloj de arena, la funcién que relaciona el tiempo que falta para que
la arena termine de caer con el tiempo que ha transcurrido es lineal. En el grifico A se han
representado dos funciones de este tipo: g(z), en trazo rojo, para el reloj grande, y p(z), en
trazo verde, para el reloj pequeiio.

El grifico B describe el proceso que se ha de seguir para medir 7 minutos manipulando am-
bos relojes.

Cada asterisco indica el instante en que se voltea el reloj del color correspondiente.

[~ =~
2 A 2 B

4 2 4
~ 3 2 3

()

g2 £ g 2 \\
21 z 21 ¥ ¥ N ¢
= 0 = 0
= 0 1 2 3 4 5 6 = 0 1 2 3 4 5 6 7

MINUTOS TRANSCURRIDOS MINUTOS TRANSCURRIDOS

* Describe verbalmente la informacién que contiene el grifico B.
Se ponen en funcionamiento los dos relojes a la vez.

A los 3 minutos se acaba el reloj verde y quedan 2 minutos en el reloj rojo. Damos la vuelta al
reloj verde.

Pasados 2 minutos se acaba el reloj rojo y se da la vuelta al verde.
Pasados 2 minutos se acaba el reloj verde.
3 min + 2 min + 2 min = 7 min

* Construye una gréifica similar a la B que indique el proceso que hay que seguir para medir
siete minutos con un reloj de cuatro y otro de cinco minutos.

La gréﬁca es la siguiente:

a4

= B
J 4

“ 3

)

Z . :
= 9 10 11 12

EMPEZAMOS A CONTAR

MINUTOS TRANSCURRIDOS

Se ponen en funcionamiento los dos relojes a la vez. Cuando se acaba el de 4 min (verde), en el
de 5 min (rojo) queda 1 min. Le damos la vuelta al de 4 min. Cuando se acaba el minuto del de
5 min, en el de 4 min quedan 3 min. Empezamos a contar en este momento. Acaban los 3 min
y le damos la vuelta para que pasen otros 4 min.
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Informate

El carbono catorce es un isétopo radiactivo del carbono que se va desintegrando espontdnea-
mente, de forma que se reduce a la mitad cada 5568 afios.

Por otro lado, el carbono catorce estd en la atmésfera y es absorbido por las plantas, que lo
incorporan en una determinada proporcién.

Cuando una planta muere y queda almacenada en un yacimiento geolégico, su carbono
catorce sigue el proceso de desintegracién mencionado, segin una funcién exponencial de-
creciente:

t
Py, =100 (%) 5368

P,, — Porcentaje de C'4 respecto al que habia inicialmente
t — Edad en afios

P %
100%-

50% -

25% -

5568 11136 16704

Asi, analizando la proporcién de C'4 de un fésil y conociendo la inicial (planta viva),
con la ecuacién anterior se puede averiguar su edad geoldgica; es decir, el tiempo que
hace que se formé.

* ;Qué porcentaje de C tendra un f6sil con una edad de 33000 afios?

33 000
) 5568 5 Py, = 1,64%

£=33000 afios — Py, = 100 - %

El f6sil tendrd un 1,64 % de C!4.

o ;Cudl ser4 la antigiiedad de un fésil si tiene el 10 % del C!# de la planta viva?

¢

_r _r
Py, =10% — 100-%)5568 =10 — 0,578 20,1 — loggs % = log0,1 —

r -5568
5568 log 0,5

El £6sil tendrd aproximadamente 18 500 afos.

- log0,5=-1 = ¢= — t= 18496 anos
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Entvénate vesolviendo problemas

¢ Una vela dura una hora. Con las sobras de 10 velas se fabrica una nueva.
a) ;Cudntas horas de luz tendremos con 442 velas?

b) ;Cudntas velas se necesitan para 1000 horas de luz?

a) Con 442 velas se tiene luz para 442 horas y hay 442 sobrantes.
Con 442 sobrantes se hacen 44 velas + 2 sobrantes — 44 horas de luz y 46 sobrantes.
Con 46 sobrantes se hacen 4 velas y 6 sobrantes — 4 horas de luz y 10 sobrantes.
Con 10 sobrantes se hace 1 vela — 1 hora de luz y 1 sobrante.
Total: 442 + 44 + 4 + 1 = 491 horas de luz.

OTRA FORMA DE RESOLVERLO (MAS TECNICA)

Con una vela se consigue 1 hora de luz y sobra % de vela.
Por tanto, una hora de luz se consigue con 1—90 de vela.

Como hay 442 velas — 442 : 1—90 =491+ %

Es decir, se consiguen 491 horas de luz y sobra algo de vela.

= 900. Veamos, con

b) El niimero de velas que necesitamos debe estar alrededor de 1000 - %

mads exactitud, cudntas necesitamos.

Con 900 velas se tiene luz para 900 horas y hay 900 sobrantes.

Con 900 sobrantes se hacen 90 velas — 90 horas de luz y 90 sobrantes.
Con 90 sobrantes se hacen 9 velas — 9 horas de luz y 9 sobrantes.
Conseguimos, en total, 999 horas de luz y nos quedan 9 sobrantes.

Necesitamos, por tanto, una vela mds, 901, aunque con ellas conseguiremos, no 1000, sino
1001 horas de luz.

58



VANV - O)

a las Ensefanzas Académicas 4

* Una granjera fue al mercado a vender una cesta de huevos. La primera clienta compré la
mitad de los huevos mds medio huevo. La segunda compré la mitad de los que le queda-

ban mds medio huevo, y lo mismo hizo la tercera. Con esto concluyé la venta, ya que a la
granjera no le quedaban m4s huevos.

:Cudntos huevos tenia?

RESOLUCION UTILIZANDO ALGEBRA

LE QUEDA

a _x+1l _x-1
1.2 VENTA 3 x= 2 >
2.2 VENTA x—1 x—1 +L=x+1 x—l_x+l=2x—2—x—1=x—3
. 2 4 2 4 2 4 4 4
3.2 VENTA x—3 x=3 1 _x+1 x=3 x+1 _2x-6-x-1_x-7
: 4 8 2 8 4 8 8 3

Después de la tercera venta, no le queda nada. Por tanto, x_§7 =0 > x=7

Comprobacion:

a l l=4
1.2 VENTA D) 3
3.1
a 4y =—=2 1
2.2 VENTA 5 + 5
1.1
a —+—==1 0
3.2 VENTA 5 + 5

RESOLUCION SIN UTILIZAR ALGEBRA

Si después de una compra le quedan @ huevos, antes de la compra tenfa:

<a+ %) .2=2a+1 huevos.

LE QUEDAN TENIA ANTES

3.2 VENTA

2.2 VENTA

1.2 VENTA
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* Un padre repartié entre sus hijos un rebafio de ovejas.
— El mayor de ellos se llevé una oveja mds 1/7 de las restantes.
— Al segundo le correspondieron dos ovejas mds 1/7 de las restantes.
— El tercero recibié tres ovejas mds 1/7 de las que quedaban.
— Y asi sucesivamente hasta llegar al mds pequeiio.
De esta manera, todos recibieron la misma herencia y no sobré ninguna oveja.
:Cudntos hermanos eran?

:Cudntas ovejas habia en el rebafio?

SOBRAN

LE TOCAN

PRIMERO

49 49

SEGUNDO _49-2+6x-6-2-7 _6x+78

Como a todos les toca lo mismo, * ; 6 _ 6x 4+978 — x=36. Habia 36 ovejas.

Al primer hermano (y a todos los demds) le tocan 1 + (35/7) = 6 ovejas. Hay, por tanto,
36 : 6 = 6 hermanos.

Comprobacidn:

LE TOCA SOBRAN

1+(35/7) =6
30 2+(28/7) =06 24
24 3+(21/7)=6 18
18 4+ (14/7) =6 12
12 5+(717)=6
6 6+(0/7)=6
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Autoevaluacion

1. Representa la funcién definida a trozos cuya ecuacién es:

2x+6 si x<-2
y=1x/2+3 si -2<x<2
—x+6 six>2

Y

[
fici

FH

Matematicas orientadas
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2. Halla el vértice de cada una de las siguientes pardbolas y represéntalas:

2
=X _
a)y= > 2
A)y=056-x(x+1)
e)y=2x2%+4x

2y=2x-1)(x+3)
a) Vértice en el punto (0, -2).

Y]

AN PZRRERG

c) Vértice en el punto (2, 9).

Y| y=06-xx+1)

e i

b)y=x2+4x—5

dy=-(x-3)2-1
f)y=9—(x-1)2
h)y= (x+2)%? - 2«2

b) Vértice en el punto (-2, -9).

\

|

L x2 |+ 4x -5

d) Vértice en el punto (3, -1).

Y

61
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e) Vértice en el punto (-1, -2).

Y

y=2x2+ 4x

g) Vértice en el punto (-1, -8).
\ Y /

y=20=1)(x+3)

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

f) Vértice en el punto (1, 9).

Yl y=9—(x—1)2

fEAT

h) Vértice en el punto (2, 8).

Y

(i
i

7= e+ 2)7 =252

3. Expresa estas funciones sin utilizar el valor absoluto (del tipo definidas a trozos). Repre-

séntalas.
a)y=|2x+1|

Q) y=|-x%+4x-3|

b)y=‘1—%‘

d)y=19-x-2)?

D1 si 1
) vt 1 —2x+1) si 2x+1<0 2x—1 si x<
a)"| X + |‘ 2x +1 si 2x+12>0 — y= . :
2x+1  si x2——
2
X
— —%) Si 1—%<0 _1+% Si X>4
b)yz‘l_% - %)}:
I-g s 1-720 1% sixs4
Y
X
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_(_x2+4x—3) si —X2+4x_3<0

C)y=|—x2+4x—3|—>)/={_x2+4x_3 si —x? +4x—320

x—4x+3 si x<1lo x>3
= 2 4+4x -3 si 1sx<3

Y

X

_(_x2+4x+5) si —x2+4x+5<0
_x2+4x+5 si —x2+4x+520

d)y=|9—(x—2)2| - y=|—x2+4x+5| —>y={

x2—4x—-5 si x<-=1 o0 x>5
= —x?+4x+5 si —-1<x<5

Y

X

4. Representa las siguientes funciones e indica sus dominios de definicién:

_ 1 =3 _ __3
)y = xX+5 by x 2 9y x—1 +1
d)y=Jx+2 e)y=2yx-1 fly=—vx-3

a) Dominio = IR — {-5} b) Dominio = IR — {0} ¢) Dominio = IR — {1}

y=%—2
d) Dominio = [-2, +oo) e) Dominio = [1, +o0) f) Dominio = [3, +oo)
B WET OE T r
jall
X N
X s
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5. Representa estos pares de funciones:
a)y=12% y=log, x b)y =2,2% y=log,, x

:Respecto a qué recta son simétricas las dos funciones de cada par?

a)

)= l"gl,zx

Las funciones son simétricas respecto a y = x.

b)

Las funciones son simétricas respecto a y = x.
6. Con un liston de madera de 3 metros de largo, queremos fabricar un marco para un cua-
dro.
a) Si la base del cuadro midiera 0,5 m, ;cudnto mediria la altura? ;Y la superficie?
b) ;Cuil es el valor de la superficie para una base cualquiera, x?

¢) ;Para qué valor de la base se obtiene la superficie mdxima? ;Cudnto vale dicha superfi-
cie?

a) Altura = 1 m; Area = 0,5 m?

b) Base = x, altura = 3_27296 =1,5-x Area=x(1,5-x) = 1,5x — x*
c) AREA (m?) y = —x2 + 1,5x es una pardbola que corta al eje
05 X en los puntos de abscisas 0y 1,5.
La abscisa del vértice es 1’25 =0,75.
Su ordenada es 0,5625. Este es el punto “mds
alto de la curva”.
0 0,75 1,5 BASE (m)

Por tanto, el 4rea mdxima se obtiene para x = 0,75 m, y es de 0,5625 m?.

NOTA: Se trata de un cuadrado de 0,75 m de lado.
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Autoevaluacion

1. Representa la funcién definida a trozos cuya ecuacién es:

2x+6 si x<-2
y=1x/2+3 si -2<x<2
—x+6 six>2

Y

[
fici

FH
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2. Halla el vértice de cada una de las siguientes pardbolas y represéntalas:

2
=X _
a)y= > 2
A)y=056-x(x+1)
e)y=2x2%+4x

2y=2x-1)(x+3)
a) Vértice en el punto (0, -2).

Y]

AN PZRRERG

c) Vértice en el punto (2, 9).

Y| y=06-xx+1)

e i

b)y=x2+4x—5

dy=-(x-3)2-1
f)y=9—(x-1)2
h)y= (x+2)%? - 2«2

b) Vértice en el punto (-2, -9).

\

|

L x2 |+ 4x -5

d) Vértice en el punto (3, -1).

Y

61

y=-(x-3)?%-1
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e) Vértice en el punto (-1, -2).

Y

y=2x2+ 4x

g) Vértice en el punto (-1, -8).
\ Y /

y=20=1)(x+3)

Matematicas orientadas
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f) Vértice en el punto (1, 9).

Yl y=9—(x—1)2

fEAT

h) Vértice en el punto (2, 8).

Y

(i
i

7= e+ 2)7 =252

3. Expresa estas funciones sin utilizar el valor absoluto (del tipo definidas a trozos). Repre-

séntalas.
a)y=|2x+1|

Q) y=|-x%+4x-3|

b)y=‘1—%‘

d)y=19-x-2)?

D1 si 1
) vt 1 —2x+1) si 2x+1<0 2x—1 si x<
a)"| X + |‘ 2x +1 si 2x+12>0 — y= . :
2x+1  si x2——
2
X
— —%) Si 1—%<0 _1+% Si X>4
b)yz‘l_% - %)}:
I-g s 1-720 1% sixs4
Y
X
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_(_x2+4x—3) si —X2+4x_3<0

C)y=|—x2+4x—3|—>)/={_x2+4x_3 si —x? +4x—320

x—4x+3 si x<1lo x>3
= 2 4+4x -3 si 1sx<3

Y

X

_(_x2+4x+5) si —x2+4x+5<0
_x2+4x+5 si —x2+4x+520

d)y=|9—(x—2)2| - y=|—x2+4x+5| —>y={

x2—4x—-5 si x<-=1 o0 x>5
= —x?+4x+5 si —-1<x<5

Y

X

4. Representa las siguientes funciones e indica sus dominios de definicién:

_ 1 =3 _ __3
)y = xX+5 by x 2 9y x—1 +1
d)y=Jx+2 e)y=2yx-1 fly=—vx-3

a) Dominio = IR — {-5} b) Dominio = IR — {0} ¢) Dominio = IR — {1}

y=%—2
d) Dominio = [-2, +oo) e) Dominio = [1, +o0) f) Dominio = [3, +oo)
B WET OE T r
jall
X N
X s
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5. Representa estos pares de funciones:
a)y=12% y=log, x b)y =2,2% y=log,, x

:Respecto a qué recta son simétricas las dos funciones de cada par?

a)

)= l"gl,zx

Las funciones son simétricas respecto a y = x.

b)

Las funciones son simétricas respecto a y = x.
6. Con un liston de madera de 3 metros de largo, queremos fabricar un marco para un cua-
dro.
a) Si la base del cuadro midiera 0,5 m, ;cudnto mediria la altura? ;Y la superficie?
b) ;Cuil es el valor de la superficie para una base cualquiera, x?

¢) ;Para qué valor de la base se obtiene la superficie mdxima? ;Cudnto vale dicha superfi-
cie?

a) Altura = 1 m; Area = 0,5 m?

b) Base = x, altura = 3_27296 =1,5-x Area=x(1,5-x) = 1,5x — x*
c) AREA (m?) y = —x2 + 1,5x es una pardbola que corta al eje
05 X en los puntos de abscisas 0y 1,5.
La abscisa del vértice es 1’25 =0,75.
Su ordenada es 0,5625. Este es el punto “mds
alto de la curva”.
0 0,75 1,5 BASE (m)

Por tanto, el 4rea mdxima se obtiene para x = 0,75 m, y es de 0,5625 m?.

NOTA: Se trata de un cuadrado de 0,75 m de lado.
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Resuelve

1. Sabiendo que 1 estadio = 185 m, halla en kilémetros el radio de la Tierra que obtuvo
Eratéstenes. Compdralo con la realidad: 6371 km.

Sia 1/50 del dngulo total le corresponde un arco de 5000 estadios, al dngulo total le corres-
ponden 50 X 5000 = 250000 estadios. Esta es la longitud de la circunferencia terrestre. El
radio R se obtiene asi:

2R =250000 — R=

% = 39788,7 estadios = 7360916 m =~ 7361 km

2. ;Cudnto mide el lado de la ciudad china?

Llamamos x ala medida, en pasos, del lado del cuadrado (ciudad).

X

2

Los catetos del tridngulo recténgulo que tiene el dngulo recto en la puerta norte, NV, miden
y 20 pasos.

Este tridngulo es semejante al grande, cuyos catetos miden 1775 pasos y
20 + x + 14 = x + 34 pasos.

La semejanza de los dos tridngulo permite poner:
x

2 20 x 20

1775  x+34 - 3550 x+34 -

2 3710002 0 — xo 3421347 +284000 _ 34+ 534
2 2

Solo es vilida la raiz positiva: x = 250 pasos.
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Semejanza
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1. Para construir una carpa semiesférica para su maqueta, Gonzalo ha necesitado 402 cm?
de tela. Sabiendo que tiene un didmetro de 16 cm, calcula la superficie y el volumen de la
carpa en la realidad.

Calculamos en primer lugar el volumen de la carpa, en maqueta:

Visrera MAQUETA = %TCR3 = %n . 83 = 2144,60 cm?

Veares saquera = 2 144,60 : 2 = 1072,30 cm?

Por tanto:

Veorroa reas = Vearoa saquera - 5007 = 134037500000 cm? = 134037,5 m?
Searea rear = Secaroa saquera * 7007 = 100500000 cm? = 10050 m?

2. La Estatua de la Libertad de Nueva York mide 30,6 m de los pies a la cabeza. Si con ella
se reprodujo a una persona cuya estatura era de 170 cm, ;qué escala utilizaron para su
construccion?

30,6 m = 3060 cm
3060 cm de la escultura corresponden a 170 cm en la realidad.
Escala — 3060:170=18

La escala es 18:1; es decir, 18 cm en la escultura representan 1 cm en la realidad.
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1. Estamos en A. Queremos calcular la distancia a un lugar lejano e inaccesible, C. Para
eso, sefialamos otro punto préximo, B, y medimos: AB =53 m. Medimos también los
dngulos 4 =46° y B =118°.

A

C

Ahora dibujamos en nuestro cuaderno un tridngulo A'B'C’ con las siguientes medidas:
A'B' =53 mm, A'=46°, B'=118".

a) Construye el tridngulo A'B'C’ en tu cuaderno.
b) Explica por qué A'BA'C ' es semejante a A?C .
¢)Mide A'C’ con la regla.

d) Deduce cudnto mide la distancia buscada, AC.

a) Se construye el tridngulo con las indicaciones dadas.

b) Los tridngulos son semejantes porque tienen dos dngulos iguales.
c) A'C' mide unos 17 cm.

d) Si llamamos x = AC:

53 mm _ 170 mm S x=170m
53 m x
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1. En este tridngulo rectingulo, calcula las longitudes h, m y n.

En ABC aplicamos el teorema de Pitdgoras:
(m+mn)?=20"+15% = (m+n)?>=625 = m+n=25

Ahora aplicamos el teorema del cateto.

202=(m+n)-m
152=(m+n)-n

Jl Como m + n=25:

202 = 25m — m=42L50=16cm

152 =257 — n=%=9cm

Por dltimo aplicamos el teorema de la altura:

h2=m-n > h?=16-9=144 > h=12cm

2. En un tridngulo rectingulo, las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa miden
20 cm y 22,05 cm, respectivamente. Calcula las medidas de los catetos y de la altura so-
bre la hipotenusa.

Aplicamos el teorema del cateto a zﬁf’ :

b% = (20 +22,05) - 22,05 = 927,2025 — b = 30,45 cm

¢2=(20+22,05)-20 =841 — ¢=29 cm

20 22,05

Para calcular la altura sobre la hipotenusa de ABC  utilizamos el teorema de la altura:

h?=20.22,05=441 — h=21cm
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1. Calcula el volumen de un tronco de cono cuya altura es 9 cm y cuyas bases tienen radios
de 20 cm y 35 cm.

a) Hazlo paso a paso, razonadamente.

b) Compruébalo aplicando la f6rmula anterior.

x _x+9 _
a) . 50 = 35 > 35%=20x+180 —
20 em ", —5 15x =180 — x=12cm
9 cm
35 cm
Vironco = %Tr 352, (12+9) - %n 20212 = %n(25725 —4800) =21912,61 cm?

b) Viponco = A (352 + 3520 +20%) - 9 = %n £2325.9=21912,61 cm?

TRONCO — 3

2. Calcula el volumen de un tronco de pirdimide cuadrangular regular cuyas bases son cua-

drados.
Lados de los cuadrados: 40 cmy 16 cm

Altura: 9 cm

16 cm
: X
8
9
40 cm 20
x2+09 - % 5 8x+72-20x - 12¢=72 - x=6cm

v

_ 1
TRONCO — g

[40%. (9 + 6)] — %(162 L 6) = %(24000 —1536) = 7488 cm?
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3. Un globo sube 643 m sobre la superficie de la Tierra. Averigua qué superficie terrestre se
verd desde arriba. Hazlo de dos formas:

a) Razonadamente, utilizando el teorema del cateto.
b) Aplicando la f6rmula anterior, para comprobar que la solucién es correcta.

©) ;A qué altura hemos de ascender para ver exactamente el 5% de la superficie de la Tie-
rra? (Aplica la férmula).

a) Por el teorema del cateto:
R?=(R-h)(R+d) donde: R=radio de la Tierra = 6371 km
d =643 m = 0,643 km

2 _ _ 6371-6371,643 - 63712 _
63712 = (6371 —h)(6371 + 0,643) — h = N - 0,643 km

A = 2nkh = 21 - 6371 - 0,643 = 25726,35 km?

CASQUETE

_ 2nR?d _ 2m-6371%-0,643
CASQUETE ™ R+ d 6371,643

= 4R? = 509805 890,96 km?

b) A ~25723,76 km?

oS

TIERRA

5% de S, pppps = 25490294,548 km?

2
A= 2R 4R Ad=2mR%d — AR=dQnR>~A) — d= AR
R+d 2nR? - A

25490294,548 - 6371

= = 70759 k
27 63712 — 25490 294, 548 o

4. Un cohete se aproxima a la Luna, cuyo didmetro, segtin sabemos, es de 3500 km.

a) Averigua qué superficie de Luna se ve desde el cohete cuando se encuentra a 1000 km
de distancia. Hazlo razonadamente y comprueba el resultado aplicando la fé6rmula.

b) :A qué distancia debe estar el cohete para poder asegurar que sus ocupantes pueden
ver al 10 % de la superficie de la Luna? (Aplica la f6rmula).

R _R-h 1750 1750 —h _1750%-1750-2750 _
VRed~ R T 2750 1750 BT 2750 = 036,36 km
Acasquers = 2TRh = 21 - 1750 - 636,36 = 6997 143,654 km?
_2mR*4 _ 2m-17502-1000 _ )
Acasquers = 577 = 7750 = 6997 183,638 km

b) S, = 4TR? = 38484510 km?

10% de S, =3848451 km?

LUNA
SLUNA "R 6 734 789250
_ _ _ 4375k
2MRZ— S 15393804 ~ r2/»>km

LUNA
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1. Siauna hoja A-4 se le corta una tira de 2,5 cm de ancho a lo largo del lado mayor, obten-
drds un rectdngulo dureo. Constriyete dos.

A uno de ellos, cértale un cuadrado. Comprueba que el rectingulo remanente es seme-
jante al rectingulo inicial.
T Dﬁ

- Y -

Experiencia practica.

2. Si a una hoja A-4 le anadimos un cuadrado, el rectingulo resultante, al que llamaremos
A-4 PLUS, tiene la siguiente propiedad: si le quitamos dos cuadrados, el rectingulo rema-
nente es semejante al inicial.

El rectingulo sombreado es semejante al rectdngulo total.

A-4 PLUS

a) Compruébalo con una hoja A-4.

b) Demuéstralo teniendo en cuenta que las dimensiones del A-4 PLUS son 42 + 1y 1,y las
del rectingulo sobrante son 1y y2 — 1.

a) Experiencia préctica.
V2 +1 1

b) Debemos comprobar que =

1 2 -1
(2+1)(2-1)=y2°-12=2-1=1
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:A qué distancia de nuestros ojos debemos poner una bola de 3 cm de didmetro
para que al mirar a la Luna la tape completamente?

Distancia a la luna = 384 000 km = 3,84 - 1019 cm Didmetro de la bola = 3 cm
Didmetro de la luna = 3500 km = 3,5 - 108 cm Distancia a la bola = x cm

Como la luna y la bola tendrian el mismo tamafio aparente, la razén entre sus distancias a los ojos
debe ser igual que la razén entre sus didmetros:

10 8 10
3,84:101° 3,5.10% . 3.3,84.10

x 3 35.108 329 cm = 3,29 metros

Si M y N son los puntos medios de BC y AD, calcula MP.

TB M C
60 m P

[/ &

A< 90 m D

Cﬁ\/ es semejante a ]WAPC por ser rectingulos y ser ]@ = C/N\D (alternos internos).

B M C
T

60 m P
N
A 90 m D

Siendo x = MP podemos afirmar que:

x 45, x 45 75,2700 — x=36

60 /602 + 452 60 75

En una esfera de didmetro 24 cm se inscribe un cono de radio 8 cm. ;Cudl serd
su altura?

_ —
ABC es rectdngulo en B (4ngulo inscrito en una semicircunferen-

cia).

El radio del cono es la altura sobre la hipotenusa de ABC.

proyeccién de AB sobre AC — h
proyeccién de BC sobre AC — 24-h

Por el teorema de la altura tenemos que:

12 + 445 cm

82=h-(24-h) — 64=24h—h> — h?-24h+64=0=<_ 12— 445
— cm

Las dos soluciones son vélidas, es decir, existen dos conos que cumplen las condiciones.
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Practica

1. «7]a) ;Son semejantes los tridngulos interior y exterior?
b) ;Cudntas unidades medirdn los catetos de un tridngulo semejante al menor

cuya razén de semejanza sea 2,52

a) No. La razén entre los catetos es % en el interior y % en el exterior.

b) 2 * 25 5 = 5 . '
3.2,5=7, 5} Los catetos medirdn 5y 7,5 unidades.

2. a1} Una fotografia de 9 cm de ancha y 6 cm de alta tiene alrededor un marco de 2,5 cm
de ancho. ;Son semejantes los rectingulos interior y exterior del marco? Responde razo-

nadamente.
6 11 14 # 11 — No son semejantes.
9 9 6
14

3. a7 Queremos reproducir la figura adjunta a escala 3/2.
a) Haz un dibujo de la figura ampliada.
b) Calcula la longitud de sus lados.

a) A b)AB' =3

J32+32-3,2

2
7 |2 (3 _ 153 _ 3
AD_6+<2> = 2\/17
i |aa (9V 117 3 —~
DC= 3 +(2) = sz 13

== O

A ’
Se observa que, en todos los casos:
D
Longitud lado ampliado = % - Longitud lado original
B

puesto que:
AB =2 BC =422+22-/8=22
o AD =12 + 42 - 17 DC =432+2%2-/13
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4. « 71 En un mapa cuya escala es 1:1 500 000, la distancia entre dos ciudades es 2,5 cm.
a) ;Cual es la distancia real entre ellas?

b) ;Cuadl serd la distancia en ese mapa entre dos ciudades A y B cuya distancia real es

360 km?

1 — 1500000

a } x=2,5-1500000 = 3750000 cm = 37,5 km
2,5 -

1500000 — 1 36,000 000
b) 36000000 — x} = 1500000 - 2cm

5. a1 Indica, en cada caso, cudl es la escala del plano:
a) 1 mm del plano representa 10 m reales.
b) 50 km reales se representan por 1 dm en el plano.

¢) 0,001 mm reales se representan por 1 cm en el plano.
a) Como 10 m = 10000 mm, la escala es 1:10 000.

b) Como 50 km = 500000 dm, la escala es 1:500 000.

c) Como 0,001 mm = 0,0001 cm, la escala es 10 000:1.

6. « ) En el plano de un piso cuya escala es 1:200, el salén ocupa una superficie de 7 cm?.

:Cudl es la superficie real del salén?
7 -200% = 280000 cm? = 28 m?

7. a7] Un rombo cuyas diagonales miden 275 cm y 150 cm, ;qué drea ocupard en un plano
de escala 1:25?

Area = w = 20625 cm?

, 20625 _

En el plano ocupard 33 cm?.
P P 252

8. e Una maqueta estd hecha a escala 1:250. Calcula:

a) Las dimensiones de una torre cilindrica que en la maqueta mide 6 cm de altura y 4
cm de didmetro.

b) La superficie de un jardin que en la maqueta ocupa 40 cm?.

¢) El volumen de una piscina que en la maqueta contiene 20 cm? de agua.

h=1500cm =15m | La torre cilindrica mide 15 m de altura
6cm — h

4 =1000 cm = 10
hem —  d cm=1nm

b) 40 - 2502 = 2500000 cm? = 250 m?
) 20 - 2503 = 312500000 cm?® = 312,5 m°>

a) lem — 250 cm }

y 10 m de didmetro.

10
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9. & 7] Identifica tridngulos en posicién de Tales en cada figura y calcula, en cada caso, la
longitud del segmento DE:

b) B
A

15m

d)A 15 o C
?i e\
B D

a) Los tridngulos ACB y DCE estan en posicién de Tales porque tienen C en comun y
los lados DE y AB son paralelos. Por tanto, son semejantes y se cumple:

x _ 4 _16-4 _ 64
16713 FT s T 0 t0Im
b) BAC y EAD estin en posicién de Tales porque A es comin aambosy ED y BC son

paralelos. Por tanto, son semejantes y:

x 15 15.13
3-10 2 ¥= 9 =-1026m

c) FOA, EOB y DOC estan en posicién de Tales, porque O es comin a los tres tridngu-
losy FA/l EB /] DC. Por tanto:

x_9 9-7 _63
x_ 9 27 _063
773 s Ty 0em
d) AEB y CED estén en posicién de Tales, porque AEB - CED (opuestos por el vértice)
y AB /I CD. Por tanto:

w6 T T M
10. «7] En la figura, el segmento DE es paralelo a AB. B .
Justifica que los tridngulos ABC y CDE son semejantes y calcula DE %\f ’ C
y EC. 12 o
A6 D

Los tridngulos ABC y CDE son semejantes porque tienen un dngulo comtn, C, y los lados
opuestos a ese dngulo son paralelos, DE// AB. Estdn en posicién de Tales.

DE _DC DE 12 =z 12-8,4

5" ac - 84°18 — DE = T3 =5,6 cm

EC_DE _, x _50 g4 _2688+56x — 2.8¢=26.88 — x=9.6 —
BC AB 48+x 8.4

— EC =9,6cm
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o[ ;Por qué son semejantes los tridngulos ABC y AED?
Halla el perimetro del trapecio EBCD.

A \ocmD

Porque son rectingulos con un dngulo agudo comiin, A. Tienen los tres dngulos iguales.

e Hallamos EA aplicando el teorema de Pitdgoras:

EA=410>2-6%2=8cm, AB=8+17=25cm

e AC _AB _, 10+x _25 _, g0, 8,-250 — 8x=170
AD EA 10 8

x=21,25 - DC =21,25cm

'&:@ - BC=2—>E=@=I8,75cm
ED AE 6 8 8
e Perimetro de EBCD =17 + 18,75 + 21,25 + 6 = 63 cm

o] En un tridngulo rectingulo, la relacién entre los catetos es 3/4. Halla el perimetro
de otro tridngulo semejante en el que el cateto menor mide 54 cm.

54 _3 _54-4 _ :
T "4 XT3 72 cm mide el cateto mayor.
X
3 I\ h = Y542 + 722 = 90 cm mide la hipotenusa.
4 54 cm Petimetro = 54 + 72 + 90 = 216 cm

« 1] La razén de semejanza entre dos tridngulos es 2/5. Si el 4rea del mayor es 150 cm?,
scudl es el 4rea del menor?

2
El 4rea del menor es 150 - (%) =24 cm?.

12
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14. « 7] Observa esta figura, en la que el segmento AB es paraleloa CD.

a) Di por qué son semejantes los tridngulos AOB y ODC.
b) Calcula x e y.

— —
a) Son semejantes porque tienen un dngulo igual, AOB = COD por ser opuestos por el vér-
tice, y los lados opuestos a ese dngulo son paralelos.

X 6 _732'6 -
b= =%5 2 ¥="gs5 ~>08m
6 J 10,6-6 ~ 7,48 cm

85 106 77 35

15. e] En cada uno de los siguientes tridngulos rectingulos se ha trazado la altura BH so-
bre la hipotenusa. Halla, en cada caso, los segmentos x e y.

a) B a) BH* =2,1-7,8 — BH ~4,05m
* ¥ En el tridngulo ABH, x2=2,12+4,052 > x~4,56m
Zlm 7.8 m En el tridngulo BHC, yz -7,8% 44,05 - y=8,79 m
A H (o
b) B b) Por el teorema del cateto:
32m 3,22=4,8x = x~2,13m
g En el tridngulo ABH, y*=3,2>-2,13> = y=2,39m
A x }41,8 o (o
c) B ¢) Por el teorema de la altura:
o 122=x-9 = x=16m
En el tridngulo ABH, y?=122+16> — y=20m
A x H9m C

13
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16. ] Calcula los valores que faltan en cada uno de los siguientes tridngulos, rectingulos
en A:

a) Por el teorema de Pitdgoras:
(m + n)? = 15% + 26> —
— m+n=4y901 =~ 30,02 m
Por el teorema del cateto:
15 =30,02-7n — n=7,50 m
26*=30,02-m — m=22,52m
Por el teorema de la altura:

h2-=750-.22,52 > h=13m

c) Por el teorema de la altura:
6°=8.7 > n=45m
Por el teorema de Pitdgoras:
b*=8"+6> > b=10m
Por el teorema del cateto:

2=8+4,5)-45 > c=75m

b) Por el teorema de Pitdgoras:
532=28%+¢> = ¢=45m
Por el teorema del cateto:
282-53.7 > n=14,79m
452=53-m — m=3821m
Por el teorema de la altura:

h%=14,79 .3821 — h=23,77m

d) Por el teorema de la altura <«/6)2 =m-n:
(5 =

S=m+n —> m=5-n

6=G5-mn —> 6=5n-n* > n?-52+6=0

5+425-24  5+41 3
"= 2 "2 ‘<2

* Si n=3, por el teorema de Pitdgoras:
=324 ({6) = c={15-387m
Si m=3 — m=2, ypor el teorema de Pitdgoras:
b2=22+ (J6) = b=10=316m
* Si n=2, por el teorema de Pitdgoras:
c2=2%24 («%)2 — ¢=3,16m
b2=32+ () - 6-387m

Las soluciones son complementarias.
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17. =] Dibuja, en cada caso, un tridngulo rectingulo y traza su altura sobre la hipotenusa.

a) Calcula la proyeccién del cateto menor sobre la hipotenusa si esta mide 50 cm y el
cateto mayor, 40 cm.

b)La hipotenusa mide 25 cm, y la proyecciéon del cateto menor sobre la hipotenusa,
9 cm. Halla el cateto mayor.

c) La altura relativa a la hipotenusa mide 6 cm, y la proyeccién del cateto menor sobre la
hipotenusa, 4,5 cm. Halla la hipotenusa.

a) B 40°=50-x > x=32cm
: Proyeccién de AB sobre AC:
50-32=18 cm

O bien: AB =+y50% — 402 =30 cm
302=50-y — y=18cm

La proyeccién de y sobre la hipotenusa es:
25-9=16cm
Por el teorema del cateto:

—25m —— 92=25.16 = y=20cm

Por el teorema de la altura:
62=4,5.x > x=8cm

Hipotenusa = 4,5 + 8 = 12,5 cm

18. « 1] El maistil de una bandera estd sujeto a tierra por dos cables que forman un dngulo
recto en el punto mds alto del mdstil. Las distancias desde la base del mastil a los puntos
de sujecién de los cables son 12 m y 15 m. Calcula la altura del m4stil.

Por el teorema de la altura:

h?-12.15=-180 — h=4180=13,42m

Aplica lo aprendido

19. «1] Dos depésitos cilindricos semejantes tienen un volumen de 100 m? y 250 m3, res-
pectivamente. Si la altura del menor es 1,5 m, ;cudnto mide el radio del mayor?

Como los depésitos son semejantes, sabemos que V} yor = #° + Vignop €ON % = razén de
semejanza:

_ 43 3,250 _5 B} ﬁ
250 = k2100 — k° = 0=3 = k= 5

Por otra parte:

100 200 200
VMENORzn'rz'h - 100:7‘5'7’2'1,50 — 7'2= 1,50R=3—TC - rz\/37ﬂ7m

Por lo que podemos calcular el radio del mayor:

R—k 7= 2 37'[ 6)25m

15
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20.a11Si BD es paraleloa AE, y AC =15cm, CE =11cm y BC = 6,4 cm:
a) Calcula CD.
b) ;Podemos saber cuinto vale AE sin medirlo directamente?
c) Si A =37 y C -80°, calcula £, B y D.
A

a) Los tridngulos ACE y BCD son semejantes.
IE _CE - 15 _ 11 — CD-= 11-6,4 = 4,69 cm

Por tanto: D 6.4- D 15
b) No podemos saber lo que mide AE porque no conocemos la medida del lado correspon-
diente, BD.

OF =180°—(37°+80°) = 63% B =4 =37 D=E =63

21. =] Los lados mayores de dos tridngulos semejantes miden 8 cm y 13,6 cm, respectiva-
mente. Si el drea del primero es 26 cm?, scudl es el drea del segundo?

Como los tridngulos son semejantes, sus lados son proporcionales. Asi:

k= 138,6 = 1,7 eslarazén de semejanza.
Por tanto:

Area del mayor = k2 . Area del menor = 1,72 - 26 = 75,14 cm?

22. ] Calcula el perimetro del tridngulo cuya base coincide con la base mayor de este
trapecio rectingulo y que se obtiene al prolongar los lados no paralelos hasta que se
corten.

15 cm

13 cm

20 cm

Az h=y132-5%=12cm

x _x+12 _ _
15°"20 — 20x=15x+180 — x=36cm

Catetos del tridngulo: 20 cm y 48 cm

: . Hipotenusa: Y202 + 482 = 52 cm
B  1Som c Perimetro: 20 + 48 + 52 = 120 cm
hi 13 cm
20 cm



VANV - O)

a las Ensefanzas Académicas 4

Pagina 137

23. ] ;En qué punto comprendido entre A y B debe dar la bola blanca para que al rebo-
tar alcance a la bola negra?

A<—70cm——B

20 _ 30 1400-20x=30x — 1400 =50x — x=28cm
20 30 x 70 — x

A x 70—~ B Debe dar a 28 cm del punto A.

24. «] ;Cudl es la profundidad de un pozo, si su anchura es 1,2 m y alejindote 0,8 m del
borde, desde una altura de 1,7 m, ves que la visual une el borde del pozo con la linea del
fondo?

1,7m

0,8 m

x 1,2 1,217 )
17°08 —>x—70’8 — x=2,55m ——
La profundidad es de 2,55 m.

25. «t] Entre dos pueblos A y B hay una colina. Para medir la distancia AB, fijamos
un punto P desde el que se ven los dos pueblos y tomamos las medidas AP = 15 km,
PM =72km y MN =12km. (MN es paralelaa AB). Halla la distancia AB.

Los tridngulos APB y MPN son semejantes.

Por tanto:
E_ 15 —m_ 15-12
2 =72 — AB-= 77 =25 km
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«| Para medir la altura de la casa, Alvaro, de
165 cm de altura, se situé a 1,5 m de la verja
y tomo las medidas indicadas. ;Cudnto mide
la casa?

h
X
a 2=35-1,65=1,85m
3,5[1’1 25+1)5_ h _26)5'1385 _
1,65 ™ 5 "8 Pt 15 -ox08m
25 m
I,Tn Altura de la casa: 32,68 + 1,65 = 34,33 m

o | La altura relativa a la hipotenusa del tridngulo ABC, rectingulo en B, mide 12 cm
y la proyeccién del cateto AB sobre la hipotenusa mide 9 cm. Halla el perimetro de ese

tridngulo.

B
Por el teorema de la altura: 122=9.x — x=16
2 2 2 Y z
y*=12+9% — y=15cm , ) _ 12 cm
21221167 — 2-20em Perimetro: 15 + 20 + 25 = 60 cm
A 9cm H x C

a1} Uno de los catetos de un tridngulo rectingulo mide 12 m y su proyeccién sobre la
hipotenusa mide 7,2 m. Calcula el 4rea y el perimetro del tridngulo.

Por el teorema del cateto:
122=72x = x=20m
92=202-122 - y=16m

Area = 162712 = 96 m?2, Perimetro = 16 + 12 + 20 = 48 m

« | El perimetro de un tridngulo isésceles es 64 m, y el lado desigual mide 14 m.

Calcula el drea de un tridngulo semejante cuyo perimetro es de 96 m.

Altura del tridngulo: h?2=252-72 5> h=24m

Area = 14é24 = 168 m?

Razén de semejanza = 96 _ %

64

2 s
Area del tridngulo semejante = 168 - (%) = 378 cm? 14 m

18
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30.m1] Dos tridngulos ABC y PQR son semejantes. Los lados del primero miden 24 m,
28 my 34 m.

Calcula la medida de los lados del segundo tridngulo sabiendo que su perimetro es
129 m.

Perimetro del tridngulo ABC: 24 + 28 + 34 = 86 m

129
86

Razén de semejanza: = %

Lados del tridngulo PQR: 24 - % =36 cm; 28 - % =42 cm; 34 - % =51 cm

31. e Las 4reas de dos tridngulos isésceles semejantes son 48 m? y 108 m?2. Si el lado des-
igual del primer tridngulo es 12 m, ;cudl es el perimetro del segundo?

Razén de semejanza: 108 _ 1,5

48
Lado desigual del segundo: 12 - 1,5 = 18 cm

Altura del segundo: 108 = % — h=12cm

Lados desiguales del segundo: x? = 122+ 92 — x=15cm 18 m

Perimetro del segundo: 18 + 15 + 15 = 48 cm

32. ] Los lados de un tridngulo ABC miden:
AC = AB =36cm, CB=42cm

Desde un punto M de AB se traza una paralela a AC, que corta al lado BC en un
punto N. ;Cudnto deben medir los lados del tridngulo MBN para que su 4rea sea 1/9
de la del tridngulo ABC?

Areade MNB _1 _y p2_1 _y ,_1
Areade ABC 9 9 3

36-%=12cm; 42 . = =14 cm

1
3
MB = MN =12 cm; NB =14 cm

C

42 cm

33. a1 Queremos construir un ortoedro de volumen 36 015 cm® que sea semejante a otro
de dimensiones 25 X 15 X 35 cm. ;Cudnto medirdn sus aristas?

V=25-15-35=13125cm’

336015 _ _
ko = 3125 =2,744 — k=14

Las aristas del ortoedro deben medir: 25 - 1,4 =35 cm; 15- 1,4 =21 ecmy 35 - 1,4 = 49 cm.
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34. a1 De un cono de radio 5 cm hemos cortado otro cono de radio 2 cm y altura 3 cm.

Calcula el volumen del cono grande.

3cm ﬂ 2 cm
-

Calculamos la altura del cono grande, x:

x_2 x=£=7,5cm

3 2 2
Volumen = %nth = %n .52.7,5=62,5T cm3

35. ] En un cono de 10 cm de radio hemos inscrito un cilindro de radio 4 cm y altura

14,4 cm. Halla la altura del cono.

2108 10, 441576108 — 6x=57.6 — x=9.6cm

x 4
Altura del cono: 9,6 + 14,4 = 24 cm

20
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Resuelve problemas

36. a1 Calcula el volumen de un tronco de pirdimide cuadrangular regular de 15 cm de al-
tura en el que los lados de las bases miden 8 cm y 14 cm.

Calculamos la altura de la pirimide menor, x:

x+15 _ 7

" Z — 4x+60=7x > 60=3x > x=20cm

Volumen de la pirdmide grande = % - 14% . (20 + 15) = 2286,67 cm?

Volumen de la pirimide pequena = =- - 82 . 20 = 426,67 cm?

1
3
Volumen del tronco de pirdmide = 2 286,67 — 426,67 = 1860 cm? —Tiom

37. a1 En ungiranferencia de glio desconocido, hemos inscrito un tridngulo isésceles
delados AB=AC=16m y BC =10 m. Halla el radio de esa circunferencia.
Por el teorema de Pitdgoras sobre zﬁc :

162=h%2+5%2 = h=4231=1520m

Observamos que ADB y BDE son semejantes. Por tanto:

15,20 5 _ _ 25 _
BC’ T—x — 15,20X—25 — X = 15’20 —1>64m

Luego, el radio de la circunferencia sera:

hex 152041,64
= 3 =8,42 m

38. e ] En una esfera de 15 cm de radio hemos inscrito un cono de altura 12 cm.
Calcula su drea lateral.

Radio de la esfera: 15 cm
DC =30-12=18 cm

Calculamos el radio del cono utilizando el teorema de la
altura en el tridngulo ABC:

r*=12-18 = r=~14,7 cm
Generatriz del cono: g2 =122 414,72 > £~18,98 cm
Area lateral del cono: Trg=T- 14,7 - 18,98 = 2791 cm?

21
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39. e ] En una esfera de 24 cm de didmetro se inscribe un cono cuya generatriz cm

mide 10 cm. Calcula el volumen del cono.

Para calcular la altura del cono, aplicamos el teorema del cateto en el tridngulo
rectangulo ABC:

102=h-24 - h=~4,17cm
Radio del cono: 7% = 10%—4,17% — r~=9,09 cm

Voo = L70-9,092 - 4,17 ~ 114,851 cm?

3

40.a1] Sobre una esfera de 20 cm de radio se encaja un cono de 30 cm de altura.
Halla el drea del casquete esférico que determina el cono.

Para hallar x, aplicamos el teorema del cateto en el tridngulo rectingulo ABC:

A
20% = (30 + ¥)x — 400 = 30x + x?2

~30£50 _ —40. No vale.

x2+30x—400=0 — x=
2 10 cm

Altura del casquete = 20 — 10 = 10 cm
Area del casquete = 2tRh = 21 - 20 - 10 = 4007 cm?

41. el Desde un punto P trazamos tangentes a dos circunferencias tangentes exteriores. Si
OP =12cmy O'A’ =5 cm, ;cudnto mide el radio de la circunferencia menor?

=

Los tridngulos OAP y OAP’ son semejantes por ser rectingulos con un dngulo agudo

comun.
O 5+r O 12 p
%: 17157 = 60=17r+7r* > 2+ 17r—-60=0

-17 +23 —20. No vale
722

El radio de la circunferencia menor mide 3 cm.

22
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42. a0 En el tridngulo ABC, rectingulo en A, conocemos AH =18 cm y HB =32 cm.
a) Calcula CH, AC y AB.

b) Aplica el teorema del cateto en el tridngulo rectén-
gulo AHB para obtener AP. Calcula PH.

¢) Halla el drea y el perimetro del trapecio APHC.

a) Por el teorema de la altura:

AH?-CH .- HB — 18%=CH -32 — CH =10,125cm

AC*=AH*+ CH* — AC=182+10,1252 — 4 .
— AC = 20,65 cm 18 em
AB=418%2+322 — AB ~ 36,72 cm
H 32 B
—2 2 cm
AH>-AB. AP — AP-AH_ _ 18" _g
b) — 5 36,71 8,83 cm
HP = AH?* - PA* =182 -8,832 — HP ~ 15,69 cm
9) Perimetro (APHC) = CH + HP + PA + AC = 55,295 cm
C A
; Area (APHC) = % AP =
H i
15,69 + 20,65

= 8,83 ~ 160,44 cm?

43. a1 En un trapecio rectingulo, la diagonal menor es perpendicular al lado oblicuo, la
altura mide 12 cm y la diferencia entre las bases es de 9 cm.

Calcula el perimetro y el drea del trapecio.

B X C
’,-"—’\(:
§ £ /
19
:
9 cm
A X H D

En el tridngulo ACD:

122=x-9 - x=16cm = AD=9+16=25cm
En el tridngulo CHD:

[?=122+9%2 - [=15cm

Perimetro del trapecio: 12 + 16 + 15 + 25 = 68 cm

Area del trapecio: 16 5 25 12 = 246 cm?

23
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44.ax En el rectingulo de la figura, EF es paraleloa AC, y G es D E c
el punto medio de BC. 3 o g
Si DF =5 cm, jcudl es el drea y el perimetro del pentigono Gl
FECGA: A 30 cm B

AC*=30%+12*> - AC =32,31 cm
Los tridngulos FDE y ADC son semejantes. Por ello:

DF _FE _, 5 _ FE _, 7 .
- e - 12 = 32,31 — FE =13,46cm

En el tridngulo FDE, DE*=FE* - DF* =13,46*~5* — DE ~12,5cm
EC =DC - DE =30-12,5=17,5cm

CG =6cm

AG?=302+6> > AG =30,59 cm

AF =7 cm

Area del tridngulo FDE = 12’25 5 31,25 cm?

Area del tridngulo ABG = % =90 cm?

Area del pentdgono = 30 - 12 — 31,25 — 90 = 238,75 cm?
Perimetro del pentigono:

FE + EC + CG + GA + AF =13,46+ 17,5+ 6+ 30,59 + 7 = 74,55 cm

45. e En estas dos circunferencias concéntricas, el radio de la mayor es el triple que el de
la menor.

Ao

Hemos trazado el didmetro AC y la cuerda BC, que es tangente a la circunferencia
interior.

Si AB =10 cm, ;cudnto miden los radios de cada circunferencia?

Los tridngulos ABC y OPC son semejantes, por ser rectaingulos con un dngulo agudo co-

mun.
P
7
A C

0]
Si OP =r > OC =3r » AC =6r

AB _ AC 10 _6r 5 10-27 — =5

or 0OC 3
Los radios miden 5 cm y 15 cm.

24
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46.aml En el tridngulo rectingulo ABC, hemos trazado la altura sobre la hipotenusa BH.

/5\
A4 c

Halla el 4rea del tridngulo en el que conocemos AB = 15cm y HC = 16 cm.

B
15/
th
A X H 16 ¢

h?+x* =152
16x+x%2=225 > x*2+16x-225=0 —

h?-16-x
_ _16+34 _ -25. No vale
B _<9

h?2=16-9 > h=12cm

Area = 252—12 =150 cm?
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Problemas “+”

47.am AB y CD son dos edificios de 18 m y 15 m, respectivamente,
y que distan entre si 24 m. Desde el punto de corte, P, de las rec- B
tas AD y CB, se traza una perpendicular a AC. H es el pie de
esa perpendicular.

a) Calcula PH.

b) Demuestra que la longitud de PH depende de la altura de los
edificios y no de su separacién.

18 m

A

a) B Trazamos el segmento EF paralelo a AC y que
[ D T pasa por P.
18m g P F 15m  Los tridngulos BED y PHC son semejantes por-
l * l que son rectingulos y BPE = PCH. Por una ra-
Ay H = C z6n andloga también lo son DPF y PAH.
« 24 m

Tenemos, por tanto:

J
z 18 — x x
—> =
15-x _z X 15-x
Y

— (18-x)(15-x) =x* —>

— 270 —18x— 15x + x2 = x* — x=ﬂ=8,18m

33
b) Hemos visto que la ecuacién de la que hemos obtenido PH es:

h—-x__ «x
X h'— x

donde h y h' son las alturas de los edificios.

Esta ecuacién no depende de y nide 2, los pardmetros de los que depende la separacién
de los edificios.

48.aml Una esfera apoyada en el suelo proyecta una
sombra que llega hasta 10 m del punto donde la
esfera toca el suelo. En ese momento, un poste ver-
tical de 1 m de alto produce una sombra de 1 m.
Calcula el radio de la esfera.

1 mN\
A< 10 m >B 1m

Los tridngulos 7"y 7" son semejantes.
AC=AB=10m
1m CB =410%+10%=1042 cm

26
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Por la semejanza de OCD y ABC, tenemos:
oD _OC N 10 —r

e - = 2r=10-7 —
AB CB 10~ 1042

= r(2+1)=10 — 7= 1i0ﬁ=10(ﬁ—1)z4,14cm

49. a0 ] Una de las diagonales de un rombo mide 24 cm y el radio del circulo inscrito en dicho
rombo es 8 cm. Calcula el perimetro y el drea del rombo.

En el tridngulo rectingulo OAP:

AP?-122-8%2 — AP = /80 ~8,94 cm

En el tridngulo rectingulo OAB:

2_4p.PB — PB=_0% .71
8 - 8.94 7,16 cm

Lado del rombo: 8,94 + 7,16 = 16,1 cm
Perimetro del rombo: 4 - 16,1 = 64,4 cm

2
Diagonal: (%) -16,12-12? > % ~ 10,73 = d=21,46cm

Area: 242271’46 = 257,52 cm?
50. s En el cuadrado de la figura, E es el punto medio del lado AB, y F, el A D
punto medio de BC.
Si el lado del cuadrado mide 2 cm, ;cudl es el drea del cuadrilitero EPFB? E
2 cm B F C
A D

Calcularemos el drea de EPFB como el 4rea del
£ tridngulo ABF menos el 4rea del tridngulo AEP.

ED=AF =y2?+1%2=5

B F C

Los tridngulos ABF y AEP son semejantes porque:
{121\ es comun.

AEP - AFB por la igualdad de los tridngulos ADE y AFB.

@=E lzﬁ%E—=L=£
AF  BF 51 55
AE _ AP 1 _ AP 5. 2 25
AL _ AP _, 1 _ AP _, yp_ 2 _ 20
AF AB 52 55
AEPFB=AABF_AAPE=T.l—%'%'%=l—%=%cm2

27
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Reflexiona sobye Ia teoria

51.

52.

53.

a1 ;Verdadero o falso? Justifica tu respuesta.
a) Dos tridngulos rectingulos que tienen la misma hipotenusa son semejantes.
b) Todos los pentidgonos regulares son semejantes.

¢) Si los lados de un tridngulo son 4, b, ¢; ylosdeotro, a+1, 6+1, c+1, noson
semejantes.

d)Las pirdmides cuadrangulares son todas semejantes entre si.

e) Una escala 100:1 significa que 1 cm del dibujo corresponde a 1 m en la realidad.

a) Falso. Cualquier tridngulo inscrito en una circunferencia y que abarque un dngulo llano es
rectangulo, pero no todos son semejantes.

b) Verdadero. Todos los polinomios regulares con el mismo nimero de lados tienen sus dn-
gulos iguales y los lados proporcionales.

c) Falso. Por ejemplo, si el tridngulo es equildtero (2=6=1¢), entonces a+1=b+1=c+1
y los tridngulos son semejantes.

d) Falso. Las bases serdn semejantes pero para que lo sean las pirdmides, deberia coincidir el
cociente entre el lado de la base y la altura, cosa que no necesariamente ocurre.

e) Falso. Una escala 100:1 es de ampliacién, es decir, a 1 cm de la realidad le corresponde 1 m

del dibujo.

=l | Justifica en qué casos podemos asegurar que los tridngulos ABC y A'B'C’' son se-
mejantes:
a)E=BC’é=é, by AC _ AB ;i _ i
A'B'" B'C' A'C" A'B'
o AB . BC "p_p A=A, B-B
A'B'" B'C’

En b), porque tienen dos lados proporcionales e igual el 4ngulo que forman.
En d), porque tienen los tres dngulos iguales.
ai| Se llama homotecia de centro O y razén % a una trans-

formacién que hace corresponder a cada punto P otro P’
tal que O, P y P’ estin alineadosy OP':OP = k.

Justifica si las figuras azul y roja son homotéticas y en caso
afirmativo di cudl es el centro y la razén.

Si se trata de una homotecia de centro O y k=2, puesto que:
e O, A, A' estan alineados.
* O, B, B’ estan alineados.
* O, C, C' estin alineados.
* O, D, D' estin alineados.

. 04 _0B _0C _OD _,
OA OB OC OD

28
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54. a7 Hemos aplicado una homotecia al cuadrilitero ABCD para obtener el cuadrilitero
A'B'C'D".

C!

D'<(D B)B'

a) ;Cuadl es el centro y cudl es la razén?
b) Justifica que ABCD y A'B'C'D’ son semejantes.

¢) Aplicaa ABCD una homotecia de centro A y razén 2.

a) El centro de la homoteciaes O ylarazénes k= 3, puesto que:

e O, A, A' estan alineados.
* O, B, B’ estdn alineados.
* O, C, C' estin alineados.
* O, D, D' estan alineados.

.04 _0B _0C _0OD _3

OA OB OC OD 2

b) Las figuras son semejantes puesto que todos sus lados son proporcionales, segtin se ha visto
en el apartado a). Ademis, los dngulos son iguales.

c) C'

29
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Aprende y reflexiona
El mimero de plata y el triAngulo corvdobés

f+1> 1
1 J2-1

Visto en el ejercicio 2b de la pdgina 133.

e Compruébalo:

* Demuestra que el rectingulo coloreado sobre el octégono regular de la derecha 1
es de plata. 1
X 1 x es la diagonal de un cuadrado de radio 1. 1
X Su medida es m =J2.
1 Los lados del rectingulo miden, por tanto, 1y 1 + 42.
1 La relacién entre ellos es - +1ﬁ =1+ 42, nimero de plata.

* Prueba que la relacién entre los lados del tridngulo cordobés (radio y lado del octégono
regular) es:

T o1+ Q -1 . 1,306562964 (niimero cordobés)

VT e

El radio del octégono es la mitad de la diagonal del rectdngulo anterior:

d:W:Jnuzﬁn:szﬁ
_621_\/4+42ﬁ_\/2+2ﬁ_\/2+f / / 5 = 1306562964

* Demostrar que estos dos tridngulos son cordobeses es fi- 1
cil (45° e is6sceles). Otra cosa es obtener sus dimensiones
a partir del lado 1 en cada figura y probar que su cociente
es el nimero cordobés.

Intenta hacer ambas cosas en cada una de las dos figuras.

* Tridngulo construido en el octégono:

Por construccién, b=cy a=b.

El tridngulo es isdsceles.

Eléngulo A esun dngulo inscrito en la circunferencia y abarca un

dngulo de % de 360° = 90°.

Por tanto, A = 45°.

El tridngulo es, por tanto, cordobés.
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Calculamos ahora la medida de los lados del tridngulo. En el ejercicio anterior vimos que el

radio del octégono es 7= | |-
g -2

Ellado  esla hipotenusa de un tridngulo rectdngulo con dos catetos de medida . Por tanto:

[ 1 _[2(2+42)
_\/2—ﬁ+2—ﬁ_\/2—ﬁ_ fo2 "

Ellado b, segtin vimos,es 6=1+ y2.

Veamos que el cociente b s el niimero de plata:
a

1+42 _ 1 1 _ 1 _
V242 f \/ 2+42 (2+42)(3-242)
1+2+ 2«/7 3422 9_8
= 1 = 1 , el ndmero cordobés
J6-4y2+32-4 {2-
* Tridngulo construido en una hoja A-4:
b Los lados de una hoja A-4 estdn en la relacién L g decir,

b= 2. 2

Calculamos el lado ¢ aplicando el teorema de Pitdgoras:

1 C a
c=y12+1%2=2.
1 Como b6 =c#a, el tridngulo es isdsceles.

Ellado ¢ esla diagonal de un cuadrado, luego el dngulo menor del tridngulo es de 45°.
El tridngulo construido es cordobés.

Nos falta calcular la medida del lado 4, que es la hipotenusa de un tridngulo rectingulo de
catetos 1y y2 — 1:

12+ (2-1) = 1e2v1-202={4— 22 2(2- 2)

Comprobamos que la relacién entre los lados es el nimero cordobés:

b_ 2 1

T hl-a) -
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Entvénate vesolviendo problemas

* Roberto y Carmina van a compartir un helado.

:A qué altura deben cortar el cucurucho para que las dos mitades sean iguales?

Hallamos primero el volumen del cucurucho entero:

Volumen de la media esfera:

36T

5 = 181 cm3

i.j‘[.33

1
V.= L.
1 3

2

Volumen del cono: V, = % . [m-3%2.6]=18% cm?

Luego, simplemente, habria que cortar a 6 cm de altura; es decir, el cono (cucurucho) para uno
y la media esfera para el otro.

* Para preparar una empanada de 15 pulgadas de didmetro y 1 pulgada de grosor, se ne-
cesitan 18 onzas de masa. ;Cudntas onzas de masa se necesitaridn para una empanada de
pulgada y media de grosor y 25 pulgadas de didmetro?

2
El volumen de la primera empanada es, en pulgadas ctbicas, 7 - (%) -1, y para prepararla
se necesitan 18 onzas.

Para la segunda empanada se necesitardn este nimero de onzas:

2 2
(25 L5 _ (z)zw
18 (15) 1-18 3 5= 3.2 =75 onzas
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* Dos localidades A y B se encuentran al mismo lado de una autopista recta, de la cual distan
20 km y 10 km, respectivamente.

Se desea construir una carretera lo mds corta posible, que una ambas localidades en un
punto de la autopista. Sabiendo que la distancia entre A y B es de 26 km, halla la longitud
de la carretera.

El dibujo nos ayuda a relacionar los datos con lo que se nos pregunta.

Observamos que el recorrido AMB tiene la
misma longitud que A'MB. Y que este reco-
rrido es minimo cuando el punto M estd a
lineado con A" y B. Por tanto:

"\ VLSIJOLNV

B 10 km

A 20-10 pnN

"%} BN = AB> — AN*= 676 =100 = 24 km

La longitud de la carretera es:

AM + MB =BA =VBN? + NA'* = /242 + (10 + 20) 2 = 38,42 km

88
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Autoevaluacion

1. Queremos hacer una maqueta de un jardin rectangular a escala 1:400. Su perimetro es de
850 m, y su drea, de 37 500 m>2. :Cudles serdn estas medidas en la maqueta?

Perimetro = % =2,125m=212,5cm

Area = 27290 _ 0234375 m? = 2343,75 cm?
4002
2. En un tridngulo rectingulo, se inscribe un rectingulo de lados paralelos a los catetos en

el que la base mide el doble que la altura. Si los catetos miden 12 cm y 18 cm, ;cudles son
las dimensiones del rectingulo?

A
Los tridngulos ABC y FEC son semejantes, por lo que podemos
afirmar:

18
- 18 12 5 18(12-24 = 12x —

D F x 12 -2x

;Ic — 216-36x=12x — 216=48x — x=4,5cm

B—2x—F C

._212 m—— La altura es de 4,5 cm y la base, 9 cm.

3. Un barco B que navega hacia puerto se sitiia en un punto tal que su posiciéon forma un
angulo recto con los faros F; y F,. Desde ese punto, la linea que lo une al puerto P es
perpendicular a la costa.

Sabemos que PF, = 13 km y que PF, = 26 km.

Calcula la distancia del barco al puerto y a cada uno de los faros.

e Para calcular BP, aplicamos el teorema de la altura:
BP?=13.26 — BP =18,38 km

« BF?=13.26+ 13 — BF,=2252km

« BF}=13.26+26> — BF,=31,84km

4. Un centro comercial P estd situado entre dos vias paralelas » y s. Se quiere unir, me-
diante carreteras, con las poblaciones 4, B, Cy D. Con los datos de la figura, calcula x

cy.

C _675km D Los tridngulos CDP y APB son semejantes.
6"‘\ . -
@lpy £=6’975 — x=8km
Qfg‘/ N y
i 9 km ‘ng %026,975 %y=7,5km
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5. En una esfera de didmetro 18 cm, se inscribe un cono cuya altura es 6 cm. ;Cudnto medi-
ra el radio de la base del cono?

El tridngulo zﬁ’ es rectingulo en B.
El radio del cono, 7, es la altura sobre la hipotenusa de /@f .

Utilizando el teorema de la altura:

r2=6-12 = r= 472 = 8,49 cm

6. Tenemos un vaso con forma de tronco de cono en el que los didmetros de las bases miden
10 cm y 6 cm y su altura es de 12 cm. Si lo llenamos, ;cabe mds de medio litro de agua, o
menos?

%=% — 5%x=36+3x = 2x=36 — x=18
~1lg.52 _ 3
VCONO GRANDE — 3 -5 (12 + 18) =250 cm
Yo Veono pequeso = %75 - 3%.18 = 541 cm?

Virso = 2501 — 54T = 1967 = 615,75 cm?
En el vaso cabe mds de medio litro de agua.

7. Las diagonales de un rombo miden AC =32 cm y BD =24 cm. Por un punto P dela
diagonal menor, tal que PD =9 cm, se traza una paralela a la diagonal AC, que corta
en My N aloslados AD y CD. Calcula el 4reay el perimetro del pentigono MABCN.

Los tridngulos AOD y MPD son semejantes. Por ello:

16 _ MP -5 _ 16-9 _
=9 %MP_—12 =12 cm

32 cm AD =162 +12%2 =20 cm

MD =4y12%2+92=15cm —» MA=20-15=5cm

24 cm

Perimetro MABCN = 2(% + AB + W) =2(5+20+12) =74 cm

Area pentigono = Area rombo — Area tridngulo MND =

_ 32224 _ 9'212 .2 =384-108 = 276 cm?
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Resuelve

1. a) Razona que la estaca y su sombra forman un tridngulo rectingulo. ;Ocurre lo mismo
con cada drbol y su sombra?

b) ;:Por qué se han de dar prisa en sefalar los extremos de las sombras? Razona que todos
los tridngulos formados por un édrbol, o la estaca, y sus correspondientes sombras en
cada instante son semejantes.

c) Sabiendo que hay un chopo cuya sombra midi6 3,92 m, halla su altura.

a) I La estaca es vertical y el suelo es horizontal. La sombra se proyecta
sobre el suelo. Por tanto, la estaca y su sombra son los catetos de un
tridngulo rectdngulo.

Lo mismo ocurre con cada drbol y su sombra. (Los drboles hay que
idealizarlos para considerarlos como segmentos verticales).

ESTACA

SOMBRA DE
LA ESTACA
b) Hay que sefialar las sombras muy deprisa para que no les afecte el movimiento del Sol. Los
tridngulos formados por una estaca y su sombra y por un drbol y su sombra siempre serin
semejantes porque siempre serdn rectdngulos y compartirdn un dngulo agudo (el que corres-
ponde a la inclinacién de los rayos del Sol).

) |Longitud estaca = 163 cm Altura del chopo = x
Sombra de la estaca = 76 cm Sombra del chopo = 3,92 m = 392 cm

x _ 163 _ 163 _ _
393" ¢ — x=392 T — x=2840,7 cm = 8,407 m
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Dibuja sobre un dngulo como el anterior, 34°, un tridngulo rectingulo de tal modo que

AB =100 mm.
Halla sus razones trigonométricas y observa que obtienes, aproximadamente, los mismos

valores que en el ejemplo de arriba.

B o_ BC _ 56 _
sen 34° = “F 100 =0,56
100 mm o_ AC _ 83 _
56 mm cos 34° = =5 =100 0,83
34° o BC 56
’T t 34 =:=—=0,67
% 83 mm C ¢ AC 83

2. Dibuja, sobre un dngulo de 45°, un tridngulo rectingulo cuya hipotenusa mida 10 cm.

Calcula, como en el ejemplo de arriba, las razones trigonométricas de 45°. ;Cémo son
entre si el seno y el coseno? ;Cudnto vale la tangente? Explica por qué.

4 sen45°=£=7’1 =0,71
AB 10
cos45°=£= 7,1 =0,71
AB 10
10 cm
7,1 cm _
o BC 7)]'
t 4 = = =1
N T
45°
[+
4 7,1 cm C

El tridngulo ademds de rectdngulo es isdsceles y, por tanto, los dos catetos tienen la misma
longitud, de ahi que el seno y el coseno de 45° sean iguales y la tangente valga 1.
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3. Utilizando una plantilla de papel milimetrado como la de arriba y un transportador de
dngulos, calcula el seno y el coseno de 10°, 20°, 30°, 40°, 50°, 60°, 70° y 80°, y la tangen-
te de aquellos que puedas.

-0,5

0] 0.5 U

sen 10° = 0,18, cos 10° = 0,98, #g10°=0,18
sen 20° = 0,34, cos 20° = 0,94, 2¢20° = 0,37
sen 30° = 0,5, cos 30° = 0,86, #¢30° = 0,58
sen 40° = 0,64, cos 40° = 0,76, 1¢40°=0,84
sen 50° = 0,76, cos 50° = 0,64

sen 60° = 0,86, cos 60° = 0,5

sen 70° = 0,94, cos 70° = 0,34

sen 80° = 0,98, cos 80° = 0,18
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4. Calcula las razones trigonométricas, seno, coseno y tangente, de 45° y comprueba que
coinciden (excepto decimales) con lo que calculaste en el ejercicio 2 de la pagina anterior.

D

0,5

0 0,5 B C
sen 45° = % — sen45°= EB — sen45°=0,71
cos 45° = % — c0s45° = OB — cos45°=0,71

tg45°=%=?=@ — 1g45°=1
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1. sen o= 0,6. Calcula cos 0 y zg oL

csen’ol+costor=1— 0,6%+cos’0=1 — cos?oe=1-0,6* =

tomamos la

— cos? o= 0,64 cos o, = 0,8

raiz positiva

sen Ol

® o0 =
4 cos Ol

0,6 _
- thL-O,—S — tgo=0,75
Por tanto, cos 0. =0,8 y g0 =0,75.
2. tg3 = 0,53. Calcula sen 3 y cos .

sen B

=0,53 — sen 3=0,53 cos B

o cosfB

sen® B+ cos? B =1

(0,53¢c0s B)? + cos? B=1 — 0,2809c05> B + cos> B=1 — 1,2809c0s* =1 —

2 1 tomamos la _
— cos B_ 1,2809 raiz positiva COSB_O’SS

o sen 3 =0,53c0s B — sen =0,47
Por tanto, sen 3 =0,47 y cos 3 = 0,88.
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3. Teniendo en cuenta que 7g45° = 1, deduce el valor de sen 45° y de cos 45° mediante
las relaciones fundamentales.

sen 45°
cos 45°

(sen 45°)2 + (cos 45°)% = 1

= 1; sen 45° = cos 45°

(cos 45°)% + (cos 45°)% = 1 — cos 45° = i\/% =+ )2

b 2
2

45° = 1=
— sen 45 >

Solo tomamos el resultado positivo: cos 45° =

4. Teniendo en cuenta que sen 30° = 1/2, halla el valor de cos 30° y de zg 30° mediante
las relaciones fundamentales.

o1
sen 30° = 5

(sen 30°)% + (cos 30°)% =1 — % +(cos 30°)2 =1 — cos 30° = ig

43

Tomamos el resultado positivo: cos 30° = 5

o 12 1 43
t730°= 1= - L _
8 B B3

5. Calcula el seno y la tangente de un dngulo cuyo coseno vale 0,8.

cos o = 0,8
(sen )% + (cos )2 =1 — (0,8)% + sen )2 =1 — sen o = 20,6
Tomamos solo el valor positivo: sen o = 0,6

0,6

0.8 - 0,75

1go =

6. Halla el seno y el coseno de un dngulo cuya tangente vale 0,7.

tg O = Sen O =0,7; sen o= 0,7 - cos O
cos O,

(sen 0)% + (cos o) = 1
(0,7cos )% + (cos )2 =1 — 1,49(cos )2 =1 — cos o = +0,82
Solo tomamos el valor positivo: cos ot = 0,82

seno.=0,7-0,82 — seno.=0,57
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7. Copia en tu cuaderno y completa la siguiente tabla de razones trigonométricas:

0,94 4/5
0,82 V312
3,5 1
En las operaciones donde aparezcan fracciones o radicales, trabaja con ellos; no utilices
su expresién decimal.

En todos los casos, solo tomaremos los resultados positivos.

o sen o= 0,94 ® cos 0. =0,82
(cos )2 + (0,94)%2 =1 — cos o= 0,34 (sen o) + (0,82)2=1 — sen o= 0,57
0,94 0,57 _
g Ol = 0 34 =2,76 g Ol = 0.82 = 0,69
cseno= 4 °tga=3,5=mﬁsena=3,5-cosa
5 cos O
4 2
<5> +(cos)?=1 — cosa = % (sen 0)% + (cos o0)? = 1
g oL = %=% (3,5c0s )% + (cos )2 =1 — coso.=0,27
senO.=3,5-0,27 = seno.=0,96
'cosazg g =1
2
(5€n0€)2+(£> =1 > seno =L SO _ 1. sen ot = cos oL
2 2 cos O
1/2 143 2 2
oo == = 2 =2 (sen )* + (cos )* =1
CTBR T3 5
(cos o) + (cos0)?> =1 — costL = %=7
42
senoc—T

0,94 0,57 | 4/5 10,96 1/2 | J2/2
0,34 0,82 3/5 10,27 43/2/ /212
2,7610,69 | 4/3 | 3,5 |J3/3] 1
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1. Obtén las siguientes razones trigonométricas y escribe en tu cuaderno los resultados re-
dondeando a las milésimas.

a) sen 86°

b) cos 59°

c) tg 22°

d) sen 15° 25' 43"

e) cos 59° 27"

f) g 86° 52'

g) sen 10° 30" (atencién, 10° 0' 30'")
a) sen 86° = 0,998

b) cos 59° = 0,515

c) 1g22° = 0,404

d) sen (15°25'43") = 0,266
e) cos (59°27") = 0,508

f) g (86° 52') = 18,268

g) sen (10° 30") = 0,174
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2. Da el valor del 4ngulo o en forma sexagesimal, en cada caso:

a) sen 0. = 0,91 b)zg o = 5,83

c) cos 0. = 0,42 d)zg o = 0,34

e) sen 0. = 0,08 f) cos 0. = 0,88

a) o= 65°30' 19" b)o = 80°16' 1"
c)o=065"9"55" d)o=18°46"41"
e) oL =4°35"19" f)o=28°21'27"

3. a) Calcula sen 0. sabiendo que cos 0. = 0,91.
b) Calcula cos 0. sabiendo que #g 0. = 6,41.
¢) Calcula zg o sabiendo que cos 0. = 0,06.
d)Calcula zg o sabiendo que cos 0. = 0,96.

e) Calcula sen 0. sabiendo que zg o = 0,1.

a) coso.=0,91 — senot=0,415
b)rgo =641 — coso=0,154
c) cos o= 0,06 = tgo=16,637
d)cos 0. =0,96 = o =0,292
e)tgo=0,1 = sen o =0,0995
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1. Los dos catetos de un tridngulo rectingulo miden 48 cm y 71 cm. Halla los dos dngulos

B g oL = 4—513 =0,676 — o =34°3"39,27"
48 cm 7
B =90°-34°3"39,27" = 55° 86" 51,73"
o

2. En un tridngulo rectingulo, un dngulo agudo mide 37°, y el cateto opuesto, 87 m.

Halla el otro cateto y la hipotenusa.

sen37°=37 5 4= 87  _14456m

o
P a sen 37

o_ 87 __87
g 37° = Pl %37

oo
3
g

=115,45m
37°

c

3. Calcula el radio de un octégono regular de 20 cm de lado. ;Cudnto mide su apotema?

<0
o_ 10 - 10
m sen 22,5° = . -7 n 22.5° 26,13 cm
/ ' cos 22,5° = %rema — apotema = 24,14 cm

4. Halla la apotema de un heptigono regular de 10 cm de radio.
Calcula también la longitud del lado.

o =360°: 14 = 25°42' 51"

cos (25°42'51") = 2 — 4=10 - cos (25°42' 51") —

10
‘ — a2=9cm
K sen (25°42' 51") = [1/—(2) - é =10 - sen (25°42' 51") —
n N é=4,34 cm — /= 8,68 cm

Por tanto, el lado del heptigono mide 8,68 cm y su apotema 9 cm.

10
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1. En un tridngulo ABC, halla BC conociendo AB =37 cm, AC =50 cm y A =32°.

1:3 00532°=% — x=31,38 cm

sen 32° = % — h=19,61 cm

¢ y=50-x=50-31,38 = 18,62 cm

50 cm

BC = Jh%+ yz =27,04 cm

2. I/-\Ialla los la(/i\os AB y BC de un tridngulo ABC en el que sabemos AC =100 cm,
A-420y €=18.

B
an a
Y42 i ] —
X H 100 — x

* Trazamos la altura sobre AC y dividimos el tridngulo zﬁf en dos tridngulos rectdngulos

ABH y BHC.

En ABH: L‘g42°=h 0’900=£

x x h = 0,900x
E B?(j 18° h - 0 325 h - h=0;325(100—x) -
n . fg —m s _m

— 0,900x = 0,325(100 — x) — 0,900x = 32,5 — 0,325x —>

32,5
1,225

— 1,225x =325 — x= — x=26,5cm —

* Conociendo x y h podemos hallar los lados AB y BC.

En ABH: cos 42° = 26,5 — = 26,5 — ¢=35,7cm
c cos 42°
En BHC: cos18°= 1002265 o 735 _ ,_773.m
a cos 18

Por tanto, AB =¢=357cm y BC =a=77,3 cm.

1l
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1. Indica el signo de cada una de estas razones trigonométricas, situando aproximadamente
los dngulos en la circunferencia goniométrica:

a) sen 185° b) cos 320° ©) g 100°
d) cos 350° e) cos 120° f) tg 95°
g) cos 275° h) sen 85° i) tg265°
a) b) c)
o 100°
185/\\ //\\ A
(/ 320°\ x/
sen 185° < 0 cos 320° > 0 tg100° < 0
d) e) f)
120° °
/\\ A /L%
cos 350° > 0 cos 120° < 0 1g95°<0
g h) i)

27 265°

o
NI
4
NI

ah
N

cos 275°> 0 sen 85° > 0 g 265° > 0

2. Indica en qué cuadrante se encuentra cada uno de los dngulos o, 3, Yy 0:
b)cosB>0y g <0
d)cosO>0y senhp <0

a)seno<0y zgo>0
c)seny<0y cosy<0

:Qué signo tiene cada una de las razones trigonométricas que faltan?

a)sen <0 — o€ III o IV cuadrante
— o € III cuadrante
tga>0 — o€ I olll cuadrante

Ademis, cos o < 0.
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b)cosBp>0 — Be I o IV cuadrante

— B e IV cuadrant
tgB<0 — Be llolV cuadrante } b cHactante

Ademis, sen 3 < 0.

c)seny<0 — ye I o IV cuadrante

— v € III cuadrante
cosY<0 — 7ye Il o lIl cuadrante

Ademds, gy > 0.

d)cosdp>0 — de I o IV cuadrante

— ¢ € IV cuadrante
sen) <0 — ¢ € Il o IV cuadrante

Ademds, 7g ¢ < 0.

3. Dibuja sobre una circunferencia goniométrica, en papel milimetrado, los dngulos si-
guientes:
62°, 154°, 243° y 300°

Representa sus razones trigonométricas y da su valor aproximado.

sen 62° = 0,88 cos 62° = 0,47 g 62° = 1,88
sen 154° = 0,44 cos 154° =—-0,9 tg 154° = -0,49
sen 243° = —0,89 cos 243° = —0,45 tg 243° = 1,96
sen 300° = -0,87 cos 300° = 0,5 tg 300° = -1,73

4. En la pégina anterior, en la circunferencia goniométrica sobre la que se han representado
el seno y el coseno, hay un tridngulo coloreado, OA4.

a) Razonando sobre él y teniendo en cuenta que OA = 1, justifica que cos 0. = OA' y
seno=AA.

b) Aplicando el teorema de Pitigoras en este tridngulo, justifica que (sen o) + (cos 00)? = 1.

c) Justifica que (sez )% + (cos B)? = 1, razonando sobre el correspondiente tridngulo.

a) cos Ol =

o4’ _ 04’ _of
Y

b) (sen )2 + (cos )2 = <H)2 + <OA'>2 = <—A>2 =1
¢) (sen B)? + (cos B)> = OB? =1

5. Di el valor de sen 0. y cos 0. cuando o vale 0°, 90°, 180°, 270° y 360°.

13
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6. Teniendo en cuenta la semejanza de los tridngulos OA'A T

y OUT, y que OU =1, demuestra que: A

(
sen 0 _ o o
cos Ol tgo
sen O
& coso
0 AU

Por la semejanza de tridngulos:

or . ou
AA ur

 Ugr-44-0U _ A4’

1" C AA' AA" _ sen @,
OA’ OA'

OA' cos O

— g =
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Angulos de medidas cualesquiera. Razones trigonométricas
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1. Expresa con valores comprendidos entre —180° y 180° estos dngulos:
a) 1837° b)3358° c) 1381° d)3805°

Comprueba con la calculadora que, en cada caso, coinciden las razones trigonométricas
de uno y otro dngulo.

a) 1837 |360

37 5
1837°=5-360° + 37°=37°
sen 1837° = sen 37° = 0,602
cos 1837° = cos 37° = 0,799
tg 1837° = 1g37° = 0,754

b) 3358 |360

118 9
3358°=9-360°+118°=118°
sen 3358° =sen 118° = 0,883
cos 3358° = cos 118° = -0,469
103358 = 1 118° = —1,881

0) 1381 |360

301 3
1381°=3.360°+301° =301° = 301° — 360° = —59°
sen 1381° = sen (-59°) = —0,857
cos 1381° = cos (-<59°) = 0,515
g 1381° = 1g (-59°) = 1,664

d)3805 360

205 10
3805° =10 - 360° + 205° = 205° = 205° — 360° = —155°
sen 3805° = sen (—155°) = —0,423
cos 3805° = cos (—155°) = —0,906
tg 3805° = 1g (-155°) = 0,466

15
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1. Pasa a radianes los siguientes dngulos:
a) 25° b)100° o) 150° d)250°

Expresa el resultado en funcién de 7 'y, luego, en forma decimal. Por ejemplo:
180° = 7t rad = 3,14 rad.

o_ 25-21 _5m _
a) 25° = 360 md—36 rad = 0,44 rad

b) 100° = 10307275 rad = STR rad = 1,74 rad

o_ 15021 . ST . _
c) 150° = 360 rad = c rad = 2,62 rad

d)250° = 25??6'027'; rad = 215;—' rad = 4,36 rad

2. Pasa a grados los siguientes 4ngulos:

a) 0,5 rad b)1,5 rad c) % rad
d) 37” rad ¢) 4,8 rad f) 37 rad
a) 0,5 rad = % =28°39' 36"
b)1,5 rad = 222907 _ gs0 591 g0

)1,5 rad = T = 9

9) % rad = 180% _ g0e

3
3n 4 3-180°  aco
d) 2 rad = 2755 = 135
4,8.360°

e) 4,8 rad = m

=275°8' 36"

f) 3w rad = 3 - 180° = 540°
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3. ;Verdadero o falso?
a) El radidn es una medida de longitud equivalente al radio.
b) Un radidn es un dngulo algo menor que 60°.

¢) Puesto que la longitud de la circunferencia es 277, un dngulo completo (360°) tiene
27 radianes.

d) 180° es algo menos de 3 radianes.

e) Un dngulo recto mide /2 radianes.

f) Las funciones trigonométricas son periédicas.

g) Las funciones sen x y cos x tienen un periodo de 27.
h)La funcién tgx tiene periodo .

i) La funcién cos x es como sen x desplazada 7/2 a la izquierda.

a) Falso, el radidn es una unidad de medida de dngulos. Se llama radidn a un dngulo tal que el
arco que abarca tiene la misma longitud que el radio con el que se ha trazado.

b) Verdadero. 1 rad = 57° 17' 45"
¢) Verdadero.
d) Falso. 180° = 7t rad = 3,14 rad
e) Verdadero.
f) Verdadero.
g) Verdadero.
h) Verdadero.

i) Verdadero, se cumple sen <0c + %) =cos o, V Ol

17
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Repite el problema anterior suponiendo que el satélite ve la Tierra bajo un dngu-
lo de 100°.

a) En este caso, fS\O =50° y, por tanto, S/O\T = 40°,

Siguiendo el mismo razonamiento que en el libro de texto:

d= 371 _ 6371 ~ 1946 km
cos 40°

b)h=R- (1 - cos 40°) = 6371 - (1 — cos 40°) = 1490,53
Area del casquete = 2R - h = 59635926 km?

El 4rea de la porcién visible de la Tierra es de unos 60 millones de km?.

:A qué altura hemos de subir para ver un lugar situado a 500 km?

d_s 500 km

Como el cuadrante de meridiano terrestre tiene 10000 km y corresponde a un dngulo recto, al
arco de 500 km le corresponde un dngulo de 4,5°.

Siguiendo el mismo razonamiento que en el ejercicio resuelto en el libro de texto:

1
= 1- -1)=19,17 km
d=0637 <cos4,5° ) 9,17

Deberiamos elevarnos unos 19 km.

Repite el problema con estos datos: 1.2 medicién, 50°; camina 10 m; 2.2 medi-
cién, 25°.

Siguiendo el planteamiento del ejercicio resuelto del libro de texto:

o )
ly Ty — y=1,19%

o_ ) — Jy=W+ Y
% 25 T x+10

El ancho del rio es 6,53 m y la altura del drbol, 7,77 m.
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Practica

1. «11Halla las razones trigonométricas del 4ngulo 0. en cada uno de estos tridangulos:

a) 16‘
2
S”I
_ 7 _ . _ V2577 24 _ . _ 7 .
a) sen O = 5 =0,28; cos o = 55 =55 =0,96; rg ol = 2 = 0,29
y11,62-8%2 8,4
b) sen o = 1.6 =11.6 ~ 0,724
__8 0o _84 _
cos O = 1.6 ~0,69; g = 8 = 1,05
.32 _32_8 _
c) sen O = 2.c0l 6817 0,47
_ 60 _ 15 _gq. _32_8
cosoc—68 7 0,88; rz o - 15 0,53

2. 7] Halla las razones trigonométricas de los dngulos agudos de los siguientes tridngulos

rectiangulos A =90°):
a)b=56cm; a=62,3cm
b)b =33,6 cm; c=4,5cm
c)b=16cm; a=36cm

a) B

g 62,3 cm

«Q

N

A 56 cm ¢
~ 27,3 A

= > I~ )4 ; =
sen C 623 0,438; cos C

5 56
sen B = —62,3 =~ 0,90
ros B - 102,32 =56 _ 27,3
62,3 62,3
556 3
tg B = 273 2,051
56 ) ~ 27,3
62.3 = 0,90; g C = 56 =0,4875

~ 0,438
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b) o) 33’6 _ 3336

sen B = - ~ 0,991
33,9 cm 4, 52 4 33,62 33,9
4,5 cm
s 4,
A 33,6 cm ¢ cos B = 33,59 ~ 0,133
s 33,6 _
8B = ~ 7,467
A 4,5 ) A _ 33,6 oA 45
sen C = 33.9 =~ 0,133; cos C = 339 ~0,991; g C = NG ~ 9,955
5 V362 —16% 32,25 _
9 B sen B = 30 =25 ~ 0,896
g 36 cm 5053\=£=0)2
= 3
32,25
4 32,25 cm ¢ 1gB = 1C ~ 2,016

A—]‘_6— m' A—32’252 : A— 16 =
sen C = 36 =0,4; cos C = 36 0,896; g C = 3225 0,496

3. «a Calcula las razones trigonométricas de los 4ngulos 4, C, ABD y CBD.

AD =152 -122 =9 cm
BC =122 +16% =20 cm

Relaciones fundamentales

4.a11Si sen o = 0,28, calcula cos 0. y #zg o utilizando las relaciones fundamentales
(o0 < 90°).

cos o= {1-0,28% = 0,96; rgct = 8’32 - 0,292

5. «7] Halla el valor exacto (con radicales) de sen 0. y g o sabiendo que cos o = 2/3
(ot < 90°).

2
N O O O PR RN L V- B ]
sen = g1 (3)' I-g=733 &8A=75 =5
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6.« Si tg0. = /5, calcula sen 0. y cos . (0t < 90°).

sen O _ [s s=45¢
cos O
sen® oL + cos® oL =1 («/56‘)2+€2=1—>66'2=1—)COSOC=%=%

sencr = (5. 40 B0

7. « 7] Completa en tu cuaderno esta tabla con las razones trigonométricas que faltan sien-
do 0 <90°. Utiliza radicales cuando sea posible.

0,92 2/3
0,12 V213
0,75 2

Como 00<90° = sen 0> 0, cos >0 y zg0 >0 en todos los casos.

e sen =092 — coso= 10,922 =0,39 — tga=8’—2§=2,36
e cos=0,12 = senc=y1-0,122 =099 — g0, = 8’?2 -85
* g =0,75

sen @ _ 75 — sen 0. =0,75-cos O

cos Ol

sen® oL + cos® oL =1
(0,75 - cos )% + cos> ot =1 — 0,5625c052 ot + cos? =1 — 1,5625cos> 00 =1 —

1

2y _
— cos” O = 15625

— cos 0. =0,8

send=0,75-cos 0. = sen o =0,6

| 5_45 23 2 245
L4 _— 1——: _— = — == —
sen O 3 — cos Ol = 9=73 — g o 535 5
. oo V2 2 [T 7, 73 474
cos O 7%56’71 ~9 " 3_7 a_m_T_T
*fgo=2

sen O _ — sen O =2-cos O,

cos O

sen® oL + cos® oL =1

(2-cos)? +cos? =1 — 4cos> 0+ cos>0=1 — Scos? =1 —

—> co.vzoc=L —> cosoczizﬁ
5 5 5
sen O =2-cos O, — sm(x:g

21
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92 1099 | 0,6 | 2/3 | J7/3 1245/5
39 1 0,12 | 0,8 | V5/3 | J2/13 | 515
36 | 8,25 | 0,75 |245/5|J14/2| 2

8. «1] Calcula el valor de las siguientes expresiones sin utilizar la calculadora:

a) sen 45° — cos 45°
c) sen 30° + cos 30°

e) 1g 45° — cos 60°

0 o_ 2 2
a) sen 45° — cos 45 S
C) sen 30°+cox30°=% gz
o o _ _in
e) tg 45° — cos 60° = 1 e

b) sen 30° + cos 60°

d) zg 30° + 2g 60°
f) tg 45° + sen 45°
=0 b)sen30°+60560°—% %zl
1+13 d)tg30°+tg60°—£ J3 = —‘/7
2 3 3
£) g 45° + sen 45° —1+‘/7 2+2ﬁ

9. « 7] Completa en tu cuaderno la tabla siguiente, utilizando la calculadora:

0,26 0,82 0,95 0,997
0,97 0,57 0,30 0,078
0,27 1,45 3,16 12,71

10. «71 Halla el 4ngulo 0. < 90° en cada caso. Exprésalo en grados, minutos y segundos.

a) sen 0. = 0,58

d)sen o = ﬁ
3
a) o =35°27"2"

d) o= 48°11' 23"

11. «7] Halla, con la calculadora,

b) cos o. = 0,75 ©)tgo =2,5
1
e) cos Ol = — f)teo =32
3 24
b) o = 41° 24" 35" c)o=6811"55"
e) oL = 54° 44' 8" f) o =76° 44" 14"

las otras razones trigonométricas del dngulo o < 90° en

cada uno de los casos siguientes:

a) sen 0. = 0,23

otga=175

e) gl = V3

a) cos 0= 0,97; g o= 0,24
c) sen o = 0,87; cos o = 0,5

e) sen o = 0,87; cos o = 0,5

b)cos o0 = 0,74

d)sen o =

NS )=

f) cos o =

b) sen o0 = 0,67; g o= 0,91
d)cos o =0,71; rga=1
£) sen o= 0,5; g o= 0,58

22
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12. « 7] Resuelve los siguientes tridngulos rectangulos (C = 90°) hallando la medida de
todos los elementos desconocidos:

a)a=5cm, =12 cm. Halla ¢, 4, B.

b)a=43m, 4 =37°. Halla b, ¢, B.

Qa=7m, B=58. Halla b, ¢, A

d)c=58km, 4 =71°. Halla 4, b, B.

a) B * Por el teorema de Pitdgoras:

2=524122 5 22169 = ¢c=13cm

ﬂ:SCm Otg/ll\z% %A\=22037'11'|
og: O—A\ 3\2 022'4 "
A b=12cm ¢ " - v :
B *B=90°-4 > B=53
. . 43 43
sen 37° = . T 37°
Y i3 - C=71)45m
. . 43 b 43
g 37° = b - tg 37°
.C —> b=57)06m

e A=90°-8B — A=32

'tg58°=g — b=7-158 —
— b$=11,20m
. O_Z - 7
cos 58° = - - 05 58° -
- ¢=13,21m
d) B «B=90°-A4 - B=19
o sen71° = ;8 — a=58-sen71° =
— a=5,48 km
® cos71° = b — b=58-cos71° >
c=5,8 km 5,8
— b=1,89 km
a
71°

23
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13. « 7] Cuando los rayos del sol forman 40° con el suelo, la sombra de un 4rbol mide 18 m.
:Cudl es su altura?

tg 40° = % — FEl 4rbol mide x = 15,1 m.
SN

18m

14. «7] Una escalera de 3 m estd apoyada en una pared. ;Qué dngulo forma la escalera con
el suelo si su base estd a 1,2 m de la pared?

n 1,2
a = >
cos 3

=0,4 = o =066°25"19"

1,2 m
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15. a] Calcula el perimetro y el 4rea de un tridngulo isésceles en el que el dngulo desigual
mide 72° y la medida del lado opuesto a ese 4ngulo es de 16 m.

ra 180"2— 72 _ e

60554°=L - B—C=L =13,6 m
BC cos 54°

16Im

Perimetro = 13,6 - 2 + 16 = 43,2 m

Altura, h: tg54°=% — h=8.7454=11,0l m

Area = w ~ 88,1 m?

16. a1 Un mastil estd sujeto a tierra con dos cables de 12 m que forman dngulos de 50° con
el suelo. Calcula la altura del mdstil y la distancia de la base a los puntos de sujecién.

M
sen50°=% - x=12-5en50° = x=9,19m
12 m X 12 m
c0550°=1L12 - d=12-¢c0s50° - d=7,71 m
50° 50°
A 4 4 B

El mdstil mide 9,19 m y la distancia de la base del mdstil a los puntos de sujecién A y B es
7,71 m.

17. ] Calcula la altura, h, y el 4rea de los siguientes tridngulos:

I (N
D A4 13em C
jen350:£%h216lcm
18 ’
A= 32163 g0 e 4= BI61 10461 e

18. et] Para medir la altura de un drbol, nos situamos a 20 m de su base y observamos, des-
de el suelo, su parte mds alta bajo un dngulo de 50°. ;Cudnto mide el 4rbol?

tg50°=2—}6 — h=20-150°=238m

20 m

25
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19. a1 Una cometa estd sujeta al suelo mediante un hilo que mide 50 m y que forma con la
horizontal un dngulo de 60°. ;A qué altura est4 la cometa?

COMETA

sen60°=5—}}) — h=50.sen60° — h=50-g -

La cometa estd a una altura de 2543 m.

60°

Razones trigonométricas de angulos cualesquiera

20. a0 Sitda en la circunferencia goniométrica los siguientes dngulos e indica el signo de
sus razones trigonométricas.

a) 128° b) 198° c) 87° d)98° e) 285° f) 305°
Compruébalo con la calculadora.

a)

e)

285°

(4 (LN A

21. =] Explica en qué cuadrante estd el dngulo o en cada caso y calcula las razones trigo-
nométricas que faltan:

a) sen 0, = 0,65 cos 0. <0 b) cos 0. =-1/3; tgo. >0
©)tgo=-2; sen 0. >0 d) sen o =-2/3; tga. <0
Representa el dngulo 0 en una circunferencia goniométrica en cada caso.

a)sen=0,6>0 — o € [oll cuadrante

cos <0 — o € Ilolll cuadrante } — o€ I cuadrante

oseno+costo=1 — cos’=1—sen’c = cos?o=1-0,6> = cos> 0 =0,64 —

— cos 0. =—40,64 — coso =-0,8

Sen Oy gro= 0.6 g o= —0,75

cos Ol -0,8
B

s gl =
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* Representacién de 00 en una circunferencia goniométrica:

1 0.6 36°52'12"
sen 0L =0, d = 1430 7| 48" -
2 f% o € II cuadrante o = 143° 7' 48"
-1 cos O, 1
-1
b) cos o0 = — 1

3 <0 — o e Il o III cuadrante

— o € III cuadrante
tg >0 — o € [olll cuadrante

2
o sen*d+costo=1 — sen*o=1-cos? 0 > 567120(:1—(—;) - sen2a=% -

%Seﬂ(x=—\/§%.f€ﬂ0(= Zﬁ

3
242
sen O 3
° - = = = — =2 2
o= - go — = g 0=2{

3
* Representacién de o en la circunferencia goniométrica:
1 1 109°28'16"
coxoc——g - =1250° 31" 44" —
o o e III cuadrantc o = 2500 311 44u
1N
-1 1
3
cos O S
|

o tg=-2<0 — o€ llolV cuadrante

— o € II cuadrante
sen 0.>0 — o € Ioll cuadrante
sen® _ _o — sen OL=—2cos O
e COS O

sen® oL+ cos® oL =1

(=2cos 00)? + cos2 0t =1 — 4cos? A+ cos> =1 = Scos?a=1 — 6052()(:% —
- cosoc=—i=—£
J5 5

2
® sen O =—2cos O, —> sen O = 6

5

27
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* Representacién de o en la circunferencia goniométrica:

116° 33' 54"
296°33'54"

.............. 2
: thLz—Z%OL:{

o € II cuadrante

o =116°33" 54"

S B

sen O

d) sen o0 = ~2 .0 - ae MlolV cuadrante
3 — o € IV cuadrante

tg <0 — o€ llolV cuadrante

2
sseno+costo=1 > cosla=1-sen’*a — coszoc=l—<—%> -

%cosza=%%cos a:‘/;
2 s
. _ sen O _ 3 2 245
go=2000 = o= — o= 55

ﬁ
3

* Representacién de o en la circunferencia goniométrica:

1 ) 318°11' 23"
sen Ol = —g — = 2210 48’ 37u —
o € IV cuadrante o =318 11' 23"

OL/ \ cos 0,
\\j

sen O

I

22. e | Justifica en qué cuadrante estd 0, en cada caso, y calcula las restantes razones trigo-

nométricas:
a) sen O. = 4/5; oL < 90° b) cos o0 =2/3; o> 270°
c)tgo=3; o>180° d) cos 0. = —3/4; o. < 180°
a)senoczé, o <90° = o€ I cuadrantey coso >0
2
osen?ol +costa=1 — 6052()(:1—(%) — coszocz% — cos 0c=,/29—5=%
o« troL < SENOL _45 _4
go= cos O — go= 3/5 3
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b) cos o = %, o>270° > o€ IV cuadrantey sen oL < 0

2
e sen*d+costa=1 - senZOL:l—(%) - senzoc=% - senoc=—\/5=—£

3
e 5
.« troL o SENOL __ 3 _
tga_cosoc — o= 2 2
3

cotga=3, o0>180° = o€ III cuadrante

56710(23
e CoOs O

—s sen 0L =3 cos

sen® oL+ cos® oL =1

L
10

(Beos )2 + cos>0t=1 — 9Ycos? O+ cos> =1 — 10cos’ 0t =1 — cos® o=

% COSOC=— L=_L=ﬂ
V10 = 10 10

%

® sen OL = 3cos 0L — sena=—$
d)co.vOL=—%, o< 180° — o€ Il cuadrantey sen o> 0

2
sseno+costo=1 > sen*a=1-cos*a > sen2a=l—(—%) -

240 7 7 A7
— sen 0(-—16 — sen O, = i€~
V7
. sen O 4 =7
go=00 tgoc_—_3 ="
4

Aplica lo aprendido

23. e’} Halla:
a) La longitud AC.
b) El drea del tridngulo ABC.

a) En @, cosS3°=& — AD ~13,84 cm

C =13,84 +29 =42,84 cm
En B?C, cos34°=D—C — DC=~29cm

b) Hallamos la altura h en el tridngulo ABD:

O_L -
sen 53° = 23 — h=18,37 cm

AC.h _ 42,84.18,37
2 2

Ape = ~ 393,49 cm?
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24. a1 El lado de un rombo mide 8 cm y el 4ngulo menor es de 38°. ;Cudnto miden las

diagonales del rombo?

csen19°= 2 — y=8-s5en19° — y=2,60 cm

y 8 cm Diagonal menor = 2y = 5,20 cm

'cosl9°=% — x=8-¢0519° — x=7,56cm

Diagonal mayor = 2x = 15,12 cm

25. e | Halla el drea de un paralelogramo cuyos lados miden 16 cm y 24 cm y forman un
dngulo de 40°.
16 3“67140°=L — h=16-5en40° — h=10,28 cm

400 Area = 24 - 10,28 = 246,72 cm?
24 cm

26. e ] En una carretera de montana, una senal indica una altitud de 785 m. Tres kiléme-
tros mas adelante, la altitud es de 1065 m. Halla la pendiente media de la carretera y el
dngulo que forma con la horizontal.

3000 m
/\—(x/—|1065 —785=280m

sen o= 280 _ senoc=l — o =521'19"

3000 75
tg 0. = 0,093 — pendiente = 9,3 %

27.ex1a) En el tridngulo ABC, rectingulo en A, calcula BH y A
AH. Y 2
~ 7cm/ | Cm
b) Halla las razones trigonométricas del 4ngulo B en el tridngulo
ABC y en el tridngulo ABH y comprueba que coinciden. C I:{ B
25 cm

a) Por el teorema del cateto:
_ _ 2 _
242-25. BH — BH:% — BH =23,04cm
Por el teorema de Pitdgoras:

AH? =242-23,042 — AH =242 _-23,04> — AH =6,72 cm

b) Razones trigonométricas de B en ABH:

sen B = £=6’—72 =0,28
AB 24

cos B = ﬁ:w =0,96
AB 24

5 AH _ 6,72
B=22_ 22 _(,2
& BH 23,04 9
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A P
Razones trigonométricas de B en ABC':

sen§=£—l=0,28

BC 25
5  AB 24
cos B = —E =55 = 0,96
5  AC 7
B=:=—=0,2
e Y S

28. e’ | Halla, en cada tridngulo, la altura y el lado desconocido:

a) En el tridngulo ABP:

sen 65° = % — h=16,31 cm

cox65°=% — AP =~ 7,61
EZE—E=23_7a61 =15)39

a=yh2+PC?=y16,312+15,392 =~ 22,42 cm

b) En el tridngulo ABP:

c0s50°= X — x=10,93 cm

17
sen 50° = h — h=13,02cm

17
En el tridngulo BCP: y = «/292 _h?%- \/292 ~13,02% ~ 25,91 cm
x+y=36,84 cm

29. e ] En una circunferencia de radio 6 cm trazamos una cuerda AB a 3 cm del centro O.

Halla el 4ngulo AOB.

m S — —
B 5 A OA=0B =6cm; OM =3cm

o_3 o _1 o _ 600
6‘057—6 —>€052—2 - 5 60° —

= o= AOB = 120°
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30.a71] a) Expresa en radianes los dngulos de 30°, 45°, 60° y 90° a partir de la equivalencia
180° = 7 rad.

b) Expresa en radianes los siguientes dngulos teniendo en cuenta que son miltiplos de
los anteriores: 150° 135°; 240°; 300° y 270°.

2) 30° = ?gg rad = 7 rad b)150° =5 - 30° = 5?“ rad
45°=%rad=%rad 1353 - 45° = 3 rad
60° = ?gg rad = 7 rad 240° = 4 - 60° = 47“ rad
90° = ?gg rad = £ rad 300° =5 - 60° = 57“ rad

270°=3.90° = 37" rad
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31. «1] Expresa en grados los siguientes 4ngulos dados en radianes:

2n. 3n, 5t 7N, ™. W

3 2 bl 4 bl 6 bl 9’ 5
Teniendo en cuenta que T rad = 180°:
21 _2-180° _ o 3n _3-180° _ 0
3 rzld—i3 120 3 rad 270
ST 5-180°  oeo IR 7-180° 1
Z rad = Z =225 C rad = c =210
T4 -180° _Hpe moy_180° 2o
9 rad = 9 20 5 rad 5 36

32. e} a) En una circunferencia de 8 cm de radio, dibujamos un dngulo de 2,5 radianes.
:Qué longitud tendri el arco correspondiente?

b) Si en la misma circunferencia, un arco mide 12 cm, halla la medida del 4ngulo central
en grados y en radianes.

a) Sabemos que si un dngulo mide 1 rad entonces el arco correspondiente tendrd una longi-
tud igual al radio, por tanto, a un dngulo de 2,5 rad le corresponde un arco cuya longitud
es 2,5 veces el radio. En nuestro caso:

Longitud del arco = ot - 7= 2,5 - 8 =20 cm

b) Longitud del =12 i
) Longitud del arco cm} o Longitud del arco =%rad=1,5rad

Radio =8 cm r
180° —— mrad . °

rad | 15180 _gcoco g
x —— 1,5rad T

Resuelve problemas

33. e ] Desde el punto donde estoy, la visual al punto mds alto del edificio que tengo en
frente forma un dngulo de 28° con la horizontal. Si me acerco 20 m, el dngulo es de 40°.

:Cudl es la altura del edificio?

o o h 0

ool h tg40_x h =17 40°. x

EE tg28°=¢ h=1728°-(20 + x)
28° 40° = 20 + x
20 m X

— 1940° - x=1¢28"- (20 +x) — 1¢40°-x=20-1728"+1428 -x —

20 1g 28°

W %X=34>59m

— (1g40°—1928°) - x=20-128 — x=

h=#240°-x - h=29,02m

Por tanto, el edificio mide 29,02 m.
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34. a1 Dos edificios distan entre si 90 m. Desde un punto que estd entre los dos edificios
vemos que las visuales a los puntos mas altos de estos forman con la horizontal dngulos
de 35°y 20°. ;Cudl es la altura de los edificios si sabemos que uno es 6 m mis alto que el

otro?

* Primera solucidn: el edificio A es mds alto que el B.

EDIFICIO A

EDIFICIO B

90 m
o_h+6
tg 35° = ; h=1235"-x-6
- — 1¢35° - x—6=1220°-(90-x) —
to 20° = h h=tg200‘(90—x)
£ 790 —x

— 1¢35° - x—6=90-1220°-1020°-x = 235° - x+1€20°-x=90-220°+6 —
90 - 1g 20° + 6

— (2¢35°+1020°) - x=90-120°+6 — x= W — x=36,42m
h=#35.x-6 - h=19,50m
Altura del edificioA=h + 6=25,50 m
Altura del edificio B=h = 19,50 m
* Segunda solucién: el edificio B es més alto que el A.
EDIFICIO B

EDIFICIO A

90 m

fg35°=% h=x-1g35
- — 1920°- (90 —x) =x-1¢35°+6 —

o_ h+6 tg20°-(90—x)=h+6
tg 20 90— x

— 90 -2020°—x-2020°=x-235°+6 = 90-2020°-6=x-(2¢35° + 12 20°) —

90-7g20°—6

_W %x=25,14m

h=x-235 — h=17,60 m
Altura del edificio A =h = 17,60 m
Altura del edificio B=h + 6 = 23,60 m
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35. a1 Un avién P vuela entre dos ciudades 4 Ay B que distan entre si 50 km. Desde el

36.

avién se miden los dngulos PAB = 20° y PBA = 30°. :A qué altura estd el avién?

P

X I 50 — x
< 50 km

fg20°=% h=tg20° x
— 1¢20° - x=1¢30°- (50 —x) —

h h 30°-(50 )
o _ =1g 30°. - X
%8 30 50 — x

— 1g20°-x=50-1#30°-12¢30°-x —

50 - zg 30°
X—W —> x—30,67km

h=220°-x - h=11,16km

Por tanto, el avién vuela a 11,16 km de altura.

«i'] En lo alto de un edificio en construccién hay una griia de 4 m. Desde un punto del
suelo se ve el punto mds alto de la gria bajo un dngulo de 45° con respecto a la horizon-
tal y el punto mds alto del edificio bajo un dngulo de 40° con la horizontal. Calcula la
altura del edificio.

=
=
[~4
z 4m

45° oo
40° oo

o_h
g 40° =~ h =g 40° - x

¥ - . — 1g40° - x=1g45° - x—4 —
tg450_h;4 h=tg45-x—4

o o 4
4 = (1g 45° — tg 40°) - = = 24,
- (1g45° —1g40°) - x — x 55— g 40" - x 86 m
h=1740°-x - h=20,86m

Por tanto, el edificio mide 20,86 m de altura.

5
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] Para calcular la altura del edificio, PQ, hemos medido los 4ngulos que indica la fi-
gura. Sabemos que hay un funicular parairde § a Q, cuya longitud es de 250 m. Halla

PQ.

—

¢ Calculamos SR y RQ en el tridngulo @:

:€n30°=% — RQ =250-5en30° — RQ =125m

6053()0:% — SR =250-c0s30° - SR=125/3 m

e Calculamos RP en el tridngulo ﬁ?:

tg40°=% = 17 40° — RP=125,3 .10 40° — RP=181,67 m

__RP_
12543
Luego PQ = RP — RQ = 181,67 m — 125 m = 56,67 m

Por tanto, la altura del edificio es de 56,67 m.

o] Para localizar una emisora clandestina, dos receptores, 4 y B, que E
distan entre si 10 km, orientan sus antenas hacia el punto donde estd la
emisora.
Estas direcciones forman con AB dngulos de 40° y 65°. ;A qué distancia 40° 659
. A B
de A y B se encuentra la emisora? 10 km
o )
tg65 =; y:tg65°.x
- 40°-(10
= t °. —
o hor=— ) y=1g 40°- (10 - x)

10 — x

— 10065° - x=1g40°- (10 —x) = 2 65°-x=10-17240°—1g40°-x — )

10 - g 40°

_ =281k
tg 65° + tg 40° 0 m

— (2g265° +1g40°) - x=10- 20 40° = x=

y=1¢65°-x — y=06,03km

Conocidos x e y podemos hallar las distancias de A y B ala emisora.

send0°=—2— - AE-—2 _ 5 AE =938 km
AE sen 40°

sen65°=—l — BE = J — BE =6,65 km
BE sen 65°

Por tanto, la emisora se encuentraa 9,38 km de A y a 6,65 km de B.
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39. sl Desde un acantilado a 20 m sobre el nivel del mar, se observa un
helicéptero en pricticas de salvamento.

Una persona desciende verticalmente hasta un barco en el que alguien

estd en peligro. Si los 4ngulos de observacién son de 75° para el helicép- f
tero y 38° para el barco, ;cudnto medird el cable que va desde el helicop- .
tero al barco?

A
En el tridngulo PQB — ¢ 38° = % — PQ =256m
4 o E AN o
10} En el tridngulo PQA — 1575°= — — AQ =25,6-1¢75°=95,5m
~ 120m P
------ g Longitud del cable = 95,5 + 20 = 115,5 m

40.a En un trapecio isésceles de bases AB y DC, conocemos los lados AB =5m y

BC =32 m, y los i4ngulos que forma la base mayor con los lados oblicuos, que son de
45°, Halla su drea.

A Sm B sen 45° = — h=3m

_h
342
c0s45°=—*_ —> x=3m

342

Base mayor=5+3+3=11m

_(5+11)-3
B 2

Area =24 m?

41. el Desde un faro F se observa un barco A bajo un dngulo de 43° con respecto a la
linea de la costa; y un barco B, bajo un dngulo de 21°. El barco A esti a 5 km de la
costa, y el B, a3 km. Calcula la distancia entre los barcos.

Calculamos FA y FB: 4,
d
sen 43° = ; — FA-= > 7,33 km B
FA sen 43° :
5km |
__ 43° '3 km
en21°= 3 — FB=—3 _ -837km e |
sen 21° F .

Para calcular 4 utilizamos el tridngulo de la derecha:

o _ h
sen 22° = 733

h=7,33-5en 22° = 2,74 km

cos 22° = 7”;3 — x=7,33-cos22° = 6,8 km

y=837-x — y=8,37-6,8=1,57 km

Utilizamos el teorema de Pitdgoras: o = \/h2 + yz = \/2,742 +1,57%2 =3,16 km
La distancia entre A y B esde 3,16 km.
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42. gl Para iluminar una parcela rectangular se han colocado tres focos en P de modo

que los dngulos de iluminacién A/P\B,

—

BPC y

B

C/’P\D son iguales.

C

D

Una averia apaga el foco central. ;Cudl es el 4rea y el perimetro de la zona oscurecida, si

AP =50 m?
A—PB c
E 0,
= 30730

30°
P D

Area rectingulo = 50 - 86,6 = 4330 m?

Area APB = %50

Area PDC =

Calculamos ahora el perimetro de PBC:

86,650
2

En el tridngulo PAB — 1¢30° = S0

AB

AC

En el tridngulo PAC — 12 60° = <=

En el tridngulo PAC — cos 60° = [5)0

=722,5m?

=2165 m?

50

Area de PBC:
4330 —(722,5+2165) =1442,5 m?

En APB, cos 30°=]5):g — PB=57,7m/| Perimetro de PBC:
PB+BC + PC =215,4m

BC =86,6 -28,9=57,

7 m

38

— AB =289 m
— AC =86,6m
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43. amll En la parcela ABCD conocemos B =D=90°% A4 =120°% AD =18 m y AB =29 m.
Queremos averiguar la longitud de la diagonal AC.

Un amigo topdgrafo nos sugiere prolongar los lados BA y CD hasta que se corten en

un punto P y averiguar cudnto mide el dngulo APD. Hazlo th.

PAD = 180° — 120° = 60°
APD = 90° — 60° = 30°

En el tridngulo APD, sen 30° = 1:?) — AP =36m

BP =29 +36=65m

Q En el tridngulo BCP: #g30° = % — BC=375m
pe En el tridngulo ABC — AC =y29?+37,52 = 47,4 m

Problemas “+”

44.ax Sobre la circunferencia goniométrica sefalamos un dngulo o en el primer cuadran-
te y a partir de él dibujamos los dngulos:

180° — o 180° + o 360° — o

Busca la relacién que existre entre:

a) sen (180° — 1) y sen O b)sen (180° + a1) y sen O c) sen (360° — 1) y sen O
cos (180° — ) y cos O cos (180° + 00) y cos cos (360° — ) y cos O
tg (180°-0) y tga tg (180° +0) y zgo tg (360° - ) y zgo

a) sen (180° — ) = sen O b) sen (180° + o) = —sen o c) sen (360° — o) = —sen O
cos (180° — o) = —cos O cos (180° + O) = —cos O cos (360° — Q) = cos O
tg (180° — o) = —tg O g (180° + o) = g O 17 (360° — a1) = —zg O
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45. e ] Sitda el dngulo dado sobre la circunferencia goniométrica y expresa sus razones tri-

gonométricas utilizando un dngulo agudo como en el ejemplo:

o Angulo: 215°

sen 215° = —sen 35°
cos 215° = —cos 35°

tg 215° = tg 35°

a) 150°

d) 225°

a) sen 150° = sen 30°
cos 150° = —cos 30°
tg 150° = —2¢ 30°

o)
N

d) sen 225° = —sen 45°
cos 225° = —cos 45°
1g 225° = 1g 45°

(o
%

[ o

>

b) 240°

e) 100°

b) sen 240° = —sen 60°
cos 240° = —cos 60°
1 240° = 1g 60°

e) sen 100° = sen 80°
cos 100° = —cos 80°
g 100° = —2g 80°

©) 300°

f) 320°

c) sen 300° = —sen 60°
cos 300° = cos 60°
tg 300° = —2g 60°

f) sen 320° = —sen 40°
cos 320° = cos 40°
1g 320° = —1g 40°

2
N

46.am Halla los 4ngulos comprendidos entre 0° y 360° que verifican las siguientes ecua-

ciones, como en el ejemplo:

1 —-2cosx=0 = cosx=1/2 — x=60° x=300°
a)2sen x = 3 b)2sen x = —2
d) (senx)?2 =1
g)2(cosx)2— cosx—1=0

i 5 x = 60°
Q) 2senx =43 — sen x = == = 12 120°

b)2senx=—2 — jgnxz_ﬁ N

2

x =225°
x =315°

40

e) (senx)2—senx=0

) 3tgx+3=0
f) 4(sen x)2-1=0

120° —7—.60°

225° 7315
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135 |
03gx+3=0 = 3gx=-3 = gx=-1 = {x=1352
x =315
NI
90°

senx=1 — x=90°

Deen®x=1 = senx=2l = {W“—l = x= 20 \J

e) (sen x)* —senx=0
senx- (senx—1)=0

x=0°
x =180°

esenx=0 — {

csenx—1=0 2 senx=1 > x=90° ()

2

D4.(enx)>=0 — 4sen’*x=1 — sen’x= -

1
4
—> sen x = +l

) 1505 30°

1 {x=30°
ssenx=— —>

- S5
dh

x =330°

1
. =
sen x > {
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g) 2(cos x)> —cosx—1=0

Efectuamos el cambio de variable cosx =7 — 22 —¢t—-1=0 —

— =

1+y1+8 1+3 _ t=1
4 T4 _<t=—1/2

Deshacemos el cambio de variable:

t=1 > cosx=1 —> x=0°

1 1 x=120°
t——j —> cosx——j — x=2400

Y
/
=
/

240°

47. ] Usando las relaciones fundamentales, demuestra estas igualdades:

a) (sen o + cos 00)2 + (sen 0L — cos )% = 2

b) (ser 00) 3 + sen o - (cos 0) 2 _1
sen O

9 (ser 00) 3 + sen o - (cos 0) % _

tg O
cos O g

1

+ 2
d1+(g 0) (cos 0) 2

a) (sen oL + cos 0% + (sen O — cos O0)? =

= (sen® oL + cos® oL + 2sen O cos Q) + (sen® OL + cos? OL — 2sen O cos O) =
%/—/ %/—J
1 1

=1 +2senQcosO+1—2sen O cos OL =2

3 . cos2 sen o - (sen® oL + cos® o
b) S Ol + sen OL - cos” OL _ ( )=5m2a+coszoc=1

sen o sen o
3 2 sen O - (sen® oL + cos? o) 1
o) sen O+ sen O, - cos” OL _ _ sen O - =X€na=tg0c
cos O cos O cos O cos O
d)1+tg2a=1+senzoczcoszoc+senzocz 1
cos® o cos? o, cos® o
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Reflexiona sobye Ia teoria

48. a0 | ;Verdadero o falso? Justifica y pon ejemplos.
a) En un dngulo agudo, el seno es siempre mayor que la tangente.
b) No existe ningtin dngulo o tal que sen 0. =3/5 y zgo = 1/4.
¢) El coseno de un dngulo de 7 radianes es igual a —1.
d) El valor mdximo de la tangente de un 4ngulo es 1.
e) Si 270° < 0. < 360°, entonces zg0. <0 y cos ol > 0.
f) No existe ningtn dngulo o tal que: sen ol + 2cos 0t = 0

g) La altura de un tridngulo es igual al producto de uno de sus lados por el seno del 4n-
gulo que forma dicho lado con la base.

a) Falso, por ejemplo, sen 45° = g <1g45°=1.

b) Verdadero.
Si seno= 2 y tgol = 1 entonces:
5 4
g Ol = sen o o5 o= IR s s o= Q, imposible.
cos O 3 5
c) Verdadero.
d) Falso, la tangente de un dngulo puede tomar cualquier valor real.
e) Verdadero.
f) Falso:
sen o+ 2c0s0=0 — sen o =—2cos0. — 2% _ o5
cos O
5 o =116°33"54"
7 BO=T2 7 02 296°33' 54"

g) Verdadero.

5m0€=£ — h=AC -sena.
AC

B

49. a0 Los dos dngulos agudos de un tridngulo rectingulo se llaman complementarios por-
que su suma es uno recto. Observa la figura, copia y completa la tabla, y expresa simbé-
licamente lo que obtienes:

sen O = cos (90° — o)

bla cla cos O = sen (90° — o)

cla bla 1

bl /b O = e v
c 1l o Y CT )
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Entvénate vesolviendo problemas

* :Qué fraccién de la superficie del tridngulo se ha coloreado?

Los tridngulos ABC y ADE estin en posicién de Tales,

son semejantes y la razén de semejanza es % = % = %

Si la razén de semejanza es %:

Area Iﬁ‘=% Area zﬁf’ - Area @=%Area ﬁ

Por tanto:
Area FﬁC:Areaz@—&eaﬁ=&eazﬁ'—%[\reaﬁ=%&eaﬁ =

_il . P zi . —_
—4[2 AreaABC] 8AreaABC

¢ El rombo tiene una superficie de 24 cm?, y su diagonal menor es igual a los tres cuartos de
la mayor. Calcula el 4rea del circulo inscrito.

AN
)
\V4

* En primer lugar hallaremos la longitud de las diagonales y del lado del rombo.

Diagonal mayor = x

4 2 4

Area rombo = 24 cm?

2
Diagonalmenorzix - L-(x-ix)=24 - 3%=24 — x2=64 — x=8cm
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Luego: Diagonal mayor = 8 cm; Diagonal menor = 6 cm

A
; Por el teorema de Pitigoras: /= y4%+32 — /=5cm
4
Por tanto, el lado del rombo mide 5 c¢m.
B3 ¢

* Ahora hallaremos la longitud del radio del circulo.

El circulo es tangente al rombo en D — BD 1 AC, es decir,
BD es la altura sobre la hipotenusa del tridngulo rectdngulo

—_
ABC 'y divide a este en otros dos tridngulos rectdngulos,

ABD y BCD.

En zﬁf’:wnz‘/l\=i

5 °Yp) _
. I BD _, BD- 3-4 _ 2,4 cm — El radio del circulo es
En ABD: sen A = %

4 > BD = 2.4 cm.

3 _BD
5

* Finalmente hallamos el 4rea del circulo: Area = Tt - 2,42 = 5,761 cm? = 18,09 cm?

Informate
Eclipses

* Completa en tu cuaderno los datos que faltan en la tabla, y comprueba que el 4ngulo f3 es
similar si se calcula a partir de los datos relativos a la Luna o de los relativos al Sol.

DIAMETRO | DISTANCIA MEDIA
(km) A LA TIERRA (km)
| B 2

LUNA 3500 | 384000 |
soL | 1399000 | 149600000 | 2 | 2
LUNA:
Didmetro = 3500 km — R=1750 km
1750 o 1 n o ' "
g =———— =0,004 — a=0°15"40" = B=200=0°31"20
£% 7 384000 >7 > P )
SOL:
Didmetro = 1399000 — R'=699500
699 500 o Al n o Al n
g =—>2-"-— =0,004676 - a=0°16'4" = f=0°32
€% = 149600000 7 p=0732'9
DIAMETRO DISTANCIA MEDIA
(km) A LA TIERRA (km)
LNA | 3500 | 384000 | 0,004557 | 0°31' 20"
soL | 1399000 | 149600000 | 0,004676 | 0°32'9"
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Autoevaluacion

1. a) Si cos0.=0,52 y 0 <90° calcula sen o y 2goL.

b)Si g = 15—2 y B <90° calcula sen 3 y cos .

a) sen o= y1— (cos 0)2 =y1-0,522 = 0,85; rg = 0,85/0,52 = 1,63

b) 7g B - fo’jg 2 |- B = (12/5) cos B

(sen B)? + (cos B)? =1

144 2 2 169 2 _
55 (cos B)* + (cos P)* =1 — 25 (cos B)“=1 —

2 25 _ 5
— (cos B) =1éo cos B 3
cos B = 153 sen B = 152. 153 B g

2. Los brazos de un compds, que miden 12 cm, forman un dngulo de 50°.

:Cudl es el radio de la circunferencia que puede trazarse con esa abertura?

sen 25° = % — x=5,07 cm

Radio de la circunferencia = 10,14 cm

3. Para medir la anchura de un rio, hemos tomado las medidas indicadas en la

figura. Hallala.

1256":% — y=x1g56°

o _ .y _ _ o
1g 42° = 50—« — y=(50-x) 1g42

<« x—><«—50-x —>

50 - zg 42°

°=(50 - 42° =———°
x1g56° = (50 —x) 1g - x 56+ 1g 477

~ 18,89

y=x1g56°=28 m

El rio tiene 28 m de anchura.
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4. En este tridngulo, halla la altura sobre AC, el drea del tridngulo y el 4ngulo C.

B
§
S
68°
4 28 m ¢
e Altura sobre AC — h
sen 68° = 1—}1/, — h=15,76 m
o Area del tridngulo = 2812476 = 220,64 m?

cos68°=1—x7 — x=06,37m; 28—-x=21,63m

2l h _ A o' " o
g C= b 20729 5 €=36"5'31" =36

5. En un huerto hay un pozo de 1,2 m de ancho. Cuando est4 vacio vemos, desde el brocal,
el borde opuesto del fondo bajo un dngulo de 70° con la horizontal. Cuando el agua su-
be, vemos el borde opuesto del agua bajo un dngulo de 42°. ;Cudl es la altura del pozo?
:Cudnto subié el agua?

En el trisngulo PBC — 1g70° = 11) (27 — PC=33m

En el tridngulo PAD — 1g42° = ]l)g — PD=1,1m

3

Altura del pozo: PC =33m
,imo Altura del agua: AB=PC-PD=33-1,1=22m

_____________

6.Si cosa=-1/5y tgo <0, indica en qué cuadrante estd el dngulo o y calcula sus res-
tantes razones trigonométricas.

cos O =—L <0 — o e Ilolll cuadrante
5 — o € II cuadrante

tg <0 — o€ IlolV cuadrante

2
sseno+costo=1 — sen*o=1=cos*a — senzoczl—(—%) -

- sen2a=% — sen Ol = % - smocz%
246
0D gon S o e
5
Por tanto, sen ol = 5 cosocz—% y g0 =-246
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Autoevaluacion

1. a) Si cos0.=0,52 y 0 <90° calcula sen o y 2goL.

b)Si g = 15—2 y B <90° calcula sen 3 y cos .

a) sen o= y1— (cos 0)2 =y1-0,522 = 0,85; rg = 0,85/0,52 = 1,63

b) 7g B - fo’jg 2 |- B = (12/5) cos B

(sen B)? + (cos B)? =1

144 2 2 169 2 _
55 (cos B)* + (cos P)* =1 — 25 (cos B)“=1 —

2 25 _ 5
— (cos B) =1éo cos B 3
cos B = 153 sen B = 152. 153 B g

2. Los brazos de un compds, que miden 12 cm, forman un dngulo de 50°.

:Cudl es el radio de la circunferencia que puede trazarse con esa abertura?

sen 25° = % — x=5,07 cm

Radio de la circunferencia = 10,14 cm

3. Para medir la anchura de un rio, hemos tomado las medidas indicadas en la

figura. Hallala.

1256":% — y=x1g56°

o _ .y _ _ o
1g 42° = 50—« — y=(50-x) 1g42

<« x—><«—50-x —>

50 - zg 42°

°=(50 - 42° =———°
x1g56° = (50 —x) 1g - x 56+ 1g 477

~ 18,89

y=x1g56°=28 m

El rio tiene 28 m de anchura.

46



Unidad 7. Trigonometria

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

4. En este tridngulo, halla la altura sobre AC, el drea del tridngulo y el 4ngulo C.

B
§
S
68°
4 28 m ¢
e Altura sobre AC — h
sen 68° = 1—}1/, — h=15,76 m
o Area del tridngulo = 2812476 = 220,64 m?

cos68°=1—x7 — x=06,37m; 28—-x=21,63m

2l h _ A o' " o
g C= b 20729 5 €=36"5'31" =36

5. En un huerto hay un pozo de 1,2 m de ancho. Cuando est4 vacio vemos, desde el brocal,
el borde opuesto del fondo bajo un dngulo de 70° con la horizontal. Cuando el agua su-
be, vemos el borde opuesto del agua bajo un dngulo de 42°. ;Cudl es la altura del pozo?
:Cudnto subié el agua?

En el trisngulo PBC — 1g70° = 11) (27 — PC=33m

En el tridngulo PAD — 1g42° = ]l)g — PD=1,1m

3

Altura del pozo: PC =33m
,imo Altura del agua: AB=PC-PD=33-1,1=22m

_____________

6.Si cosa=-1/5y tgo <0, indica en qué cuadrante estd el dngulo o y calcula sus res-
tantes razones trigonométricas.

cos O =—L <0 — o e Ilolll cuadrante
5 — o € II cuadrante

tg <0 — o€ IlolV cuadrante

2
sseno+costo=1 — sen*o=1=cos*a — senzoczl—(—%) -

- sen2a=% — sen Ol = % - smocz%
246
0D gon S o e
5
Por tanto, sen ol = 5 cosocz—% y g0 =-246
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Resuelve

1. El dia después de la PRIMERA EXCURSION van andando al bosquecillo B, y de alli, en bar-
ca, a M.

Describe este tltimo itinerario con vectores, OB + ..., y con coordenadas.

OB + BM = OM — (=7,-3) + (12, 12) = (5, 9)

2. En la SEGUNDA EXCURSION, los viajes por el rio estdn descritos asi: OX =(0,4) +¢(1, 1).
a) Sefiala a qué lugares se llega para z=4, t=-1y z=0.

b) ;:Qué valor hay que dar a ¢ para llegar al bosquecillo B?
Viajes por el rio: OX = (0,4) + £(1, 1)
a)r=4 — (0,4) + (4,4) = (4,8) — Sellega al punto P.
t=—1 — (0,4) + (-1,-1) = (-1, 3) — Sellega al punto Q.
t=0 — (0,4) +(0,0) =(0,4) — Sellegaal punto E.

b) OB = (-7, -3)
(0,4) + £(1,1) = (-7,-3)
0,4) + (1, t) = (-7,-3)

t=-/
t4d+1t)=(-7,-3) —> {4+t=—3 — t=-7

Para llegar al bosquecillo B hay que dara ¢ el valor —7.
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1. Representa los vectores AB y C*Dz siendo A(1, 1), B(-2,7), C(6,0), D(3,6) y ob-

serva que son iguales.

Comprueba que AB = CD hallando sus coordenadas. Calcula su médulo.

B(-2,7)
7 DB, 6)
\A(l, 1)
-2 3 1. d(6,0)

AB =(=2,7)—(1,1) = (=3, 6)
|ﬁ|=«/—3)2+62=«/9+36=«/£=3‘/§
CD =(3,6) - (6,0) = (-3, 6)

|CD|=|AB| = {45 = 3.5

2. Tenemos tres puntos de coordenadas:
A(3’ _1)’ B(4’ 6)’ C(O’ 0)
Halla las coordenadas del punto D para que los vectores AB y CD sean iguales.

Llamamos (4, ) a las coordenadas del punto D.
AB =(4,6)-(3,-1)=(1,7)
CD = (a,6) - (0,0) = (4, b)

Como ATB)=§5 - (1,7) =(a, b)

Las coordenadas del punto D son (1, 7).
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1. a) Representa los vectores u = AB y v = BC, siendo A1, 3), B(4,5) y C(6,-2).
Halla sus coordenadas.

b) Representa u + v y halla sus coordenadas.
¢) Representa 3u, —2u y Ov y halla sus coordenadas.

d) Representa y halla las coordenadas del vector: 3u-—4v

) u=AB=(4,5-(1,3)=(3,2) Bl,5
v=BC =(6,-2)-(4,5)=(2,-7) AP
. \&
b) u (3’ 2) - =
~ e \
;(2’_7) u+v=0>3,2+2,-7)=(5,-5) T AN\
6, 2)
0 3u=3(3,2)=(9,06)
—2u=-2(3,2)=(-6,-4) A
Ou = (0, 0) ARy
» |
B Oy
d)3u—4v=3(3,2)-4(2,-7)=(9,6) - (8,-28) = (1, 34) -
\
\
\
\
\
\\
\
; \
& \
El
\
\
\
\
S
>
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2. Comprueba si cada uno de los siguientes pares de vectores tienen o no la misma direc-
L4
cién:

a) u(3,-1), v(=3,1) b) u(2, -4), v(1,2)
o) u(-2,0), v(4,0) d)u(5,2), v(2,5; 1)
e) u(-2,6), v(-3,1) £) u(0,-1), v(-2,0)
2) _%:‘Tl — Uy v tienen la misma direccién.

b)%:ﬁ% - u y v no tienen la misma direccién.

-

- —> ->
c)v=-2u — u y v tienen la misma direccidn.

=2 -2

55=17 DUy tienen la misma direccién.
b

e) —=#— — u y v no tienen la misma direccién.

2.6
3 1

f) No existe #€ IR talque v=ku — u y v no tienen la misma direccidn.

3. Dados los siguientes vectores:
u(-5,8), v(-41,-10), w(3, 6)
a) Halla las coordenadas de 3u —2v + 10w.

b) Averigua el valor de x e y para que se campla:

— — ->

XU+ YW = v
a) 30— 2v + 10w = 3(=5,8) — 2(~41,-10) + 10 (3, 6) =
= (=15, 24) — (~82, =20) + (30, 60) = (97, 104)
b) xu+ yw=v
x(=5, 8) + y(3, 6) = (41, -10) — (=5x, 8x) + (39, 6)) = (~41, ~10)
—5x +3y=—41| 10x -6y =82 8-4+6y=-10
8x+6y=-10| 8x+Gy=-10 6y = —42
18x =72 y==7
x=4

Por tanto, 4u— 7w =v.
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1. Desde el punto A(8,9) nos movemos en 13 direccién de u (-1, —2) cuatro veces su lon-
gitud. Después, nos movemos el triple de v(2, 1). ;A qué punto llegamos?

<!

N
u

OP = OA + 4u + 3v = (8,9) +4(-1,-2) + 3(2, 1) = (10, 4)

2. Dividimos el segmento de extremos A(1,2) y B(16, 12) en cinco partes iguales. Halla
las coordenadas de los cuatro puntos de separacién.

B
v

A
AB = OB — OA =(16,12) - (1, 2) = (15, 10)

a’)=a+ﬁ=a+%ﬁ=(1,2)+(3>2)=(4>4)
0Q=0P+PQ=0P+1 4B =(4,4)+(,2)= (7.6
ﬁ:TQ+%E=(7,6)+(3,2)=(10»8)

ﬁ:ﬁl%ﬁ:(lo,sn@,z):(ls, 10)

0]

Las coordenadas de P son (4, 4); lasde Q, (7, 6); lasde R, (10, 8),ylasde S, (13, 10).
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1. Halla las coordenadas del punto medio de cada segmento:

a)A(-2,5), B(4,1)
b)C(7,-3), D(-5,1)
<) EQ1,4), F(7,2)
d)G(-3,5), H(4,0)

N M<_22+4, 5;1) S M@,3)

7+ (- 5) —3+1
2

b) M ) — M(@1,-1)

2

3+4 5+0 1 5
)*M%ﬁ

[
<) M<1+7 * ) - M(4,3)
5

d) M

2. Halla las coordenadas del punto simétrico de A respecto de P en los siguientes casos:

a)A(4,-1), P(-7,2)
b)A (2, 4), P(5,-1)

a) Llamamos A'(x, y) al punto simétrico de A respecto de P. El punto P serd el punto

medio del segmento de extremos A y A"

FeAEE 5 ldedix o x=18
2=_12+y — 4=—l+y > y=5

b) A'(x, y)
5=2§x 5 10=2+x — x=8
—1=4;y > 2-41y > y=-6

Las coordenadas de A’ son (-18, 5).

Las coordenadas de A’ son (8, —0).
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1. Comprueba silos puntos R(2,7), $(5,-1) y T(15,-25) estdn alineados.

RS -(5-2,-1-7)-(3,8 3.8 7% ldoa RT
= 3.8 i r
ST =(15-5,-25+1)=(10,-24)| 10 ~ 24 o es paralelo a

Los tres puntos, R, S y 7, no estdn alineados.

2. Averigua el valor de 2 para que los puntos R(2,7), §(5,-1) y Q(a,—25) estén alinea-
dos.

RS =(3,-8)
SQ =(a—5,-24)

Paraque R, S y Q estén alineados, se ha de cumplir que:

3 -8 3 1 - _
=54 - o573 — a4—5=9 — Luego, a=14.

3. Averigua qué relacién deben cumplir x e y paraque 4(0,1), B(2,5) y P(x,y) estén
alineados.

AB=(2-0,5-1)=(2,4)
ﬁz(x—o,y—l)z(x,y—l)

Para que P esté alineado con A y B:

izyfl — 2(y—1)=4x > y—-1=2x = y=2x+1

La relacién buscada entre x e y es y=2x+ 1.

4. Averigua el valor de ¢ para que los puntos A(1, 2), B(7,-11) y C(z, 2¢t) estén alinea-
dos.
AB =(7-1,-11-2) = (6, -13)
AC =(¢—1,2¢ - 2)

A, By C estardn alineados si:

b 6(r-2)=-13(-1) 5 120-12=-13r+13 > 25r=25 - r=1
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1. Escribe las ecuaciones vectorial, paramétricas, en forma continua y explicita de las rectas
que pasan por:

a)M(-2,1), N(4,5)
b) P(0,0), Q(3,-2)
o R(2,5), $(8,5)
d)7(-21), U-2,-2)
a) M(-2,1)
N(4,5)
ECUACION VECTORIAL:
OX = OM +tv
(xy)=(=2,1) +2£(3,2)

ECUACIONES PARAMETRICAS:

} — MN(@6,4) — ;(3, 2) es un vector direccién.

x=-2+3t
{ y=1+2¢
ECUACION CONTINUA:
x+2 _ y-1
3 2
ECUACION EXPLICITA: Despejando y en la ecuacién anterior:
b) P(0,0) — .
Q6, _2); — PQ(3,-2) — v(3,-2) esun vector direccién.
ECUACION VECTORIAL:
OX =0P +tv

(xy) =(0,0) +£(3,-2)
ECUACIONES PARAMETRICAS:
x=0+3¢ x =3t
%
y=0-2¢ y==2t
ECUACION CONTINUA:
x—Ozy_O
3 -2
ECUACION EXPLICITA: Despejando y en la ecuacién anterior:

ye2
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c) R(2,5)
S(8,5)

} - ES)(G, 0) — ;(1, 0) es un vector direccién.
ECUACION VECTORIAL:
OX = OR + v
(xy) =(2,5) +(1,0)
ECUACIONES PARAMETRICAS:
x=2+1t x=2+t
L/=5+Ot - {y=5
ECUACION CONTINUA:

x—2_}’_5

1 0

ECUACION EXPLICITA:
y=5

d) 7T(=2,1)

U(-2, _2)} — TU(0,-3) — v(0,1) esun vector direccion.

ECUACION VECTORIAL:
OX = OT +w
(xy)=(2,1)+£(0, 1)
ECUACIONES PARAMETRICAS:
x=-2+0¢ =-2
|y=1+1t - {y=1+t
ECUACION CONTINUA:

x+2 _J-1
0 1

ECUACION EXPLICITA:

x==2
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1. Halla la ecuacién de la recta que pasa por:
a) A(1, 3), B(5,5)
b)A(1, 6), B(8,-2)

a) Un vector direccién es AB (4, 2); otro vector direccién es d(2, 1).
La pendiente es: m = %
La ecuacion es:

N S 1.5
y—3—2(x 1)—>y—2x 7

b) E(Z —8) es un vector direccién — m = %

La ecuacién serd:

2. Halla la ecuacién de la recta que pasa por (7, —5) y tiene por vector direccién (7, —4).

d(7,-4) - la pendiente es: m = _4

7

La ecuacioén es:

__ 4. _ __ 4.
y+5= 7(x 7) = y= 7x 1

3. Halla la recta paralelaa 5x— 6y + 14 = 0 que pasa por (0, -3).

La pendiente de la recta 5x— 6y + 14 =0 es el coeficiente de la x cuando la y estd despejada:

S0, 14 -2
y=gxtg T m=¢
Por ser la recta pedida paralelaa 5x— 6y + 14 = 0, la pendiente es la misma: m = %
Asi: y=-3+ %x

4. Halla la recta paralelaa 5y — 10 = 0 que pasa por (2, 4).
Larecta 59— 10 =0 es una recta paralela al eje X, luego 7 = 0.

La recta que pasa por (2, 4) y tiene pendiente 72 =0 es y= 4.

10



Unidad 8. Geometria analitica
Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

Pagina 175

5. Da tres vectores perpendiculares a (-6, 1).

Tres vectores perpendiculares a (-6, 1) son: (1, 6), (2, 12) y (3, 18).

6. Halla la ecuacién de la recta que pasa por P(2,-5) y es perpendicular al vector v (5, 7).
El vector (-7, 5) es perpendicular a v ¥, por tanto, es un vector direccién de la recta buscada:

__> e _ D __5,._ 25
m = 7 y=-5 7(x 2) >y 7x 7

7. La recta r pasa por (3, 0), y la recta s, por (-5, 3). Ambas son perpendiculares a
4x+2y-7=0.
Halla sus ecuaciones.

Pendiente de la recta 4x + 2y—7 = 0:

)/:—2x+Z — my=-2

2
Pendiente de 7 = pendiente de s:
__ 1 _1
"= my 2

Ecuacién de
S _1. .3
y—z(x 3) — yEax =
Ecuacién de s:
1 11

_3, L 1, 11
y—3+2(x+5) = y=5x+

1l
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1.
r:5x-7=0
s:3+4y=0
r:5x=7=0 — x=%

Vectores paralelos: (0, 1), (0, 2), (0, -2)
Vectores perpendiculares: (1, 0), (2, 0), (-2, 0)
3

4

Vectores paralelos: (1, 0),

s:3+4y=0 = y=—

1, 0), (=2, 0)

(_
Vectores perpendiculares: (0, 1), (0, -1), (0, -2)

lela al eje Y.
P(-4,2)
r:y=2 — Recta paralela al eje X

s:x=-4 — Recta paralela al eje ¥

Representa r y s y da tres vectores paralelos y tres perpendiculares a cada una de ellas:

- Representa dos rectas que pasen por el punto (-4, 2), una paralela al eje X y otra para-

. Las rectas 7 y s pasan por el punto (5, -3). Larecta » es paralelaa 5y+17=0, y s es

perpendicular a ella. Representa 7 y s y da sus ecuaciones.

Representamos la recta 59+17=0 — y=— 157

* 7 es una recta paralelaa y=— 17

5

Su ecuacién es y = 3.

* 5 es una recta perpendiculara y=—

y a partir de ella, representamos 7 y s.

que pasa por (5, -3).

(paralela al eje Y) que pasa por (5, -3).

5
Su ecuacién es x = 5.
Y s
112131413 X
—1
=2
17
—4 -1
TS

12
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4. Halla la ecuacién de la recta paralela al eje X que corte alarecta 2x—3y =5 en el punto
de abscisa x = 1.

* La recta pedida, 7, es paralela al eje de abscisas, luego su ecuacién es de la forma 7: y = .

e 7 cortaalarecta s: 2x— 3y =75 en el punto de abscisa x =1 — el punto de corte es la
solucién del sistema.

2x—=3y=5

x=1

} — 2-3y=5 > y=-1 - P(1,-)er

* Tenemos, pues, que:

ry=*k .
P(,-er —7)77
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1. Dila posicién relativa de estos pares de rectas:

a)r:8x+2y—-14=0 b)r:3x-2y-14=0
s:5x—-y-20=0 s: pasa por (1, -2) y por (10, 1).
¢) r: pasa por (-1,4) y (7, -2). d)7r: pasa por (2,-1)y (8, 2).
s:3x+4y=0 s: su pendiente es 1/2 y pasa por (0, —2).

a) :8x+2y—-14=0 4x+y— 7=0
s:5x— y—20=0| 5x-y-20=0
9x -27=0 5> x=3
4.3+y-7=0 = y=-5

Las rectas 7 y s se cortan en el punto (3, -5).

b) Veamos cudl es la ecuacién de s:

Un vector direccién de s es (9, 3) // (3, 1). Su pendiente es, por tanto, m =

VI S S 1,7 —3y_7-
sty = 2+3(x ) -y X3 % 3y-7=0

?.

Resolvemos el sistema:
r:3x—2y-14=0 3x—2y—14=0
s: x=3y— 7=0| 3x+9y+21=0
7y+ 7=0 = y=-1
3x—2-(-1)-14=0 > 3x-12=0 > x=4

Las rectas 7 y s se cortan en el punto (4, —1).

c) Buscamos la ecuacién de 7:

Un vector direccién es (8, —6) // (4, —3). Su pendiente es, por tanto, 7 = — %

yo 43 __ 3,13 —13-
riy=4 4(x+l)—>)/_ A — 3x+4y-13=0

Resolvemos el sistema:
r:3x+4y—13=0| 3x+4y-13=0
5:3x + 4y =0| 3x—4y =0
—-13 =0 — Contradiccién.

Las rectas 7 y s no tienen ningiin punto en comun. Son paralelas, ya que tienen la misma

pendiente, —3/4, pero distinta ordenada en el origen, 13/4 y 0.
d) Ecuacién de r:

Un vector direccién es (6, 3) // (2, 1). Su pendiente es m = %
riy= —1+%(x—2) - y=%x—2 - x-2y-4=0
Ecuacién de s:

y:%x—Z — 2y=x—-4 = x—-2y—4=0 = r y s sonla misma recta.

14
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1. Halla la distancia entre A y B.
a)A(-7,4), B(6, 4) b)A(3, 4), B(3,9)
) A(-5,11), B(0,-1) d)A(4,-6), B(7,4)

a) dist (A, B) = |[AB|={(6+7)2+ (4 - 42 =13

b) dist (A, B) = [AB|={(3-3)2+(9-4)2 =5

o) dist (A, B) = |AB| = (0 +5)2 + (-1 -11)2 = /52 +122 =13

d)dist (A, B) = [AB| = (7 = 4)% + (4 + 6)2 = 109 = 10,4

2. Aplica la férmula de Herén para hallar el drea del tridngulo de vértices A(-5, -2),
B(7,3), C(4,7).

Calculamos primero la medida de cada lado:
a=dist (B,C)=|BC|=4(-3)2+42=5

b= dist (A, C) =|AC| =492 +92 =92

¢ = dist (A, B) =|AB| =122 +52=13

50902218 g, 9

Semiperimetro del tridngulo: p = 7

Area=Jp-(p—a)-(p—b)-(p -0 =

33639 )
oS- fo-
SBLA 9T 515

3. Calcula el valor de ¢ para que el punto A(10, ¢) diste 13 unidades del punto B(-2, 5).

dist (A, B) =|AB| = (-2 =10)2 + (5- 02 = 13 — 144+ 25 + ¢>—10c = 169
210020 < =1 Hay dos soluci . A(10,0), A'(10, 10)
c“—10c = <c=10 ay dos soluciones: , 0), R

4. Calcula el valor de a para que el punto P(a, 7) esté a 10 unidades de distancia de
QG5 1).

dist (P, Q) =|PQ|={(5- 2% +(=6)2 =10 — 25+ 4% —10a+ 36 =100 —> 2>~ 102—39=0

13
. 10 + y100 + 156 _ 10;16 =< 3} Hay dos soluciones: P(13,7), P'(-3,7)

2

15
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1. Escribe, en cada caso, la ecuacién de la circunferencia:
a)C(7,1), r=5
b) C(-2, 4), r=12
Q) (x=7)2+(p=1)2=25 > x*+y? —14x -2y +25=0

b)(x+2)2+(y—4)2=144 — x?+ y* +4x -8y —124=0

2. Di el centro y el radio de las circunferencias siguientes:
a)(x-3)2+ (y-5)*=25
b)(x+2)%+y%*=1
a) Centro (3, 5). Radio, 5.
b) Centro (=2, 0). Radio, 1.

3. Una circunferencia de radio 7 = Y45 tiene su centro en el punto C(4,9). ;Pertenecen los
puntos A(-2,6) y B(8,2) a esta circunferencia?

Ecuacién de la circunferencia: (x —4)? + (y — 9)? = 45
A(=2,6) = (=6)? +(=3)2 =36 + 9 = 45. Si pertenece.
B(8,2) — 4%+ (=7)2=16+49 =65 = 45. No pertenece.

4. Halla la ecuacién de la circunferencia de centro C(4,-2) que pasa por P(5,7).

El radio de la circunferencia es la distancia entre C y P.

Radio = {(5-4)2+(7+2)2 =82

Ecuacién de la circunferencia:

(x—4)2+()/+2)2=82 — x2+y2—8x+4y—62=0
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En el tridngulo cuyos vértices son A(0, 4), B(3,0) y C(-3,-2), halla las ecua-
ciones de la mediatriz del lado BC y de la altura que parte de A.

MEDIATRIZ DEL LADO BC:

La mediatriz 7 es perpendicular a BC en su punto medio.

¢ Punto medio de BC:

M<3+(—3)’ 0+(—2)> — M(0,-1)

2 2
« BC (-6, -2):
La pendiente de BC es m = _—é:%

La pendiente de la mediatriz 7 es m'=-3.

* La mediatriz » del lado BC es, por tanto, la recta que pasa por el punto M (0, —1) y cuya
pendiente es 7m'=—3:

riy=—-1-3(x-0) = riy=-3x—1 = r:3x+y+1=0
ALTURA QUE PARTE DE A:
La altura h pasa por A y es perpendicular al lado BC.

* Como h es perpendicular al lado BC, sabemos por el apartado anterior que su pendiente es
m=-3.

* A(0,4) € h

Pendiente 7 = -3

} — hiy=4-3(x-0) > h:y=-3x+4 - h:3x+y-4=0

A

B

c \
A\

Halla el punto simétrico de A (1, 1) respecto de larecta s:x—2y—4=0.

El punto simétrico de A respectoa s, A, es el punto simétrico de A respecto de un punto A,
que es el punto de corte de s con la recta perpendicular a s que pasa por A.

\

X

17
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* Determinamos, en primer lugar, la ecuacién de la recta 7, perpendiculara s que pasa por A.

six—2y—4=0 — s:y=%x—2 - ms=% - m,=-2

A(l,1)e r

m,=—2

} = riy=1-2(x-1) = riy=-2x+3 = r:2x+y-3=0
* Hallamos el punto de corte de s y 7:
six—2y—4=0 Mo 1
- ,—
r:2x+y—-3=0 ( )

* El punto M es el punto medio entre A(1, 1) y A'(x, y), siendo A" el punto simétrico de A
respecto a s:

A(1,1) . o3
Ay - (5 ;y>=(2,—1> - {y=_3
M2,-1)

Por tanto, el punto buscado es A'(3, -3).

Halla la ecuacién de la circunferencia que tiene el mismo centro que:
x> +y?+6x—4y-3=0
y que pasa por el punto (1, -2).

Tenemos que hallar la ecuacién de la circunferencia que tiene el mismo centro que
c:x?+ 9%+ 6x—4y—3 =0 yque pasa por el punto P(1,-2).

* Para hallar el centro de ¢ debemos expresarla de la forma:
(x—a)?+(y-b)=r?
cix? 4yl +6x—4y-3=0 = c:x?+6x+9+y?—4y+4=-3+9+4 —
— i (x+3)2+(y-2)%=16
El centro y el radio de ¢ son:
Centro —» C(=3,2); Radio —» r=4
La circunferencia que buscamos, ¢/, tiene centro C(-3, 2).
e Centrode ¢’ — C(-3,2)
P(1,-2)e ¢
Elradiode ¢’ es r=dist (P, C) — r'= |]TC>| = \/m =432
* La circunferencia que buscamos es:

¢t (x+3)%+ (y—2)%=32
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Practica

1. «T1El cuadrilitero ABCD es un rombo,y M, N, P y Q, los puntos medios de sus
lados.

C
N P
B 0 D
M Q
A

Indica si los siguientes pares de vectores tienen el mismo médulo y/o la misma direc-
ci6én y sentido:

a) AB y CD b) BN y AQ
o NC y CP d)AM y DC

a) AB y CD tienen el mismo médulo y la misma direccién pero sentido contrario.
b) BN y AQ tienen el mismo mddulo, la misma direccién y el mismo sentido.
) NC y CP tienen el mismo mddulo pero distinta direccién y sentido.

d) AM y DC tienen la misma direccién y el mismo sentido pero distinto médulo.

2. «7] Observa la figura del ejercicio anterior y sustituye en tu cuaderno los puntos sus-
pensivos por un nimero para que los vectores sean iguales.

a) AC =... AO b)OC =... 04
o AQ =... CB d)AD = ... NB
a) AC =240 b) OC =-0A4

9 AQ --+ CB d) AD = -2NB

3. «7] Completa en tu cuaderno, con las letras que faltan, cada una de las siguientes sumas
de vectores de la figura del ejercicio 1:

a) AB + BC = A... b) AD + AB - ...
0 2AM + BO = ... d)%ﬁ—@:f
a) AB + BC = AC b) AD + AB = AC
0 240 + 50 - 40 & LAC OB - B

19
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4. « 71 Dados los puntos 4(-2,0), B(4,0), C(5,1) y D (-3, 2), hallalas coordenadas de
los vectores E, B—C), CD y AD. Calcula, también, sus médulos.

AB=(4,0) = (-2,0) = (6,0) y |AB| = V6> +02=36=6
BC=(,1)-(40=(1,1) y |BC|=17+12=2
CD=(-3,2)-(51)= (-8, 1) y |CD| = {(-8)% +12 = 65
AD = (-3,2) - (-2,0) = (-1,2) y [AD|={(-1)2+2%= 5
5. a7l Con origen en el punto A(3, -3), dibuja los vectores AB(-3,2), AC(5,1) y
AD (1/2,—4). ;Cudles serdn las coordenadas de los puntos B, C y D?
AB =B-A — B=(-3,2)+(3,-3) = (0, -1) 3 8
C=(51)+(3,-3)=(8,-2) ¢

D- (; —4) +(3,-3) = <; —7)

-

6. «7] a) Di cudles son las coordenadas de los vectores u y v.
\ﬁA Iﬁ
v

. . — — — — — — 1 — — .
b) Dibuja los vectores u+v; u—v; —u+v; Su+ 2v y di cudles son sus coordenadas.

> > -

c) Halla el médulo de ;, v, u+v y u-v.

a) u(4,-2) y v(0,3)

—>

b) u+v

(=3
|
<V
|
[on
+
<
l\)\»—‘
(=R
+
N
<V

=5
T

L1
(=¥

2v

Cii 7
<!
sl
|
<\
|
<t
<!
|
=8
|
<l
Do | —
(=18
-
.
<l
T

o=
=1

u+v=>4-2+073)=41)
u—v=(4-2-(0,3)=4,-5)
—U+v =42 +(03)=(4,5)

L 2y -2 +0,6)=025)

o lu]= {42+ (2)2=y20-25
[v]=402+32=3
[0 +v|=y42+12=17
-] =42+ (=5)2 = /41

\S]

20
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7. «7] Comprueba, sin representarlos, si los siguientes pares de vectores tienen la misma

direccién:

a) u(6, -3), v(-2, 1)
b)u(s, 3), v(4,2)

o u(10, 1), v(5,2)
d) u(-4, 0), v(9, 0)

- -

a) —2=T3 — u y v tienen la misma direccién.
- -

#= — u y v no tienen la misma direccidn.

— u y v no tienen la misma direccién.

2
d)u=- %V > u y v tienen la misma direccién.

8. a1 Dados los vectores u(l,3), v(=2,5) y w(=1,-3), efecttia estas operaciones:

Au+v+w bu-—v-w )—2u+v-2w
- 1z 1— 1- - -
d)—3u+5v ) g f) g - w+u
Au+rv+w=01,3+(2,5+(1,-3)=1-2-1,3+5-3)=(=2,5)
Du-v-w=(1,3)-(25-(1,-3)=(1+2+1,3-5+3)=(4, 1)

)2u+v-2w=(2,-6)+(2,5-(2,-6)=(2-2+2,-6+5+6) = (=2, 5)

Tl _ (3 _ 1.9V (3_1 9.2 (4 _13
d)—3u+7v—(3, 9)+<1, >_<3 1, 9+2>_< 4, 2)

20+19-(2 L) (2-oL o)L
0 Zin 15 (22)e(Lot)- (2 Laca)- (1)

3—7v+ﬁ=<2,—1> (-1,-3)+(1,3) = <—+1+1 1+3+3) (152 5)

9. « 7] Representa en unos ejes coordenados los vectores que verifican las siguientes condi-

ciones:

a) Su origen es P(-2, 3) y su extremo, Q(1,-4).
b) Su origen es M (0, 4) y sus coordenadas, (3, 5).
¢) Su extremo es B(5, 0) y sus coordenadas, (4, 4).

a) N

IR
PQ=(3,-7) \

21
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b) N
M(0, 4)
N(x, y) — (x-0,y-4)=(3,5 —
5 MNG,5)
x=3 x=3 N
— y_d=s - =9 — N(3,9)
c)
; Alx, )
B(5,0) { > 5-x0-y =44 —
/ AB(4, 4)
A 5-x=4 x=1 AL 4
- -4 — y=—4% (1,-4)
« ] a) Representa los puntos A(-3,0), B(0,4), C(4,4) y D(1,0) y halla los puntos

medios de AC y de BD.
b)Halla las coordenadas de AB y DC y comprueba que son las mismas.
a)

b) AB = (0 + 3, 4) = (3, 4)

AB Coincid
DC=(4—1,4—0)=(3,4)} ohelden

« | Calcula las coordenadas de los puntos medios de los la-

dos y de las diagonales del cuadrilitero ABCD. 4
A4, 6), B(=2,3), C(-4,-4), D(5,-2) B
Por tanto:
. (4=2 6+3) ({9
Punto medio del lado AB: < T ) = (1, 2) L/\D
. (=2-4 3-4)\_ (5 -1 ¢
Punto medio del lado BC: ( 75 ) = <—3, 5 )

Punto medio del lado CD: <_4 + 3 , —4-2

Punto medio del lado AD: (4 +5 , ﬂ) =

2 2
. . C(—=2+5 3-2) (3 1
Punto medio de la diagonal BD: ( 7 > = (2 ) 2)

Punto medio de la diagonal AC: (42;4, %) =(0,1)

22
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«1]Si M(-3,5) es el punto medio del segmento AB, halla el punto B en cada uno de
los siguientes casos:

a)A(-1,5) b)A (6, -4) ) A(-4,-7)

a) <_12+x) 5;)’)=(_3’ 5) — x=-5; )/=5 — B(—S, 5)

b)<6;x, ‘4;7):(_3, 5) = x=-12; y=14 — B(-12, 14)

J (‘42+ X _72+ y) =(-3,5) = x=-2; y=17 — B(-2,17)
« | Halla, en cada caso, el punto simétrico de A(-3,-5) respecto de:

a) P(-2,0) b) Q(2,-3) c 0(0,0)
A'(x, y) es el punto buscado.

a) P(-2, 0) es el punto medio del segmento de extremos A y A"

X=3 ) 5 x—3-—4 5 x=-1
YIS
272 ’ y—S_O _s
T_ - y =
Luego: A'(-1,5)
b) Q(2,-3)
xf =2 > x-3=4 > x=7
A'(7’_1)
)/2—5=—3 — y-5=-6 = y=-1
c) 0(0,0)
XEB =0 - x-3=0 - x=3
A'(3,5)
-5
yT=O - y-5=0 = y=5

o 1] Comprueba, en cada caso, si los puntos dados estdn alineados:
a)A(1,2), B(4,3), C(19,8)

b) P(-2,-3), Q(2,0), R(-26,-21)

o) M(-4,3), N(3,4), P(6,5)

a) @(3,1) 31 — .
— —== —> AB// BC — A, By C estdn alineados.
BC(15,5) 15 5
b ])—> 4)3 g e
)a%((—Z&)—Zl) _g—8=% — PQ /I QR — P, Q y R estdn alineados.
c) MN(7,1)

ﬁ@ D } %::% — M, N y P no estdn alineados.

23
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15. « 7] Escribe, en cada caso, las ecuaciones vectorial, paramétricas, en forma continua y
explicita de las rectas que pasan por el punto P (-4, 3) y tienen como vector direccién:

a) d(2,-1)
b)d(-1,-3)
) d(2,0)
a) P(-4,3) d(2,-1)
ECUACION VECTORIAL: OX=0P+¢-d

(x, y) = (-4, 3) +£(2,-1)

) x=—4+2t
ECUACIONES PARAMETRICAS:
y=3-1¢

. -3
ECUACION CONTINUA: X 5 4_ y—l
ECUACION EXPLICITA: y = —%x +1

b)P(-4,3) d(-1,-3)

ECUACION VECTORIAL: OX=0P +¢t-d

(x, y) = (-4, 3) +t(-1,-3)

) x=—4-—1
ECUACIONES PARAMETRICAS:
y=3-3¢
, -3
ECUACION CONTINUA: % = y—S
ECUACION EXPLICITA: y=3x+15
o P(-4,3) d(2,0)
ECUACION VECTORIAL: OX =0P +¢t-d

(x, y) = (-4, 3) + (2, 0)
{x=—4+2t {x=—4+2t

ECUACIONES PARAMETRICAS:

y=3+0¢ y=3
-3
ECUACION CONTINUA: x+4 _ V=2
2 0
ECUACION EXPLICITA: y=3

24
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16. «7] Da, en cada caso, un vector direccién y escribe las ecuaciones vectorial, paramétri-
cas, en forma continua y explicita de las rectas que pasan por A y B:

a)A(-1,0), B(0,3)
b)A (0, -2), B(5,-2)
0 A(-2,3), B(4,-1)
d)A(3,-1), B(3,5)

a) A(-1,0)

B(0, 3) } E(l’& - ;(1:3) vector direccién

ECUACION VECTORIAL: OX =0A +tv

(x, y) = (=1, 0) + £(1, 3)

x=—1+t
ECUACIONES PARAMETRICAS:
y=0+3z
-0
ECUACION CONTINUA: X Il _J 3
ECUACION EXPLICITA: y=3x+3
b) A(0,-2)| —. .
B(5.-2) AB(5,0) — v(1,0) vector direccién
ECUACION VECTORIAL: 55 = @ + t;
(X,)/) = (05 _2) + t(l, O)
x=0+1¢ x=t
ECUACIONES PARAMETRICAS: -
y=-2+0¢ =-2
2
ECUACION CONTINUA: X ; 0_J (J;
ECUACION EXPLICITA: y=-2
DACLI| w64 S 36.-2) direccié
s T % y T
B, 1) v vector direccién

ECUACION VECTORIAL: OX =0A +tv

(%, 9) =(=2,3) +£(3,-2)

x==2+3t
ECUACIONES PARAMETRICAS:
y=3-2t
-3
ECUACION CONTINUA: x+2 V72
3 -2
. , ) 2 5
ECUACION EXPLICITA: y=-3x+3

25
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A3, 1) AB(0,6) — v(0,1) direccié
> — s t
BG.5) v vector direccién
ECUACION VECTORIAL: 5() = E‘l) + t;
(X,_)/) = (3) _1) + t((), 1)
x=3+0¢ x=3
ECUACIONES PARAMETRICAS: -
y=—1+1¢ y=—1+¢
_ 1
ECUACION CONTINUA: X 0 3_J I
ECUACION EXPLICITA: x=3

17. 1] Escribe las ecuaciones paramétricas y explicita de las rectas 7, s y 2.

* Recta 7: ;
A0,2)e r . R i
B2, 1)er — ABQ2,-1)/Ir = v(2,-1) vector direccién
x=2+2t
ECUACIONES PARAMETRICAS:
y=1-¢

ECUACION EXPLICITA:

B2,1)e r

- yzl—%(x—Z) - y=—%x+2

;(2, —1) vector direcciébn — m = —%

* Recta s: Recta paralela al eje de abscisas — v (1, 0) vector direccidn.

P0,3) € s }

;(1, 0) vector direccién
ECUACIONES PARAMETRICAS:
{x =t
y=3
ECUACION EXPLICITA:
s es una recta paralela al eje de abscisas, luego su ecuacién explicita es de la forma y = 4:

P0,3)es > y=3

* Recta 7 Recta paralela al eje de ordenadas — ;(O, 1) vector direccidn.

Q(-1,0) € ¢ }

v (0, 1) vector direccién
ECUACIONES PARAMETRICAS:
=-1
y=t
ECUACION EXPLICITA:

x=-1
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18. «1] Da un vector direccién y un punto de cada recta, y escribe sus ecuaciones continuas:

x=-1+2t
2 y= -3t
x=
b){y=1—5t
.o a2y x+1 _ )
a) P(-1,0); v(2,-3); =3
b) P(0, 1); v(1,-5); %%

19. «1] Escribe la ecuacién explicita de cada una de las rectas siguientes y da, en cada caso,
un vector direccién y la pendiente:

x-3 Jy+1
) 5=

x=2—t
b){y=1+3t

a) P(3,-1) e r

;(2, 3) vector direccién — m = % (pendiente)

- T S VN _3, 11

Ecuacién explicita: y= -1+ > (x=3) = y= ¥ =5
b)P2,1) e r

;(—l, 3) vector direccién — m = —il = -3 (pendiente)

Ecuacién explicita: y=1-3(x—2) = y=-3x+7

20.« 7 Halla dos puntos de cada una de las siguientes rectas y utilizalos para dar un vector
direccién en cada caso:

a)y=2x-3
b)y=3
)x-2y+1=0
a)riy=2x-3
P(0,-3) € r .
Q(1,-1)e r} — PQ(1,2) vector direccién de 7
b)riy=3
P(0,3)e r
Q(1,3)e r
Jrix—2y+1=0

P(_I)O)GV P_>2 d 3 d
Q(L,L)er — PQ(2,1) vector direccién de r

} - @(1,0) vector direccién de 7
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21. « 1 Escribe la ecuacién de las siguientes rectas y da, en cada caso, un vector direccién:

a) Pasa por (-4, 2) y su pendiente es %

b) Pasa por (1, 3) y su pendiente es 2.
c) Pasa por (5, -1) y su pendiente es 0.

a) P(-4,2) e r

} — y=2+%(x+4) — )/=2+%x+2 —

m= % pendiente

— Ecuacién explicita: y = %x +4

Vector direccién: ;(2, 1)

b) P(1,3) e r

m =-2 pendiente

; — y=3-2(x-1) = y=3-2x+2 >

— Ecuacién explicita: y=-2x+5
Vector direccién: v(1, =2)

c) P(5,-1)er

m =0 pendiente

} — y=-1+0(x-5) > y=-1
Vector direccidn: ;(1, 0)

22. «1] Halla la ecuacién de las siguientes rectas:
a) Paralelaa y = —2x + 3 y pasa por (4, 5).
b)Paralelaa 2x—4y + 3 = 0 y pasa por (4, 0).
c) Paralelaa 3x+2y—6 =0 y pasa por (0, -3).
a)m=-2; y=5-2(x—4)

D S S N
b)m—z,}/—0+2(x 4) — y_z(x 4)

__ 3. a3 __3_
c)m= 2= 3 2(x 0) - y=-3

3
5%

23. « 1] Escribe, en gada caso, la ecuacién de la recta que pasa por P(3, -2) y es perpendi-
cular al vector v:
a) v(2,1) b) v (=5, 4) ) v(-1, 0)
v =(-1,2); m=-2 y=-2-2(x-3) = 2x+y—4=0
b);' =(4,5); m= %; y==2+ %(x—3) — 5x—4y-23=0

c) v' =(0,-1); no tiene pendiente; ecuacién: x =3
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24. a1 Escribe la ecuacién de la recta perpendicular a 7 y que pasa por el punto P en los
siguientes casos:

a)r:y=-2x+3; P(-3,2)
b)r:3x-2y+1=0; P(4,-1)
or:x=3; P(0,4)

1
2

a) m=—; y=2+%(x+3)

2 2
b)m = 3 )= 1 3(x 4)
oy=4

25. a1] Halla el punto de intersecciéon de las rectas 7 y s en los casos siguientes:

a {T:Sx—5y+17=0 b){r:3x—2y+9=0

s:7x+3y-63=0 stx—2y+5=0

a) 3x — 5y=-17 9x —15y =-51
7x + 3y =063 35x +15y =315

44x =264 > x=6
7:-6+3y=063 = 3y=21 — y=7
7y s secortan en el punto P(6, 7).

b)3x-2y+9=0 3x —=2y+9=0
x—2y+5=0 —x+2y—-5=0

2x +4=0 > x=-2

3-(2)-2y+9=0 - 6-2y+9=0 — 2y=3 %y=%

7y s se cortan en el punto Q<—2, %)

26. a7 Representa las rectas 3x + 6 =0 y 2y—5 =0 y halla su punto de interseccién.

3x+6=0 — x=-2 recta paralela al ¢je ¥’

2y-5=0 = y= % recta paralela al eje X

Punto de interseccién: (—2, %)

x =2
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27. « 1] Calcula, en cada caso, la distancia entre P y Q:
a) P(3,5), Q(3,-7)
b) P(-8, 3), Q(-6,1)
c) P(0,-3), Q(-5,1)
d) P(-3,0), Q(15,0)

2) dist (P, Q) = |PQ| = {3-3)2+ (7 =57 =122 =12
b)dist (P, Q) = V(-6 +8)2+ (1-3)2 =4+ 4 =8 =22
o) dist (P, Q) = J(=5)%2 + (1+3)2 =425+ 16 = /41
d)dist (P, Q) = (15 +3)% =182 =18

28. « 71 a) Halla el punto medio del segmento de extremos A(-2, 0) y B(6, 4).

b) Comprueba que la distancia del punto medio a cada uno de los extremos es la misma.

2) M = (%W 0%4) - (2,2)

b) dist (A, M) = |AM | = (2 +2)2 +22= /16 + 4 = 20

dist (B, M) =|BM|={2-6)2+(2-4)2=/16+4 =420

29. s} Comprueba que el tridngulo de vértices A(-1, 0), B(3,2) y C(7, 4) es isosceles.
:Cudles son los lados iguales?

Un tridngulo es is6sceles cuando dos de sus lados miden lo mismo.

Calculamos, pues, |E|, |R| y |B_Cf|

|E|=«/(3+1)2+22=\/16+4=m
|AC|= (7 +1)2 + 42 = J64 +16 = {80 |AB|=|BC)|
IBC|=y(7-3)2+(4-2)2=16+4 =420

El tridngulo de vértices A, B 'y C es isdsceles.

30.«7] Comprueba, mediante el teorema de Pitdgoras, que el tridngulo de vértices
A(-2,-1), B(3,1) y C(1, 6) es rectingulo.

A(=2,-1), B(3,1), C(1,6):

|AB =5 m |E|2 + |B—C)|2 = |R|2 por Pitdgoras:
|AC| - \/32 =58 | (/29)%+(29)2 = (/58)>

== J4+25=29| 29+29=58

El tridngulo de vértices A, B y C es rectingulo.
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31. «1] Escribe la ecuacién de la circunferencia de centro C y radio 7:
a) C(4,-3), r=3
b) C(0,5), r=6
) C(6,0), r=2
d) C(0,0), »=5
a) C(4,-3), r=3
(x—4)2+(x+3)2=9 > x> -8x+16+92+6y+9=9 > x?+y? - 8x+6y+16=0
b) C(0,5), r=6
(x=0)2+(=52=36 = x2+y>—10y+25=36 = x2+y>—10y—11=0
) C(6,0), r=2
(x=6)2+y2=4 > x> —12x+36+9y*=4 - x2+y* - 12x+32=0
d) C(0,0), =5
x2+92=25 - x?+92-25=0

32. 11 Di cudles son el centro y el radio de las circunferencias siguientes:
a)(x-2)%+(y+3)*=16
b) (x+ 1)% + y% = 81
ox*+y*=10
a) C(2,-3), r=4
b)C(-1,0), r=9
) C(0,0), r=410
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Aplica lo aprendido

33.

34.

35. «T]

« ] A partir del punto P(1, 3), trazamos el vector 2u+ v wy llegamos al punto Q.
Averigua las coordenadas de Q si conocemos u u2,1), v(3,-1) y W(2 3).

)
1

20+ v-w=22,1)+G,-1)=(2,3) = (42) + 3,—1) + (-2,-3) = (5,-2)
FQ) = (5: _2)
Q=(5,-2)+(1,3)=(6,1)

«T]a) Representa los vectores u=2x+y+z y v=-x+4y—2z siendo x(2, 2),
y(3,0) y z(1,-2).

b)Halla las coordenadas de u y v. ;Son iguales?
a)

- —
y V] _—

L —
u

b u=2x+y+2=2(22)+3,0)+(1,-2)=(8,2) .
vex+dy—27--(2,2)+46,0-2(1,-2)-@8, 2] " "

a) ;Cudles de los siguientes vectores tienen la misma direccién?

13,2 u(2,3) 3(%%) w (6, —4)

b) Calcula el valor de m y n para que se verifique v = mt +nu.

a) t y w porque 63 ﬁ
Ey;porqueg %
3 2
5 s %=—3m+2n
D(2 5 )=m3,2+n2.3) - > m=0, n=>
3’2 5 6
§=2m+3n
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36. 1] a) Determina las coordenadas de los puntos M, N y P que son los puntos medios
de los lados del tridngulo ABC.

B(_l) 3)

M, N

PIRVANAN

Pl a6, -3)

b)Halla las coordenadas de los vectores MN, MP y PN y comprueba que
MN:%R; W:%B*C) y ﬁ\f:%ﬁ

a) M es el punto medio del segmento de extremos A(-4, -2) y B(-1, 3):

(=4-1 —2+3\ (51
Mo (=L, 223). (-3,

N es el punto medio del segmento de extremos B(-1, 3) y C(3,-3):

(=1+3 3-3)\
N—( 5 Ty )—(1,0)

P es el punto medio del segmento de extremos 4 y C:

(=4+3 —2-3\ (1 5
P‘( 2 2 )‘(2’ 2)

AC =(3,-3) - (-4,-2) = (7,-1) =2MN — mzéfl—é
BC =(3,-3) - (-1,3) = (4,-6) =2MP — Wz%B—é

AB = (-1,3) - (-4,-2) = (3,5) = 2PN — ﬁ:%ﬁ

37. -] D_':ldo_s> los vectores 3(3, 2), ;(x, 5y :V(S, 9), calcula x e y para que se verifique:
2u-v=w.

20—v=w — 2(3,2) = (%5)=(8,3) = (6,4)—(x,5)=(8,7)

6-x=8 = x==-2
C-x-D=6)<__

Luego: x=-2, y=-1
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a1 Dados los vectores u 5,-3), v (1,3) y w (2,0), calcula el valor de m y #n para que

se verifique: u=mv +nw.
u=mv+nw = (5,-3)=m(1,3)+n(2,0)

S=m+2n| m=-1
—3=3m n=3

« 1] Calcula, en cada caso, el valor de m para que el punto P(m, —2) pertenezca a la
recta dada:

a) r: pasa por A(3,1) y B(-1,0). b)s: pasa por A(1,3) y B(1,-4).

a) P(m, —2) pertenece a la recta que pasa por A(3,1) y B(-1,0) & A, By P estin
alineados < AB // BP.
AB(~4, -1)

BP(m +1,-2)

} E//ﬁ - _—4=_—1 — 8=—-m-1 —> m=-9
m+1l =2

b) P(m, —2) pertenece a la recta que pasa por A(1,3) y B(1,-4) & A, By P estin
alineados < AB // BP.

E(O,—7) - ﬁ(m—l,Z) es paralelo a AB si m—1=0 < m=1.

40.«7] Calcula m para que los puntos R(5,-2), S(-1,1) y 7(2, m) estén alineados.

41.

42,

43.

R(5,-2), S1,1) y T2, m)

RS =(=1,1) = (5,-2) = (=6, 3)

-6 3
7 2 — 2m-1)=3
ST =@m—(1,)=Gm-1| 3 m-1 (m—1)
—2m+2=3%—2m=1%m=—%

o] Comprueba si los puntos A(18, 15) y B(-43, -5) pertenecen a la recta
x—3y+27=0.

A: 18=3.15+27=0 = Aer
B: —43-3.(-5)+2720 — Be¢ r

«Calcula m y n paraquelasrectas 7:3x+my—-8=0 y s:mx—2y+3=0 se
corten en el punto P(1,5).

r: 3x+my—8=0 - 3-1+m-5-8=0 = m=1
stmx—2y+3=0 > n-1-10+3=0 = n=7
« 1] a) Calcula el valor de % para que la recta de ecuacién (£ + 3)x—y—2 =0 pase por
el punto 4(2, 0).
b) ;Cudl es la pendiente de esa recta?
a)Aer:(k+3)x—y—-2=0 = (k+3)-2-0-2=0 — 2(k+3)=2 —
— k+3=1 > k=-2
b)k=-2 = rix—y-2=0 - riy=x-2 - m=1
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44.«7] Estudia la posicién relativa de los siguientes pares de rectas y halla el punto de in-
terseccién cuando sea posible:

x= 3+ t y
3)73{y=_2_2t s:x—l:7
x=t
Priy=2e-3 S:{J’=2t
x= 3+ ¢t P.(3,-2) puntode r
a) r: - 1— L
y=-2-2¢ v,(1,-2) vector direccién de r

P.(1,0) puntode s

x—1=%5 — 1~
e 2 {vj(l, 2) vector direccién de s

% # _2—2 — v, y v, noson paralelos — 7 y s se cortan en un punto.

Para hallar el punto de corte, hallamos la ecuacién explicita de cada recta y resolvemos el
sistema formado por ambas ecuaciones:

P.(3,-2)er

V7(1,—2) - mrz_z} = riy=-2-2(x-3) = riy=-2x+4

5:x—1=% — s1y=2x-2

y=-2x+4

y=2x—-2 } El punto de corte es: M <%) 1)

b)riy=2x-3 - m,=2

x=t v.(1,2) 2
s: y:2tﬁv5 > — m=

m,=m, — r y s oson paralelas o coincidentes.

s pasa por el origen de coordenadas pero 7 no, por tanto 7 y s son paralelas.

-1
45.a 7] Determina el valor de m para que las rectas 7: %=% y st §= ym sean:
a) Paralelas. b) Perpendiculares. c) Se corten en el punto P(-1, 0).
Ly -L,0)er -1 0,1) € s
cx+l _ ) . cx _ )~ -
S T M v,(3,2) = m,=% ) m v,(2,m) — m5=%
rills = m,=m;, = %:% - ng
a) 0+l 1 7y s son paralelas si =%
+ e
(0,1) ¢ r yaque 3 %3
byrLs — v_;J_v_: - m,-m=—-1 — %-%:—1 —> m=-3
c) * P e r (obvio, por la definicién de 7)
ePes—> =L 0=1 , 1__1 5, .2
2 m 2 m
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46.a71Los puntos A(2, 1) y B(6, 4) son vértices de un tridngulo. Sabiendo que

47.

48.

49.

M(0,55 -1) es el punto medio del lado AC, calcula las coordenadas de AC y el peri-
metro del tridngulo.

A2,1), B(6,4) y C(x,y) son los vértices del tridngulo 1@]

1
. M(%, —1) punto medio del lado AC — (l, —1) = <2+_x, J) —

2 2 2
1 2+x _
7——2 — X = 1
- - 14y . — C(-1,-3)
— | = 2 % )/__
" 421) AC(-1-2 1 AC 4
C(—l,—S) - (_1_ 5_3_ ) — (_35_ )

« AB(4,3) — |AB|=y42+32=5
AC(-3,-4) — |AC|={(3)2+ (=42 =5
BC(=7,-7) = |BC|={(=7)2+(=7)2=98 =72

Perimetro de zﬁf’ = (10 + 72) unidades

« | En el segmento de extremos A(-2,-3) y B(4, 3), hallalas

B
coordenadas del punto P tal que AP = %E 0\%

A(_z) _3) 8(43 3) P(X,}/) A/
. . A
AP:%AB - (x+2,y+3)=%(6,6) - (x+2,y+3)=(4,4) —

x+2=4 x=2 P 1
- y+3=4% y:lﬁ 2, 1)

a1 Escribe la ecuacién de una recta perpendicular a 7 y que pase por (4, —3) en los
siguientes casos:

a)r: 2x+7=0 b)r: -y+4=0

A)2x+7=0 = x=—% es paralela al eje Y.

Por tanto, la recta perpendicular a 7 es paralela al eje X — y=4

Como pasa por (4, —3), su ecuacidn es y=-3 - y+3=0
b)—y+4=0 — y=4 esparalelaal ¢je X.

Por tanto, la recta perpendicular a 7 es paralelaal eje ¥ — x =4

Como pasa por (4, —3), su ecuaciénes x=4 — x—4=0

o] Estudia si las rectas 7 y s son paralelas o perpendiculares:
r:3x—5y+15=0  s:pasapor (-2,-3) y (8, 3).

r13x—5y+15=0 — m:%

R — Son paralelas
siv=(2-8-3-3)=(-10,-6) —> m:%
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50.«7] Estudia la posicién relativa de los siguientes pares de rectas:

2) r:2x—-5y+3=0 b) r:5x—4y+8=0
s: P(3,1), Q(-2,3) s: A(4,7), B(0,2)

a) *s: P(3,1), Q(=2, 3). Un vector direccién es (-5,2) — m = —%

y=1—%(x—3) — 5y=5-2x+6 = 2x+5y—-11=0

*r: 2x—5y+ 3=0
st 2x+5y—11=0

4x - 8=0 > x=2
2251320 = Sy=7 %y=% ry s secortanenelpunto(Z,%).
b)s: A(4,7), B(0,2). Un vector direccién es (—4, —5) — m=%
y=2+%(x—0) —)y=2+%x — 4y=8+5x = 5x—4y+8=0

7 y s son la misma recta.

51. e’| Halla la ecuacién de la recta perpendicular a AB en su punto medio, siendo 4 (-5, 3)
y B2,7).

A5, 3), B(2,7). Vector direccién (7,4) — m = 4. m' = —%

—-5+2
s (532 257)-(39

y=5—%<x+%> = y=5-Zx-2L o 8- 40— 14x-21 > 1dx+8-19-0

52. « 71 Comprueba que el cuadrildtero de vértices A(1, 5), B(5,1), C(-4,-3)y D(-8, 1)
es un paralelogramo. Para ello, prueba que los puntos medios de sus diagonales coinci-
den.

* Punto medio de AC: M= (%, S_TS> = (—%, 1)

: 5-8 1+1 3
* Punto medio de BD: Mpp = (T, ; ) = <_?, 1)
Los puntos medios de las diagonales coinciden.

A(1,5)

D (8/ IRAS

C(—4,-3)
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53. e Halla, en cada caso, los puntos que dividen al segmento AB en tres partes iguales:
a)A(-3,4), B(6,1) b)4(0,-2), B(9,1)

A Pl y) Qlesy) B

a)ﬁzéfﬁ N (x+3,)/—4)=%(9,—3) > (x+3,y-4)=3,-1) >

x+3=3 x=0 0
- y—d=1 - y=3% (0, 3)

AQ=248 - @3,y -4=20,3) > (K+3,y -9=(6,-2) >

Xv+3=6 X'=3 )
- y—d=2 - y=2 - Q3,2

b) AP -1 AB (x,y+2)=%(9,3) = (v y+2)=3,1) —

3

x:3 x:3

—>{ e{ - P(3,-1)
y+2=1 y=-1

AQ-24B - (v y+2)=200.3) - (ny+2)=(62) -

3
x=06 x=06 60
- y+2=2_) y=0_)Q(’ )

54. « 7] Halla la ecuacidon de estas circunferencias:

a) Centro C(0, 0) y pasa por (-3, 4). b) Centro C(1,2) y pasa por (5, 4).
a) radio: Y(0+3)2+(0-4)2=/9+16=5 b)r=y(1-5)2+2-4)2=y16+4 =420
x?+y2=25 (x—1)%+(y—2)*=20

55. a7 Dados los puntos A(0, 4) y B(-5, 0), halla el punto simétrico de B respecto de 4

y el simétrico de A respecto de B.
I3

B(=5,0)

Al

Simétrico de A respecto de B:

4 X =-10
A'=<0;x,%y>=(—5,0) 2= 7 A'(-10, -4)
4+y=0 - y=-4

Simétrico de B respecto de A:

r_ —5+x o"')’ _ _5+X=O%X=5 ’
B_<T,T>—(O,4)<y=8 B'(5, 8)
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56.a 1 Larecta r esparalelaa 5x—4y+3 =0, ylarecta s es perpendicular a ellas. Ambas
pasan por el punto (1, 3).

Escribe las ecuaciones de 7 y s.

S5x—4y+3=0 = m=%

7 es la recta de pendiente > que pasa por (1, 3):

4

r:y=3+%(x—l) —> 4y=124+5x-5 = Sx—4y+7 =0

s es la recta de pendiente _4 que pasa por (1, 3):

5

s yzs—%(x—l) — Sy=15-4dx+4 — 4x+5y-19=0

Resuelve problemas

57. a1 Los puntos A(4,5) y B(7,0) son vértices de un trapecio rectingulo que tiene dos
lados sobre los ejes de coordenadas y otro lado paralelo al eje X.

Dibuja el trapecio y halla:

a) Las ecuaciones de sus lados.

b) Su perimetro.
c) Su drea.
a) Y
rl A4,5)
0 B(7,0)
OC: x=0
OB: y=0
AC: y=5
AB: Vector direccién (3, -5) — m = —% - y= —%(x— 7) = 5x+3y-35=0

b) AC=4; OC=5; OB=7
AB={(7-4)2+(0-52=9+25=34
p:4+5+7+J3Z=16+«/3Zu

_7+4 s 11 5_55
c)A-= > 5—2 5—2 u
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58. st | Estudia analiticamente si las rectas 7:3x + y= 145 s: 2x—y=11; t:4x+ 17y =3 se
cortan en un mismo punto. En caso afirmativo, calcula sus coordenadas.

* En primer lugar, hallamos el punto de corte de » y 5, P (para ello resolvemos el sistema
formado por las ecuaciones de ambas rectas).

3x+y=14

Sumando las ecuaciones: 5x=25 — x=5
2x—y=11

Sustituyendo en la ecuacién de 7 el valor de x obtenido:
3:5+y=14 = y=-1
Por tanto, P(5, —1).

e Ahora debemos estudiar si P € #:

P(5,-1)

t:4x+17y=3} 4.5417.(-1)=3 — Pe ¢

Por tanto, las rectas 7, s y ¢ se cortan en el punto P (5, -1).

59. s} Halla las coordenadas del punto D, de modo que ABCD sea un paralelogramo,
siendo A(1,-1), B(0,2) y C(6,5).

C(655)

B1(0,2) D (x,y)

A=)

e Punto medio de AC:

-1
MTE NS

e Punto medio de BD:
0 y+2
MBD = <x; ) )

Los puntos medios de las diagonales deben coincidir.

§:3 oo
ye2 El punto D tiene coordenadas D(7, 2).

=2 > y=4-2=2
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60.a1 | Dibuja un paralelogramo que tenga dos de sus lados sobre las rectas y=3x e y=0
y un vértice en el punto P(6, 3).

a) Halla las ecuaciones de los otros dos lados.

b) Di cudles son las coordenadas de los otros vértices.

y=3x
R ,"_I_>(6, 3)
0 Q =0
a) OR: y=3x
0Q: y=0
PR: y=3

PQ: y=3+3(x—-6) > y=3+3x—18 = 3x—y—-15=0
b) 0(0, 0), Q(5,0), R(1,3), P(6,3)

61. s Desde una estacién maritima se observan en un radar dos barcos navegando. Uno
estd en el punto P (4, 3) y sigue la direccién del vector u(5, 2), y el otro sigue la tra-
yectoria de la recta 4x— 10y = 17. ;Es posible que choquen?

Los barcos siguen las trayectorias de las siguientes rectas:

si4x—10y=17 — 5:10y=4x-17 —)5:_)/=%X—%

P4,3) e r
Py 2 %;"y=3+;(x—4)—>r')/=;x+Z
" lu(5,2) vector direccién — m == ) 5 ' 5 5

5
Las rectas 7 y s son paralelas ya que tienen la misma pendiente y sus ordenadas en el origen

son distintas, por tanto, no es posible que los barcos choquen.

62. e | Dado el tridngulo de vértices A(-5, 4), B(4,1) y C(-1,-2), halla:
a) Las ecuaciones de los tres lados.
b) El punto medio del lado AC.

c) La ecuacién de la mediana del vértice B.

a) Al(s,4) * Lado AB:

VBBM’ 1 Vector direccién (9, =3)//(3, -1) — m = —%
/

\/ y=1—%(x—4)—>3y=3—x+4%x+3y—7=0

C(=1,-2)
e Lado AC:
Vector direccién (4, —6)//(2, -3) — m = —%

y=—2—%(x+1) — 2y=—4-3x-3 = 3x+2y+7=0
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e Lado BC:

Vector direccién( 5,-3) = m-= 3

5
y—l+—(x 4) = 5y=5+3x-12 = 3x—-5y-7=0

b) My = (‘52— L %) - (-3, 1)

¢) La mediana que corresponde a B pasa, también, por el punto medio de AC, My . Su
vector direccién es (7,0) — m=0

y=1+0(x+3) = y=1

x=2+t

y=1-1

puntos donde 7 corta a los ejes de coordenadas.
{x=2+t {P(2,1)e r

°r

v(1,-1) vector direccion — m =-1

e ] Dada la recta 7: { , calcula la longitud del segmento AB siendo A y B los

: - -
y=1-¢

= riy=1-1x-2) = rny=—x+3

* Hallamos las coordenadas de los puntos en los que 7 corta los ejes de coordenadas:

y=—x+3
A= 0 — 0=—x+3 > x=3 = A3,0)
)}:

y=—x+3
B= 0 — y=0+3 > y=3 — B(0,3)
X =

« AB=|AB|=|-3,3)={(-3)% +3% =18 =32

64. a1 | Comprueba que el tridngulo de vértices A(1, 3), B(4,1) y C(3, 11/4) es isosceles

y calcula la medida de la altura relativa al lado desigual.

* Para comprobar que el tridngulo es isdsceles, hallamos las longitudes de sus lados teniendo
en cuenta que:

AB = (3,-2), AC = (2,—2 y ﬁ=<—1,%>

Por tanto:

AB=|AB|=\3%*+(-22=13
AC - | AC|= |22 f
BC | BC| - 4/<_1)2 F %

Por tanto, el tridngulo ABC es isésceles y el lado desigual es AB.

42



Unidad 8. Geometria analitica

65. a1 | Los puntos 4(0,4) y B(-1,0) son vértices consecutivos de

66.

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

e Sea h la altura relativa al lado desigual AB. Como el tridngulo es is6sceles, h corta el
lado AB en su punto medio M. Por tanto, la medida de la altura relativa al lado desigual

es |CM|.

win) = w252 T

11 M\
BN CM<2—3,2—£>=CM<_i,_i> |
M(52> 2 20 4
25
2 2
il J-LY L (L3) - 13413
|CM|‘\/<_2> +< 4> “V16~ 4

Por tanto, la altura relativa al lado desigual mide @

4

un paralelogramo, del que sabemos que las diagonales se cortan
en M(2,1). Halla las coordenadas de los vértices C y D.

Las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio,
por tanto, M es el punto medio de AC y BD.

* M(2,1) esel punto medio de A(0,4) y Cl(x, y):

2-X

2 x=4
(2,1)=<M,ﬂ>e fey —>{ , = C4.-2)
1= — 2

2 2 -
2
e M(2,1) esel punto medio de B(-1,0) y D(x, y):
. 2=—12+x 5
[=1l+x Yt -
(2,1)_< PR >+ i _>{y=2_>D(5’2)
T2

« | En el tridngulo de vértices A(1,5), B(4,0) y C(-2,-2), halla:
a) La ecuacién de la altura que parte de A.

b)La ecuacién de la altura que parte de B.

c) El punto de corte de las alturas (ortocentro).

a) La altura que parte de A es la recta, 7, perpendicular a BC que pasa por A:

R:(—G, 2)Lr > ;(2,—6) vector direccién de » — m, =-3
A(l,5) € r
riy=5-3(x-1) = riy=-3x+8

b) La altura que parte de B es la recta, s, perpendiculara AC que pasa por B:

E(—fi, -)Ls —> ;(7, -3) vector direcciénde s — m, = —%
B(4,0) € s

s:9=0-=(x—-4) - 5:y=—%x+%
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c) y=-3x+38
3 12 o Bxa8=—Dx+1Z 5 D1x+56=3x+12 —
J=—SX+-—= 7 7
7 7
— —18x=-44 %x=2—92
Sustituimos x en la ecuacién de r:
__3.22 _2
y=-3 9 +8 =y 3

El ortocentro es <%, %)

67. x| Calcula las coordenadas de un punto P que tiene la abscisa igual a la ordenada y
que equidista de los puntos 4(2,0) y B(0, 4).

* P tiene igual la abscisa y la ordenada — P (4, 2)
* P equidistade A(2,0) y B(0,4) — dist (A, P) = dist (B, P) — |ﬁ| = |E’)|

ﬁ(ﬂ—z,ﬂ) s
. AP|=| BP| — D2+’ =t+(a-4? >
BP(ﬂ,a—4)}| |=] | Ja=22+a=a? +(a—4)

- @-2%+a?=P+(a-4?* —
- &*—bda+4=a>-8a+16 —
— 4a=12 = a=3

El punto que buscamos es P(3, 3).

68. e | En el tridngulo de vértices A(-1, 1), B(3,4) y C(3,0), halla:

B(3,4)
a) La ecuacién de la mediatriz de BC.
A-1,1
b) La ecuacién de la mediatriz de AC. ( d
¢) El punto de interseccién de las mediatrices (el circuncentro del | €G30

triangulo).

a) La mediatriz de BC es la perpendicular a BC por su punto medio, Mp.

MBC=<3;3> 4;()):(3,2)

La recta que contiene a BC es x = 3. Su perpendicular por (3, 2) es y = 2, mediatriz de
BC.

b) My = (-1;3,1;_0>=<1,%)

La recta que contiene a AC tiene vector direccién (4, -1) — m=—

1
4
Pendiente de la perpendicular a AC, m'= 4.
Mediatriz de AC: y = % +4(x—1) > 2y=1+8x—8 — 2y—8x+7=0
¢) Circuncentro, P:

y=2

11
4-8 =0 8x=11 =
2y—8x+7=0} x + 7 — 8x - x

8
Las coordenadas de P son <181’ 2).
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69. el Prueba que el cuadrildtero de vértices
A(4’ 2)’ B(_Z’ S)’ C(_Ss 2) Yy D(—2, —4)

es un trapecio isosceles y calcula su perimetro.

* Probamos que BC es paralelo a AD hallando las pen-
dientes de las rectas que los contienen: B2.5)

A4, 2)
mpc: vector direccién (-3, -3) — mpeo=1 €52

myp : vector direccion (-6, —6) — myp =1 /

D (-2, -4)

* Probamos que AB = CD:
|AB|=\(2-4)2+(5-2)%=\36+9=45-35
|CD|=/(=5+2)2+2+4)%=9+36=445=3/5

Por tanto, el trapecio ABCD es isdsceles.

® Perimetro:

|BC|=V(c2+5)2+(5-2)2=9+9 =18 =342
IAD|=(4+2)2+(2+4)2=36+36=36-2-642

P=3J5+3/5+3/2+6y2=6/5+9{2u

70. a1 Halla, en cada caso, la ecuacién de la circunferencia concéntrica con la dada y cuyo
radio mida la mitad:

a)x?+(y-5)2=36 b) (x-4)%+ (y +3)?=12
a) Centro, (0, 5); radio, 6.

La circunferencia con centro en (0, 5) y radio 3 es: x2 + (y—5)>=9
b) Centro (4, —3); radio, 412.

La circunferencia de centro (4, —3) y radio @ es:

2
2
(x—4)2+(y+3)%= (@) - (x—4)2+(+3)?=3

71. =] Halla la ecuacién de la circunferencia de didmetro PQ, siendo P(-5,2) y Q(3,-6).

El centro de la circunferencia es el punto medio de PQ, M = (_52+ 3 , 22;6> =(-1,-2).

El radio es la mitad de |PQ|:
1PQ| = J(3+5)2+(=6—-2)2 = J6h + 64 = 2- 64 = 8,2
Radio = 442
Ecuacién: (x+ 1)% + (y + 2) = (442)?
(x+1)2 +(y+2)? =32
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72. sl Determina el centro y el radio de las circunferencias siguientes:

73.

74.

75.

A)x2+y2+6x+2y+6=0 b)x2+y2+8x-2y+12=0
a)x2+y2+6x+2y+6=0 - x2+6x+9+y2+2y+1=—6+9+1 -
- (x+3)2+(y+1)2=4
Circunferencia de centro C(-3, 1) y radio r= V4 = 2.
b)x? + 92 +8x—2y+12=0 = x>+ 8x+16+y*-2y+1=-12+16+1 —
- (x+4)?2+(y-1%=5
Circunferencia de centro C(-4, 1) y radio J5.

= | Halla los puntos de corte de la circunferencia (x— 3)% + y2 =29 con la bisectriz del
primer cuadrante.

Tenemos que hallar los puntos de corte de la circunferencia (x—3)% + 2 =29 con la bisectriz
del primer cuadrante que es la recta de ecuacién y = x.

(x—3)2+y2=29
y=x

— (x=3)%+x%=29 = x*—6x+9+x%2=29 —

— 2x2-6x—20=0 = x?-3x-10=0 —
3+09+40 347 <x=5 — y=5

B 2 ) x==-2 — y=-2
Los puntos buscados son A(5,5) y B(-2, -2).

— X

a' ] Calcula % para que el punto (-3, &) pertenezca a la circunferencia:
(x—1)2%+ (y+ 2)2=25

(x—1)%2+ (y + 2)2 =25

(3-12+k+2)2%=25 > 16+k>+4k+4-25=0 — k2 +4k-5=0

k=-5
k= 2i6 </e=1

Hay dos soluciones, £=-5, k= 1.

e ] Las rectas 7:x—y+1=0; s:x+y+9=0y t:4x—y—14 =0 forman un tridngulo
ABC. Halla las coordenadas de los vértices.

Los vértices del tridngulo son los puntos donde se intersecan las rectas.

x—y+ 1=0
rNsy x+y+ 9=0 rN s: A5, —4)
2x +10=0 > x=-5, y=-4
x—y+ 1=0] =x+y—- 1=0
rﬂt{4x—y—l4=0} 4x —y—14=0 r M t: B(5,6)
3x -15=0 = x=5, y=6
x+y+ 9=0
sNtidxe—y—14=0 sNtC>1,-10)
5 - 5=0 > x=1, y=-10
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76. e Dados larecta r: x—2y +1 =0 y el punto A(~1, 5), halla el punto simétrico de 4

77.

respecto de 7.

El punto simétrico de A respectoa r, A’ es el punto simétrico de A respecto de un punto
M, que es el punto de corte de 7 con la recta perpendicular a 7 que pasa por A.

i e
\

* Determinamos, en primer lugar, la ecuacién de la recta s, perpendiculara » que pasa por A:

rix—2y+1=0 — r:y=%x+% — mrz% — m,=-2

A(-1,5) € s
- s1y=5-2(x+1) = s:y=-2x+3 = s:2x+y-3=0

* Hallamos el punto de corte de 7 y s:

x—2y+1=0} x—=2y+1=0

S5x -5=0 2> x=1 >1-2y+1=0 = y=1
Luego, M(1, 1).

* El punto M(1, 1) esel punto medio entre A(-1,5) y A'(x, y) siendo A" el punto simé-
trico de A respecto a 7:

A(_ls 5) 5 —].2"|'x =]. X_3

U —1+x +.y _ - i
A @yt — ) )-(1,1)% Sty - y=-3 — A'(3,-3)
M(1,1) — =1

Por tanto, el punto simétrico de A respectoa r es A'(3, -3).

= | Demuestra analiticamente que el punto B(6, 4) es el punto simétrico de A4 (-2, 2)
respecto de la recta 4x+ y—11=0.

Veremos que la recta que pasa por A y B, s, es perpendiculara 7:4x+y—11=0 yqueel
punto medio del segmento AB pertenece a 7.
e ridx+y—11=0 = rny=—4x+11 > m,=—4
A(=2,2)
B(6, 4)

« A(=2,2) 2+6 2+4
B(6,4)}M< 75 )—)M(Z,B)

}%E(S,Z)%ng:% s

em==1 = r Ls

M(2,3)

4.2 —-11=0 M
r:4x+y—11=0} +3 - €7

Por tanto, B es el simétrico de A respecto a 7.
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Problemas “+”

78. smll Dibuja el cuadrilitero de vértices 4(-3,-2), B(-2,3), C(3,5) y D(12, 3). Com-
prueba si es un trapecio.

Si no lo es, rectifica las coordenadas del punto D para que lo sea.
C
Br D

A

El cuadrildtero ABCD es un trapecio si tiene un par de lados paralelos. Gréficamente se ve
que AB no es paralelo a DC. Estudiemos qué ocurre con AD y BC:

A(=3,-2) .

D(12.3) } — AD(15,5)

B(-2,3) .

CG.5) } — BC(5,2)

%x% — AD noes paralelo a BC — noesun trapecio
Si tomamos D (12, 4), entonces:

A(=3,-2)

D(12, 4) } — AD(15,6)=3-BC — AD// BC — ABCD es un trapecio.

79. el Determina el punto de la recta 7: 4x — 8y + 7 = 0 que equidiste de los puntos
A2,1) y B(1,-3).

*r:i4x—8y+7=0 — riy= L+ 7 - Las coordenadas de un punto P e r son dela

2 8
forma P (x, %x + %)

* P equidistade A(2,1) y B(1,-3):
dist (A, P) = dist (B, P) — |AP|=| BP|

AP =[x — 2 lx_L
_< ) 8)
*)_ 1 31
BP-(x—l,—2x+—8>

%\/(x—2)2+(% % \/(x—l 1x+%> -

%x—4x+4+lx2—ix+— 2x+1+ix2+£x+£%

4 64 4 8 64

| AP|=| BP| —

_ __ oL L) opla L
— —6x=12 —> x= 2%P< 2,2 (2)+8>_P( 2, 8)

El punto buscado es P(—Z, —%)
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80. s Tenemos una parcela irregular representada en unos ejes de coor-

. 2 . 41
denadas como indica la siguiente figura: ErEEn

Queremos dividirla en dos partes de igual drea mediante una recta que
pase por el origen de coordenadas. ;Cudl serd la ecuacién de esa recta?

5
4] P Area parcela = 17 u?
- ‘ 5+b 5 17 2
% Area trapecio = > -3=7 - bzg
5

Coordenadas del punto P: <5 - %, 3> = (?, 3)

y cope D 9 -
Ecuacién de r: m = 13" 130 y=mx —> y= 3%

3

Reflexiona sobye Ia teoria

81. «1] ;Verdadero o falso? Justifica tus respuestas.
a) Dos vectores con la misma direccién no se pueden sumar.
b) Dos vectores opuestos tienen igual direccién.
©)Si u=kv,y k<0, entonces u y v tienen distinta direccién.
d)Si u= —;, entonces u y v tienen igual médulo.
e) La ecuacién x2 + y2 + 25 = 0 representa una circunferencia.
f) Larecta 3x +y=0 es perpendiculara y= %x +1.

g) Las coordenadas del punto medio de un segmento de extremos P(x;,y;) y Q(xy, 35)
son:

X1+)Y1 X2t)>
w2,
2 2

a) Falso: se pueden sumar vectores de la misma o de distinta direccién.
b) Verdadero: —u= (=1)- u
¢) Falso: tienen la misma direccién y sentidos contrarios.
d) Verdadero.
e) Falso. La ecuacién de una circunferencia de centro C(a, 6) y radio r es:
(x—a)?+(y—56)*=r?
y x2+ 9% +25=0 no se puede expresar de esa forma.
f) Verdadero:
3x+y=0 = y=-3x > m=-3

y= %x 1 = e % m-m'=-1 — son perpendiculares.

Xpt+xy J1t+)2
g) Falso, es M( ) )
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o[ Sabes que la expresién ax + by + ¢ = 0 es la ecuaciéon de una recta. Di cémo es la
recta en los siguientes casos:

a)a=0

b)6=0

cc=0

d)a=0,c=0

a) by + c=0 es paralela al eje X.
b)ax + ¢ =0 es paralela al eje Y.
c) ax + by = 0 es una recta que pasa por el origen de coordenadas, (0, 0).

d)by=0 — y=0. Eseleje X

« ] Si dos rectas 7, y 7, son perpendiculares, ;cudl de estas condiciones cumplirdn sus
pendientes?

a)my = 1
my

b) m; = -m,

c)my-my=-1

d)m1+m2=—1

La condicién ¢): my - my = —1.

84. a1 ;Cudl de estas expresiones nos da la distancia entre P(x;,y;) y Q(xy, y,)?

a) (xy —x1) + (9~ 1)
b) /(e + )% = (2 + 31
0 «/(xl—xz)z’f(ﬁ—.)’z)z

d)|x2— x1| + b’z—J’1|

Lac), \/(xl —xz)2 + (0 —yz)z.
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Informate
Espacios de muchas dimensiones

¢ Calcula la distancia entre los puntos del espacio 4(6,-3,7) y B(5, -5, 5).
AB=(5-6,-5+3,5-7) = AB=(-1,-2,-2)
dist (A, B) = |[AB|={(=1)% + (-2)% + (-2)2 =9 = 3

* Calcula, también, el punto medio del segmento AB.

Punto medio de AB:

6+5 —3+(=5) 7+5> <11 >
M(z’ ) —>M2,—4,6

Observa, veflexiona y decide
Zonas de pasto

* Tomando como centro de coordenadas la argolla y como eje de abscisas la valla, ;qué zona
del prado delimita cada sistema de inecuaciones?

a) x2 +_y2 < 62 b)x2 +y2 > 62
y>0 y>0
(.1\c—8)2+(y—2)2242 (x—8)2+(y—2)2542
c)x2+_)/2262 d).962+312$62
y>0 y>0
(x—8)2+ (y-2)2 242 (x—8)2+ (y-2)2 <42
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Entrvénate resolviendo problemas

* Halla el 4rea de la parte coloreada.

/=10 cm

El 4rea que buscamos es el doble de la que estd coloreada en esta figura:

Calculamos primero el lado del cuadrado interior:

Lado = 52 +52=y50 =542 cm

10 cm

/=

Acpeno =1 - 5% =251
e 5 La diferencia es 25(1 — 2).
ACUADRADO INTERIOR — 5 ‘/E) =25-2

El 4rea pedida es A =2 -25(1 —2) = 57,08 cm?

* Tomando como centro cada uno de los vértices de un tridngulo equi-
latero, se han trazado tres arcos de radio 4 cm, como indica la figura.

Halla el drea de la zona coloreada.

La parte no coloreada es medio circulo de radio 4 cm.

Calcularemos el drea del tridngulo, el drea del semicirculo y, finalmente, el drea de la zona co-

loreada.

La altura del tridngulo es « = {82 — 4% =443 =6,93 cm

8443
ATRIANGULO = % = Tf = 16*/3 =27,71 sz
2
“ N ASEMICfRCULO =Z 24 =8 =25,13 sz

APARTE COLOREADA — 16‘/3 —8n=2,58 sz
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* Halla la superficie del hexdgono.

Altura del tridngulo = V22 -1%2-/3 cm

7 V3
" 243
ATRIANGULO = T = ‘/3 sz
El 4rea del hexdgono es % de la del tridngulo.
AHEXAGONO = 23‘/3 =L,15 sz

* Calcula el 4rea de un hexdgono regular sabiendo que tiene el mismo perimetro que un
tridngulo equilétero cuya superficie mide 12 cm?.

Para que el perimetro de un tridngulo equildtero sea igual que el de un hexdgono regular, el lado

del primero debe ser el doble que el del segundo.

/N
[\

El 4rea del tridngulo es 4 dela del hexdgono. Por tanto: A

6

0 12218 cm?

HEXAGONO — 4

* Calcula la longitud del segmento AB.

A

Las dos diagonales del rectdngulo son iguales.

Por tanto:

4 B3 AB = radio de la circunferencia = 3 + 4 = 7 unidades.

* Halla el perimetro externo de toda la figura, sabiendo
que el radio de la circunferencia menor es =1 cm.

El radio de la circunferencia grande es: J124+12=/2 cm

El perimetro estd formado por media circunferencia pe-
quena y tres cuartos de circunferencia grande. Por tanto,
su longitud es:

;-<z.n.1>+2-<2-n-ﬁ>=n~(1+3f>=9,81cm
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Autoevaluacion

1. Dados los vectores u (4, —2) y v(=2,-1):

> > >

a) Representa los vectores u+v; u—v; 1y y —3v y halla sus coordenadas.

2

b) Calcula las coordenadas del vector w =2u + 3v.

NS W+v=(4,-2)+(=2,-1)=(2,-3)
H+7 v
G u-v=(4-2)-(-2,-1)=(6,-1)
1oLy -0 -
%a N Eu_2(43 2)_(25 1)
L3y >
—3v=-3(=2,-1)=(6,3)
v

B)w=2u+3v = w=2(4-2)+3(2,-1) = w=(8, -4 +(=6,-3) = w=(2,-7)

2. Representa los puntos A4 (-5, 0), B(0,2), C(3,7) y D(-2,5) y comprueba analitica-
mente que el punto medio de AC coincide con el punto medio de BD.

’C

DQ

MX

O' B

Al
Punto medio de AC: M<_5+3, 0+7> - M(—l,l)
2 2 2

Punto medio de BD: M(O+2(_2), 2;5) - M(—l,%)

3. Halla el simétrico de P(-7,-15) respecto de M (2, 0).
Sea Q(a, b) el simétrico de P respecto de M. M es el punto medio de PQ.
(T +a —15+b>_ T +a=4 — a=11
MPQ’( 2 0 2 ‘(2’0)<_15+b=o - b=15
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4. Halla el valor de £ para que los puntos A(1,-5), B(3,0) y C(6, k) estén alineados.

Para que A, B y C estén alineados, debe ser ABIIBC y, por tanto, sus coordenadas pro-
porcionales.

AB=(,0)-(1L,5)=25)| 5 5, 15
BC =6,k -(3,00=3,k | 3 & )

5. Escribe las ecuaciones vectorial, paramétricas, en forma continua y explicita de la recta

que pasa por el punto P(3,-2) y tiene por vector direccién d (-1, 5).

ECUACION VECTORIAL: 5() = a; + fa)
(X,_)/) = (3; —2) t+1: (_la 5)

x=3—-1¢1
ECUACIONES PARAM}’ETRICASZ

y==2+5t

x-3 J+2

ECUACION CONTINUA:

-1 5
ECUACION EXPLICITA: Despejando y en la ecuacién anterior:

S5x—15=—y—-2 = y=-5x+13

6. Obtén las ecuaciones de las rectas 7 y s y su punto de interseccién:
r pasa por (-3, 2) y es perpendiculara 8x—3y + 6 =0.
s pasa por (9, —5/2) y es paralelaa 2x+y—-7=0

* La pendiente de 8x—3y+6=0 es m = %
La pendiente de 7 es m'=—%.
r:y=2—%(x+3) — 8y=16-3x-9 — 3x+8y-7=0

* La pendiente de s es m =-2.
s:y=—%—2(x—9) — 2y=-5-4x+36 — 4x+2y-31=0

¢ Punto de corte:
{3)6 +8y— 7=0

9 yo_2
dxv2y—31-0 71 IV=73

Las rectas se cortan en el punto (9, —%)

7. En el tridngulo de vértices A (-2, 2), B(0,7) y C(6,4), halla la ecuacién de la mediana
que parte de B.

La mediana que parte de B pasa por B y el punto medio del segmento AC.

MAC=<_2+6 2+4>=(2’3)

2 72
x—0 y—7

2-0 3-7

Ecuacién de la mediana: — —4x=2y-14 = 2x+y-7=0
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8. Calcula la longitud de los lados del tridngulo de vértices A(~4, 1), B(6,3) y C(-2,-3).
AB =(10,2); AC =(2,-4); BC =(~8,—6), por tanto:
AB =| AB| =102+ 22 = /104 =226
AC=|AC|={22+(4?=120-25
BC =| BC|={(-8)? +(~6)2 = 100 = 10

9. Estudia la posicién relativa de estas rectas:

ri2x+y-2=0 s:x+%y=1

ri2x+y—-2=0 2> x+%y—l=0 — x+%y=1
Son la misma recta.

s:x+%y=1

(*) Dividimos por 2.

10. Halla la ecuacién de la circunferencia que tiene su centro en el punto C(0, -3) y pasa
por el punto A4(3, 0).

* Radio de la circunferencia = dist (A4, C) = |/TC>| = \/(0 —-3)24+(-3-0)2=/9+9 =418

e Centro — C(0,-3)

: (x—0)? 2 o202 Gy
Radio — r=418 }%C'(X 0°+(y+3)7=18 = c:x“+y°+6y—9=0
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Autoevaluacion

1. Dados los vectores u (4, —2) y v(=2,-1):

> > >

a) Representa los vectores u+v; u—v; 1y y —3v y halla sus coordenadas.

2

b) Calcula las coordenadas del vector w =2u + 3v.

NS W+v=(4,-2)+(=2,-1)=(2,-3)
H+7 v
G u-v=(4-2)-(-2,-1)=(6,-1)
1oLy -0 -
%a N Eu_2(43 2)_(25 1)
L3y >
—3v=-3(=2,-1)=(6,3)
v

B)w=2u+3v = w=2(4-2)+3(2,-1) = w=(8, -4 +(=6,-3) = w=(2,-7)

2. Representa los puntos A4 (-5, 0), B(0,2), C(3,7) y D(-2,5) y comprueba analitica-
mente que el punto medio de AC coincide con el punto medio de BD.

’C

DQ

MX

O' B

Al
Punto medio de AC: M<_5+3, 0+7> - M(—l,l)
2 2 2

Punto medio de BD: M(O+2(_2), 2;5) - M(—l,%)

3. Halla el simétrico de P(-7,-15) respecto de M (2, 0).
Sea Q(a, b) el simétrico de P respecto de M. M es el punto medio de PQ.
(T +a —15+b>_ T +a=4 — a=11
MPQ’( 2 0 2 ‘(2’0)<_15+b=o - b=15
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4. Halla el valor de £ para que los puntos A(1,-5), B(3,0) y C(6, k) estén alineados.

Para que A, B y C estén alineados, debe ser ABIIBC y, por tanto, sus coordenadas pro-
porcionales.

AB=(,0)-(1L,5)=25)| 5 5, 15
BC =6,k -(3,00=3,k | 3 & )

5. Escribe las ecuaciones vectorial, paramétricas, en forma continua y explicita de la recta

que pasa por el punto P(3,-2) y tiene por vector direccién d (-1, 5).

ECUACION VECTORIAL: 5() = a; + fa)
(X,_)/) = (3; —2) t+1: (_la 5)

x=3—-1¢1
ECUACIONES PARAM}’ETRICASZ

y==2+5t

x-3 J+2

ECUACION CONTINUA:

-1 5
ECUACION EXPLICITA: Despejando y en la ecuacién anterior:

S5x—15=—y—-2 = y=-5x+13

6. Obtén las ecuaciones de las rectas 7 y s y su punto de interseccién:
r pasa por (-3, 2) y es perpendiculara 8x—3y + 6 =0.
s pasa por (9, —5/2) y es paralelaa 2x+y—-7=0

* La pendiente de 8x—3y+6=0 es m = %
La pendiente de 7 es m'=—%.
r:y=2—%(x+3) — 8y=16-3x-9 — 3x+8y-7=0

* La pendiente de s es m =-2.
s:y=—%—2(x—9) — 2y=-5-4x+36 — 4x+2y-31=0

¢ Punto de corte:
{3)6 +8y— 7=0

9 yo_2
dxv2y—31-0 71 IV=73

Las rectas se cortan en el punto (9, —%)

7. En el tridngulo de vértices A (-2, 2), B(0,7) y C(6,4), halla la ecuacién de la mediana
que parte de B.

La mediana que parte de B pasa por B y el punto medio del segmento AC.

MAC=<_2+6 2+4>=(2’3)

2 72
x—0 y—7

2-0 3-7

Ecuacién de la mediana: — —4x=2y-14 = 2x+y-7=0
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8. Calcula la longitud de los lados del tridngulo de vértices A(~4, 1), B(6,3) y C(-2,-3).
AB =(10,2); AC =(2,-4); BC =(~8,—6), por tanto:
AB =| AB| =102+ 22 = /104 =226
AC=|AC|={22+(4?=120-25
BC =| BC|={(-8)? +(~6)2 = 100 = 10

9. Estudia la posicién relativa de estas rectas:

ri2x+y-2=0 s:x+%y=1

ri2x+y—-2=0 2> x+%y—l=0 — x+%y=1
Son la misma recta.

s:x+%y=1

(*) Dividimos por 2.

10. Halla la ecuacién de la circunferencia que tiene su centro en el punto C(0, -3) y pasa
por el punto A4(3, 0).

* Radio de la circunferencia = dist (A4, C) = |/TC>| = \/(0 —-3)24+(-3-0)2=/9+9 =418

e Centro — C(0,-3)

: (x—0)? 2 o202 Gy
Radio — r=418 }%C'(X 0°+(y+3)7=18 = c:x“+y°+6y—9=0
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1. Copiay completa, en tu cuaderno, las igualdades siguientes:
a)-50°C=...°F b)95 °F = ... °C

La expresiéon que liga la temperatura en grados centigrados y en grados Fahrenheit es:
y =32+ 1,8x siendo x = temperatura en °C, y = temperatura en °E.

a)x=-50 = y=32+1,8(-50)=32-90=-58°F — —50°C=-58 °F

B)y=95 = 95=32+1,8x — x= 951—832 =35 — 95°F=35°C

2. Un termémetro clinico abarca temperaturas desde 35 °C a 41 °C. ;Cudl es la gama en °F?
Si x=35 = y=32+1,8-35=32+063=95
Si x=41 — y=32+1,8-41=32+73,8=105,8
La gama, en °E es de 95 °F a 105,8 °E.

3. La temperatura normal de una persona sana es de 36,5 °C. ;Cudl es en °F?
Si x=36,5 = y=32+1,8-36,5=32+0657=97,7

La temperatura de una persona sana, en °F, es de 97,7 °E

4. a) ;Qué longitud alcanzard el muelle del ejemplo anterior si le colgamos una pesa de

4,6 kg?
b) :Qué peso hay que colgar del muelle para que alcance una longitud de 1 m?
a)x=4,6 — y=30+15-4,6=30+69=99

El muelle alcanzard una longitud de 99 cm.

b)I m =100 cm

Si y=100 — 100 =30 + 15x — x=wz4,667

Hay que colgar un peso de 4,667 kg, aproximadamente.
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5. Representa:

a)y=2x a) \\ .
d
by=2 )
)y 3% » \
1 1/ N
c)_)’ =- Zx ,/X Sy ]
P \
dy=—" L
)y 3% \
/ \
6. Representa:
a)y =3 y=3
1
b)y =-2 T y=0
c)y =0 =12
d)y=-5 M
7. Representa: 2) \
a)y=2x-3 I N

2 [ | T \ B
b)y=2x+2 » )

3 ] {
c)_y=—%x+5 /// \
dy=-3x-1 /

Y / \

8. Un mévil, en el instante inicial, se encuentra situado a 3 m del
origen y se aleja progresivamente de este con una velocidad de
2 m/s.

Halla la ecuacién de su posicién en funcién del tiempo y repre-
séntala.

—

y =3+ 2x, donde y esla distancia al origen en metrosy x es el
tiempo en segundos.

9. Un mévil, que en el instante inicial llevaba una velocidad
de 8 m/s, frena de repente con una aceleracién de -1 m/ s2.

(e o)

Escribe la ecuacién de la velocidad en funcién del tiempo
y represéntala.

y=8—x, donde y eslavelocidad en m/sy x es el tiempo
en segundos.

_—
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10. Halla la ecuacién de cada una de las siguientes rectas:

a) Pasa por (-3, —5) y tiene una pendiente de %

b) Pasa por (0, —3) y tiene una pendiente de 4.
¢) Pasa por (3, -5) y por (-4, 7).

_4 _4, 11
a)y+5—9(x+3)—>y ¥ "3

b)y+3=4x > y=4x-3

_7=-(5 12 12
Im= L3 T

y+5=—%(x—3) - y=—%x+%
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1. Asocia cada uno de los coeficientes de la x? con su correspondiente paribola:

A

1
°g4=——
3 N
oaq=1
a=> .
*a=-3
B,
a=-1 > F a=2 —> A a=—%%B
a:% - D a=-3 = C
2. Representa las siguientes pardbolas:
a)y=x2-2x+2 b)y=-2x2-2x-3 c)y=%x2+x—2
dy=-—=x%+4 e)y=—%x2+2 ly=3x2+6x+4

a) y=x2—2x+2
Vértice:

Abscisa: p = % =1 — Ordenada: f(1)=1 — V(1,1)
Tabla de valores:

-2 | -1 0 1 2 3 4
10 5 2 1 2 5 10

Vemos que a medida que las abscisas se alejan del
vértice, las ordenadas correspondientes crecen, por lo y=x2—2x+2
tanto, la pardbola no cortard al eje X.
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b)y=-2x*-2x-3

Vértice:

isa: p= 2 - _1 (-5 _1 .5
Abscisa: p = S M Ordenada: f( 2) > V( > 2)
Tabla de valores:

' 2| 1|5 0|1
v AN N
A medida que las abscisas se alejan del vértice, las orde-
nadas correspondientes decrecen, por tanto, la gréfica no [N y=awto2e3
corta al eje X. [ 1)\
[
_1.2
Qy= FX x— 2
Vértice:
isa: p= =L __3 cp(l3) o 11 2311
Abscisa: p = 3=y 7 Ordenada: f( 2) i V( >4 )
Tabla de valores:
W 6| 3| 2|21 o0 3‘
y=0 = %x2+x—2=0 — x2+3x-6=0 >
.o -3+433
N —31«/9+24=—31«@=< T2
2 2 -3-433
X=——""
2
\ /
La parédbola corta al eje de abscisas
\\ / y= Lie 2
—3+433 -3-433 \ /
en |[Z52200) y (Z2520). - .




d)y=—x%+4

Vértice: Abscisa: p = 0

Tabla de valores:
-2 | -1 1 2 3 |
0 | 3 3 0 |5

5 =0 — Ordenada: (0)=4 — V(0,4)

a las Ensefanzas Aplicadas 4

JAN A
Observamos que obtenemos en la tabla todos los / \ y=—x"+4
cortes con los ejes: II \\
I \
e)y= )
y=—gxT+
Vértice: Abscisa: p = 1= 0 — Ordenada: f(0)=2 — V(0,2)
Tabla de valores:

o -4 210 4

o6 0| 2 -6

N\
/
/
Obtenemos en la tabla todos los puntos de corte / \ y=—L.o
con los ¢jes: / \ 2
/ \
£) y = 3x2 + 6x + 4
Vértice: Abscisa: p = _66 1 = Ordenada: f(-1)=1 = V(-1,1)
Tabla de valores:
o 3| 2| -1 1
v BRI 13
Los valores de las ordenadas crecen a medida que las y=3x2+6x+4

abscisas se alejan del vértice, por tanto, la pardbola no
corta al eje X.

T ——

g

VANV - O)
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3. Dibuja en tu cuaderno la representacién grifica de estas funciones cuadriticas:

aAy=@x-1)-(-3) b)y = 2(x - 2)?
9y=2x+2)- (x-2) dy=(x-1)2+5
a)y=kx-1)-(x-3) —>y=x2—4x+3
Vértice:
Abscisa: p = % =2 - Ordenada: f2)=-1 - V(2,-1)
Tabla de valores:
ol 12 3|45 \y:(—l)(x—_’))
8 | 3|0 /210 3|8 N

b)y=2(x-2)?% — y=2x>-8x+38

Vértice:
8

Abscisa: p = Vi 2 — Ordenada: f(2)=0 — V(2,0)

Tabla de valores:

0 1
2
Solo hemos obtenido un tnico punto de corte con el eje de absci- ¥ = 2(x—2)?

sas, veamos si hay mds:

y=0 = 2(x-2?%=0 - x=2

La parédbola corta al eje de abscisas solamente en el punto (2, 0).
oy= %(x+2) c(x=2) = y= %xz—Z

Vértice:

Abscisa: p = % =0 — Ordenada: f(0)=-2 — V(0,-2)

Tabla de valores:

610 =206 \/y:%(mz)(x_z)

dy=(x-12+5 > y=x?-2x+6
Vértice:
Abscisa: p = % =1 — Ordenada: f(1)=5 — V(1,5)
Tabla de valores:

-1 0 1 2
9 6 5 6 9 y=(x-12+5

Las ordenadas aumentan a medida que las abscisas se alejan del
vértice, por tanto, la pardbola no corta al eje X.




VANV - O)

a las Ensefanzas Aplicadas 4

B—'unciones de proporcionalidad inversa
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1. Representa las siguientes funciones:

-3 bly=—2 _4
a)y o )y o Qy %
)0 =2 ’
* Dom f=R — {0} el {
* No corta a los ¢jes de coordenadas. B \
e x =0 es asintota vertical. \‘\
y=0 esasintota horizontal. <
e Tabla de valores: \\\
10 5 | -1 [-05/05| 1 | 5 |10
o121 5 -10010 5 1 |12
-_2 ¥
b6 =2
* Dom f=1R — {0} yo_2
* No corta a los ¢jes de coordenadas. i
e x =0 es asintota vertical.
y=0 esasintota horizontal. = 5%
e Tabla de valores: |
42 -1 0505 1 | 2| 4
121 2 4 4 2 21 12
)0 =4 r
* Dom =R — {0} i
X
* No corta a los ejes de coordenadas.
* x=0 es asintota vertical.
y=0 esasintota horizontal. D¢
¢ Tabla de valores:
. 8| -4|-2|-1/|0505|1 2|48
U Z12 | 2 -4 -8 8 | 4 21 12
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2. Representa estas funciones y halla su dominio:

-1 by=_1 __ 1
2)y x-1 )y x+1 9y x+2
a)y= ﬁ — y= % trasladada horizontalmente 1 unidad a la derecha.

* Dominio = IR — {1}
e x =1 esasintota vertical
y=0 esasintota horizontal
-
)’ X
—
b)y= x% - y= % trasladada horizontalmente 1 unidad a la izquierda.

* Dominio = IR — {1}
e x=—1 es asintota vertical

y=0 esasintota horizontal

- s
yx }/x+15

. 1 7 U= —% trasladada horizontalmente 2 unidades a la izquierda.
+

* Dominio = IR - {-2}

Qy=-—

* x = —2 es asintota vertical

y=0 esasintota horizontal

I e
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1. Representa las siguientes funciones y halla el dominio de definicién de cada una:

a)y=2Jx b)y=-2/x )y=2yx+3 d)y=-2/x+3
e y=2J-x f)y=-2/-« gy=2{—=x+3 h)y=-2/-=x+5
a) b) ¢) d)
ab el
A
\\\\\\
™~ ™~
T~ T~ - 2%
Y= 2Vx+3 =
e)f) g h)
y=2V=x+3
)= 2V—x T~ T Y
T
TR
X
/| |
~ e
=2 - y:—;V—x+5
Los dominios de definicién son:
a) [0) +°°) b) [0’ +°°) C) [_3) +°°) d) [_3’ +°°)
C) (_°°’ O] f) (_°°’ 0] g) (_°°’ 3] h) (_°°’ 5]



Unidad 9. Funciones elementales

Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Aplicadas 4

Funciones exponenciales
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1. Calcula los valores de la funcién y = 1,5* para los valores enteros de x comprendidos
entre —6 y 6. Representa la funcién.

Hacemos la tabla de valores con ayuda de la calculadora.

-6 | 5| -4 -3 2/|-1 0 1 2 3 4 5 6
0,09 | 0,13 0,20 | 0,30 | 0,44 | 0,67 | 1 1,5 12,2513,38|5,06 7,59 11,39

y=1,5"

|

2. Calcula los valores de la funcién y = 0,8° para los valores enteros de x comprendidos
entre —8 y 8. Representa la funcién.

Hacemos la tabla de valores con ayuda de la calculadora.

8 -7/-6|-5|-4,-3|-2,-1]0 1 2 3 4 5 6 7 8
5,96(4,7713,81|3,05(2,44(1,95|1,56|1,25| 1 | 0,8 |0,64|0,51(0,41|0,33|0,26(0,21|0,17

/= 0,8"

1l
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3. La funcién y = 5%%* puede ponerse de forma exponencial y = 4* teniendo en cuenta que
50,2x - (50,2)x

a) Calcula 5%2 y guarda el resultado en la memoria: 5 () 0,2 (=) ().
b) Representa la funcién dando valores a x. Por ejemplo, para x = 4: 4= 3.62)
a) y=5% = y=(5%%)* con 5%2=1,379729...

b) Hacemos la tabla de valores con ayuda de la calculadora.

o 8| 7|6 -5|-4|3 2|10 1|23 |4/|5|6/|7]|8
7 0,08/0,110,14| 0,2 0,28/0,38/0,53/0,72| 1 |1,38/1,902,63(3,62| 5 6,90 9,52 /13,13

\\
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Practica

1. a1 Representa las siguientes funciones lineales:

y=2x -3
a)y=2x-3 14 s
y==x
b)f%" \ y=25
- ’ X
c)y=w / y- 10
d)y=255 /

2. a1 Dados la pendiente y un punto, calcula en cada caso la ecuacién de la recta:

a) P(O’ 0)’ m=1 b)P(2, —1), m=-2
C)A(_2; 1)5 m= % d)A(l, 3), m=— 3

En todos los apartados buscamos la ecuacién de una recta — y=mx + n

Am=1 — y=x+n
Pasa por P(0,0) = 0=0+7n = =0
Por tanto, y = x.
bym=-2 = y=-2x+n
Pasa por P(2,-1) = -1=-2-2+n = n=3
Por tanto, y =-2x + 3.

c)m=i —>y=%x+n

2
Pasa por A(-2,1) — 1=%~(—2)+n —> n=2

Por tanto, y = %x + 2.

d)mz—i - y=—%x+n

3
Pasa por A(1,3) — 3=—2-1+n - n=3+i - n:ﬁ
3 3 3
Por tanto, y=—%x+ 174

13
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3. a 7] Calcula la ecuacién de estas funciones lineales:

N A

A Funcién constante — y=n 3
Pasa por (0,3) — n=3 =

B Funcién lineal — y=mx+n
(—3,1)€B 21 3 3
(L2)eB[ 7" 1-(3) 4 VT4

_ 9-_3. _ 9.3 __>

(1,-2)e B — 2—41+n—>n 2+4%n Z
Portanto,y=—%x—%.

C  Funcién de proporcionalidad directa — y = mx

(0,0)EC}% 1-0 1

3-0 3

3,1)eC -

Por tanto, y = %x

D Funcién lineal — y=mx+n

6,-2) € D} 3-(2) _5 5

9,3)e D 9_6 3 V= 3rtr

6,-2)e D — —2:%-6+n S n=-2-10 = n=-12
Por tanto, y = %x—lZ.

. o 7] Halla, en cada caso, la ecuacién de la recta que pasa por los puntos 4 y B:

a)A(s’ 0)’ B(Sa 0) b)A (_23 _4)a B(Z’ _3)
) A(0,-3), B(3,0) d)A(0,-5), B(-3,1)
a)y=0

3+4 1. 1 ! 7
b)m=ﬁ=z,y+4_z(x+2)%y_z -5

=1, y+3=x > y=x-3

d)m = 5 =-2; y+5=-2x = y=-2x-5

14

Matematicas orientadas
Ensefanzas Aplicadas 4
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5. a1 Halla la ecuacidn, en cada caso, y represéntala:
a) Recta que pasa por (2, —3) y es paralela a la recta que pasa por (1, -2) y (-4, 3).
b) Funcién de proporcionalidad que pasa por (-4, 2).
¢) Funcién constante que pasa por (18; -1,5).
a) * La pendiente de la recta que pasa por los puntos (1, -2) y (-4, 3) es:

_3-(2 _ 5 __
m=_i 1 "5}

* Si dos rectas son paralelas tienen la misma pendiente, por tanto, la recta buscada tiene
pendiente m=-1 — y=—x+n

e Larectapasapor (2,-3) = -3=-2+n = n=-1
Por tanto, la recta que buscamos es y = —x— 1.
b) * Funcién de proporcionalidad — y = mx

* Pasapor (-4,2) > 2=m-(-4) — m=—%

Por tanto, la recta buscada es y = —%x.

c) * Funcién constante — y =7
* Pasa por (18;-1,5) — -1,5=n

Por tanto, la recta que buscamos es y = —1,5.

Y
a)
b)
o) \\ Xy=—15
\ yeLe
y=—x-1

6. s | Halla el valor de los pardmetros a4, b, ¢, d y e para que las rectas y los puntos
cumplan las condiciones pedidas:

a) Que la recta que pasa por los puntos (4, 0) y (-2, 2) tenga pendiente —1.
b)Que la recta y = bx + 2 pase por el punto (-3, 4).

¢©) Que las rectas de ecuaciones y=3x+ ¢ e y=cx+ 3 se corten en el punto de ordenada
2. ;Cudl es la abscisa correspondiente?

d) Que los puntos (d, -2) y (4, ¢) pertenezcan a la recta de ecuacién y = %x -3.

dm+n=0 p 24
—2m+n=a} TmETe "ty
Si m=-1 — —1=—% — a=6
b)Larecta y=bx+2 pasapor(-3,4) — 4=0-(-3)+2 = 3b=-2 — bh=—_2

3

15
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3 =2 =2-
c)y=3x+ce y=cx+3 secortan en el punto de ordenada 2: e } e 5

x+3=2
x=-1/3

x=1

2-3x) .- x+3=2 —)—3x2+2x+1=0<
'xz—% - c=2—3-<—%> — c=3
En este caso son la misma recta: y=3x+ 3
ex=1—>¢=2-3-1 = ¢c=-1
Las rectasson y=3x—1 e y=-x+3 ysecortan en el punto (1, 2).
d) (d, -2) pertenece a la recta y=%x—3 - —2=%-d—3 —>d=2

(4, e) pertenece a la recta y=%x—3 - e:%-4—3 — e=-1

7. « 7] Asocia a cada una de las grificas una de las expresiones siguientes:

a)}’=x2 B Y C
b)y = (x-3)?

Qy=x*-3 A 6 D
dy=x2-6x+6 4

a)y=x> < B 2

b))/=(x—3)2 — C -2 2 4/ 6 X
Oy=x2—3 < A 2/

d)y=x2—6x+6 < D

8. « 7] Representa las siguientes funciones haciendo, en cada caso, una tabla de valores co-

mo esta:
-4 -3|=2|-1/0|1 2 3|4

a)y=x2+1 b)y=-x%+4
o) y=-3x2 d)y = 0,4x2
a)y= x2+1

-4 | -3 | 2| -1 0 1 2 3 4

17 10 5 2 1 2 5 10 17
b)y=—x>+4

-12 | -5 0 3 4 3 0 =5 | -12



VANV - O)

a las Ensefanzas Aplicadas 4

201234
12| 3| 0 | -3 | -12 27 | —48

16104 0 | 04 16|36 64

)
1) ’
\ / d)\ /
TN \
\ [
/ \ \ /
JIER t /1 \ N\ 1
/ \ N /
N A
| \ /[ 1\
| \b) / \
/ \
| \
c)
| \
| \ | \
| \ | \
| \
| \

9. & 7] Representa las siguientes pardbolas, hallando el vértice, algunos puntos préximos a
él y los puntos de corte con los ejes:

a)y=(x+2)? b)y = x? - 4x c)y=%x2+2x+1 d)y=x2-9

a) Vértice: (-2, 0)

Cortes con los ejes:

— 2
(_2’ 0)’ (0’ 4) \ \ \ \ 15 - ;x . 2) I I
Otros puntos: (-1, 1), (-3, 1) \ \ \\ \ / / II /
Lot e (9 \ \ [ /
b) Vértice: (2, —4) \ \ " / / /
Cortes con los ejes: \\ \ / /
\ /
(0, 0), (4, 0) \ \ \ / /
. _ \ > i y=x%2—4x
Otros puntos: (5, 5), (-1, 5) \ \ 7 /
c) Vértice: (-2, -1) )= -]Tx" +2x+ 1 A /
A
Cortes con los ejes: = i REP > p -z
’ \ A4
(+2-2,0),(2-2,0), 0, 1)
I3
Otros puntos: (1, %), (—5, %) 25209\ 7
d) Vértice: (0, —9) 10

Cortes con los ejes:
(_3a O)a (3a O)a (Oa _9)
Otros puntos: (-2, -5), (2, -5)
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10. «7] Di cudl es el punto (abscisa y ordenada) donde se encuentra el vértice de las siguien-
tes pardbolas, sefialando, en cada caso, si se trata de un méximo o de un minimo. Des-
pués, represéntalas.

a)y=8—x2 b)y=4:+(i’»—x)2
Qy=—xt-2x+4 d)y=3x—%x2+1
e)y=%—%x2+%x f)y:%x2+2x+3
a) Vértice: (0, 8), maximo b) Vértice: (3, 4), minimo
c) Vértice: (-1, 5), mdximo d) Vértice: <3, 12—1>, mdximo
e) Vértice: (1, 4), maximo f) Vértice: (-3, 0), minimo
1
A\ /
\ /
10] /
y=4+(3-x%?
y=8—-x
\ /
/| s N
/, \
/ \
10 75 3 ] 25 ' 2.5 : 75 10
/1] \ \
I
Jav - \ \
/ \
y=1x"—-2x+4
/ \
Ay 1 \
/ \
15
\ /
10
\ x2 |, /
\JEzTH~
\\ J /V
\ st 1/ y=3xeda?
N
- e NN
10 75 -5 25 / 25 E \ 75 10
/ \
/ \
pd / A VAN
1 2 / 14 \
=22 (XK /117 \
14 402/ \
/ \
| 10
/
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11. =] Representa estas funciones cuadriticas:

a)y=(x-5)2 b)y=x-(x-5)
9y=(—3)-(x+3) dy=b (c—2)?
a)y=(x— 5)2 — Es la traslacién 5 unidades a la derecha de y= x2. Y
Vértice: (5, 0) y = xl \\ II
A |
Tabla de valores: ol 2 |3 |4]5]6]7|8| f
o 4101 4] 9 \ 1/
J=tor—{5)21 X
b)y=x-(x-5) —>y=x2—5x Y I
Vértice: \ [
Abscisa: p = % — Ordenada: f (%) = —24—5 - V(%, %) \\\ I/
5 X
o122 3 45 6 ‘ \ /
Tabla de valores: \ /
60—4—6—24—5—6—406‘
i x2 L5y
Oy=k=-3)-(x+3) > y= x2 -9 — Fsla traslacién 9 unidades hacia abajo I V4 |
_ .2 \ , |
de y=x" | y=x |
Vértice: (0, —9) \\ l’
Tabla de valores: 4|3 21-1]101 112134 I :
705 8/9/-8 5 07 \ an
\ bl
\ |
\ |
X
\ |
\ /
\ |
\
P 2-9
d)y=4—(x—-2)> — Esla traslacién 4 unidades hacia arribay 2 a la Y PRTEPT RN
derechade y = —x2. /
Vértice: (2, 4) —— e
1012345 e
Tabla de valores: — | 2 AEREEA
5 0|3 4 3 05 ; 3
AN AR
| | \
| FIA!
| . \
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12. el Utiliza una escala adecuada y representa.

a)y= T’?ZO b)y = -75x2 + 675
) y = 0,002x2 — 0,04x d)y = -10x% - 100x
2
a)y= lxﬁ — Vértice: (0, 0) Ve
\ /
Tubla de valoges. Leid ~200|-150/-100/ =50 | 0 | 50 | 100 | 150 | 200 \ /
V. :
400 1225100 25 | 0 | 25 | 100 | 225 | 400
0 /
50 X
b)y = —75x% + 675 v
Vértice: / \
Abscisa: p = ILSO =0 — Ordenada: f(0) =675 — V(0, 675)
- [ \
| \
Tabla de valores: o 4| 32|10 ! 2 3 4 | | 75 \
5250 0 375600 675 600|375 0 |-525 ] B
| \
| |
| \
c) y = 0,002x2 — 0,04x Y
Vértice:
0,04 ‘ ’
Abscisa: p = 0’004 =10 — Ordenada: f(10) =-0,2 — V(10;-0,2) 9*\ /
5 X
Tabla de valores: i > 0 > 10 | 1520 | 25 | /
71025 0 |-0,15-0,21-0,15 0 | 0,25
d)y = —10x? — 100x Y
Vértice: l,t
Abscisa: p = % =-5 — Ordenada: f(-5) =250 — V(-5,250) 5[ X

—
—
I

~15 | —10 | —
Tabla de valores: « > 0 > 0 > |
7500 0 1250 0 |—750
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13. «] Asocia a cada gréfica una de estas férmulas e indica el dominio de definicién de ca-

da una:

1
2—-x

Iy-=

2
IImy=2+=
)y=2+ P

I — d) Dom=R-1{2}
III — a) Dom =R - {0}

II — b) Dom=IR - {3}
IV — ¢) Dom =R — {-3}

14. « 7] Asocia a cada gréfica la férmula que le corresponde e indica su dominio de defini-

cion:
Dy=vx-3
D) y=3- =«

I — b) Dom = [3, +0)
III — d) Dom = (—oo, 0]

I y=yx-3
V) y = -3
b) ¥

2 /

[T21 416 Ix

2

6 4 2] Ix

II — ¢) Dom = [0, +o0)
IV — a) Dom = (—oo, 0]

21
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15. 1] Asocia a cada grifica una de estas férmulas:

I)y=3" II) y=1,5*
III) y = 0,4* IV) y = 0,7*
@ 6 @ 6
4 4
2 2
NS —— [ ——
—4 -2 2 | 4 —4 -2 2 4
© 8 @ 8
6 6
4 4
2
¥ /
—4 |2 2 4 ) 2 4
Di, en cada una de ellas, si es creciente o decreciente.
I — d) Creciente II — b) Creciente
III — c) Decreciente IV — a) Decreciente

16. « 7] Dibuja la grifica de estas funciones, dando a x los valores que se indican en cada

caso:
3 1.1 3 1.1
=3 x=-3-1i-53 515 == x=-3-1;-53 5 15
a)y Pl 3 25 3 b)y Pl 3 252 3
5 1 2 1.1
== x="5-1-53 51 === x=-2-1-535 5152
Iy=3 *=75 22 dy=-33 * 2°2
Todas las funciones son tales que:
* Dom f=1R - {0}
* No cortan los ejes de coordenadas.
* x =0 es asintota vertical.
* y=0 es asintota horizontal.
_3 b __3
a) f(x) = = V() ==
3 | =1 |-1/2|/1/2| 1 3 3| =1 =1/2|1/2 | 1 3
-1 | -3|-6| 6 3 1 1 3 6 | -6 | -3 -1
-3
y_ X

22
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_5 __2
o fx) = . d)f(x) = .
s -1 a2 1|5 2 1221 |2
1 s -0/ 105 |1 1 2 4 -4 2 1
|
> 2
VEE y=—<
\ d | i
AN
\\ [
AN /
\ |
\

17. e} Indica cuéles son las asintotas de las siguientes funciones y represéntalas grafica-
mente ayuddndote de una tabla de valores:

| b)y=__3
2y x+3 )y x+1
1 1
= 2 = 2
oy T—x + d)y po | +
a) Dominio = IR - {-3} b) Dominio = IR - {-1}
Asintotas: x=-3, y=0 Asintotas: x=-1, y=0
-6 |5 -4 2|-1]0 -4 3|20 1|2
o3 -2 -1 1 |12 13 vy BREVAEREIEVIIES
IS Y NN
T x+3 Txe1)
//
—_— X
I pm—
)
|
|
¢) Dominio = IR - {1} d) Dominio = IR - {1}
Asintotas: x=1, y=2 Asintotas: x=1, y=2
2 |-1,0 2|3 4 21,0 23| 4
73| 31 3253 v BRI AR EREIRE
V4 vl i, 1
) =T 42 S xEd
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« 1] Ayddate de una tabla de valores para representar graficamente las siguientes funcio-
nes e indica el dominio de definicién de cada una:

a)y=«/;+2 b)y=2—«/;
Qy=2y-x d)y=—/—=x

A partir de la tabla de valores de y = yx podemos representar las funciones:

L0 1 4 9|16
0 12 3| 4

a) y = yx + 2 — Dominio = [0, +co) b)y=2—yx — Dominio = [0, +co)
Q) y= 24y-x — Dominio = (=0, 0] d)y= —y—x — Dominio = (—oo, 0]
‘\\\ Y [ oY |
MmNy VT IR
=ZLN=X T~ /’—
\‘ —
~
I — L X
| "“.5.
——T y=2 L \x ]
Tyl

o] Representa grificamente estas funciones dando los valores que se indican en cada
caso.

aAy=y2-x; x=2;-2;-7 b)y=7-2x+4; x=-2;0;6
Qy=y—x; x=05-4;-9 d)y=2+yx+3; x=-3;1;6

A)y=4y2-x b)y=7-y2x+4

x PRI 20 |6
o0 2| 3 y IKAERER

Y
[
y=2+Vx+3
‘\ ————
) = N2 — T |
§==§ — “-.—
[a i —— iz
y=v—x ~ T~ y= —NLX + 4
X
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20.« 7] Representa las siguientes funciones haciendo, en cada caso, una tabla de valores

(aytidate de la calculadora):

a)y=2" b)y=3*+1
oy= (%)x+l d)y = 205~
o) y=1,2% £y <%>0,5x
a)y=2% b)y=3"+1

32| -1/0| 12 3 | 3 |2|-1]0]1]2|3
usl4l2 12 4 8 1,0371,1113 2 | 4 |10 28

|
[ Jy=2
/1]
y=3%+1
X
2
C)}/=<§> +1 d)y=20,5x
o 3|2 -1]0 1 |2] 3 4|3 2|10 12|34
43751325025 2 | 1.6 | 1.4 11,296 0,250,35/0,5 (0,71 1 11,41 2 12,83 4
\ 0,5x
\ }l pad
/
/
\\
(2\*F N
PE(ESIER
\3/ 1
0,5x 0,5 x
_ 4x — L l l
Oy-12 ho-(1) %[@ | -
o 312|110 1 213 43|21 01 1|21 3| 4
020,11/0,23/0,48 1 12,07| 4,3 (8,92 . 16|81 4121105025 0,125/0,06
|
\ [y::l,l"
\ /
_/_1_\0,536 !
r=(4
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21. « 7] Representa cada par de funciones sobre los mismos ejes coordenados. ;Qué relacién

hay entre ellos?
X
N _<1>x 2.0 1] 23
’=\3 9o | 3 | 1 11319 127
21101 2] 3
y=3
vl 3| 1| 3 27
x 110 1| 2
b)y=0,25 — =<l>
)y r=\4 4 1 | 1/4 116
110 1| 2
y=4
/4| 1 | 4 | 16
Al Y [ Y]]
y = |— y = 3% y=0,25%| |y=4
3 | |
\ | | |
\ |
\ |
\l/
na W
X X

Sus gréficas son simétricas respecto al eje de ordenadas.
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Resuelve problemas

22. «]a) Calcula b y ¢ para que el vértice de la pardbola y = x2 + bx + ¢ esté en el punto

23.

(3’ 1).
b) ;Cuadl es su eje de simetria?

c) ;Cudles son sus puntos de corte con los ejes?

b

a) Vérticeen x=3 — —2—d=3 — —b=6a=6 — b=-6
Pasapor 3,1) » 1=9-18+¢ — ¢=10
y=x2—6x+10

b) Su eje de simetria es x = 3.
c) Cortes con los ejes:

x=0 — y=10 — Punto (0, 10)
_ 6+436-40

x2—6x+10=0 > x= —-—¥2 7" _5 No tiene solucién, por tanto, no corta

2 al eje X.

«n] La pardbola y = ax? + bx + ¢ pasa por el origen de coordenadas. ;Cuin-
to valdrd ¢?

2

a=2 x—1

__a
" 2-b | a=4-2b] 1+b=4-2b - b=1 2
a=1+b )=
1-_—a
-1-4

27

Y
Si, ademds, sabemos que pasa por los puntos (1,3) y (4,6), halla 2 y & y 67
representa la paribola. N
c=0 y= ax* + bx
(1,3) — 3=a+b a=3-b — a=-1/2 1 4 X
(4,6) > 6=16a+4b| 6=16(3-b)+46 — b=7/2

D - SvA
Y=y ¥+ gx
24.«a| Calcula 2 y b para que la funcién y= —2 5 basepor los puntos (2, 2) y (-1, -1).
x_
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«il | La grifica de una funcién exponencial del tipo y = ka* pasa por los puntos (0, 3) y
(1; 3,6).

a) Calcula £ y a.
b) ;Es creciente o decreciente?
) Representa la funcién.

a) Si pasa por el punto (0,3) — 3=k’ — k=3

Si pasa por el punto (15 3,6) — 3,6 = ka' — 3,6=3a — a=12 Y
Tenemos la funcién: y=3-1,2*
b) Es una funcidn creciente. 6
c) Hacemos una tabla de valores: 3
=2 -1 0 1 2 3 /
208 25| 3 | 36 432518 3 -1pr3 X
«| Con un listén de madera de 3 metros de largo, queremos fabricar un marco para un

cuadro.
a) Si la base midiera 0,5 m, ;cudnto mediria la altura? ;Y la superficie del cuadro?
b) ;Cuadl es el valor de la superficie para una base cualquiera x?

c) ;:Para qué valor de la base se obtiene la superficie mixima? ;Cudnto vale dicha super-
ficie?

a) Perimetro = 3 m — base + altura=1,5m
base =0,5m — 0,5 + altura=1,5 — altura=1m
Area = base - altura — Area=0,5-1=0,5 m?

b) Perimetro = 3 m — base + altura= 1,5 m
base =x — x+altura=1,5 — altura=1,5-x

Area = base - altura = A(x) =x-(1,5-x) = A(x) =%+ 1,5x

A(x) = —x% +1,5x funcién cuadritica

— A 1 | méxi erti
) a=-1<0 — tiene las ramas hacia abajo (%) alcanza el méximo en su vértice
Vértice:
x==t g x-=L> _g75
2a -2 — Vértice: (0,75;0,5625)

y=-(0,752+1,5-0,75=0,5625

La superficie es mdxima cuando la base mide 0,75 m, siendo dicha superficie mdxima
0,5625 m?.

28



Unidad 9. Funciones elementales

Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Aplicadas 4

27. s El sueldo inicial de Ana es de 24000 € anuales. En su contrato de trabajo figura
que subird un 8 % anual.

:Cudnto ganard dentro de 10 afos? Escribe la funcién que relaciona el sueldo con el
tiempo.

El sueldo inicial es 24000 €.
Al cabo de un ano serd 24000 - 1,08 y al cabo de dos anos serd 24 000 - 1,082,
Es decir, al cabo de 10 afios serd 24000 - 1,080 = 51 814,20 €.
La funcién que relaciona el sueldo con el tiempo es:
s(¢) = 24000 - 1,08

28. st | El coste por unidad de fabricacién de un tipo de cajas disminuye segiin el nimero
de unidades fabricadas y viene dado por la funcién:

_ 0,3x +1000
Y x

a) ;Qué valores toma la variable independiente, x?

b) Calcula el coste por unidad y el coste total para fabricar 10 cajas. Haz lo mismo para
100000 cajas.

©) ;A cudnto crees que se acerca el coste por unidad cuando el niimero de cajas se hace
muy grande?

a) x toma valores naturales.
b)* Para 10 cajas:

Coste por unidad = 3+1000

10
Coste total de 10 unidades = 1003

* Para 100000 cajas:

=100,3

_ 30000 +1000 _
d- 100000 0:51

Coste total de 100000 unidades = 31 000

Coste por unida

c) El coste por unidad se acerca a 0,3.

29
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29. el En una piscina hay un trampolin a 8 m del agua. Esther lanza una pelota rodando y
cae al agua a 12 m de la vertical del trampolin.

8 m

0 12m

Escribe la ecuacién de la trayectoria descrita por la pelota desde que sale del trampolin
hasta que toca el agua. Da su dominio de definicién.

O La trayectoria es una pardbola y = ax? + bx + ¢ con su vértice en el punto de caida. Toma O
como centro de coordenadas y ten en cuenta que el vértice es (0, 8).

RESOLUCION 1

) (0, 8) Tomando el centro de coordenadas en el punto O, el
vértice de la pardbola es (0, 8). La ecuacién de la pardbola
queda asi:
Jm et Y= ax* + 8

Para x=0, y=8 — 8=14

o 12,0
Calculamos el valor de @ sabiendo que pasa por (12, 0):

—u.122 .8 1
0=4-12+8 — a 44 is
La ecuacién de la trayectoria es y = —%xz + 8, definida en [0, 12].

RESOLUCION 2

En la resolucién anterior se ha tenido en cuenta que la trayectoria es una pardbola con su vér-
tice en el punto de caida. Resolvdmoslo, ahora, como lo harfa un fisico, teniendo en cuenta,
solamente, las leyes del movimiento:

Tiempo que tarda en caer 8 m: (movimiento uniformemente acelerado. Aceleracién, g):
%gtz = 8. Tomamos g=10m/s> — 5¢2=8 — ¢= \/g

A qué velocidad rueda la pelota por el trampolin? Tengamos en cuenta que, a esa velocidad,

recorre 12 m en \/% s (componente horizontal).

12
V8/5

Obtengamos la ecuacién de la trayectoria tomando O como origen de coordenadas:

Movimiento uniforme e=v-t — 12=v- /% - v=

V8/5 8/
Comp. horizontal: x = 12 0= 12x — 2= ﬁxz = 9%x2

J8/5
Comp. vertical: y=8—5t2 y=8—5-—x2 =8—-—x

Hemos obtenido la trayectoria y =8 — %xz, la misma que antes como es natural.

30
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Resuelve
1. a) Observa en la gréfica de la derecha que el punto correspon- + COSTE DEL RECIBO (€)
diente a la primera vivienda estd sobre la recta. Comprueba {4
que también lo estdn los otros siete. 120
.. . . 100
b) De una vivienda nos dicen que se han consumido 135 m?>. 30
:Sabrias calcular, exactamente, a cudnto asciende el recibo 60
del gas? 40
20
20 100 200

140
120
100
80
60
40
20

a)

1
1
1

) COSTE DELRECIBO (€)

40
20
00
80
60
40
20

12345678910
n:Ne

D

E PERSONAS EN LA CASA

't COSTE DEL RECIBO (€)

X't CONSUMO DE GAS (m3)

¢) Comprueba que los puntos sefialados en la grifica de la izquier-
da son los seis primeros de la distribucién que relaciona z con

9.
Representa los dos restantes, (3; 49,5) y (9; 135).

d) Observa cémo, a la vista de estos puntos, podriamos aventurar-
nos a decir algo sobre el gasto de gas en una vivienda con 7 per-
sonas. Sin embargo, lo que dijéramos seria muy impreciso y con
gran riesgo de equivocarnos.

20

100 200

X: CONSUMO DE GAS (m3)

b) Si, ascenderiaa y=0,5-135+6=73,50 €

c)

1
1
1

40
20
00
80
60
40
20

't COSTE DEL RECIBO (€)

123
n:N.

4567 8910
° DE PERSONAS EN LA CASA

d) Podriamos decir que el gasto es de unos 100 € pero serfa impreciso.
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1. Identifica los restantes puntos del diagrama de dispersién del ejemplo de las notas en
matemdticas y en fisica.

A cada estudiante 4, b, ..., le corresponderd el punto A, B, ... en el diagrama de dispersién.
F
10
C
J 7
I3 F
D D ] E
/’//
,I G
5 o M
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2. En cada una de las siguientes distribuciones bidimensionales, intenta, sin representarla,
estimar si la correlacién va a ser positiva o negativa, fuerte o débil. Luego, represéntala
mediante la nube de puntos, trazando la recta de regresién, y corrobora o modifica tus
estimaciones.

a)G-F b)Pos - F
coF-C d) Pos - Ptos
a) F
60
50
40
30
2 G
5 10 15 20 25

Parece que si deberia haber correlacién entre el nimero de partidos ganados y el nimero de
goles a favor.

Al representarlo apreciamos en la nube de puntos una correlacién positiva y fuerte.

Pos
5 10 15 20 25

Al relacionar la posicién con los goles a favor es 16gico pensar que habrd una correlacién. Al
representarla, apreciamos en la nube de puntos una correlacién negativa y fuerte.
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60

50

40

301

"0 30 40 50 60

Al relacionar los goles a favor y los goles en contra, se aprecia correlacién negativa y débil.
d) Ptos

70

60

50

401

Pos
5 10 15 20 25

Es 16gico pensar que habrd una correlacién entre los puntos y la posicién y efectivamente al
representarla apreciamos en la nube de puntos una correlacién negativa y fuerte.

3. Busca, en un periédico o en Internet, una tabla como la anterior, de actualidad, y estudia
distribuciones como las que hemos visto en esta pégina.

Actividad personal.
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4. En las siguientes distribuciones bidimensionales referentes a tus compafieros y compa-
feras de clase, estima si la correlacion serd positiva o negativa, muy fuerte, fuerte, débil
o casi nula:

a) Medida de un palmo - Medida del pie.

b) Nimero de horas semanales de estudio - Nimero de horas semanales viendo la televi-
sion.

¢) Nimero de horas semanales de estudio - Niimero de suspensos en la dltima evalua-
cion.

d) Estatura - Peso.

e) Nota en matemidticas en el dltimo examen - Nimero de asignaturas suspensas en la
altima evaluacién.

f) Peso - Nota en matemadticas.

g) Estatura media de los padres - Estatura del alumno.

h) Distancia de su casa al centro de estudios - Tiempo medio que tarda en llegar.

i) Numero de libros leidos al afio - Numero de asignaturas suspensas en la altima evalua-
cién.

a) Positiva y fuerte.

b) Habra una correlacién negativa y muy fuerte.

c) Habr4 una correlacién negativa (a mds horas semanales de estudio, menos nimero de sus-
pensos) fuerte.

d) Correlacién positiva débil.

e) Negativa y débil.

f) No habri correlacién.

g) Correlacién positiva y fuerte.

h) Correlacién positiva y muy fuerte.

i) Correlacién negativa débil.
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1. Los siguientes nimeros son los valores absolutos de los coeficientes de correlacién, 7, de
las distribuciones bidimensionales representadas a continuacién:

0,75 0,47 0,92 0,97

Asigna cada cual a la suya, cambiando el signo cuando convenga.

@A) — 0,47
® — 0,97
© — -0,92
O — 0,75
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2. Representa la nube de puntos y la recta de regresién de la distribucién bidimensional
IP - Me del ejercicio resuelto anterior.

Me
6
5 .
[ ]
4 [ ]
3
2 e o
1
Ip
10 20 30 40 50

3. Indica cudl de estos valores se ajusta mejor al valor de la correlacién de la distribucién
del ejercicio 2.

0,5 _0,99 0,82 _0,77 0,99
r==0,77
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1. Estima, con los datos del ejemplo 1, el alargamiento correspondiente a una temperatura
de 45 °C. ;Consideras fiable la estimacién?

y=0,12x — ¥ (45) = 5,4 mm

La estimacién es muy fiable.

2. Estima, con los datos del ejemplo 2, el peso de un nuevo jugador cuya estatura sea de
180 cm. ;Consideras fiable la estimacién?

Hallamos gréficamente el peso que corresponde a 180 cm:  (180) = 77 kg.

La estimacion no serd muy fiable puesto que, aunque la correlacién es relativamente alta, 180
no estd en el intervalo de datos considerados.
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3. Estima, mediante la recta de regresién, la presién correspondiente a 1000 m. ;Es fiable
la estimacion?

Efectuamos la estimacién con la ecuacién de la recta de regresion:
j/\ (1000) = 760 — 0,0824 - 1000 = 677,6 mm

Es muy fiable la estimacién, ya que la correlacién es muy buena y 1000 estd dentro del inter-
valo de valores considerados.

4. Estima la presion correspondiente a una altura de 6000 m. Comenta cémo de fiable es
esa estimacion.

En este caso 7 (6000) = 760 — 0,0824 - 6000 = 265,6 mm vy la estimacién no es muy fiable
porque aunque la correlacién es muy buena, 6 000 estd fuera del intervalo de datos disponibles.
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Hazlo tu. Miles de visitantes, V, a las Islas Cies (Vigo) en ese afio:

E|F|M|A|MY|JN|JL|AG|S|O|N|D

Relaciona esta variable con cada una de las anteriores mediante nubes de puntos. Indica si
la correlacién es mds o menos fuerte en cada una.

TEMPERATURA (°C)

25
20
15 °
10

5

ISITANTES (miles)
5 10 15 20 25

La correlacién entre los visitantes y la temperatura es positiva pero muy débil.

160 LLUVIA (mT)
°
120 ?
®
L]
80 L]
L]
40 3
[ ]
ISITANTES (miles)
5 10 15 20 25

Entre el niimero de visitantes y la lluvia, la correlacién es negativa y muy fuerte.

HORAS DE SOL

300

250

200

150

100 |

50

Jac)
ISITANTES 11€S)

5 10 15 20 25

Entre la cantidad de visitantes y las horas de sol, la correlacién es positiva, aunque débil.
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Hazlo 0. Estima el alargamiento para masas de 190 gy 5 kg e indica la fiabilidad de ambas
estimaciones.

La estimacion para 190 g es un alargamiento de 55 cm.

La ecuacién de la rectaes y = 7 x, por tanto a una masa de 5 kg = 5000 g le corresponde un

24

alargamiento de % 5000 = 1458,3 cm.

La estimacion serd muy fiable para la masa de 190 g pero muy poco fiable para la de 5 kg puesto
que este valor estd muy alejado del tramo que controlamos.

ALARGAMIENTO (cm)

\

100
90 =

70
60 ~
50 g
40
30 -
20
10 -

o MASA (g)
30 60 90 120 150 18q 210240 270 300 330 360

190
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Practica

1. «7] Para cada uno de los siguientes casos:
— Di si se trata de una distribucién bidimensional.
— Indica cudles son las variables que se relacionan.
— Indica si se trata de una relacién funcional o de una relacién estadistica.
a) Tamano de la vivienda - Gasto en calefaccién.
b) Niimero de personas que viven en una casa - Litros de agua consumidos en un mes.
¢) Metros cibicos de gas consumidos en una casa - Coste del recibo del gas.
d) Longitud de un palmo en un alumno - Niimero de calzado que usa.
e) Niimero de médicos por cada mil habitantes - Indice de mortalidad infantil.

f) Velocidad con que se lanza una pelota hacia arriba - Altura que alcanza.

a) — Es una distribucién bidimensional.
) ) Tamafo de la vivienda.
— Variables que se relacionan: .,
Gasto de calefaccién.

— Relacién estadistica.

b) — Si es una distribucién bidimensional.
. Numero de personas que viven en una casa.
— Variables:

itros de agua consumidos en un mes.

— Relacién estadistica.

c) — No es una distribucién bidimensional.
) Consumo de gas.
— Variables:

Coste recibo.

— Relacién funcional.

d) — Si es una distribucién bidimensional.

_ Longitud palmo de un alumno.

— Variables: 1
Numero de calzado que usa.

— Relacién estadistica.

e) — Si es una distribucién bidimensional.
) Nuamero de médicos cada 1000 habitantes.
— Variables: 3. . ) ] ]
Indice mortalidad infantil.

— Relacién estadistica.

f) — No es una distribucién bidimensional.
Velocidad.

— Variables:
attables Altura.

— Relacién funcional.

12
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« | En cada uno de los apartados del ejercicio anterior, estima si la correlacién serd po-
sitiva o negativa, fuerte o débil.

a) Correlacién positiva fuerte.
b) Correlacién positiva fuerte.
c) Correlacién positiva funcional.
d) Correlacién positiva fuerte.
e) Correlacién negativa fuerte.

f) Correlacién positiva funcional.
=] Estos son los resultados que hemos obtenido al tallar y pesar a varias personas:

156 | 163 | 171 | 177 | 184
48 | 75 | 65 | 73 | 81

a) ;:Es una distribucién bidimensional? ;Cudles son las variables que se relacionan?
:Cudles son los individuos?

b) Representa la nube de puntos.

¢) :Es una relacién estadistica o funcional?

a) Si es una distribucién bidimensional ya que a cada individuo (personas que pesamos y
tallamos) tiene dos valores asociados correspondientes a las dos variables que se relacionan:
estatura (cm) y peso (kg).

b)  rrso (kg)
90

70
60
s0f
40
30
20
10

ESTATURA (cm)

7 160 170 180 190

¢) Es una relacién estadistica.

13
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4. a 1] a) Traza, a ojo, la recta de regresiéon en cada una de estas cuatro distribuciones bidi-

mensionales:

®

10 ° 10 °
5 5 .
5 10 5 10
© ©
10 10
5 5 .
5 10 5 10

b) ;Cuéles de ellas tienen correlacién positiva y cudles tienen correlacién negativa?

c) Una de ellas presenta relacién funcional. ;Cudl es? ;Cudl es la expresién analitica de la
funcién que relaciona las dos variables?

d) Ordena de menor a mayor las correlaciones de las cuatro (en valor absoluto): en pri-
mer lugar, la que presenta correlacién més débil, y, en dltimo lugar, aquella cuya co-
rrelacién es més fuerte.

a)

10

®

10

10

5

10

Sin correlacién

b)(A) y (D tienen correlacién negativa y (B) correlacién positiva. En el caso de (C) no se apre-
cia correlacién.

c) La (A) presenta una relacién funcional:

(6, 0) y (5, 2) pertenecen a la recta — m = 2-0_,5 y=-2(x—0)

JO<D<®<®
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5. «1] Las estaturas de 10 chicas (x;) y las de sus respectivas madres (y;) son:

158 | 162 | 164 | 165 | 168 | 169 | 172 | 172 | 174 | 178
163 | 155 | 160 | 161 | 164 | 158 | 175 | 169 | 166 | 172

Representa los valores sobre papel cuadriculado mediante una nube de puntos, traza a
ojo la recta de regresién y di si la correlacién es positiva o negativa y mds o menos fuerte
de lo que esperabas.

185

175

165

1554

155 165 175 185
Se trata de una correlacién positiva y fuerte.

6. « 7] Representa el diagrama de dispersién correspondiente a la siguiente distribucién y
di cudl de estos tres valores puede ser su coeficiente de correlacién:

r=1  r=-098  r=-1

10 | 8 6 4

r=-1, la dependencia es funcional.

15
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7. 1] Representa la nube de puntos de la siguiente distribucién y estima cudl de estos tres
puede ser su coeficiente de correlacién: » = 0,98; r=-0,51; r=0,57.

0 1 2 3 3 4 5 6
4 6 2 4 8 6 5 3

r=0,57

8. « 7] Los nimeros 0,25 —0,9; —0,7 y 0,6 corresponden a los coeficientes de correlacién de
las siguientes distribuciones bidimensionales. Asigna a cada gréfica el suyo:

a) b) <) d)
a)r=0,6 b)r=-0,7 c)r=-0,9 d)r=0,2

9. e’ | Los coeficientes de correlacion de estas distribuciones bidimensionales son, en valor
absoluto: 0,55; 0,75; 0,87 y 0,96. Asigna a cada una el suyo, cambiando el signo cuando

proceda:
a) b) c) d)
a) r= 0,96 b)r=-0,75 c)r=0,55 d)r=-0,87
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10. ] Traza la recta de regresiéon de las distribuciones a) y c) del ejercicio anterior y esti-
ma, en cada una de ellas, los valores que correspondena x=0 ya x=10. ;En cudl son
mas fiables las estimaciones?

)
x=0 — 0,9 . x=0—>0

x=10 — 11 1 x=10 — 9

Serdn mds fiables las estimaciones de la distribucién a).

Resuelve problemas

11. 7] Se ha hecho un estudio con ratones para ver los aumentos de peso (en g) mensuales
que producen ciertas sustancias A, B y C (en mg diarios). Los datos obtenidos vienen
dados en esta tabla:

AUMENTO AUMENTO AUMENTO

SUSTANCIA | DE PESO SI LA DE PESO SI LA DE PESO SI LA
SUSTANCIA ES A | SUSTANCIA ES B | susTANCIA Es C

1 3 2 3
2 1 2 3
3 3 1 2
4 5 3 0
5 6 0 1
6 4 3 -1
7 6 4 1
8 5 1 -2
9 7 3 -4
10 7 1 -2

Los resultados negativos quieren decir que en lugar de aumentar, el peso disminuye.
a) Representa la nube de puntos de cada distribucién.
b)Indica si la correlacién es positiva o negativa en cada una de ellas.

c) Ordena las correlaciones de menos a mas fuerte.

a) y b) Sustancia A Sustancia B Sustancia C
PESO (g) PESO (g) PESO (g)
&
* @ L 3
L 2 L 2 L 3 *
L 2 L 2
L 3 L 3 L 2
L 2 L 2 L 2 * L 2 * L 2
* @
L 2 L 2 L 2 L 2 L 2
SUSTANCIA (mg/dfa) SUSTANCIA (mg/dfa) SUSTANCIA (mg/dfa)
Correlacién positiva. Correlacién positiva. Correlacién negativa.

c) Sustancia B < Sustancia A < Sustancia C.

17
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12. 7] Para realizar unos estudios sobre energia solar, se ha medido cada uno de los dias
de una semana la temperatura méxima y el nimero de horas de sol, obteniéndose los
siguientes resultados:

7 12
10 14
0 7
6 10
11 15
12 20
11 18

a) Traza a ojo la recta de regresién T-S.

b) Si el lunes siguiente a la medicién hubo 9 horas de sol, ;qué temperatura méxima ca-
be esperar que hiciera? ;Qué fiabilidad tiene tu prediccion?

a)  HORAS DE SOL

TEMPERATURA (°C)
10 15 20

L1

b) Cabe esperar que hiciera una temperatura maxima de 14,5 °C.

La fiabilidad es muy precisa porque la correlacién es fuerte y la medicién que nos piden
estd préxima a los valores que conocemos.
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13. «] En una encuesta realizada en 7 paises europeos, se obtuvieron los datos de este gra-
fico:

Tiempo dedicado a la lecturay a la television ] Lipros
Media de minutos dedicados - |:| o
en un dia laborable @ Television
@ R R R = .
D D D D D B .
A B c D E F G

a) ;Cémo crees que serd la correlacion entre los tiempos dedicados a la lectura y a la te-
levisién?

b) Haz la nube de puntos correspondiente a estas dos variables y contrasta lo que obser-
vas en ella con tu respuesta del apartado a).

a) Esta respuesta depende de los alumnos y alumnas, que después comprobardn en el aparta-
do b) lo acertado de su intuicidn.

b) TIEMPO DEDICADO A LA TELEVISION

185

165

Se trata de una correla-
A cién positiva muy débil.
145 .

125

] TIEMPO DEDICADO A LA LECTURA
i 50 60 70 80 90 100

14. « 1] La correlacién entre las temperaturas medias mensuales de una ciudad espaiiola y el

tiempo que sus habitantes dedican a ver la televisién, es de —0,89. ;Te parece razonable
este valor? Explica su significado.

:Serd positiva o negativa la correlacién entre la lluvia caida mensualmente y el consumo
televisivo de sus habitantes?

Parece razonable que si las temperaturas aumentan, disminuye el tiempo que los habitantes

dedican a ver la televisién, ya que parece légico pensar que la gente pasa mds tiempo en la
calle.

La correlacién entre la lluvia caida mensualmente y el consumo televisivo de sus habitantes
serd positiva porque si llueve, es légico pensar que la gente pasard mas tiempo en casa.
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15. «1] Observa la siguiente tabla sobre los paises sudamericanos (2015):

ESPERANZA DE VIDA
AL NACER
(en aios)

MORTALIDAD
INFANTIL POR 1000

ARGENTINA

BOLIVIA

BRASIL

COLOMBIA

ECUADOR

PARAGUAY

URUGUAY

VENEZUELA

a) Representa la nube de puntos y di si la correlacién que observas es positiva o negati-
va, fuerte o débil.

b) ;Cuél de los siguientes valores serd el coeficiente de correlacién? —0,99; 0,5; 0,94;
-0,92; 0,8

a)  MORTALIDAD INFANTIL POR 1000
45

35

25

15 [

ESPERANZA DE VIDA AL NACER
65 70 75 80

La correlacion es negativa y fuerte.

b)-0,92
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Problemas ¢+”

16. a7 Las distancias medias de los planetas al Sol y los tiempos que tardan en dar una
vuelta completa alrededor del mismo son:

DISTANCIA TIEMPO DE
AL SoL REVOLUCION

MERCURIO 0,24
0,72 0,61
TIERRA 1 1
1,52 1,88
JUPITER 5,2 11,88
SATURNO 9,54 29,48
19,19 84,1
NEPTUNO 30,07 164,93

Se han tomado como unidades:

* La distancia entre la Tierra y el Sol: 1 UA = 150 millones de kilémetros
¢ Un afo terrestre.

a) Representa la nube de puntos y estima el coeficiente de correlacién.

b) Si existiera un planeta cuya distancia al Sol fuera 3,5 UA, ;cudl seria su tiempo de re-
volucién? ;Podriamos estar seguros de esta estimacion?

a) TIEMPO DE REVOLUCION (afios)
180

150

120

90

60

30 .

DISTANCIA AL SOL (UA

5 10 15 20 25 30 35

Se trata de una correlacién positiva fuerte: =~ 0,98

b) Estaria entre 1,88 y 11,88, aproximadamente seria de unos 6,8 afos. Esta estimacion seria
relativamente fiable.
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17. « 1] Investiga. Elabora una tabla con los cubos de las distancias (43) de los planetas al
Sol y los cuadrados de los tiempos (£2) y estudia la correlacién entre ambos valores.
:Es una relacién funcional? (Busca en el libro de Fisica la tercera ley de Kepler).

Halla el periodo de Plutén, un objeto transneptuniano (con la categoria de planeta ena-

no) que hasta 2006 se consideraba el noveno planeta del sistema solar. Su distancia al
Sol es de unas 40 UA.

DISTANCIA AL SOL | CUADRADO DEL TIEMPO
AL cuBo (d?3) DE REVOLUCION (f2)

MERCURIO 0,059 0,06
0,37 0,37
TIERRA 1 1
3,51 3,53
JUPITER 140,6 141,13
SATURNO 868,25 869,07
7066,83 7072,81
NEPTUNO 27189,44 27201,9

La tercera ley de Kepler dice que “Para cualquier planeta, el cuadrado de su periodo orbital
es directamente proporcional al cubo de la longitud del semieje mayor de su érbita eliptica”.
l'2

<~ = ¢ = constante

73

Por tanto, si es una relacién funcional. En la tabla observamos que, en efecto, el cociente es
constante y practicamente igual a 1.

t2

2
1= t—3 = %4000 El periodo de Plutén serd de #= 464 000 = 252,98 anos terrestres.
r
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Piensa y deduce

1. Suele decirse que la mayoria de los accidentes de automévil se producen cerca de la casa
del conductor. ;Es mds peligroso circular por nuestro barrio que a muchos kilémetros de
nuestra residencia?

2. Es ficil demostrar que los nifios con pies grandes leen mejor que los que tienen pies pe-
queiios. ;Influye el tamano del pie en la capacidad para la lectura?

3. Se ha constatado que, en los pueblos de una cierta comarca, cuantos mds nidos de cigiiefia
hay en sus tejados, mds nacimientos de nifios se producen. ;Tienen que ver, pues, las ci-
¢
giiefias con los nacimientos?

4.Un estudio demostré que en aquellos afios en los que mds rogativas o procesiones habia
para pedir lluvias, menos llovia. ;Serd que a los santos les irritan las rogativas?

Piensa en alguna mds de estas relaciones absurdas. Por ejemplo, en tu centro de estudios, por
lo general, los estudiantes de 1.° ESO son mds bajos que los de 2. ESO; y estos, a su vez, mds
bajos que los de 3.°; y estos, mds bajos que los de 4. ESO. Segtin ese razonamiento, ;debe-
rian ser mds altos los que han pasado a primer curso de universidad que los que quedan en
el centro? ;Y los que acaban la universidad deberian ser mds altos que los que la empiezan?

Las preguntas son de respuesta abierta. Una posible solucién podria ser:

1. Los conductores se sienten mds seguros en un entorno cercano y eso puede causar que bajen la
guardia y tengan accidentes.

2. Los nifos de los cursos superiores leen mejor que los que empiezan el colegio. Estos nifos son
mayores y tienen los pies mds grandes.

3. Si hay mds nidos, lo mds probable es que haya mds tejados y, por tanto, que el pueblo de la
comarca sea més grande. Por tanto, habrd mds nacimientos.

4. Las rogativas y procesiones para pedir lluvias tienen lugar si el afio ha sido seco.

Cuanto mayor es la edad, menos diferencias hay entre el desarrollo fisico de los estudiantes. Los
que entran en la universidad serdn mds altos que los de ESO, pero los que salen de la universidad
no serdn mds altos que los que entran.
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Entvénate vesolviendo problemas

* Durante un largo viaje en tren, dos viajeros pasan el tiempo proponiéndose acertijos. Este

es uno de ellos:

A: Tengo tres hijos. El producto de sus edades es 36 y su suma coincide con el niamero del
asiento que usted ocupa.

B: (Tras cavilar un rato...). Hay dos posibles soluciones, pero, digame, ;los gemelos son
los dos mayores?

A: No, son los dos pequefios.
B: Entonces ya sé la solucién. (Y acerto).

Explica cémo lo ha conseguido y el porqué de su pregunta.

Las posibilidades de un producto de tres niimeros naturales igual a 36 son:

Nuameros Suma
,L1,36 — 38
1,2,18 — 21
1,3,12 — 16
1,49 — 14
1,6,6 —— 13
2,2,9 — 13
2,3,6 —— 11
3,3,4 — 10

Como el viajero B dice que tiene dos posibilidades, serd porque el niimero de su asiento es el
13. Por eso le pregunta por los gemelos, como son los dos pequefios la solucién 2, 2 y 9 anos.
El Sr. Pardo, el Sr. Verde y el Sr. Negro estaban almorzando juntos.

Uno de ellos llevaba una corbata parda; otro, una corbata verde, y otro, una corbata negra.

—:Se han dado cuenta —dijo el hombre de la corbata verde— de que aunque nuestras
corbatas son de colores iguales a nuestros nombres, ninguno de nosotros lleva una corbata
que corresponda a su nombre?

—iTiene razén! —exclamé el Sr. Pardo.

:De qué color era la corbata de cada uno?

El Sr. Pardo no tiene la corbata verde puesto que contesta al que la tiene. Por tanto:

Por tanto, la tnica posibilidad es
que la corbata del Sr. Pardo sea ne-

NO NO X gra, la del Sr. Verde sea parda y la
NO X NO del Sr. Negro sea verde.
X NO NO
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Autoevaluacion

1. De las siguientes distribuciones bidimensionales, di en qué casos la correlacién es positi-
va, en cudles es negativa y en cudles no ves correlacién:

a) Altura de una persona - Tamafio de su perro.

b) Distancia de un viaje de avién - Precio del billete.

¢) Latitud de un lugar del hemisferio norte - Temperaturas medias anuales.
d) Altura - Presién atmosférica.

e) Profundidad del mar - Presién del agua.
a) No hay correlacién.

b) Correlacién positiva.

¢) Correlacién negativa.

d) Correlacién negativa.

e) Correlacién positiva.

2. Asocia a cada una de las distribuciones bidimensionales del ejercicio anterior una de es-
tas correlaciones:

r=-1 r=083 r=-092 r=0,23 r=1
a) 0,23 b) 0,83 c)—0,92 d)-1 el

3. Asocia cada nube de puntos con una de las siguientes correlaciones:

r=1 r=-0,83 r=0,97 r=0,18

® 4 !
© ®
a) 0,97 b)-0,83 ol d)0,18
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4. Se han anotado a final de curso las notas de inglés y de francés de 10 estudiantes de ESO.
Estos son los resultados:

6 6
3 4
5 6
6 5
5 7
8 7
10 9
4 5
9 10
7 7

a) Representa los datos en una nube de puntos. Traza a ojo su correspondiente recta de
regresion.

b) Indica cudl de estos coeficientes de correlacion le corresponde:

r=0,99 r=-0,86 r=0,88 r=0,63

a) NOTA EN FRANCES

NOTA EN INGLES
b)r=10,88
5. Sabiendo que la recta de regresion correspondiente a las notas en inglés y francés de la

actividad anterior tiene como ecuacién y =1 + 0,85x:

a) Estima qué nota obtendrin en francés 3 nuevos estudiantes cuyas notas en inglés fue-

ron 15 6,5y 9,5.
b) ;Consideras fiables estas estimaciones? Explica por qué.
25 (1)=1+085-1=185

7(6,5)=1+0,85-6,5=6,525

79,5 =1+0,85-9,5=9,075

b) Podemos considerar més fiables las estimaciones de las notas 6,5 y 9,5 puesto que los datos
que tenemos estdn cerca de estos dos, sin embargo, estin muy alejados del 1 y por tanto seria
la estimacién menos fiable.

Por otro lado como la correlacién es alta, en general, serdn resultados muy fiables.
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Resuelve

1. Construye el drbol completo para llegar a todos los posibles plegados de cuatro sellos.

Partiendo de tres sellos, hacemos los dobleces para cuatro sellos:

m W m

] 1 00

Hay 16 formas de plegar cuatro sellos sin doblar ninguno.

|
= = =
— (= =

2. Prolonga el 4rbol anterior para ver los posibles plegados de cinco sellos.

Para plegar cinco sellos partimos de cada una de las posibilidades de plegar cuatro sellos del
grupo de la izquierda del ejercicio anterior:

o

5 2
98 E

=

=

| .

==
==

ESE

=l
5

il

Con las otras ocho posibilidades salen los mismos casos, es decir, otros 25 casos.

Hay 25 + 25 = 50 formas de plegar cinco sellos sin doblar ninguno.
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1. Resuelve, razonadamente, los enunciados 2, 3, 4 y 5 anteriores.

2. Hay conversaciones bilaterales entre la UE y Japon. Los europeos acuden con 8 repre-
sentantes, y los japoneses, con 11. Al encontrarse, cada miembro de una delegacion sa-
luda, estrechando la mano, a cada miembro de la otra. ; Cudntos apretones de manos se
dan?

3. Vamos a merendar a un bar. Nos ofrecen 5 tipos de bocadillos y 8 tipos de bebidas.
¢ Cudntos meniis podemos confeccionar?

4. ;Cudntos resultados distintos podemos obtener al lanzar un dado de color rojo y otro de
color verde?

5. Lanzamos un dado y extraemos una carta de una baraja de 40 cartas. ;Cudntos resul-
tados distintos podemos obtener?

2. Cada representante europeo da la mano a cada uno de los once japoneses. Como hay 8 re-
presentantes europeos, en total hay 8 - 11 = 88 apretones de mano.

3. Con cada bocadillo podemos tomar 8 bebidas. Como hay 5 tipos de bocadillos, en total hay
8 - 5 = 40 mends distintos.

4. Con cada resultado del dado rojo hay 6 resultados del dado verde. Como hay 6 resultados
del dado rojo, en total hay 6 - 6 = 36 resultados distintos.

5. Con cada resultado del dado hay 40 cartas de la baraja. Como hay 6 resultados del dado, en
total existen 6 - 40 = 240 posibles resultados.
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2. Resuelve, razonadamente, los enunciados 2b, 3b, 4b y 5b.

2b. Los japoneses y los europeos se saludan, estrechdndose la mano, no solamente al conocer-
se, sino cada dia al juntarse y al separarse (;qué pesados!). Las conversaciones duran 3
dias. ;Cudntos apretones de manos se dardn?

3b. En el bar donde fuimos a merendar, ademds de bocadillos y bebidas, decidimos pedir

postre. Los hay de 4 tipos distintos. ; Cudntos meniis distintos salen ahora?

4b. ;Cudntos resultados distintos podemos obtener al lanzar un dado rojo, uno verde y
uno azul?

5b. ;Cudntos resultados distintos podemos obtener al lanzar un dado, extraer una carta de
una baraja de 40 cartas y lanzar una moneda?

2b. Cada difa se dan 2 apretones de manos durante los tres dias. Por lo tanto, cada pareja se
saluda 2 - 3 = 6 veces. En total se dan 88 - 6 = 528 apretones de manos.

3b. Hay cuatro postres para cada menu. Entonces hay 40 - 4 = 160 menus distintos ahora.
4b. Lanzando dos dados obtenemos 6 - 6 = 36 resultados.
Lanzando tres dados obtenemos 36 - 6 = 216 resultados distintos.

5b. Extrayendo una carta y lanzando un dado, conseguimos 240 resultados distintos. Para cada
resultado hay dos posibilidades al lanzar una moneda, luego hay 240 - 2 = 480 resultados
distintos.
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3. Alberto, Beatriz y Claudia van a ver a su abuelo. Al irse, este les dice: “Escoged cada uno
el libro que querdis de estos”, y les muestra 10 libros distintos. ;De cudntas formas pue-
den hacer su eleccién?

El primer nieto: elegird 1 libro de entre 10 libros distintos.

El segundo nieto: por cada una de las 10 posibilidades que ha tenido el primer nieto tiene 9

posibilidades: 10 - 9 = 90 posibilidades.

El tercer nieto: por cada una de las 90 posibilidades que hay al haber elegido ya el segundo
nieto tiene 8 posibilidades.

En total tienen 90 - 8 = 720 formas de hacer la eleccién.
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4. Luis, Carlos, Gonzalo, Paco y Jorge han quedado en encontrarse en la puerta del cine
con sus amigas, Carmen, Elena, Marta y Cristina. Al encontrarse, se saludan como es
habitual: dos besos en la mejilla entre un chico y una chica.

:Cudntos besos se dan entre todos?
Cada chico da dos besos a cada chica. Cada chico da 2 - 4 = 8 besos.
Como hay 5 chicos, en total dan 5 - 8 = 40 besos.

5. ;Cudntos partidos de Primera Divisién se juegan en una temporada de la Liga espafola
de futbol? (Son 20 equipos que juegan todos contra todos dos veces).

Cada equipo juega 19 partidos de ida y 19 partidos de vuelta. En total juegan 38 partidos.

Como hay 20 equipos, se jugardn 20 - 38 partidos. Pero estamos contando dos veces cada par-
tido, por lo tanto se jugardn 10 - 38 = 380 partidos de fatbol.

6. ;Cudntos resultados posibles se pueden obtener al lanzar un dado y dos monedas distin-
tas?

Al lanzar dos monedas tenemos 4 posibles resultados:
CC CX XC XX
Por cada una de estas 4 posibilidades, hay 6 resultados al lanzar un dado.

En total hay 6 - 4 = 24 posibles resultados.

7. Quiero pintar una diana como la de la figura, con tres colores distintos, para jugar a los

:De cudntas formas la puedo pintar si tengo pintura de colores azul, verde y naranja?

:Y si tuviera 6 colores?

COLOR EXTERNO  COLORINTERMEDIO  COLOR INTERNO
\Y% N

A

<
< » Z » Z
> < > Z <

Hay 6 posibilidades con tres colores.
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Si hay 6 colores (enumeramos los colores del 1 al 6):
1

TN

/\/\4\/\/\

2356 2346 2345
5 - 4 = 20 posibilidades con el color 1 en primer lugar. Si hacemos este 4rbol para los otros
cinco colores, obtendremos: 6 - 5 - 4 = 120 posibilidades.
Hay 120 formas de pintar la diana.
8. En el pub “El Sabrosén” son especialistas en combinados de zumos y en café. Tienen
5 tipos de zumos de frutas y 3 tipos de cafés.

:Cudntas combinaciones distintas se pueden hacer eligiendo un zumo y una taza de

café?

Si, ademads, se afiade a cada combinacién un bombén de chocolate blanco o negro,
scudntas se podran preparar de esta forma?

Por cada zumo se pueden hacer tres combinaciones con café.

En total habrd 5 - 3 = 15 combinaciones de zumo y café.

A cada una de estas 15 combinaciones se le puede afiadir un bombén a elegir entre dos tipos.
Luego ahora habrd 15 - 2 = 30 combinaciones distintas.

9. La Asociacién de Libreros va a entregar los premios “Pluma de Oro” y “Pluma de Pla-
ta”. Para ello, ha seleccionado 10 libros entre los publicados este afio. ;De cudntas for-
mas pueden repartirse los dos premios entre esos libros?

Por cada libro que reciba “Pluma de Oro” hay 9 posibilidades de otorgar a otro libro distinto
de este la “Pluma de Plata”.

Como hay 10 posibilidades para otorgar la “Pluma de Oro”, en total habrd:

10 - 9 = 90 formas distintas de repartirse los dos premios entre los 10 libros.

10. Alvaro y Javier juegan un torneo de billar que ganari el que consiga dos partidas segui-
das o tres alternas.

:Cudles son los posibles desarrollos del torneo?

Hacemos el diagrama en rbol. En cada ramificacién indicamos quién gana una partida [Al-
varo (A) o Javier (])]:

~
A —> FIN A A

/ /A—>FIN AJAA

A, A—FN| AJAJA
\J/ J\J—>FIN AJAJJ

/ \]—>FIN AJ]
TORNEO U 7 JAA
\ A A—>mN| JATAA
/ \J/A\J—>FIN JgJAJ
J\ ] —>FN JAT]
] — FIN J]

Hay 10 posibles desarrollos del torneo.
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Resuelve cada enunciado de dos formas:
a) Realizando un diagrama en drbol o razonando como si lo realizaras.

b) Reconociendo el modelo de variaciones con repeticién y aplicando la f6rmula.

1. ;Cudntos nimeros de 4 cifras se pueden formar con las cifras impares?

a) Para cada cifra del nimero hay 5 posibilidades, las cinco cifras impares. Fijada la primera
cifra, hay 5 posibles resultados para la segunda; fijadas las dos primeras, hay 5 resultados para
la tercera, y asi sucesivamente.

En total habrd 5.5 -5 -5 = 625 posibles nimeros de cuatro cifras.
b) Disponemos de 5 cifras impares (1, 3, 5, 7, 9). Podemos repetirlos y el orden influye.

Son VRs 4 =5%= 625 nimeros de cuatro cifras.

2. Lanzamos un dado 4 veces. Importa el orden en que salen los nimeros.

:Cudntos resultados distintos pueden darse?

a) Hay 6 posibilidades en cada tirada, lo que significa que, fijado el primer lanzamiento, hay 6
posibilidades para el segundo, y asi sucesivamente.

En total habra 6 - 6 - 6 - 6 = 1296 resultados.

b) Hay 6 posibilidades en cada tirada. Puede repetirse el resultado e influye el orden. Hemos de
hacer grupos de 4.

Son VRg 4= 6* = 1296 resultados.

3. Disponemos de 7 colores con los que hemos de pintar las tres franjas adjuntas.
:Cudntas banderas salen?

NOTAS:

1. Cada franja de la bandera hay que llenarla con un solo color.
2. Dos o las tres franjas se pueden pintar del mismo color.

3. Dos banderas con los mismos colores colocados en distinto orden son distintas.

a) Para cada franja disponemos de 7 colores, es decir, fijado el color de la primera franja, hay 7
colores para la segunda y otros 7 para la tercera.

En total habrd 7 - 7 - 7 = 343 banderas.

b) Tenemos 7 elementos (los 7 colores) y hacemos grupos de tres elementos.
Influye el orden y podemos repetirlos, luego son VR, .
Salen: VR, 3 =77 = 343 banderas.
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4. Enuncia un problema similar al de las banderas de la pdgina anterior que se resuelva
mediante variaciones ordinarias y resuélvelo razonadamente (diagrama en drbol) y apli-
cando la férmula.

Disponemos de 7 colores y hemos de hacer banderas con tres franjas. ;Cudntas banderas salen
si no podemos repetir colores?

Enumerando los colores del 1 al 7:
2 —» 5 colores distintos
3 —» 5 colores distintos
4 —» 5 colores distintos
5 —» 5 colores distintos
6 —> 5 colores distintos
7 — > 5 colores distintos
Empezando por el 1 han salido 6 - 5 = 30 posibilidades distintas.
Como hay seis mds, tendremos 7 - 6 - 5 = 210 posibles banderas.
Otra forma de resolverlo es por variaciones ordinarias:
Disponemos de 7 colores y tres franjas para pintar, pero no podemos repetir colores.
Con la férmula: V5 ;=7 -6 -5 =210 banderas distintas.
5. En los ejercicios 4 al 10 del apartado anterior, identifica cudles responden al modelo de

variaciones con repeticién, de variaciones ordinarias o de permutaciones, y resuélvelos
mediante las férmulas.

4. No responde a ningtin modelo.

5. Son 20 equipos y juegan de dos en dos, importando el orden. No pueden repetirse los equi-
pos en cada partido: V5 , =20 - 19 = 380 partidos.

6. No responde a ningtin modelo.
7. Hay 3 colores y hacemos elecciones de 3 colores distintos: P3 =32 - 1 = 6 formas distintas.

Si tuviera 6 colores, haria elecciones de 3 colores distintos: Vs 3=6-5-4=120 formas de
pintar la diana.

8. No responde a ningtin modelo.

9. Hay 10 libros y se eligen de dos en dos para dar los premios: V3o 5 = 10 - 9 = 90 formas
distintas.

10. No responde a ningtin modelo.
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1. En un monte hay 5 puestos de vigilancia contra incendios y cada uno de ellos est4 unido
a los demds por un camino. ;Cudntos caminos habri en total?

Si hay 5 puestos, de cada uno de ellos saldrdn 4 caminos.

Luego habria 5 - 4 = 20 caminos, pero estdn contados dos veces (el camino A — B es el mismo
que el camino B — A). Por tanto, el total de caminos serd:

5-4 20 _ .
) = 10 caminos

NN

2. Vicente quiere regalar a su amigo Carlos 3 discos, y los quiere elegir entre los 10 que mds
le gustan. ;De cudntas formas puede hacerlo?

Si influyera el orden en que él regala los tres discos, serfa Vjg 3 = 10 - 9 - 8 = 720 for-

mas. Como no influye el orden y hay 3 - 2 = 6 formas distintas de ordenar tres discos, tiene
720
3.2

= 120 formas de regalarle los tres discos.
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3. Tenemos 6 puntos en el espacio de tal modo que no hay tres alineados ni cuatro sobre
el mismo plano. ;Cudntas rectas podemos trazar uniendo dos de estos puntos? ;Cudntos
planos que se apoyen en tres de ellos?

Para trazar una recta se necesitan dos puntos:

6-5

51" 15 rectas.

NUMERO DE RECTAS: (g 5 =

Para definir un plano se necesitan tres puntos no alineados:

NUMERO DE PLANOS: Cg 3 = % = 20 planos.

P

:Cudntas posibles mezclas de dos colores, en idénticas cantidades, se pueden hacer con
8 tarros de pintura de distintos colores?

:Cudntas mezclas de tres colores? ;Y de cuatro colores?

No importa el orden en que se mezclen los colores:

8-7

DOS COLORES: (g ; = 7= 28 mezclas.
TRES COLORES: Cg 3 = 277? = 56 mezclas.
CUATRO COLORES: Cg 4 = i ; : g : ? = 70 mezclas.

10
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5. Construye ti las filas 6.2 y 7.2 del tridngulo de Tartaglia.

m - (o) (3) () ) 6) ) (6

1 6 15 20 15 o6 1

- o) () 6 6) () 6) () 6)

17 21 35 35 21 7 1

6. Construye la fila 10.2 del tridngulo de Tartaglia sin basarte en la anterior.

La fila 10.? estard formada por los siguientes nimeros combinatorios:
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Sabemos, por las propiedades de los niimeros combinatorios, que:
10 B 10 1 10 _ 10 _10
0/ \10/" 1/ \9/)
10 10 10 10
2/7\8 3)7\7
Asf, calculamos tinicamente:

<1O> 100 _ 100 _10-9 o

[F)-(e)

2)7 20 (10-2)1 2.8 2

<10 100 __ 100 _10-9-8 ;59
3)731.(10-3)! 3.2.71 3.2

(

<4O> 4

1
<10) 100 _ 100 _10.9:8-7-6 5,
5

10! 100 _10-9:-8-7 5y,

1. (10—4)! 4.3.2.6 4-3.2

T 51.(10-5)! 5.4.3.2.51  5.4.3.2
La décima fila sera:

1, 10, 45, 120, 210, 252, 210, 120, 45, 10, 1

1l
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:Cudntos niimeros de 7 cifras se pueden formar con 55553332 ;Cudnto suman
todos ellos?

Para formar un nimero de 7 cifras, disponemos de 7 lugares:

NN

Decidimos dénde colocamos, por ejemplo, los “cincos”.
El ndmero de formas diferentes de colocar los “cincos” sera:

~ 7! 7765
C7’4‘4!-(7—4)!‘4!.3!‘ 3.2 =35

Luego tendremos 35 nimeros diferentes formados por cuatro “cincos” y tres “treses”.

5 3 3 3
3 3 3
3 5 3

(W ERV RV

5 5

5 5 5

5 5 3 En cada unade las 7 columnas hay 35 digitos, “cincos” y “treses”.
3 3 3 5 5 5 5

Cuatro séptimas partes serdn “cincos” y tres séptimas partes serdn “treses”. Por tanto, la suma de

cada columna seri:

§d635.5+%de35-3=100+45=145

Hacemos la suma total teniendo en cuenta el valor posicional de los digitos de cada columna:
145 - 1000000 + 145 - 100000 + 145-10000 + 145-1000 + 145-100+ 145-10+145-1 =
=145.1111111=161111095

Haz lo mismo que en el ejercicio anterior.

A
ToEEEE
OO00O80
DDDDDEIB

Hazlo paso a paso (nimero de caminos que nos llevan a cada esquina) y por combinatoria.

De manera andloga al ejercicio resuelto obtendremos:

9.8.7
C9,3= 3.2.1 =84=C9,6

Solucién: Tendremos 84 caminos diferentes.

12
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Practica

1. «7]a) En una urna hay una bola blanca, una roja y una negra. Las extraemos de una
en una y anotamos ordenadamente los resultados. Escribe todos los posibles resultados
que podemos obtener.

b) Haz lo mismo para cuatro bolas distintas.

¢) Lo mismo para ROJA, ROJA, BLANCA, NEGRA.

d) Lo mismo para ROJA, ROJA, NEGRA, NEGRA.

a) 1.* EXTRAC. 2.2 EXTRAC. 3.2 EXTRAC. RESULTADO
. R N BRN
T/ — N R BNR
B
f — N RBN
T N B RNB
B R NBR
N <
R B NRB

Tenemos 6 posibles resultados.

b) Ahadimos, por ejemplo, una bola azul (A).

/

S

=
w ®mZ ®ZF

\

Pe
= mZ ®mZ ®

/

N—
\

N

Z R > = >

A

m~ zZ R > Z

o W R Zw Z

= ™ m™ Zm Z

BRNA

BRAN
BNRA

BNAR
BARN

BANR

RRBN

RRNB
RBRN

RBNR
RNRB

RNBR

BRRN

BRNR
BRRN

BRNR
BNRR

BNRR

Hacemos lo mismo empezando con R,

con N y con A.

Al final tenemos 6 - 4 = 24 resultados po-

sibles.

S
Ny

=
N, —

w P Z ®Z W

~ A w m®wE H

A w R Zwm Z

= B R wm I w

RRBN

RRNB
RBRN

RBNR
RNRB

RNBR

NRRB

NRBR
NRRB

NRBR
NBRR

NBRR

Como hay dos bolas del mismo color, ahora tenemos menos resultados que en el apartado
b). En concreto: 6 + 3 + 3 = 12 resultados.

13
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d) g N N RRNN
/ —/— N N RRNN
. . < R N RNRN
N R RNNR
\ N _— R N RNRN
T— N R RNNR

Para la segunda roja, igual.
g R N NRRN
/ T—N R NRNR
. i, < R N NRRN
N R NRNR
\ S R NNRR

N

T™—R R NNRR

Ahora solo tenemos 3 + 3 = 6 resultados.

2. a1 Dos amigas juegan al tenis y acuerdan que serd vencedora la primera que logre ga-
nar dos sets. Escribe todas las formas en que puede desarrollarse el partido, set a set.

LSET  2.°SET 3.7 SET
A — FIN AA

Hacemos un diagrama en drbol. En cada A A—FIN | ABA
\ ) __—
/ T~

ramificacién indicamos quién gana un
B — FIN ABB

set, la jugadora A o la jugadora B. TORNEO

Hay 6 posibles desarrollos del torneo. A—TFIN | BAA
A <

N / B— FIN | BAB

\ B——FIN | BB

3. a1l a) Forma todos los nimeros de cuatro cifras que se puedan hacer con los digitos 1y
2. ;Cudntos son?

b) ;Cudntos niimeros de 5 cifras se pueden hacer con los digitos 0y 1?

Ten en cuenta que 01101 = 1101 no es un nimero de cinco cifras.

a) Hacemos un diagrama de drbol:

e 121
/ T~ ——1112 / T~ ——12112

1 1
\2/1—1121 \2/1—2121
1 T~ —— 1122 , T~ ——12122
e 12211
/ T~ — 1212 / T~ 2 —12212

2 2
\2/1—1221 \2/1—2221
T~ 1222 T~ —12222

En total hay 16 niimeros de cuatro cifras con los digitos 1y 2.

14
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b)

TN

VAN

—

o

—_

o

—

o

ANANNANA

ANAVARAWAWAWIWA

1
0

Hay 16 ndmeros de 5 cifras compuestos solo por 0y 1.

11111
11110
11101
11100
11011
11010
11001
11000

10111
10110
10101
10100
10011
10010
10001
10000

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

4. «1] Si queremos hacer ldpices bicolores de doble punta y disponemos de los colores ro-
jo, azul, negro, verde y amarillo, ;cudntos modelos se pueden formar? Escribelos todos.

Llamamos: R - ROjO; A - AzUuL; N - NEGRO; V - VERDE; M - AMARILLO

El ldpiz bicolor de punta RA, por ejemplo, es el mismo que el de punta AR.

Los modelos de ldpices bicolor son:

RA AN
RN AV
RV ~AM
RM

NV
NM

VM

En total hay 10 modelos.

5. a1 ;Qué niimeros de dos cifras diferentes se pueden formar con los digitos 1, 2, 3, 4, 52

Los niimeros son:

12
13
14
15

21
23
24
25

31
32
34
35

41
42
43
45

15
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6. « 7] Queremos construir un dominé con los niimeros 1, 2, 3, 4 y 5. Describe sus fichas.
Cada ficha tiene dos niimeros que podemos repetir, pero el orden no influye:
11 22 33 44 55
12 23 34 45

13 24 35 S+4+3+2+1=15*fchas
14 25
15

7. a1 Describe todos los partidos que han de jugarse en una liguilla con cinco equipos, 4,
B,C DyE

Suponemos que juegan a una sola vuelta.
Los partidos serdn:

A-B AC AD AE

B-C B-D B-E

C-D C-E

D-E

10 partidos.

Si la liguilla fuera a ida y vuelta, el nimero de partidos seria 20.

8. «11 Si tienes tres pantalones (AZUL, NEGRO, BLANCO) y cuatro camisetas (AZUL, ROJA, VER-
DE, BLANCA), describe todas las indumentarias que puedes vestir sin que coincidan el
color de las dos prendas.

Llamamos A, N y B a los pantalones, y A, R, V y B a las camisetas. Las posibles combinacio-
nes son:

AK AR AV AB
NA NR NV  NBy Te puedes vestir de 10 formas diferentes.
BA BR BV BB

9. a1 Calcula.

a) VR, 3 b)VR; 4 9V73 d) P;
C f) V. Pro hC
e) Cg 4 ) Vo, s g P )Cho, 8

8

a) VR 5=4% =64 b) VR; 4 =3%=81
) Vy3=7-6-5=210 d) P, = 7! = 5040

Vo4 6.5-4.3
D= "4 320" f) Vo5=9-8-7-6-5=15120

Py 100 10.9.8!

)p8 8! TR

Vis 10.9.8.7.6-5-4-3 _ 90
h) Cio,5 = P, 8.7-6-5-4.-3.2.1 ‘7‘45
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10. « 1] Calcula.

1.

a) Vs ,-GCs 3

P2
P4 4!
_1
) Vis 4-3-2

P, 12.11.10.9!
f) P " o = 1320

=20-10=10

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

« 7] Las expresiones VRg ,5 Pg; V3 55 Cg , son las soluciones de los siguientes aparta-
dos a), b), ), d), pero no en ese orden. Asigna a cada apartado su solucién:

a) Palabras de ocho letras, con o sin sentido, que se pueden hacer con las letras de PELI-

CANO.

b) Posibles parejas que se pueden formar para jugar un torneo de ajedrez entre 8 perso-

nas.

¢) Numeros de dos cifras que se pueden formar con los digitos 1, 2, 3, 4,5, 6, 7 y 8.

d)Posibles formas de dar el primer y segundo premios de un concurso literario con 8

participantes.
a) Pg
b) s
c) VRg
d) Vs,

17
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12. «11 Ocho problemas muy parecidos. En cada uno de los siguientes problemas la pre-
gunta es: ;:De cudntas formas se puede hacer?

a) 3 chicos van a comprarse un polo cada uno a una heladeria en la que hay 6 clases de
polos.

b) 6 chicos van a comprarse un polo cada uno a una heladeria en la que hay 3 clases de
polos.

¢) Repartir 3 polos distintos entre 6 chicos.

d) Repartir 3 polos iguales entre 6 chicos.

e) Un chico escoge 3 polos entre 6 distintos.

f) Un chico escoge 3 polos entre 6 iguales.

g) Repartir 6 polos distintos entre 6 chicos.

h) Repartir 3 polos de fresa y 3 de vainilla entre 6 chicos.

Sus soluciones son: C3, Pg, VRZ, 1, VRS, V3. Estin dadas en otro orden y se pueden
repetir.

a) VR2 = 6% = 216 formas
b) VRS = 3° = 729 formas
9) V% = 120 formas

d) C? =20 formas

e) V' =120 formas

f) 1 forma

g) Ps = 720 formas

h) C32 = 20 formas
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13. ] ;De cudntas formas pueden repartirse 3 entradas para un concierto de rock entre
6 amigos y amigas sin que ninguno pueda llevarse més de una?

a) Si las entradas no son numeradas.

b) Si las entradas son numeradas y hay una de la primera fila, otra de la fila 10 y otra de
la dltima fila.

6! 0!
a) Cg 3= 3 631" 3.3 = 20 formas

Como las entradas no son numeradas, no influye el orden en el reparto.
b) Vs 3=06-5-4 =120 formas
Al ser numeradas las entradas, si influye el orden.
14. «a'] Para formar un equipo de baloncesto, hacen falta 5 jugadores y el entrenador dispo-
ne de 10.
a) ;Cudntos equipos distintos puede formar?

b)Si dos jugadores son indiscutibles, ;de cudntas formas se puede completar el equipo
con los ocho restantes?

a) Con 10 jugadores se quieren formar equipos de 5. El orden no influye y no se pueden re-
petir.

Clo, s = % = 252 equipos distintos

b) Si el entrenador decide mantener dos jugadores fijos, habra:

_8.7-6

Cg 3= 321" 56 equipos distintos

15. «1] Se van a celebrar elecciones en una comunidad de vecinos y hay que elegir al presi-
dente, al secretario y al tesorero.

:De cudntas maneras se pueden elegir estos tres cargos, si se presentan ocho candidatos?

No se pueden repetir y, ademds, influye el orden porque no es lo mismo ser presidente, que
secretario, que tesorero.

Son variaciones ordinarias: Vg 3=8-7 -6 =336 formas distintas.
16. a1 Se van a repartir tres regalos entre seis personas. Calcula de cudntas formas se pue-
den repartir en cada uno de los siguientes casos:

a) Los regalos son distintos (una bicicleta, unos patines y un chdndal) y no puede tocar-
le mds de un regalo a la misma persona.

b) Los regalos son iguales y no puede tocarle més de un regalo a la misma persona.

c) Los regalos son distintos y puede tocarle més de uno a la misma persona.

a) No se pueden repetir los regalos y si influye el orden porque no es lo mismo que toque una
bicicleta, que unos patines, que un chdndal.

Son variaciones ordinarias Vj 3 =65 - 4 = 120 formas
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3-2-1

b) Ahora el orden no influye: Cg 5= = 20 formas

c) Pueden repetirse e influye el orden: VR 5 = 6% = 216 formas

17. &1 Un participante de un concurso tiene que ordenar a ciegas seis tarjetas en las que
estdn escritas las letras de la palabra PREMIO. Si sale la palabra correcta, gana.
a) ;Cudntas ordenaciones distintas pueden salir?

b)Le ofrecen fijar la P en el lugar que le corresponde y reducir el premio a la mitad.
:Cudntas ordenaciones posibles se pueden obtener con las demds?

a) Disponemos de las 6 letras de la palabra PREMIO para agruparlas; ninguna letra estd repeti-
day el orden influye.

Pg=6-5-4-3-2-1=720 ordenaciones distintas
b) Como P estd fija, ahora se dispone de 5 letras:

Ps=5-4-3-2-1=120 ordenaciones distintas.
18. et ;De cudntas formas pueden sentarse tres personas en un banco de 5 asientos?
:Y si el banco es de 3 asientos?

No se pueden repetir y el orden influye:
Si el banco es de 5 asientos: V5 3=5-4 -3 = 60 formas.

Si el banco es de 3 asientos: P3=3-2 -1 =06 formas.

19. « 7] Estds haciendo la maleta para irte de vacaciones y quieres llevarte cuatro de las ocho
camisetas que tienes. ;:De cudntas formas las puedes seleccionar?

No puedes repetirlas y no influye el orden:

= 70 formas distintas.

Aplica lo aprendido

20.«7] El lenguaje de un ordenador se traduce a secuencias de digitos formados por ceros y
unos. Un byte es una de estas secuencias y estd formado por 8 digitos.

Por ejemplo: [0 0 1000 1 1|

:Cudntos bytes diferentes se pueden formar?

Disponemos de dos elementos y los agrupamos de 8 en 8:

Se pueden formar VR, g = 2% = 256 bytes diferentes.

20
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21. e Dos amigos se enfrentan en un torneo de tenis, en el que serd vencedor el primero
que logre ganar tres sets. ;De cudntas formas posibles puede desarrollarse el encuentro?

1.T SET 2.°SET 3.¢T SET 4.°SET 5.°SET

A — FIN

FIN
FIN

\ -
\ /A<1;_/FINA—FIN

B T—— B FIN
___— A FIN
B/A\B FIN

T —— B —— FIN

Si el primer set lo gana el jugador B, tenemos un esquema andlogo. Por tanto, hay 20 maneras
distintas de acabar un partido.

22. '] En una urna hay dos bolas blancas, una negra y una roja. Extraemos sucesivamente
una bola cada vez y paramos cuando tengamos las dos blancas.

:Cudles son los posibles resultados?

Anotamos en un diagrama en 4rbol la bola que se saca en cada extraccién: blanca (B), negra

(N), roja (R).

BB

BNB

=
Z o)
w

A A

R — B — BNRB
B — BRB
N —B— BRNB
B ———— NBB En total hay 11 posibles resultados.
R — B — NBRB

7]

B—B— NRBB

B — RBB

A

N — B — RBNB

=

AN 7

Z

B—B— RNBB

21
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24.

25

26.
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«i | El niimero 75775 est4 formado por dos cincos y tres sietes.

;Cuadles son los nimeros que podemos formar con dos cincos vy tres sietes? ;Cudnto vale
é q Yy ¢
la suma de todos ellos?

_ ! 5 , .
Cs 3= 3531 3.2 " 10 ntimeros diferentes
7 7 7 5 5 En cada columna, las % partes son “sietes” y las % partes
7 7 5 7 5 son “cincos’.
77 5 57 Por tanto, la suma de cada columna es:
5 5 7 7 7 3 4e10-7+2de10-5=42+20=062

5 5

La suma total serd (teniendo en cuenta el valor posicional de cada columna):

62-10000 + 62 -1000 +62-100+62-10+62-1=62-11111 = 688882

« | Como sabes, una quiniela consta de 14 partidos, en cada uno de los cuales se puede
poner 1, X o 2.

:Cudntas quinielas distintas se pueden rellenar?

Al hacer una quiniela es importante el orden y podemos repetir resultados. Por tanto:

VR3 14 = 314 2 478969 quinielas distintas.

. o 1] En unos almacenes emplean el siguiente c6digo para marcar los articulos:

* La primera cifra indica la seccién correspondiente y es un niimero entre el 1y el 9.

* Después, hay tres cifras, cada una de ellas del 0 al 9, que corresponden al nimero del
proveedor.

:Cudntas marcas distintas se pueden hacer?

Por cada cifra correspondiente al proveedor habrd VR, 5 = 1000 marcas distintas.

Como hay 9 cifras correspondientes a la seccién, en total se podrdn hacer 9 - 1000 = 9000
marcas distintas.

« | Las matriculas de los automéviles de cierto pais llevan cuatro nimeros y tres letras.

Para ello, se utilizan los digitos del 0 al 9 y 26 letras de nuestro alfabeto.

:Cudntas matriculas pueden hacerse de esta forma?

* Con 10 digitos, agrupados de 4 en 4, y teniendo en cuenta que se pueden repetir y que el
orden influye, se pueden formar VR, 4= 10% = 10000 agrupaciones distintas.

* Con 26 letras, formando grupos de 3 y considerando que el orden influye y que las letras se
pueden repetir, habra:

VR, 3 = 26 = 17576 grupos distintos
Por cada grupo de 4 digitos habrd 17576 formas de agrupar las letras.
En total habrd: VR 4- VR, 5 = 175760000 matriculas.
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27. «1] a) Para matricularte en un curso, tienes que elegir dos asignaturas entre las siguien-
tes:

Maisica Tecnologia Teatro
Dibujo Informatica Periodismo
:De cudntas formas puedes hacer la eleccién?

b) Si en secretaria te advierten de que las seis asignaturas las escribas por orden de prefe-
rencia, ;de cudntas formas las puedes escribir?

6.

a) No influye el orden y no podemos repetirlas: Cj , = 2—? = 15 formas distintas
b)Ps=6-5-4-3-2-1=720 formas diferentes

28. s | El profesor de Matemdticas nos ha propuesto diez problemas de los que tenemos
que resolver cinco.

a) ;Cudntas formas hay de seleccionarlos?

b) De los 10 problemas propuestos hay 2 de los que no tienes “ni idea”. Si los descartas,
scuantas opciones tienes?

c) Al contrario, dos de los problemas los sabes hacer estupendamente, seguro. Natural-
mente los seleccionas. ;De cudntas formas puedes elegir los demds?

a) No podemos repetirlos y no influye el orden: Cjq 5= % = 252 formas

= 56 formas

b) En lugar de elegir entre 10, ahora elegimos entre 8: Cg 5 = - g '

—

5.
2.

NN

8.
5 .
c) En lugar de elegir 5 entre 10, ahora elegimos 3 entre 8.

8! 8 _8.7-6

Cs.5= 31.(8—3)! 3.5 3.2.1

= 56 formas

Resuelue problemas

29. s} Las 28 fichas de un dominé se reparten entre cuatro jugadores. ;Cudntos juegos
distintos podrd tener cada jugador?

Se reparten 7 fichas a cada uno. No se pueden repetir y no influye el orden:

_28.27-26-25-24-23.22

- = 118404
C28,7 7.6-5-4-3.2.1 84040
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30.m1] a) ;De cudntas formas se pueden ordenar las letras de la palabra PALOTE?

31.

32.

33.

b) ;Cudntas empiezan por P?

¢) :En cudntas de ellas ocupan las consonantes los lugares impares y las vocales los pa-
res? (Por ejemplo: PATELO).

d) ;:En cudntas estdn alternadas vocales y consonantes?

Las letras son distintas y el orden influye:
a)Pg=6-5-4-3-2-1=720 formas.
b) Si empiezan por p, ahora disponemos de 5 letras y 5 lugares:
Ps=5-4.3.2.1=120 formas
c) Si las consonantes estdn en los lugares impares: P; =3 - 2 = 6 formas.
Las vocales estan en los lugares pares: P3 =3 -2 = 6 formas.
Por cada forma de las consonantes hay 6 formas de las vocales.
En total hay: 6 - 6 = 36 formas.
d) Hay 72 formas, porque puede ser C V. C V C V (apartado ¢).
V CV CV C — otras 36 formas.

= | Seis amigos, 3 chicos y 3 chicas, van al cine. ;De cudntas formas pueden sentarse si
quieren estar alternados?

Este problema es idéntico al apartado d) del ¢jercicio 30. Por tanto, tienen 72 formas distintas
de sentarse.

« | Senala 8 puntos en una circunferencia. Traza las cuerdas que unen cada punto con
todos los demas.

a) ;Cudntas cuerdas tendrds que dibujar?

b) ;Cudntas diagonales tiene un octégono?

a) Tomamos los puntos de dos en dos.

No se pueden repetir y no influye el orden: Cg , = % = 28 cuerdas

b) El nimero de diagonales del octégono serd el nimero de cuerdas del apartado a) menos 8

unidades que corresponden a las cuerdas que son los lados del octégono. Por tanto, tendrd
28 — 8 = 20 diagonales.

= | Me van a regalar 3 libros y 2 discos por mi cumpleafios. He hecho una lista con los
que me gustaria tener, y en ella anoté 5 libros y 8 discos. ;De cudntas formas distintas
pueden elegir mi regalo?

5.4.3
521 - 10
8

El nimero de formas que hay de elegir los tres libros de entre 5 es: Cs 3 = 3
8-7
2

El nimero de formas que hay de elegir los dos discos de entre 8 es: Cg , = ==~ =28

Para cada una de las formas que hay de elegir los tres libros tenemos 28 formas de elegir los
discos, luego en total hay 28 - 10 = 280 formas de elegir los tres libros y los dos discos.
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34. a1 Tenemos 5 pesas: de 1g, 2g, 4¢g, 8 gy 16 g. ;Cudntas pesadas diferentes se pue-

35.

den hacer tomando dos de ellas? ;Y con tres?

Calcula cudntas pesadas se pueden hacer, en total, tomando 1, 2, 3, 4 o las 5 pesas.

No influye el orden y no se pueden repetir:

Cs o= % = 10 pesadas. Cs 5= ;g? = 10 pesadas también.

Tomando 1 pesa, 5 pesadas.

Tomando 2 pesas: Cs , = 10 pesadas

Tomando 3 pesas: Cs 3 =10 pesadas En total se podrdn hacer:
Tomando 4 pesas: Cs 4 = % = 5 pesadas 5+10+10+5+1 =31 pesadas

Tomando 5 pesas, 1 pesada.

«f ] En una pizzeria preparan pizzas con, al menos, 4 ingredientes. Si disponen de 6 ti-
pos de ingredientes, ;cudntos tipos de pizza pueden hacer?

(Pueden hacerlas de 4, 5 o 6 ingredientes).

Con 4 ingredientes: Cg 4 = #ﬁ? = 15 tipos
Con 5 ingredientes: Cy 5 = 5 ' Z g - 3 % = 6 tipos
Con 6 ingredientes: Cy ¢ = c ' 2 ' j - g - 3 ' i = 1 tipo

En total se pueden hacer 15 + 6 + 1 = 22 tipos de pizzas.

Problemas “+”

36.

amll ;Cudntos tridngulos se pueden hacer de modo que tengan los vértices en los puntos
de estas redes?
a) L] L] b) L] L] c) L]
4 M . e
a) Cy 3= T = 4 tridangulos

3.2
b) Cs 5 = % = 20. Necesitamos tres puntos no alineados para construir un tridngulo.
e En dos de los 20 casos los puntos estdn alineados, es decir, se pue-
den construir 20 — 2 = 18 tridngulos.

En este caso nos encontramos con 8 casos en los que no es posible cons-
truir un tridngulo (3 puntos alineados).

En total podemos construir 84 — 8 = 76 tridngulos.
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37. emll Observa esta cuadricula:

38.

39.

As
| .
L]

sgEsas

—5

a) ;Cudntos caminos de longitud minima hay para ir de A a B2

b) ;Cudntos hay para ir de A a B, pasando por C?

a) Hay que ir seis veces a la derecha (D) y cuatro veces hacia abajo (I).
Los caminos serdn de la forma DDDIIDIDID, es decir, se trata de colocar cuatro I en diez

lugares.

Parair de A a B hay: Cj, 4= % =210 caminos

b) Para ir de A a C solo puede irse dos veces a la derecha (D) y tres veces hacia abajo (I). Los
caminos serdn de la forma DDIID, por ejemplo. Se trata de colocar dos I en cinco lugares.

Es decir: C; , = 54

2'.1 = 10 caminos

Andlogamente, hay: Cj | = % = 5 caminos para ir de C a B.

Para ir de A a B, pasando por C, hay 10 - 5 = 50 caminos.
«mll Un secretario escribe cinco cartas distintas a cinco personas. También escribe los
cinco sobres correspondientes pero mete al azar cada carta en un sobre.
a) ;:De cudntas formas posibles se pueden meter las cartas en los sobres?
b) ;En cudntos casos la carta del sefior Pérez estard dentro de su sobre?
a) No puede repetirlas y si influye el orden: Ps=5-4-3 .21 =120 formas posibles.
b) Si fijamos la carta del senor Pérez en el sobre del senor Pérez, nos quedan libres cuatro car-

tas y cuatro sobres: P, =4-3-2-1 =24 casos.

«ll Calcula cudntos productos distintos se pueden obtener tomando tres factores entre
las cifras 1, 2, 3,4, 5,6y 7, si:

a) No se pueden repetir cifras.

b) Si se pueden repetir cifras.

a) C3= 7'2-5

= 35 posibles expresiones con tres factores distintos.

Pero como en el enunciado nos piden “productos”, es decir, los resultados de las multipli-
caciones, y 3 - 2 = 6 - 1, hemos de suprimir algunas posibilidades:

x=4 x=4
3.2.x1x=5 coinciden, respectivamente, con 6 -1 -x{x=5
x=7 x=7

Por tanto, el nimero de posibles productos es 35 — 3 = 32.
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b) Cuando los factores pueden repetirse, la contabilidad de “expresiones con tres factores” es
mucho mds complicada:

Estas son las posibilidades en las que interviene algin 1:

EXPRESION 112|122 132 | 1-4-0|1-5a|1-6-a|1-7-a
Cldl=a kSt Dela7 | De2a7 | De3a7 | Ded4a7 | De5a7 607 7
POSIBILIDADES 7 6 5 4 3 2 1 TOTAL: 28
Posibilidades en las que interviene algin 2:
2.-2-a 2.-3.a 2-4.a 2-5.a 2:6-a 2-7-a
De2a7 | De3a7 | De4a7 | De5a7 607 7
6 5 4 3 2 1 TOTAL: 21 |

3.3.a 3.4.4 3.5.a 3.6-a 3.7-a
De3a7 | Ded4a7 | De5a7 607 7
5 4 3 2 1 TOTAL: 15

4.6-a | 4-7-a

a8 PUEDE VALER 607 7

POSIBILIDADES 2 1 TOTAL: 10 '

5.7-a
a PUEDE VALER 7
POSIBILIDADES 1 TOTAL: 6
ALGUN 6
a PUEDE VALER
POSIBILIDADES 1 TOTAL: 3

ALGUN 7

a PUEDE VALER

POSIBILIDADES 1 TOTAL: 1

Hay 28 + 21 + 15+ 10 + 6 + 3 + 1 = 84 posibles expresiones de 3 factores, iguales o distin-
tos.

Cudles se repiten en el momento de efectuar la multiplicacién?
Son iguales los siguientes productos: 2-2=1-4y 2-3=1-6
2.-2-a=1-4-4, donde 2=1,2,3,4,5,6,7. Hay 7 casos.
2-3-4=1-6-a, donde 2=1,2,3,4,5,6,7. Hay 7 casos.

Por tanto, el nimero de posibles productos (resultados de las multiplicaciones) es

84—7-7=70.
7
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40.a1] Construye, usando las férmulas, la 9.” fila del tridngulo de Tartaglia y, a partir de
ella, la 10.%.

)

o
()2
(o) 2232 -6
3
¥

8~7_
) 21 - 84

~9.-8.7-6 _
) 4'5' 4321‘126

Aplicamos ahora las propiedades de los niimeros combinatorios:

5)-(2)- s
)-(3) -+
o))
)-6)-2
o)-lo)-

Por tanto, la décima linea es:

o (-
e N G
Qoo (M-
B AU
s -

(50 e
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lee e investiga

¢ ;Cudntos mensajes distintos tiene el I Ching? Es decir, ;cudntos mensajes distintos se pue-
den escribir si cada simbolo es un Yang o un Yin?

El ndmero de mensajes coincide con todas las formas de tomar los dos simbolos Yangy Yin en
lotes de 6. Es decir, VR, ¢ = 20 - 64 mensajes distintos.

Los puentes de Konigsherg

¢ sCuales de estos graficos se pueden dibujar sin levantar el 1apiz del papel y sin repetir nin-
:Cudles d grafi pueden dibujar sin 1 1 ldpiz del papel y sin repetir ni
gun tramo?

T T e =
Se pueden dibujar asi el A, el D y el E.
3 3 ) 2 3 4
e ® © o ® z
3 2 3 5 ; )
4 3
2 3 2 3 4

* Supdn que los tramos se pueden deformar, alargar y acortar. ;Qué dos se pueden transfor-
mar, uno en otro?

Se pueden transformar, uno en el otro, el Ay el E.
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Entvénate vesolviendo problemas

¢ ;:Cudntos partidos hay que jugar para completar un campeonato de tenis, por eliminato-
rias, con 16 jugadores? ;Y con 322 ;Y con 642

Y con 90 jugadores? (En la primera ronda tendriamos que eliminar a 26 jugadores para
que queden 64. Esto se consigue seleccionando a 52 jugadores para que jueguen 26 parti-
dos y clasificando a los restantes directamente a la siguiente ronda).

¢Y con 1332

Mirando las soluciones de los ejercicios anteriores, ingéniatelas para decir cudntos parti-
dos se necesitan para llevar a cabo un torneo por eliminatorias con 7 jugadores.

Si echamos bien las cuentas, observamos que:
16 jugadores — 15 partidos
32 jugadores — 31 partidos
64 jugadores — 63 partidos
90 jugadores — 89 partidos
133 jugadores — 132 partidos
Es decir, en cada opcidn, se juega un partido menos que jugadores participan. ;Por qué?

En cada partido de elimina un jugador, y solo uno. Como hay que eliminarlos a todos, excepto
al campeén, es necesario jugar tantos partidos como eliminados haya, es decir, un partido me-
nos que competidores haya.

Si hubiese 7 jugadores, serian necesarios 7z —1 partidos.

* Imagina que tienes en un bolsillo estas cuatro monedas (2 €, 1 €, 0,50 € y 0,20 €):

:Cudntas cantidades diferentes de dinero puedes formar con ellas?

Con una moneda se pueden formar 4 cantidades diferentes:

2€ 1€ 0,50 € | 0,20 €

Con dos monedas, 6 cantidades diferentes:

3€ 2,50€ | 220€ | 1,50€ | 1,20€ | 0,70 €

Con tres monedas, el mismo nimero de cantidades que con una, 4. Solo tenemos que pensar
en qué moneda no cogemos:

3,50€ | 320€ | 2,70€ | 1,70€

Con cuatro monedas solo hay 1 forma:

3,70 €

Entotalson4 + 6 + 4 + 1 = 15 formas.
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* Queremos juntar 6 € utilizando solo monedas de 2 €, 1€y 0,50 €.

:De cudntas maneras podemos hacerlo?

1 forma

3 formas

5 formas

7 formas

O IR IO NI IO IR ININ O

SO OO OO = |HI= ||~ |ININ|INd W
S| —= N W IR MIAN O INDNW N O =N O
[a—

[«]

—
[\

Podemos hacerlo de 16 formas distintas.

* Supdn que dispones, exclusivamente, de sellos cuyos valores son 0,10 € y 0,20 €.
Con esos sellos tienes tres formas distintas de franquear una carta de 0,40 €:
0,10 + 0,10 + 0,10 + 0,10 = 0,40
0,10 + 0,10 + 0,20 = 0,40
0,20 + 0,20 = 0,40
:De cudntas formas distintas podrds franquear una carta de 2 €2

:Y una carta de »n €2

* Una carta de 2 € se puede franquear con 20 sellos de 0,10 €.

Podriamos sustituir dos sellos de 0,10 € por uno de 0,20 €, y esto podemos hacerlo con una,
dos, tres, ..., hasta 10 parejas de sellos de 0,10 €.

Por tanto, hay 11 formas de franquear la mencionada carta.

* Unacartade 7€ se puede franquear con 107 sellos de 0,10 €.
Podriamos sustituir dos sellos de 0,10 € por uno de 0,20 €, y esto podemos hacerlo con una,
dos, tres, ..., hasta % parejas de sellos de 0,10 €.

n

2

Por tanto, hay 10% +1 =57+ 1 formas de hacerlo.
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Autoevaluacion

1. Anay Pepe estin jugando un torneo de ajedrez que ganari el primero que venza en 6 par-
tidas. Las tablas (empates) no cuentan.

Pepe va ganando 4 a 2. Haz un diagrama en drbol que describa todas las posibles conti-
nuaciones.

Marcamos en cada caso el ganador del torneo con un recuadro:

/P(6/ (G/P(G/P(G

>

/P(S)—>A(3)—> A (4) A(5) > A (6)
Pepe: 4

/ (G/P(G/

Ana:Z\\ / PG5B5)——> A®4) > A(5) > A (6)
AB) —> A@)—> P(5)—> [P (0)

A(5) —> [P (0
A (6)
A(5) > P(5) >
A (6)
A (6)

2. En un examen, el profesor ha puesto 7 problemas, de los que hay que elegir 5.
a) ;Cudntas elecciones se puede plantear un alumno?

b) Si Carlos tiene claro que elegira tres de ellos, ;cudntas posibilidades le quedan para los
otros dos?

b) La eleccién de Carlos se reduce a seleccionar 2 de los 4 problemas restantes.

Cy o= 43 _¢ posibles elecciones

2
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3. ;Cudntos nimeros de cuatro cifras se pueden hacer con los digitos 1, 2 y 3? ;Cudl es la
suma de todos ellos?

VR; 4 = 3% = 81 nimeros

En cada columna de la siguiente serie de 81 nimeros habrd % de “17, % de 27y % de “37:
1 1 1 1
1 1 1 2 Por tanto, la suma de cada columa serd:
l 1 2 l S de81-14 2 de81-2+ L de81-3=27+54+81=162
3 3 3 3

Sumando todas las columnas, teniendo en cuenta el valor posicional de cada una de ellas,
obtenemos:

162-1000 + 162 -100 + 162 - 10+ 162=162-1111=179982

4. ;De cudntas formas podemos elegir al delegado y al subdelegado de un curso en el que
hay siete candidatos?

V5 5 =7 -6 =42 formas de eleccién.

5. Con las letras de la palabra casa, ;cudntas ordenaciones, con o sin sentido, podemos for-
mar? Escribelas todas.

Anotamos en un diagrama de drbol las posibilidades de cada letra de la palabra:

A— S — CAA — S — AA
e S CAAS /C S CS
C/ TSN~ S— A — CASA \S—C—AASC
\S—A—A—CSAA A— S — ACAS
A—C<
- A—C—SAAC S— A — ACSA
/A\C—A—SACA A— C — ASAC
S\ /
C—— A— A — SCAA \C—A—ASCA

En total, podemos formar 12 ordenaciones.

6. ;Cudntos niimeros capicudas de 5 cifras hay?

Hay diez formas distintas de elegir la cifra central (3.%).
Hay diez formas distintas de elegir las cifras 2.% y 4.7
Hay nueve formas distintas de elegir las cifras 1.7 y 5.%.

Hay, en total, 900 capictas de 5 cifras.
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Autoevaluacion

1. Anay Pepe estin jugando un torneo de ajedrez que ganari el primero que venza en 6 par-
tidas. Las tablas (empates) no cuentan.

Pepe va ganando 4 a 2. Haz un diagrama en drbol que describa todas las posibles conti-
nuaciones.

Marcamos en cada caso el ganador del torneo con un recuadro:

/P(6/ (G/P(G/P(G

>

/P(S)—>A(3)—> A (4) A(5) > A (6)
Pepe: 4

/ (G/P(G/

Ana:Z\\ / PG5B5)——> A®4) > A(5) > A (6)
AB) —> A@)—> P(5)—> [P (0)

A(5) —> [P (0
A (6)
A(5) > P(5) >
A (6)
A (6)

2. En un examen, el profesor ha puesto 7 problemas, de los que hay que elegir 5.
a) ;Cudntas elecciones se puede plantear un alumno?

b) Si Carlos tiene claro que elegira tres de ellos, ;cudntas posibilidades le quedan para los
otros dos?

b) La eleccién de Carlos se reduce a seleccionar 2 de los 4 problemas restantes.

Cy o= 43 _¢ posibles elecciones

2

32



Unidad 11. Combinatoria

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

3. ;Cudntos nimeros de cuatro cifras se pueden hacer con los digitos 1, 2 y 3? ;Cudl es la
suma de todos ellos?

VR; 4 = 3% = 81 nimeros

En cada columna de la siguiente serie de 81 nimeros habrd % de “17, % de 27y % de “37:
1 1 1 1
1 1 1 2 Por tanto, la suma de cada columa serd:
l 1 2 l S de81-14 2 de81-2+ L de81-3=27+54+81=162
3 3 3 3

Sumando todas las columnas, teniendo en cuenta el valor posicional de cada una de ellas,
obtenemos:

162-1000 + 162 -100 + 162 - 10+ 162=162-1111=179982

4. ;De cudntas formas podemos elegir al delegado y al subdelegado de un curso en el que
hay siete candidatos?

V5 5 =7 -6 =42 formas de eleccién.

5. Con las letras de la palabra casa, ;cudntas ordenaciones, con o sin sentido, podemos for-
mar? Escribelas todas.

Anotamos en un diagrama de drbol las posibilidades de cada letra de la palabra:

A— S — CAA — S — AA
e S CAAS /C S CS
C/ TSN~ S— A — CASA \S—C—AASC
\S—A—A—CSAA A— S — ACAS
A—C<
- A—C—SAAC S— A — ACSA
/A\C—A—SACA A— C — ASAC
S\ /
C—— A— A — SCAA \C—A—ASCA

En total, podemos formar 12 ordenaciones.

6. ;Cudntos niimeros capicudas de 5 cifras hay?

Hay diez formas distintas de elegir la cifra central (3.%).
Hay diez formas distintas de elegir las cifras 2.% y 4.7
Hay nueve formas distintas de elegir las cifras 1.7 y 5.%.

Hay, en total, 900 capictas de 5 cifras.
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Resuelve

1. Completa el razonamiento y averigua qué proporcién de personas tendra “éxito”. Es de-
cir, cudl es la probabilidad de que se consiga un tinico aro con las seis cuerdas.

... Por tanto, la proporcién de “nudos buenos” en este segundo paso es 2,

3

Si hemos llegado hasta aqui, el tercer nudo es necesariamente
bueno. Es decir, todos lo son.

Conclusién: La proporcién de éxito es % . % 1= % iMds de la mitad de las veces!
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1. Una bolsa tiene 10 bolas numeradas del 1 al 10. La experiencia consiste en sacar una bola
y anotar su numero.

a) ;Cudl es el espacio muestral?
b) Considera estos sucesos:
A = “niimero primo” B = “midltiplo de 3”

Describe los sucesos siguientes:

A A’ AUB AUA’
B B’ ANB ANA
2) E=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}

b)A=1{2,3,5,7} A'={1,4,6,8,9, 10}

B=1{3,6,9 B'={1,2,4,5,7,8,10}
AUB=1{2,3,5,6,7,9} AN B-1{3}

AUA'-E ANA'=O

2. Lanzamos tres veces una moneda.
a) Completa en tu cuaderno el espacio muestral:
E={(C,CC),(CCGC +),(C +0C),...}
b) Describe los siguientes sucesos:
A = “la primera vez salié cara”
B = “hay al menos dos caras”
¢) Describe los sucesos AU B, AN B, A"y B’

d) Describe un suceso que sea incompatible con 4 y con B. ;Serd incompatible con
AU B2

Q) E={(C,C,QO),([CC +),(C+C),+ CQO),(C++), + C +), (+ + C), (+, + +)}.
b)A={(C,C,C), (C,C,+),(C, +C),(C, + +)}

B={(C,C QC),(CGC +),(C +O), (+ C O}
AUB={(C,C,O),(CC +),(C+0O),(C+ +), (+ C, C)}

AN B={(C,C,QC),(C,C, +),(C, + O}

A'={+ C,O), (+,C, +), (+, +, C), (+, +, +)}

B'={(C, +, +), (+, C, +), (+, +, ©), (+, +, +)}

d)S={(+, +, +)} es incompatiblecon A y B yaque AN S=BN §=. También es in-
compatible con A4 U B.
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1. Halla la probabilidad de los sucesos 4 = {2, 3, 4, 8,9, 10} y A, tanto en el caso de las
bolas iguales como en el que tienen distintos pesos y tamaros.

* caso 1: las bolas tienen igual tamano y peso.

P[A] = P[{2,3,4, 8,9, 10}] = P[{2}] + P[{3}] + P[{4}] + P[{8}] + P[{9}] + P[{10}] =

_6. L6 _3_ 0
=645 =70 =% =006 = 60%

puesto que todos los sucesos elementales son equiprobables.
P[A'1=1-P[A]=1-0,6=0,4 — 40%
* caso 2: las bolas tienen pesos y tamanos diferentes.
P[A] = P[{2}] + P[{3}] + P[{4}] + P[{8}] + P[{9}] + P[{10}] =
= 0,08 + 0,08 + 0,15 + 0,05 + 0,15 + 0,06 = 0,57 — 57 %
P[A'1=1-P[A]=1-0,57=0,43 — 43%
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1. Lanzamos un dado con forma de octaedro, con sus caras numeradas del 1 al 8. Evalada
estas probabilidades:

a) P [multiplo de 3] b) P[menor que 5]
¢) P[niimero primo] d) P[no miltiplo de 3]
a) P[3]=PIB3,6=2=1 b)P[<5] = P[{1,2,3,4}] = 2 -1
’ 8 4 S 8 2
imo] = _4_1 31-1-P[3]=06-3
¢) P[primo] = P[{2, 3,5, 7}] = ) d)P[no 3] =1-P[3] s~
2. Lanzamos dos dados y anotamos la menor de las puntuaciones.
a) Escribe el espacio muestral e indica la probabilidad de cada uno.
b) Calcula:
Pl< 4] P[no < 4]
DADO 1 3 4 5 6
1 1 1 1
2 2 2 2
3 3 3 3
3 4 4 4
3 4 5 5
3 4 5 6
a) £=1{1,2,3,4,5,6}
- 11 2.1 A
Pil=356 PRl=36-4 PBI= 55
-2 -3 1 _ L
P =36 PEl=56=13 Plel=5¢

_ _ 27 _3
b) P[< 4] = P[1] + P[2] + P[3] = 36" 4

P[no<4]=l—P[<4]=1_%=l



Unidad 12. Calculo de probabilidades

Matematicas orientadas
a las Ensenanzas Académicas 4

Probabilidades en experiencias compuestas

Pagina 258

1. Lanzamos un dado y, después, sacamos una bola de la bolsa. Estas dos experiencias, ;son
dependientes o independientes?

®

Son independientes, porque el resultado de sacar una bola de la bolsa no depende de qué haya
salido en el dado.

2. Lanzamos un dado. Si sale par, extraemos una bola de la bolsa A. Si sale impar, de la B.
Las experiencias, ;son dependientes o independientes?

Son dependientes, porque al ser los contenidos de las bolsas distintos, el resultado depende de
qué bolsa se saque, que depende del valor obtenido al lanzar el dado.
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1. Se extraen 3 cartas con reemplazamiento. Halla:
a) P[AS en 1.2 y FIGURA en 2.7 y 3.7] b) P[3 ASES]
¢) P[un AS y dos FIGURAS] d) P[ningtn As]

a) Plas en 1. y FIGURA en 2.7 y 3.7] = P[as] - P[FIGURA] - P[FIGURA] =

4 12 12_1 3 3 _ 9

T 40 40 40 10 10 10 ~ 1000

3
b) (3 asks] = Plas] - Plas] - Plas] = 4. 4 . 4 <1> 1

40 40 40 \10/ ~ 1000
-3. a a,3a_3. 9 _ 27
¢) Plun asy dos FIGURAS] = 3 - P[asen 1.7 y FIGURA en 2.7y 3.%] = 3 1000 = 1000
3
netin as] = 3636 36 _(9 Y _ 729
d) Plninglin as] = 70+ 0 %0 = ( 10) =7000
2. Se lanzan 5 monedas. Halla la probabilidad de:
a) 5 caras b) alguna cruz
1/2 1/2
C + 1.2 MONEDA
1/2 1/2 1/2 1/2
C + C F o 2.2 MONEDA

1/2 172 1/2 1/2 1/2 172 1/2 1/2

C + C + C +  C g e 3.2 MONEDA

C + <
112 /\12  12/\12 12 /\1/2 12 /N\i/2 12 /N\i/2 12 /\1/2 1/Wz 1/7\/2

C C C + C + C + <-4 MONEDA

+ + + C + C + C
/i 12/\in 1/2/@ 1/2/wz 1/\i2 1/2/Vz 1/2/\1/2 12/\in 112/\/1 1/2/\112 1/W/z 1/\in 1/2/\/2 112/\/1 1/2/\/2 1n/\i2

C+C+C+C+C+C+C+C+C+C+C+C+C+ C+ C+ C+ =<5*MONEDA

b) Plalguna cruz] = P[0 Cy5+]+P[1Cy4+]+P[2Cy3+]+P[B3Cy2+]+

_1_ 11 _31
+P[4Cyl+]=1-P[5C]=1 33 "33
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3. Lanzamos 3 monedas. Calcula:

a) P[tres caras] b) P[ninguna cara] ¢) P[alguna cara]
1. 1. 1_1
a) P[3 caras] = 7 7" g
‘ 1.1 1_1
b) P[ninguna cara] = R R

c) Hay 3 formas de que salga una sola cara: {C, +, +}, {+, C, +}, {+, +, C}.
De la misma forma, hay 3 de que salgan dos caras.
Plalguna cara] = 3 - Pluna cara] + 3 - P[dos caras] + P[tres caras] =

7

+3-L+

-3.L 1.
=93 8 8 8

4. Se lanzan dos monedas y un dado. ;Cudl es la probabilidad de obtener cara en ambas
monedas y seis en el dado? ;Cudl, la de obtener cruz en las monedas y par en el dado?

Hacemos el diagrama en drbol:

DADO
21MONEDA
1.* MONEDA /
/ \NOG
/ 1/2 I/IG’6
= \NOG
1/6 6
172 1/2 C?No6
m*—l//GyG
%’NOG
PlC,C 6 =L. L. 1L_ 1
[ . 2 2 6 24
Ple,+,(2,4,6)]=L.L.1L_1
o ) 2 2 2 8
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1. Extraemos dos cartas de una baraja espafiola. ;Cudl es la probabilidad de que la primera
sea un REY y la segunda un As?

En la baraja espanola hay 40 cartas de las cuales 4 son reyes y 4 son ases.

P[REY y As] = P[REY] - P[as supuesto que la 1.* fue REY] = % . % = % = %

2. Completa el diagrama en drbol del ejercicio resuelto de esta pigina y sobre él halla P [NIN-
GUN AS].

. ) 3.* EXTRACCION
2.* EXTRACCION -

2/38 » AS
Quedan 38 cartas. ==
\

1.* EXTRACCION AS
o AT 3/ 39/’ De ellas, 2 ases

AS Quedan 39 cartas. 36/38 ™ NO AS
4/40 De ellas, 3 ases 3/38 - as
/ 3 6/3>~ NO AS Quedan 38 cartas. /
De ellas, 3 ases 35}) NO AS
3/38 5 AS
4/39 AS Quedan 38 cartas. it
36/40 / De ellas, 3 ases 3%‘ NO AS

NO as | Quedan 39 cartas.

De ellas, 4 ases 4/38  As
35/3>A NO AS Quedan 38 cartas. _——
De ellas, 4 ases 34}; NO AS

Plningin as] = 70+ 35 35 = 404

3. Una urna contiene 5 bolas negras y 3 blancas. Extraemos tres bolas. ;Cudl es la probabi-
lidad de que las tres sean blancas? ;Y negras?
N — bola negra; B — bola blanca

1.2 EXTRACCION 2.2 EXTRACCION  3.* EXTRACCION

NyN
417 3/6\>B
N
3 2 1 1
5/8 %ByN P[SBLANCAS]=§-7-E=¥
%B
_>.4.3_5
3/8 517 N4/6/YN P[SNEGRAS]_S 7 6_28
B/ 3/6\>B
27 ByN
%B
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4. Se extraen, una tras otra, 3 cartas de una baraja. ;Cudl es la probabilidad de obtener BAs-
TOS las tres veces?
a) Supén que se extraen con reemplazamiento.

b) Supén que se extraen sin reemplazamiento.

a) 1.2 EXTRACCION 2. EXTRACCION 3.2 EXTRACCION
10/40 BASTOS
/
BASTOS
W 07— NO BASTOS
BASTOS 10/40 BASTOS
m —
10/40 NO BASTOS —_
30/40 NO BASTOS
10/40 BASTOS
/
10/40 BASTOS —
30/40 / 30/40 > NO BASTOS
NO BASTOS 10/40 BASTOS
m /

NO BASTOS
077> NO BASTOS

) | | 1010 10 _ 1
P[tres BASTOS] = P[BASTOS] - P[BASTOS] - P [BASTOS] 40 40 40 64

) . _ _10, 9 8 _ 3
b) P[tres BasTOS] = P[BAsTOS] - P[BASTOS] - P[BASTOS] 40 39 38 " 247

5. Una urna A tiene tres bolas blancas y una negra. Otra B tiene una bola negra. Sacamos
una bola de A y la echamos en B. Removemos y sacamos una bola de B. ;Cudl es la pro-
babilidad de que esta sea blanca?

Hacemos un diagrama en drbol:

172

3/4 1/2 N

1/4

N 7

P[BLANCA] = % . 0= %

1. 1,
274
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Interpretar una tabla

TIPO DE ACTIVIDAD EXTRAESCOLAR

12 36 72 | 120
d 15 40 45 | 100
2 21 44 35 | 100
° 24 40 16 | 80
72 160 | 168 | 400

Observa la tabla que tienes arriba y responde:

a) ;Cudntos estudiantes del centro participan en actividades culturales? ;Cudntos de ellos
son de 2.°?

b) ;Cudntos estudiantes del centro no participan en ninguna actividad extraescolar? De
ellos, ;cudntos son de 4.°?

¢) ;:Cudntos estudiantes de 3.° participan en actividades deportivas?

d) ;Cudntos estudiantes que participan en actividades deportivas son de 3.°2

2) 72

00 100 = 18 — El 18% de estudiantes del centro participan en actividades culturales.

;—; .100 = 20,83 —> E120.83% son de 2.°.

b) % 100 =42 — El 42 % de los estudiantes del centro no participan en ninguna actividad
extraescolar.

16, _ 0 o
168 100=9,5 — El9,5% son de 4.°.

c) El 44 % de alumnos de 3.° participan en actividades deportivas.

4) 44

160 100 = 27,5 — El 27,5% de los que participan en actividades deportivas son de 3.°.

10
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1. Explica el significado de los niimeros 120, 168, 12, 45 y 40 de la tabla del ejercicio re-
suelto anterior.

120 — Numero de alumnos de 1.°.

umero de alumnos con actividad extraescolar.

168 — N de al NINGUNA actividad ext 1

12— Numero de alumnos de 1.° con actividad extraescolar CULTURAL.
umero de alumnos de 2.° con actividad extraescolar.

45 — N de al de 2.° NINGUNA actividad ext |

40 — Nuamero de alumnos de 4.° con actividad extraescolar DEPORTIVA.

2. Explica lo que significa, para la tabla del ejercicio resuelto anterior, estas expresiones y
da su valor:

a) P[1.°] b) P [CULTURAL]
c) P [4.° | CULTURAL] d) P [CULTURAL / 4.°]

a) P[1.°] — Probabilidad de que, elegido al azar, un alumno sea de 1.°.

P[] =120 _g3

400
b) P[curruraL] — Probabilidad de elegir a un alumno con actividad extraescolar cULTURAL.
72
P =—+==0,18
[CULTURAL] %00

c) P[4.° | curturaL] — Probabilidad de que habiendo elegido un alumno con actividad
CULTURAL, este resulte ser de 4.°.

P[4.° | cuLrural] = %—g =0,375

d) P[curruraL / 4.°] — Probabilidad de elegir a un alumno con actividad cuLTURAL entre
todos los de 4.°.

PlcurruraL / 4.°] = 24 _ 0,3
80
3. Queremos analizar, partiendo de los datos de la tabla del ejercicio resuelto anterior, la

evolucién del absentismo (falta de participacion) en actividades extraescolares cuales-
quiera, al aumentar la edad. Calcula las proporciones que convenga y comparalas.

Debemos observar la probabilidad de los que no hacen ninguna actividad en cada uno de los
cursos, es decir:

oy 72 _ oy 45
P[NINGUNA / 1.°] = 130 = 0,6 P[NINGUNA [ 2.°] = 100 = 0,45

o1 _ 35 _ o _ 16 _
P[NINGUNA / 3.°] = 100 - 0,35 P[NINGUNA / 4.°] = 20 0,2

Por tanto, segln pasan los cursos, cada vez hay menos alumnos que no hacen ninguna activi-
dad extraescolar.

1l
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4. En una bolsa hay 40 bolas huecas, y dentro de cada una hay un papel en el que pone si o
NO, segiin esta tabla:

e o o

15 4 |1 20
5 4|11 20

20| 8 |12 40

a) Describe los sucesos Si, NO, @, @ / I, Si / @ y calcula sus probabilidades.

b) Hemos sacado una bola roja. ;Qué probabilidad hay de que haya si en su interior? ;Y
si la bola es azul?

¢) Se ha sacado una bola y dentro pone si. ;Cudl es la probabilidad de que sea @2 ;Y @2
Y @
a) sf — sacar una bola al azar y que sea si.
NO — sacar una bola al azar y que sea No.
@® — sacar una bola al azar y que sea roja.
® /st — de entre las bolas que dicen sf, sacar una roja.

si/ @ — de entre las bolas rojas, sacar una que dice sf.

P[si]:%:% P[NO]:I—P[SI’]:%

_20_1 a_15_3 : _15_3
P[.]_40_2 Pl@/ si] 50 "% Plsi /| @] 20 "4
b)P[sf/.]=%=% P[sf/.]=%

a_15_3 a_ 4 _ 1 q_ 1
C)P[./SI]—20—4 P(@®/ si] 505 P(@/ si] 30

12
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Extraemos tres cartas de una baraja de 40. Calcula la probabilidad de que sean
oros.

* SIN COMBINATORIA:
Se trata de 3 experiencias dependientes.
En la baraja hay 10 cartas de oros.
P[3 oros] = P[1.* oro] - P[2.* oro / 1.7 orO] - P[3.* orO / 1.7 ORO y 2.* ORO] =

10 9 8 _1 3 4 __ 3 _ 3

40 39 38 4 13 19 13.19 247

* CON COMBINATORIA:
Casos favorables: extraer 3 oros de un total de 10.

Casos posibles: extraer 3 cartas de un total de 40.

. 1098

P _~-103__3.2.1 _ 10-9-8 _ 3

5 oros] = = 40-39.38 ~ 40.39.38 ~ 247
321

a) Tiramos 3 dados. Calcula, paso a paso, la probabilidad de que el valor me-
diano sea “2”.

b) Tiramos 3 dados. Calcula la probabilidad de que el mayor resultado sea “4”.
a) Casos posibles al tirar 3 dados: VR 3 = 6° = 216

Suceso “EL 2 ES EL VALOR MEDIANO” .

Contemos los casos posibles (llamamos # a un valor menor que 2y 4 a un valor mayor que
2):

a=1 .
*a* b 1 - 4 = 4 posibilidades
{mllll}

Cada posibilidad admite P; = 3!=6 ordenaciones distintas. Por tanto, habrd 4 - 6 = 24 casos
diferentes.

« @) . b — 4 posibilidades
Cada una admite 3 ordenaciones distintas: & ° ., . b ., - b
Por tanto, habrd 4 - 3 = 12 casos diferentes.
ea* M) — 1 posibilidad
Pero hay 3 ordenaciones diferentes.
Luego 1 - 3 = 3 casos diferentes.
°-|‘. . — 1 caso unico
Asi, el total de casos favorables sera:
24 + 12 + 3 + 1 = 40 casos favorables

13
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b) S = “EL MAYOR RESULTADO ES 4.
Casos posibles al lanzar 3 dados: VR 3 = 6° = 216

Estudiemos los casos posibles (llamamos 2 aunvalor1,203y & aunvalor1,2o0 3):

t-0°) .
De esas 9 posibilidades hay 3 en las que se repiten resultados:

B 88888

y las otras 6 posibilidades en las que no se repiten resultados.

. db.{dz.’. ”.} 3 -3 =9 posibilidades

Hay P; = 3! = 6 ordenaciones distintas para 6 de esas posibilidades (sin repetir) y 3 para las
restantes (repetidas).

Luego: 6 - 6 + 3 - 3 = 45 casos en esta opcidn.
*a - — 3 posibilidades
Cada una admite 3 ordenaciones.

Luego 3 - 3 = 9 casos en esta opcion.

il - posibilidad — 1 caso

Total casos favorables = 45 + 9 + 1 = 55

-2
T
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Tres personas se sitdan al azar en 6 asientos. ;Cudl es la probabilidad de que
dos en concreto estén juntas? ;Y si solo se sentaran dos personas en los 6 asientos?

Tenemos 6 asientos y tres personas para sentar, A, By C:

letfall Tisfl 11 |
1 2 3 4 5 6

El ndimero de casos posibles sera:
Ve,3=6-5-4=120 formas distintas de sentarse A, By C en 6 asientos.

Supongamos que queremos que A y B se sienten juntos (el razonamiento serfa el mismo para
cualquiera de las posibles parejas). Contemos los casos favorables.

Para que A y B estén juntos han de ocupar los asientos:
ly202y303y404y505y6

Para cada situacidn, existen 2 posibilidades: AB o BA.

Ademds, C podria estar en cada uno de los 4 asientos restantes. Luego:

Casos posibles =5 - 2 - 4 = 40

. _ 40 _ 1
P[AyB)untos]_—lzo =3

Razonando de manera andloga calculamos la probabilidad si solo se sentaran dos personas en los
6 asientos:

Casos posibles — V ,=6-5=30
Casos favorables — 5-2=10

P[Ay B juntos] = ;—8=%

15
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Practica

1. « 7] En un sorteo de loteria observamos la cifra en que termina el “gordo”.
a) ;Cudl es el espacio muestral?
b) Escribe los sucesos: A = MENOR QUE 5; B = PAR.
c) Halla los sucesos AU B, AN B, A, B, A'N B".

a) El espacio muestral es: £=10, 1,2, 3,4,5,6,7, 8,9}
b)A = “MENOR QUE 5” = {0, 1, 2, 3, 4}

B="“parR” = {0, 2, 4, 6, 8}
c0 AU B={0,1, 2,3, 4,06, 8

AN B={0,2,4}
A'=1{5,6,7,8,9}
B'=1{1,3,5,7, 9}

A'NB'=1{5,7,9}
2. «7] Lanzamos un dado rojo y otro verde. Anotamos el resultado. Por ejemplo, (3, 4)
significa 3 en el rojo y 4 en el verde.
a) ;Cudntos elementos (casos) tiene el espacio muestral?
b) Describe los siguientes sucesos:
A: La suma de puntos es 6; 4 = {(5, 1), (4, 2), ...}
B: En uno de los dados ha salido 4; B = {(4, 1), ...}
C: En los dados salié el mismo resultado.
c) Describe los sucesos AU B, AN B, AN C.
d) ;Cudntos casos tienen los sucesos A, (AU B), (AN B)"?

a) Como tenemos dos dados, cada uno con 6 caras, tenemos 6 resultados en uno para cada
uno de los 6 resultados del otro. Es decir, en total, 36 elementos en el espacio muestral.

b)A=1(5,1), (4 2), 3, 3), (2,4), (1, 5)}
B={(4,1),(42),4 3), 4 4,4 )5), (4 06), (1,4), (2,4), (3,4), 5, 4), (6, )}
C={(1,1),(2,2),3,3), 44, 5,5), (6, 6)}

c) AU B — En uno de los dados ha salido un 4 o la suma de los dos es 6.
A N B — Habiendo salido un 4, la suma de los dos es 6, es decir, {(4, 2), (2, 4)}.

AN C — Habiendo salido dos niimeros iguales, la suma es 6, es decir, {(3, 3)}.
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d)* A'= “La suma de puntos no es 6”.
A tiene 5 casos — A’ tiene 36 — 5 = 31 casos.

* (AU B)'= “No ha salido ningtin 4 ni la suma de los dos es 6”.

A tiene 5 casos
B tiene 11 casos — AU B tiene5+ 11 —2 = 14 casos —

AN B tiene 2 casos| _, (AU B)' tiene 36 — 14 = 22 casos
* (AN B)' tiene 36 — 2 = 34 casos

3. e El dominé consta de 28 fichas. Sacamos una al azar y anotamos la suma (x) de las
puntuaciones.
a) ;Cudl es el espacio muestral?
b) Describe los sucesos:

A: x es un nimero primo.

B: x es mayor que 4.

AUB, ANB, A"

a) E=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}

b)A=12,3,57, 11} B=1{5,6,7,8,9,10, 11, 12}
AUB=12,3,5,6,7,8,9, 10, 11, 12} AN B=1{57,11}
A'=1{1,4,6,8,9,10, 12}

4. « 7] Halla las probabilidades de los sucesos 4, B, AU B, AN B, A, B'y A'N B' del

ejercicio 1.
E=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

«A=10,1,2,3,4} — P[A] = 50 =%

[u—y

*B=1{0,2,4,6,8 — P[B]:%:%

«AUB={0,1,2,3,4,6,8 — P[AUB]=-_

10
-AﬂB={0,2,4}—>P[AﬂB]=%
° "M=1_—- - _izi
PIAY-1-PlA]-1- 1 -3
«P[B1=1-PB]=1-1-1

272

.A’m B,={5; 7; 9}; pueS A’:{S, 6) 7) 8) 9} y Brz{lx 3; 5, 7; 9}

PIA'N B']:%

17
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5. a1 Halla las probabilidades de los sucesos 4, B, C, AU B, AN B, AN C, A,
AUB)'y (AN B)' del ejercicio 2.
E={(1,1),(1,2),(1,3), ..., (6,6)}. E tiene 36 casos.
b A = {(5) 1)) (4) 2)) (3) 3)) (2) 4)) (1) 5)}

_ 5
P[A] = 36
*B={41), 4 2), 4 3), 4 4), 4, 5), (4, 0), (1, 4), (2, 4), (3, 4), 5, 4), (6, 4)}
_ 11
P18l = 36

e C= {(11 1)’ (21 2): (3’ 3): (41 4): (5: 5): (61 6)}

_6 _1
PlCt=36-%
c AU B={(5,1),(4,2),(3, 3),2,4),(1,5), 4 1), (4 3), (4, 4), 45), 4,06), (1,4, (3, 4),
(5, 4), (6, 4)}
147
P[A U B] =3¢ =13
« AN B={42), 2, 4)
2 1
PLANB) = 2=
s AN C={(3,3)}
_ 1
PLANC] = 5
« PIAN=1-PA]=1- 2 =3L

«P[ANB)']=1-P[ANB]=1--L 17

6. « 7] Halla las probabilidades de los sucesos A, B, AU B, AN By A’ del ¢jercicio 3.
E= {0, 1, 2, 3> 4, 5> 6> 7, 8, 9, 10, 11, 12}

Hay 28 fichas en el domind. Asi, tendremos que:

P[0] = —L = P[12] = P[1] = P[11]

28
2 1 6(514(3|2[1]0
P[2]—§—H=P[3]=P[9]=P[10] e
817|654
Pl4] = 2 - P[5] = P[7) = P[8] 91876
28 101918
11110
_ 4 _1
Plol 28 7 12

18
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A =“lasuma x es nimero primo” = {2, 3,5, 7, 11}

2 2 3 3 1 11
PlAl- 2 , 2,3 .3 1 _11
A= S+ 38* 28 " 28 * 28 = 28

B =“lasuma x es mayor que4” =1{5,6,7,8,9, 10, 11, 12}

3 4 3 3 2 2 1 1 _19
pBl-3 4,3 .3 ,2 2, 1 1_19
Bl= g+ 38 28 28 28" 28 " 28 T 28 ~ 28

AU B="“lasuma x es primo o mayor que 4” = {2, 3,5,6,7,8,9, 10, 11, 12}
P[AUB]:L+L+3+4+3+3+2+2+1 1 _23

28 28 28 28 28 28 28 28 28 28 28
AN B="lasuma x es primo y mayor que 4” = {5, 7, 11}

.3 .3 .1 _7 _1
PIAN Bl = So+ S+ 58 =28 =5

’ <« . »
A'="“lasuma x no es primo

PIA']=1-P[A] = _%zg

7. a1 Se extrae una carta de una baraja espaiiola. Di cudl es la probabilidad de que sea:

a) REY 0 AS. b) FIGURA y OROS. c) NO SEA ESPADAS.
a) P[REY 0 AS] = %:%

b) P[FIGURA y OROS] = P[FIGURA DE OROS] = %O

c) P[NO SEA ESPADAS] = % = %

Calculo de probabilidades en experiencias compuestas

8. 1] Lanzamos dos dados y anotamos la puntuacién del mayor (si coinciden,
la de uno de ellos).

a) Completa la tabla y di las probabilidades de los seis sucesos elementales

1,2,3,4,5y6.
b) Halla la probabilidad de los sucesos:
A: n.° par, B: n.° menor que 4, AN B.

a)

_ 1. _3 _ 1 _5
P[l]'36’P[2]'36 125 PBI 36
_ 7. _9 _1 _ 11
P[4]_36,P[5] s o= 35
b) P[A] = 7 .pB]-Ls3 59 1
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9. a7 a) Tenemos dos barajas de 40 cartas. Sacamos una carta de cada una. ;Cudl es la
probabilidad de que ambas sean 7? ;Cuadl es la probabilidad de que ambas sean figuras
(sota, caballo o rey)?

b) Tenemos una baraja de 40 cartas. Sacamos dos cartas. ;Cudl es la probabilidad de que
ambas cartas sean un 72 ;Cudl es la probabilidad de que ambas sean figura?
-4 .04 _ 1. _12 12 9
a)P[7y7]= 20 40 = 100" P[FIGURA y FIGURA] 40 40 = 100
4 3 _ 12 _ 1, _12 11 132 _ 11
Py 7= 4539 = Ts60 = 1300 IFIeURaY FIGURAT = - 35 = 75601~ 130
10. « 7] Lanzamos tres dados. ;Cudl es la probabilidad de que las tres puntuaciones sean
menores que 5?
- : : 4.4 . 4_8
Pllas tres menores que 5] = P[< 5] - P[< 5] - P[< 5] C 6 6=
11. «7]Sacamos una bola de cada urna. Calcula la probabilidad de que:
a) Ambas sean rojas.
b) Ambas sean negras.
¢) Alguna sea verde.
a) P[ROJA y ROJA] = % . % = %
b) P[NEGRA y NEGRA] = % . % = %
c) P[alguna vErDE] = P[VERDE] + P[VERDE] = 0 + % = %
12. «71Una urna tiene 3 bolas rojas y 2 verdes. Extraemos dos. Calcula P[2 rojas] y
P[2 verdes].
_3.2_3 _2.1_ 1
P[2 rojas] = 5 410 P[2 VERDES] s 410
13. e} En una bolsa hay 4 bolas rojas, 5 verdes y 1 azul. Extraemos 3 bolas. Calcula la pro-

babilidad de que:

a) Las tres sean rojas.

b) Las tres sean verdes.

c) Cada una de las tres sea roja o verde.

d) Una de las tres sea azul.

a) R; = “la bola extraida en la posicién i es roja’.

4 3 2_ 1
PIRy N Ry N Ry] = PIRy] - PIRYR] - PIRYRy N Ryl = - 5 2= 50

—_

b) V; = “la bola extraida en la posicién i es verde”.

PV NV, N V3] = PIVi] - PIVy/ V] - PIV3IVE N VZ]%%%%

20

Q90 | 99

Vo
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c) § = “cada una de las tres bolas es roja o verde” = “salen 3 rojas” o “salen 2 rojas y 1 verde” o

“salen 1 rojay 2 verdes” o “salen 3 verdes”.

P[3 rojas] = 3% (apartado a)).

P[3 VERDES] = % (apartado b)).

Calculamos P[2 rojas y 1 VERDE]:

4.3 5_ L
PN E VL= 4598712

Como hay 3 posibles ordenaciones:
RNR NV, RNV,NR, ViN R, N R,

_3..1 _3 _1
P[2 rojAS y 1 VERDE] = 3 3=12°4%

Razonamos de manera andloga para calcular la probabilidad P[1 roja Y 2 VERDES].

PR, NV, N 1@]=%.%.%=%.%%=%

Como hay 3 posibles ordenaciones:

RRNV,NV; VINR,NV; ViNV,N Ry
1 3 1
Pl1 2 3.1 _2_1
[1 ROJA y 2 VERDES] = 3 993
Luego tendremos que:
1 1 1 _
P[CADA UNA DE LAS TRES BOLAS ES ROJA O VERDE] = 30127473
_2+5+15+20 42 _ 7
60 60 10

d) S = “CADA UNA DE LAS TRES BOLAS ES ROJA O VERDE’

r <« »
S'= “UNA DE LAS 3 BOLAS ES AZUL

PIST=1-PS]=1- L= 2

14. «1] a) Lanzamos dos dados. ;Cudl es la probabilidad de no conseguir “ningin 6”2 ;Y la

de conseguir “algun 6”2

b) Responde a las mismas preguntas si lanzamos tres dados.

a) P[NINGUNG] = P[(#6en1.°) N (z6en2.°)]=P[26en1.°] - P[#6en2.°] = %
NGl 2 11
P[ALGUN 6] = 3¢ 36
b) Andlogamente:
NGl 2.2 5 125
P[NINGUN 6] = C € € 21¢
, _1_125_ 91
P[ALGUN 6] = 516 = 216
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15.

16.

a1 ] En un centro escolar hay 1000 alumnos y alumnas repartidos asi:

Llamamos: CHICOS

A & chicas, O < chicos m 147 135
G < tiene gafas, no G <> no tiene gafas 368 350
Calcula:
a) P[A], P[O], P[G], P[no G]
b) Describe los siguientes sucesos y calcula sus probabilidades:
AyG, OynoG, A/G, G/A, G/O

_ 135+350 _ 485 _ -1_ -1_ -
a) P[A] = 7000~ 1000 = 0,485 P[O]=1-P[A] =1-0,485=0,515

PIG] = 147 +135 _ 282 _ 50y PlnoGl=1-P[G]=1-0,282 = 0,718

1000~ 1000
b)Ay G — Chica con gafas. P[AyG] = % - 0,135
OynoG — Chico sin gafas. P[Oy no G] = % - 0,368
A/ G — De los que llevan gafas, cudntas son chicas. P[A / G] = % - 0,479
G /A — De todas las chicas, cuintas llevan gafas. P[G / A] = % - 0,278
G /O — De todos los chicos, cudntos llevan gafas. P[G /O] = % - 0,285

« ] En una empresa de 200 empleados hay 100 hombres y 100 mujeres. Sabiendo que
40 hombres y 35 mujeres trabajan con el sistema MAC y los demis lo hacen con PC:

a) Construye una tabla de contingencia con esos datos.

b) Si elegimos un empleado al azar, calcula la probabilidad de que sea hombre y trabaje
con PC: P[HyP(C]

¢) Calcula también: P [My MAC], P [M/MAC], P [MAC/M]

a)
40 35
60 65

b) P[HyPCl = 20 - 03

200
P 35 _ 35 _
c) P[My MAC] = 200 =0,175 PM/ MAC] = 75 = 0,467

P[MAC / M] = % - 0,35
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17. «] Los 200 socios de un club de jubilados se distribuyen de la forma que se indica en la

tabla.

JUEGAN AL DOMINO 76 34

Si se elige una persona al azar, calcula la probabilidad de que:

a) Sea un hombre.

b) Sea una mujer.

c) Juegue al dominé.

d) Sea una mujer y practique el doming.

e) Sea un hombre que no juegue al dominé.

f) Juegue al dominé, sabiendo que es hombre.

g) Sea mujer, sabiendo que no juega al doming.

2) P[H] = 7626013 =28T90 - 0,445

b) P[M] =1 - P[H] = 0,555

o PD] = 76234 - 110 _g55

d)P[MyD] - % 0,17

e) P[Hy no D] = % - 0,065

f) P[D / H] - g_g _ 0,854

¢) P[M / no D] = % - 0,856

Aplica lo aprendido

18. a1 Después de tirar muchas veces un modelo de chinchetas, sabemos que la probabili-
dad de que una cualquiera caiga con la punta hacia arriba es 0,38.

Si tiramos dos chinchetas, ;cudl serd la probabilidad de que las dos caigan de distinta

forma?
1.2 CHINCHETA 2.8 CHINCHETA
0,38 HACIA ARRIBA
HACIA ARRIBA <
0.38 oG HACIA OTRO SITIO

0,38 HACIA ARRIBA
o,Gz\x HACIA OTRO SITIO ——
062> HACIA OTRO SITIO

P[pisTiNTA FORMA] = 0,38 - 0,62 + 0,62 - 0,38 = 0,47
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19. «] Sacamos una bola de A, la echamos en B, removemos y sacamos una de B.

20.

A B
Calcula:
a) P [1.2 rojay 2.? roja] b) P [1.2 rojay 2.% verde]
c) P [2.2 roja/ 1.2 verde] d) P [2.2 roja / 1.2 roja]
e) P [2.% roja] f) P [2.2 verde]
O e) Para calcular esta probabilidad, ten en cuenta el diagrama.
2 3.2
3 5 3
poel< g
/ :
M 121
3
J J 5 3
\—M 9
a) P[1.% rojay 2.% roja] = % . % = % b) P[1.% rojay 2.7 verde] = % . % = %
c) P[2.% roja/ 1.* verde] = % d) P[2.* roja / 1.% roja] = %
a_ . 3 2 2 1 8 a 3 1 2 2 7
P[2. T f) P[2. R
) PRIroja] = 55+ 5375 ) PRIverde] = 5 3+ 55 =73

a1 ] En una clase hay 12 chicos y 18 chicas. Elegimos al azar dos estudiantes de esa clase.
Calcula la probabilidad de que:

a) Los dos sean chicos.

1.2 eleccién 2.2 eleccién

b) Sean dos chicas.

¢) Sean un chico y una chica. Chico
Chico /
/ }A Chica
\ }Y Chico
Chica
}‘ Chica
a) P[2 cHicos] = ;—3 . % = %
18 17 _ 51
b) P[2 cHicas] = 3029 " 145
c) P[1 cHico y 1 cHica] = 12 18 18 12 _, 12 18 _ 72

30 29 30 29 30 29 145

24
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21. «a'| Tiramos dos dados correctos (verde y rojo). Di cudl es la probabilidad de obtener:
a) En los dos, la misma puntuacién.

b) Un 6 en alguno de ellos.

¢©) En el rojo, mayor puntuacién que en el verde.

a) P[LOS DOS IGUALES] = %
NGl = 2.2 2D
b) P[NINGUN 6] = ¢ 636
NG el 2> 11
P[ALGUN 6] = 36 - 36
¢) P[DISTINTA PUNTUACION] = 1 — P[LOS DOS IGUALES] = 1 — % = %

La puntuacién distinta puede ser porque el dado rojo tiene mayor puntuacién o viceversa,
pero con igual probabilidad.
Asi:

5.9_5

P [MAYOR PUNTUACION EN ROJO] = e 12=75

22. aa'| Se extraen dos bolas de esta bolsa. Calcula la probabilidad de que ambas sean del

mismo color.

4 1_2
P =2 .1 _
[AZUL y AZUL] 75
P[rojay ROJA] = 3.1_1
7 3 7
2.1_3
P =442 -2
[AMBAS DEL MISMO COLOR] Z + 7
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Resuelve problemas

23.

24.

a1 ] En una bolsa hay bolas de colores, pero no sabemos cudntas ni qué colores tienen.
En 1000 extracciones (devolviendo la bola cada vez) hemos obtenido bola blanca en
411 ocasiones, bola negra en 190, bola verde en 179 y bola azul en 220.

Al hacer una nueva extraccién, di qué probabilidad asignarias a:
a) Sacar bola blanca.

b) No sacar bola blanca.

c) Sacar bola verde o azul.

d) No sacar bola negra ni azul.

e) Si en la bolsa hay 22 bolas, ;cudntas estimas que habri de cada uno de los colores?

Como se han hecho 1000 extracciones:

411 179

P[BOLA BLANCA] = 1000 - 0,411 P[BOLA VERDE] = 1000 - 0,179
_ 190 _ _ 220 _
P[BOLA NEGRA] = 1000 - 0,19 P[BoLA AZUL] = 1000 - 0,22

a) P[BorA BLANCA] = 0,411
b) P
c P
d) P[~NO BOLA NEGRA NI AZUL] = 1 — (0,19 + 0,22) = 0,59
e) Si hay 22 bolas:

¢ Fl1 41 % son blancas — 22 - 0,41 = 9 bolas blancas

* EI 19% son negras — 22 - 0,19 = 4 bolas negras

¢ Fl1 18% son verdes — 22 . 0,18 = 4 bolas verdes

¢ E1 229% son azules — 22 - 0,22 = 5 bolas azules

NO BOLA BLANCA] = 1 — 0,411 = 0,589

BOLA VERDE O AzUL] = 0,179 + 0,22 = 0,399

[
[
[
[

= | Ana tira un dado y Eva lo tira después. ;Cudl es la probabilidad de que la puntua-
cién de Eva sea superior a la de Ana?

1-1 1-2 1-3 1-4 1- 1-

2-1 2-2 2-3 2-4 2- 2-

3-1 3-2 3-3 3-4 3- 3-

4-1 4-2 4-3 4-4 4 - 4 -

5-1 5-2 5-3 5-4 5- 5-

6-1 6-2 6-3 6-4 6- 6-
P [PUNTUACION DE EVA SUPERIOR A LA DE ANA] = ;—2—%
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25. s | Sacamos dos fichas de un dominé. ;Cudl es la probabilidad de que en ambas la su-
ma de sus puntuaciones sea un namero primo (2, 3, 5,7 u 11)?

4 + 3 =7 es primo

Tenemos: A =1{(1, 1), (2,0), (1, 2), (3, 0), (1, 4), (2, 3), (5, 0), (6, 1), (5, 2), (3, 4), (5, 6)}

PlA] = % Por tanto, P[en ambas la suma es un primo] = %33 ég ;;2 0,146.

26. a] En cierto lugar se sabe que si hoy hace sol, la probabilidad de que mafiana también
lo haga es 4/5.

Pero si hoy estd nublado, la probabilidad de que mafana lo siga estando es 2/3.

Si hoy es viernes y hace sol, ;cudl es la probabilidad de que el domingo también haga

sol?
Para resolverlo, completa el diagrama en tu cuaderno y razona sobre él:

Viernes Sibado Domingo

w2
@{ % %é_f
g

WIEN

o

| =

Hacemos un diagrama en 4rbol:

VIERNES SABADO DOMINGO
446

55725

< _ 414

s 55725
111

< 53715

N——1.2_2

573715

P[DOMINGO sOL] = P[VIERNES S, SABADO N, DOMINGO S| +

+ P[VIERNES S, SABADO S, DOMINGO §] =

1 1,4 4_1 ,16_5 5

537557152575
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27. e | Javier tiene 4 monedas de cinco céntimos, 3 de veinte y 2 de un euro. Si coge dos al
azar, halla la probabilidad de estos sucesos:

28.

a) Que las dos sean de cinco céntimos.

b) Que ninguna sea de un euro.

¢) Que saque 1,20 €.

d) Que saque mds de 30 céntimos.

En el diagrama de 4rbol, las monedas aparecen en céntimos. 1€ = 100 cént.

1.* MONEDA

2.* MONEDA

3i8 5

5 T35 0

2/8 100

419 4/8 5
3/9 20 2/8 20
218
2/9 100
418 5

100 =——> 29

1/8 100

a) P[Dos DE 5 CENT.] =

b) P[NINGUNA DE 1 €] =

c) P[sacar 1,20 €]

d) P[> 30 cénT.] =

4 3_1
9 8 6
4(3
9\8
_/.6_7
9 8 12
= P[100,20 cENT.] =
_3.2,2 3_
98793
4 2 3 (2 2
9 §+3'(§+§
36 _1
72 2

NOTA. Elegir “al azar” no significa que todos los casos tengan la misma probabilidad. ;Cémo
se elige al azar una moneda de un conjunto de 9? Si la eleccién se hace “por insaculacién”
(es decir, metiéndolas en una bolsa y sacando la primera que se toque), entonces es posible
que las monedas grandes tengan mayor probabilidad de ser extraidas que las pequefas. En la
resolucion se ha supuesto que la probabilidad es la misma para todos los tipos de monedas.

a1 | En una bolsa hay 4 bolas, dos de ellas estin marcadas con un 1 y las otras dos con
un 2. Se hacen tres extracciones y se anotan los resultados en orden.

Calcula la probabilidad de que el niimero formado sea el 121, suponiendo que la expe-

riencia sea:

a) Con reemplazamiento.

b) Sin reemplazamiento.

a) LEXTRAC. 2.7 EXTRAC.

3.2 EXTRAC.

S
N 2
<<I

P[lZl]:%-%-i=

b) 1.2 EXTRAC.

2.2 EXTRAC.

3.2 EXTRAC.

1

1/2

1/3

2/3

1/
2/3
2

P[121] =

28

1/3

1
2

) 0 1
1 2

1/2 1
2%2
1/2 1
1%2
2;<:;

2011
3 2 6
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29. a1 Un juego consiste en tirar a canasta desde la linea de personal consecutivamente
hasta que se comete un fallo. Se anotan tantos puntos como canastas encestadas. Por
ejemplo: acierto-acierto-acierto-fallo son tres puntos.

Para un jugador que habitualmente encesta el 75 % de las personales, calcula la proba-
bilidad de que obtenga:

a) 0 puntos b)1 punto ¢) 2 puntos

d) 3 puntos e) menos de 5 puntos f) 6 o mds puntos

P[ACERTAR] = 0,75

4.°TIRO
3.¢' TIRO -
LT TIRO 2.°TIRO AC@ %: ACIERTA
0,75
075 »ACIERTA <o, 0.25>NO ACIERTA
ACIERTA < 025>NO ACIERTA
0.75 0,25 >NO ACIERTA

0.25 NO ACIERTA

a) P[0 runTOS] = 0,25
b) P[1 runtO] = 0,75 - 0,25 = 0,19
c) P[2 puNTOS] = 0,75 - 0,75 - 0,25 = 0,14
d) P[3 punTOS] = 0,75 - 0,75 - 0,75 - 0,25 = 0,105
e) P[MENOS DE 5 ruNTOS] = P[0 runTOS] + P[1 runTO] + P[2 PUNTOS] + P[3 PUNTOS] +
+ P[4 runTOs] = 0,25 + 0,19 + 0,14 + 0,105 + 0,079 = 0,764
puesto que: P[4 puNToOs] = 0,75 - 0,75 - 0,75 - 0,75 - 0,25 = 0,079
f) P[6 o MAs punTOS] = 1 — P[MENOS DE 6 pUNTOS] = 1 — 0,823 = 0,177
puesto que: P[MENOS DE 6 PUNTOS] = P[MENOS DE 5 PUNTOS] + P[5 PUNTOS] =
= 0,764 + 0,75 - 0,25 = 0,823
30. s Matias y Elena juegan con una moneda. La lanzan tres veces y si sale dos veces cara

y una vez cruz o dos veces cruz y una vez cara, gana Matias. Si sale tres veces cara o tres
veces cruz, gana Elena.

Calcula la probabilidad que tiene cada uno de ganar.

1. LANZAMIENTO 2.° LANZAMIENTO 3. LANZAMIENTO
1/2 C
. JREE
172 T+

c 1/2 C
er/y
1/2\>+

1/2

12 C
12 —

C
% T
+

Tr—, _2—C
N
%+

P[GaNE ELENA] = P[C, C, C] + P[+, +, +] = % = %

P[canE MmaTias] = P[C, C, +] + P[C, +,C] + P[+, C, C] + P[+, +, C] +

+P[+>C;+]+P[C,+,+]=%=%

29
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«o | Una familia tiene 4 hijos. Si la probabilidad de nacer nina es 0,51 y la de ser nifio
0,49:

a) ;Cuadl es la probabilidad de que sean todos varones?
b) Calcula la probabilidad de que todas sean mujeres.
¢) ;:Qué probabilidad hay de que haya alguna mujer?
d) ;Qué probabilidad hay de que haya dos chicos y dos chicas?
a) P[4 varonEs] = 0,49% = 0,058
b) P[4 mujeres] = 0,514 = 0,068
c) P[ALGUNA MUJER] = 1 — P[NINGUNA MUJER] = 1 — P[4 VARONES] = 2 — 0,058 = 0,942
d) P[mmuH] = 0,51 - 0,51 - 0,49 - 0,49 = 0,0624
Pero hay 6 formas posibles de conseguir 2 hombres y 2 mujeres:
MMHH MHMH MHHM HMMH HMHM HHMM
Por tanto, la probabilidad pedida es:
P[2 MUJERES y 2 HOMBRES] = 6 - 0,0624 = 0,374

« ] ;Cudntas quinielas hay que hacer para asegurarse ocho resultados? Una persona que
siga esa estrategia rellena los restantes al azar, ;qué probabilidad tiene de acertar los 142

VR; g = 38 = 6561 quinielas hay que rellenar para acertar 8 resultados.

Para cada una de las 6561 quinielas rellenas tengo VR; 4 = 3¢ = 729 formas de completarlas
para cubrir todas las posibilidades. Solo una de ellas serd la correcta. Asi:

P[ACERTAR 14 / RELLENO TODAS LAS DE 8 POSIBLES] = L

729
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33. ] Andrés y Pablo estin jugando al tenis. Ambos son igual de buenos. El partido es a
cinco sets y el primero lo ha ganado Andrés.

:Cudl es la probabilidad de que acabe ganando Pablo?

;g1 1 1 1. 1. 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1°_
PIGANAANDRES] = 5+ 54 5o Sy b e S S
1 r. 1 1 1 _1 2 2 _1_ 1_ 1_
T4 8 167816 478716 47478
_2.1_4_1_5
—4+8—8+8— =0,625
1 1 1
/z/vg/vE
1
A > P - P ~[P| 3¢
1
T3

P[GANA PABLO] =

34. amll Repite el problema anterior suponiendo que en cada set, la probabilidad de que lo
gane Pablo es 0,6.

P[caNa raBLO] = (0,4) - (0,6) + (0,4) - (0,6)% + (0,4) - (0,6)% + 0,63 = 0,4752
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35. s ] Cinco amigos y amigas van juntos al cine y se reparten los asientos (consecutivos) al

azar.

:Cudl es la probabilidad de que Alberto quede junto a Julia?

Foilz2llsllalls]

Casos posibles — P = 5! = 120 formas diferentes de sentarse los cinco en linea.

Casos favorables — aquellos en los que Alberto y Julia estdn juntos.

Podrin estar en:

1,2 02,3 03,40 4,5 — 4posibilidades

Hay 2 formas diferentes por cada posibilidad anterior, pues puede ser A-J o J - A.

Hay, por tanto, 4 - 2 = 8 opciones diferentes.

Para cada una de esas opciones las otras 3 personas podrdn ocupar los 3 asientos restantes de

P; = 3! = 6 formas distintas.

Luego hay un total de 8 - 6 = 48 formas diferentes de sentarse los 5 amigos de manera que

Alberto y Julia estén juntos.

Asi:

P[Ay ] juntos] = 14780 =04

36. «ml Tenemos tres cartulinas. La primera tiene una cara roja (R), y la otra, azul (A); la

segunda A y verde (V), y la tercera, Vy R.

Las dejamos caer sobre una mesa. ;Qué es mds probable, que dos de ellas sean del mis-
mo color o que las tres sean de colores diferentes?

Hacemos un diagrama en 4rbol:

1/2
R
172
1/2
1/2
1/2
A
1/2
6_3
P2 =o_2
[2 IGUALES] =7
P[TODAS DISTINTAS] = % = %

Es mds probable que salgan dos colores iguales.
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37. e Si juegas un boleto de la Loteria Primitiva, ;qué probabilidad tienes de ganar el pri-
mer premio? (En un boleto se marcan 6 nameros entre el 1y el 49).

49 -48-47-46-45-44
6-5-4.3.2-1

Casos posibles: Cyo. 6 =

Casos favorables: 1

_ 1 _ 6-5-4-3-2-1 B
P[GANAR EL PRIMER PREMIO] = 49,48 . 47.46 4544~ 49.48.47.46.45 44
6-5-4-3.2-1

_ 1
13983816

38. e ] Extraemos una tarjeta de cada una de estas bolsas:

a) Calcula la probabilidad de obtener una S y una I, “sr”
b) ;Cudl es la probabilidad de obtener “NO”?

SI SI NI
SO | SO | NO

SO | SO | NO

b) P[no] = 2

-2
a) P[s1] = 5 5

39. e ] En una bolsa tenemos las letras S, S, N, I, I, O. Sacamos dos letras. ;Cuil es la pro-
babilidad de que con ellas se pueda escribir SI?

I Z N
WA AN

1.2 EXTRACCION

N |—
AN
D=
\J\I\-)
\JVN
W

1
5

e

AN

I 2. EXTRACCION

%)
z
[ [

0o

Pls1] =

Ao
Wb
I

—
N
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Problemas “+”

40.am ;Cudl es la probabilidad de obtener bola blanca al elegir al azar con probabilidad
1/3 una de estas bolsas y extraer de ella una bola?

1 3
? 1 4 1 4 2
rY 6 Blanca —. ===
3 3 6 9 PBLANCA=l 2 i=£=;
B< [ I= e 5 181873
< No blanca
1 5
3 3 Blancal—-5—=5—
c< 36 18
1 No blanca
6

41. all Lanzamos tres dados y anotamos la mayor puntuacién. Calcula la probabilidad de
que sea 5.

Al tirar 3 dados, el nimero de posibilidades (casos posibles) es 6> = 216. Vamos a contar en
cudntas de ellas la mayor puntuacién es 5 (hay algtin 5 pero ningtin 6). He aqui los resultados:

PUNTUACIONES | | | | |

[©) N IV, GV ()

(SNIN N (ST (SR )
(o) N BV, RNV N O]
W W NN
W W W W
AN N W W
W N W

1711
31415
51515
6|63

| TOTAL: 61

POSIBILIDADES

El recuento lo hemos organizado ordenando las tres puntuaciones de menor a mayor. A cada
combinacién le hemos asignado el nimero de ordenaciones que se pueden dar con esos re-
sultados. Por ejemplo:

115 151 511 — Son 3 posibilidades.

Esto ocurre siempre que haya dos puntuaciones iguales y otra distinta. Si las tres puntuacio-
nes son distintas, hay 6 ordenaciones:

125 215 512
152 251 521
Si las tres puntuaciones coinciden, obviamente solo hay una posible ordenacién.

El total de posibilidades es 61. Por tanto, la probabilidad de que al lanzar tres dados la mayor
puntuacién sea 5 es:

61

P[LA MAYOR ES UN 5] = 16
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42. el Lanzamos tres dados y anotamos la puntuacién mediana. Calcula la probabilidad
de que sea 5.

Procedemos de forma similar a como lo hemos hecho en el ejercicio anterior.

W N N N

5 415
5 515
5 66
1 6|3

AN NN
AN N W

3 1
5 5
5 6
3 6

W NN

1
5
5
3 TOTAL: 40

40 _ 5

P[EL MEDIANO ES 5] = 516" 37

43. el Se hace girar cada una de estas ruletas, y gana la que consiga la puntuacién mds alta.

4 B

Calcula la probabilidad de que gane A y la de que gane B.
Modifica las puntuaciones de la ruleta A para que le gane ala B, de modo que:
— Sus puntuaciones sumen 15.

— Los niimeros sean distintos de los de B.

P[GANE A] = %
1-2 | 7-2 | 82
1-3 73| 83 P[GaNE B] = %
19 | 7-9 | 89

Si A tiene los nimeros 4, 5 y 6 (suman 15 y son diferentes de los de B):

PlGaNE A] = %:%

44.am Lupe va a ir de P a R. Sergio decide esperarla en Q. ;Cudl es la probabilidad de que

se encuentren?
Pe

Casos posibles — caminos posibles de P a R

Casos favorables — caminos posibles de P a R que pasan por Q

5
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Casos posibles — Cjg 4= 140 39 28 17 =210 caminos
Caminosde PaQ — G ;= % =21 caminos
Caminosde QaR — G , = % = 3 caminos

Caminos de P a R pasando por Q = 21 - 3 = 63 caminos
63 _ 3

P[SE ENCUENTRAN] = 310 =10

45. el Tiramos tres dados. Calcula estas probabilidades:

a) El valor mediano es 6. b)La suma es 10. c) El menor es 2.

a) Casos favorables al suceso “6” = “EL MEDIANO ES 6”. Los contamos:
« 233 B8 Donde # puedeser1,2,3,4,5.Son 5 casos.
Cada uno admite 3 ordenaciones (2 6 6; 6 2 6y 6 6 a). Hay, pues, 15 casos.

d . i . Solo 1 caso.

En total hay 16 casos favorables. P[6] = 21—166 = 0,074

b) Para obtener suma 10 necesito:

6 colocaciones 6 colocaciones 3 colocaciones
diferentes diferentes diferentes
-8 [ Bl -8

6 colocaciones 3 colocaciones 3 colocaciones
diferentes diferentes diferentes

Luego: casos favorables =6 -3 +3 -3 =27

27 _1
Asi: P[suma 10] = 516°8

c) Para que el menor sea 2 puede ocurrir:

a="21°"° .
...ﬂb o o e oo
{bllll

4 (ntmeros repetidos) tienen 3 posibles ordenaciones.

} 4 - 4 = 16 posibilidades

De ellas {

12 (sin repeticiones) tienen 3! = 6 posibles ordenaciones.

Asi,hay 4 -3 +12-6=12 + 72 = 84 casos.
. . *Ja — 4 posibilidades - 3 ordenaciones = 12 casos
. . P . — 1 caso
Total casos favorables = 84 + 12 + 1 = 97

97

P[EL MENOR ES 2] = 16
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46. sl Una oposicion consta de 50 temas. Salen 3 de ellos al azar y se elige uno. Un oposi-
tor sabe 30. ;Cuadl es la probabilidad de que salga uno de los que sabe?

© Acaso te convenga calcular la probabilidad de que no salga ninguno que se sepa.

A = “al menos sale uno de los que sabe”.
A'= “no sale ninguno de los que sabe”.

P[A'] = P[1.°NO saBE] - P[2.° NO saBE / 1.° NO saBE] - P[3.° NO saBE/ 1.° Y 2.° NO SABE] =

_20 19 18 _ (06

T 50 49 48
P[A]=1-P[A'] =1-0,06 = 0,94
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Lee y comprende
Tarea con trampa

Alberto y Cristina rellenan, para un trabajo de clase, un tablero de 50 casillas del siguiente
modo: avanzando de izquierda a derecha y de arriba abajo, se decide a cara o cruz si la casilla
se colorea de rojo o de verde.

ALBERTO CRISTINA
— 1 ]

EENEEEEEEE EENEEEEENE

Pero el caso es que uno ha hecho el trabajo concienzudamente, tirando una moneda por cada
casilla. Y el otro, con trampa, lo ha rellenado en un momento, caprichosamente.

Sin embargo, el profesor ha puesto mala nota al que no ha trabajado. ;Cémo lo ha descu-
bierto?

* ;Sabrias ti cémo descubrir al que ha hecho la trampa?

Sefnalamos con un punto las casillas que tienen un color diferente de la anterior:

ALBERTO CRISTINA

EEEEEEEEEE EENEEEEENE

Cambios de color: 38 Cambios de color: 26
Cambios posibles: 49 Cambios posibles: 49
Frecuencia relativa: 38/49 — 78 % Frecuencia relativa: 26/49 — 53 %

Ha hecho trampas Alberto, porque su frecuencia relativa (78 %) se separa mucho del tedrico

50 %.
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Comprende y exprésate

¢ ;Cudl seria la esperanza del juego cambiando un poco el enunciado?
“Tiramos un dado. Si sale menos de tres, ganas 6 €; en caso contrario, pagas 3 € a la ban-
ca’.
De cada seis tiradas ganards en dos y perderds en cuatro: 6€ -2-3€.4=12-12=0
Pero en este caso la esperanza es 0 y, por tanto, el juego es equitativo, pues, a la larga, ni ganarés

ni perderis.

* ;:Qué dirias de un juego de loteria que por cada 1000 euros vendidos entrega 800 euros en
premios?

Este juego no es equitativo, pues de cada 1000 € siempre hay 200 que no se entregan en pre-
mios.

Su esperanza serd negativa: siempre gana quien vende los niimeros.

&9
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Pagina 271

Entvénate vesolviendo problemas

* Raquel es una chica de 30 afos, bastante enérgica.
Estudié Matemaiticas y acabé entre los primeros de su promocién.

Cuando era estudiante milité en movimientos sociales, especialmente en grupos ecologis-
tas y contra la discriminacién.

:Cudl de estas dos afirmaciones te parece mds probable?
a) Raquel trabaja en un banco.

b) Raquel trabaja en un banco y es una activa militante feminista.

A primera vista, y por las condiciones iniciales, parece que b) es la opcién mds aceptable, pero
hemos de observar que b) contiene la condicién de a) y otra mds. Por tanto, la probabilidad de
que ocurra b) siempre serd menor que la de a).

¢ ;Cudntos tramos de carretera son necesarios para comunicar cuatro poblaciones de forma
que desde cada una se pueda llegar a cualquier otra sin pasar por una tercera?

:Y para comunicar cinco poblaciones? ;Y para comunicar # poblaciones?

* Para cuatro poblaciones:

A D/\DB

D C

Desde cada poblacién hay que construir un tramo de carretera hacia las otras tres (4 - 3 = 12).

De esta forma contamos cada tramo dos veces, el que va de una poblacién A a otra B y el que

va de B a A. Hemos de dividir por 2.
3

. . 4.
Para cuatro poblaciones se necesitan 5= 6 tramos de carretera.

= 10 tramos de carretera.

5-4
2

* Para cinco poblaciones —

e Para 7 poblaciones — tramos de carretera.

n-(n-1)
2
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* Estds junto a una fuente y dispones de un cdntaro de 10 litros y otro de 6 litros.

a) ;Coémo te las ingeniarias para medir, exactamente, 2 litros de agua?

b) ;Qué cantidades distintas puedes medir con los cdntaros de que dispones?

a) (10 litros |[ 6 litros |

10~ 0

4 6,
4 0
0 4

10— 4
8 6~

8 0

/@ 6

Llenamos el de 10 litros y vaciamos su contenido en el de 6 /.
Quedan 4 y 6 litros. Vaciamos el envase de 6 /.

Quedan 4 y 0 litros. Ponemos los 4 /en el envase de 6 /.
Quedan 0 y 4 litros. Llenamos el de 10 litros.

Hay 10 y 4 litros. Con el de 10 / rellenamos el de 6 litros.
Quedan 8 y 6 litros. Vaciamos el de 6 litros.

Quedan 8 y 0 /. Llenamos el de 6 / con el contenido del de 10.

Quedan 2 y 6 litros. Ya hemos conseguido los 2 litros.

b) Se pueden conseguir 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14 y 16 litros.
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1. Tenemos una bolsa con cuatro bolas numeradas: 0, 1, 2 y 3. Y disponemos de un dado
normal. Extraemos una bola de la bolsa, lanzamos el dado y sumamos los dos resultados

obtenidos. Llamamos x ala suma.

a) Describe el espacio muestral de esta experiencia y asignale probabilidad a cada uno de

los casos.

b)A es el suceso “x<7” y B esel suceso “4 < x <9”. Halla, pormenorizando todos sus

casos, AUB, ANB, A"y (AU B)"

¢) Halla las probabilidades de los sucesos 4, B, AUB, ANB, A"y (AU B)".

2 [« R IR ROk

1 2 3
2 3 4
3 4 5
4 5 6

4

N SN W

E= {1, 2, 3, 4) 5; 63 73 83 9}

P[2] = P[8] = 22—4=%

b)A = {1> 2) 3) 4) 5) 6}

AUB={1,2,3,495969798}

AN B=1{5,6}

c) P[A] = P[1] + P[2] + ... + P[6] =

P[B] = P[5] + P[6] + P[7] + P[8]

P[AUB]:l-Pm]:%

PIAN B] = P[5] + P[6] = 42+44 _

5

6
7
8

6

O o |

B:{S,

_3_1
P[7]'24 8

_ _4 1
P[5] = P[6] = YRl
6>7>8}

A'=1{7,8,9}

(AU B)'=1{9}

1+2+3+4+4+4 _18 _3

8
24

PIA=P[7] + P[8] + P[9] = 2*2+1 _ 6 _ 1

24 4

24

3

42

T 24 4

_4+4+3+2 13
24

24



Unidad 12. Calculo de probabilidades
Matematicas orientadas

a las Ensefanzas Académicas 4
2. Tenemos dos bolsas, A y B, con estas bolas:
A: 7 blancas y 3 negras.
B: 1 blanca, 2 negras y 7 rojas.

Tirando un dado, si sale 1 o 2 extraemos una bola de A. Si sale 3, 4, 5 o 6, extraemos una

bola de B. Calcula la probabilidad de extraer la bola roja.
-0. 7. -/ .4 _28_ 7
P[roja] =0-P[102] + 0 P[3,4,500] 10°6-6 15
3. Extraemos una bola de cada caja. ;Cudl es la probabilidad de que sumen 52

Como en la tltima siempre sale 1, el problema se reduce a sacar 4 en las dos primeras.

P[4]=P[2]-P[2]+P[3]-P[l]:%~%+%-%=%+%=%—%
1

Asi, la probabilidad de sacar 5 entre las tres sumas es 3

4. La urna A tiene 3 bolas rojas y 1 negra, y la B, 3 negras y 1 roja. Sacamos una bola de A,
la echamos en B, removemos y sacamos una bola de B. Calcula la probabilidad de que
ambas bolas sean rojas.

215 R
R
T R RyRI=%5=20"70

N
%N

5. En un grupo de hombres, unos llevan bigote, y otros, no. ;Qué significan los sucesos
BIG/AFRIC y AFRIC/BIG? Halla sus probabilidades.

6 4
6
BIG/AFRIC — Los que tienen bigote entre los africanos. P [B1G/AFRIC] = 1—60 = %
AFRIC/BIG —> Los que son africanos entre los que tienen bigote. P[AFRIC/BIG] = % = %

6. Extraemos tres naipes de una baraja de 40 cartas. Halla la probabilidad de que todas ellas
sean ASES o REYES.

P[ToDAS SON AS O REY] = P[(1.* As 0 REY) N (2.* As 0 REY) N (3.% As O REY)] =

_8 .7 .6 _ 7 _
T 40 39 38 1235 0,006
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1. Tenemos una bolsa con cuatro bolas numeradas: 0, 1, 2 y 3. Y disponemos de un dado
normal. Extraemos una bola de la bolsa, lanzamos el dado y sumamos los dos resultados

obtenidos. Llamamos x ala suma.

a) Describe el espacio muestral de esta experiencia y asignale probabilidad a cada uno de

los casos.

b)A es el suceso “x<7” y B esel suceso “4 < x <9”. Halla, pormenorizando todos sus

casos, AUB, ANB, A"y (AU B)"

¢) Halla las probabilidades de los sucesos 4, B, AUB, ANB, A"y (AU B)".

2 [« R IR ROk

1 2 3
2 3 4
3 4 5
4 5 6

4

N SN W

E= {1, 2, 3, 4) 5; 63 73 83 9}

P[2] = P[8] = 22—4=%

b)A = {1> 2) 3) 4) 5) 6}

AUB={1,2,3,495969798}

AN B=1{5,6}

c) P[A] = P[1] + P[2] + ... + P[6] =

P[B] = P[5] + P[6] + P[7] + P[8]

P[AUB]:l-Pm]:%

PIAN B] = P[5] + P[6] = 42+44 _

5

6
7
8

6

O o |

B:{S,

_3_1
P[7]'24 8

_ _4 1
P[5] = P[6] = YRl
6>7>8}

A'=1{7,8,9}

(AU B)'=1{9}

1+2+3+4+4+4 _18 _3

8
24

PIA=P[7] + P[8] + P[9] = 2*2+1 _ 6 _ 1

24 4

24

3

42

T 24 4

_4+4+3+2 13
24
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2. Tenemos dos bolsas, A y B, con estas bolas:
A: 7 blancas y 3 negras.
B: 1 blanca, 2 negras y 7 rojas.

Tirando un dado, si sale 1 o 2 extraemos una bola de A. Si sale 3, 4, 5 o 6, extraemos una

bola de B. Calcula la probabilidad de extraer la bola roja.
-0. 7. -/ .4 _28_ 7
P[roja] =0-P[102] + 0 P[3,4,500] 10°6-6 15
3. Extraemos una bola de cada caja. ;Cudl es la probabilidad de que sumen 52

Como en la tltima siempre sale 1, el problema se reduce a sacar 4 en las dos primeras.

P[4]=P[2]-P[2]+P[3]-P[l]:%~%+%-%=%+%=%—%
1

Asi, la probabilidad de sacar 5 entre las tres sumas es 3

4. La urna A tiene 3 bolas rojas y 1 negra, y la B, 3 negras y 1 roja. Sacamos una bola de A,
la echamos en B, removemos y sacamos una bola de B. Calcula la probabilidad de que
ambas bolas sean rojas.

215 R
R
T R RyRI=%5=20"70

N
%N

5. En un grupo de hombres, unos llevan bigote, y otros, no. ;Qué significan los sucesos
BIG/AFRIC y AFRIC/BIG? Halla sus probabilidades.

6 4
6
BIG/AFRIC — Los que tienen bigote entre los africanos. P [B1G/AFRIC] = 1—60 = %
AFRIC/BIG —> Los que son africanos entre los que tienen bigote. P[AFRIC/BIG] = % = %

6. Extraemos tres naipes de una baraja de 40 cartas. Halla la probabilidad de que todas ellas
sean ASES o REYES.

P[ToDAS SON AS O REY] = P[(1.* As 0 REY) N (2.* As 0 REY) N (3.% As O REY)] =

_8 .7 .6 _ 7 _
T 40 39 38 1235 0,006
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