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Junio de 2006

OPCION A

X+ky-z=0
1.A.- Dado el sistema homogéneo:< kx—y+z =0 , averiguar para que valores de k tiene
(k+1)x+y=0
soluciones distintas de x =y =z = 0. Resolverlo en cada caso

Si la solucién es distinta a la trivial el sistema es Compatible Indeterminado vy, por ello, el
determinante de los coeficientes es nulo

1 k -
A=| k-1 1|=k(k+1)-k-(k+1)-1=k?*+k-k-k-1-1=k?-k-2=
k+1 1 O
1+3
k="°-2
_l’_
|A|:0:>k2—k—2=0:>A:1+8:9>o:>|<12:ﬂ:> 2 N
’ 2 1-3
k="""-"1
2
Sik=2
X+2y-z=0
=3X+y=0=y=-3x=>x+2(-3x)-2=0= 5x-z=0=z=-5x=
2Xx—y+2=0
Solucion (4, -34,-54)
Sik=-1

X-y-z=0
= 2y=0=2y=0=x-0-z2=0=2>x-2=0=>x=2=>
-X—-y+2=0

Solucion (u, 0, u)
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1 2 a b
2.A.- Dada la matriz A= [0 1] encontrar todas las matrices P = ( q tales que AP=PA
C

a+2c=a
1 2Y(a b _(a by (1 2 - a+2c b+2d _(a 2a+b . b+2d =2a+b
0 1)lc d) \c d)lo 1 c d ) |\c 2c+d c=c

d=2c+d
(a bj
P =
0 a

=

c
d
a

(ox

o o O
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. - - 2X
3.A.- a) Dibujar la gréfica de la funcién f (X) = 1
X+
crecimiento y de decrecimiento y sus asintotas

,indicando su dominio, intervalos de

b) Demostrar que la sucesion a, =

es monoétona creciente
n+1

c) Calcular limn?(a,,, —a,)
n—w

2X
f(x)=-220
(X) X+1

Xx+1=0=x=-1= Dom(f)=vxeR-{-1}

X+1-X 2 . . 2
f'ix)=2- = = Crecientesi f'(Xx)>0= ——>
() (x+1)*  (x+1) (x) (x+1)°

Creciente VX e R
Asintotas verticales

2>0=VxeR
= 2 =
(x+1)° >0=VxeR

fim f(x)= fim 2% 20D -2
X=_1=>J 1 x>1X+1 -1"+1 O
: . 2x2(-1) -2
lim f(x)= lim = S
x—>-1 x--1"x+1 -1"+1 0
Asintotas horizontales
5. X
. 2X X 2
y:I|m—=—:I|mX 1:Ilm T=—1°- =2 yY=2=>X—>®
2ex+l o onX Loxee, 1o, 1140
X X 0
X
2X (=x) . —2x - X -2 2 2
= lim =lim =i =——=1Ilim =lim = = =
x—-0 X +1 X%w(_x)+1 x50 —X4+1 —o0 xoo X X—0 1 1 1 ~1+0
_ -1+= _1 -
X X X 0
y=2=X—> -
Asintotas oblicuas
2X
m:Iimﬂ:IimXJ“l:Iim 2x =lim 2 :E:O:ﬁasintotaoblicua—)oo
X—0 X X—0 X X—>0 X(X+1) X—>0 X+1 00
2X
m=|immzlimx—+1zlimﬂzlim 2 =i=0:>£asintotaoblicua—>—oo

oo X oo X ow (=x)=x+1) or—x+1 -
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Continta el problema 3.A.-
a) Continuacion
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b)
Creciente cuando a,_, —a, > 0= 2(n+1) 2n _2n+2 2n _(2n+2)n+1)-2n(n+2)
(n+1)+1 n+1 n+2 n+l (n+2)n+1)
o g _2n’+2n+2n+2-(2n°+4n) 20’ +2n+2n+2-2n"—4n _ 2
e (n+2)n+1) - (n+2)n+1) ~(n+2)n+1)
ComoVvne N = m > 0 = Sucesion monotona creciente
c)
n2
2
. . 2 . 2n? 0. 2 .
limn*(a,,, -a,)=limn’ = =2 n — |
nmn (an+1 an) nmn (n+2)(n+1) nng +3n+2 o nmﬁ 31 i nm1+§+—
n> n*> n? n
2 2
= = =2
143, 2 1+0+0
e} o0
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X+1 y-2 2z X-2 y+1 z+2
4 A.-Seanlasrectas . ——=——=—+ Y S.: = =
-2 2 -4 3 1 1

a) Hallar la ecuacion de la recta t que pasa por el origen y corta a las dos rectas anteriores

b) Hallar la recta perpendicular comin a las rectas r y s.

a)
~1-2
v, =(-1,1,-2)=r:d 2+
24 .
2434 =V, =(-1-4-2-3u,2+A+1—p,-220+2— u)
S:a—1+u
-2+ u

O X+1+4 :y—2—/1: Z+24
—A-3u-3 A-u+3 -2A-pu+2
0+1+4 0-2-4  0+22 j{(l+/1)(/1—y+3) (-2-A)-4-3u-3)

= Con0(0,0,0)=

—A-3u—-3 A-p+3 —22-pu+2 22— u+3)=(-2-2)-21-u+2)
A—pu+3+ 74 —y/1+3/1=2/1+6y+6+/12+3,u/’t+3/1:> ~A-Tu-3-4ui=0
202 =22 +6A =AA+2u—4+ 222 + A —22 B +4A-2u+4=0

Tu+3
A +4u)=Tu+3=>1=-—+—
~AL+4u)=Tu+3 21+_ﬁy3_7y+3:2ﬂ_4:>
/1(4—3;1):2#—4:/1:4%‘_3 1+4u  4-3u
—3u

—(Tu+3)4-3u)=(2u—8)1+4u) = —(28 — 204> +12-9pu) =24 + 8% —4-161 =
194+ 214" ~12=-14u+8u* —4=13u* -54-8=0=>A=25+4.13.8=25+416=441>0

5+21 2.1-4
=1 A=)
=08 4-31
 5+4/441 2_(_8j_4 ~16-52
Fap === 5-21 16 8 13 13 68 17
My === A= = = =
26 26 13 s_a(_8) 52-2 28 7
13 13
Cuando{“_: =V, =[-(-2)-3.1-3,(-2)-1+3,-2(-2)-1+2]=(-4,0,5)=
x+1+(—2)_y—2—(—2)_z+2(—2):>x—l_l_z—4
—4 0 5 -4 0 5
8 N N B
/Ll:—— . [ J— -
Cuando 13:vt=(116,220,680]=(29,55,170):> A
_ 17 91 " 91 ' 91 29 55 170
.
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Continta el problema 4.A.-

b) El vector de la recta p buscada es perpendicular a los vectores directores de las rectas
dadas r y s, por lo tanto sus productos escalares son nulos. Después hallaremos uno de los
puntos de corte A y asi tendremos la ecuacion de la recta p

{vp (-3-2-3u,3+A-u,2-24—p)
B v, =(-1,1,-2) N
{Vp=(—3-ﬂ—iﬂ'3”—ﬂ’Z-Zﬁ-ﬂ)jmvjmzo
v, =(3,1,1) P )
(-3-2-3u,3+A-u,2-2A-u)(-1,1,-2)=3+ 1 +3u+3+1-pu-22-21-pu)=0
{(—3—/1—3ﬂ,3+z—y,2—2/1—y)-(3,1,1):3-(—3—/1—3y)+3+z—y+2—2/1—y=o -
{6+2/’t+2y—4+4/1+2y:0:>2+62+4,u=0:>1+3/1+2y:0:>{ 44122 +8u =0 -
~9-31-9u+5-1-2u=0=-4-44-11u=0 ~12-124-33u=0

=>v,lv,=>vyv =0

—8—25,u:>,u:—£:1+31+2- 8 :0:>3/1:E—1:—i:>/1:—i:>
25 25 25 25 25

S e L IR CARE AN

= |

. (—75+3+24 75-3+8 50+6+8) (48 80 64
v, = , , =|—=,—=,—=1/=(3,5,4)
25 25 25 25" 25’ 25
x=-1-4=-1- S ek VAL S X=_£+37
25 25 25 o
3) 50-3 47 A7
A =2+A=24|-——|=—=— =Dn: =—+5
y (25} 25 25 Py ¥y=og ™7
3\ 6 6
1= 20=-2.-21=2 7= 44y
( 25) 25 25
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OPCION B

1.B.-Sear la recta que pasa por el origen de coordenadas O y tiene como vector director

= (4 .3, 1). Hallar el punto P contenido en dicha recta tal que si se llama Q a su proyeccion
sobre el plano z = 0, el triangulo OPQ tenga area 1.

X =41 X =44 +0u =44
r:qy=31=P(44,34, )= Proyeccion de P sobre 7 =v_=(0,0,1)=s:{y=31+0u=31=
=41 Z=A+u

X=41
Inter seccion de s conel plano z = A+u=0=Q{y=31= P(41,31,0)
z=0
{@:(41,31,,1)—(0,0 ,0)=(42,34, z ‘opx&j:
0Q =(44,31,0)-(0,0,0)=(44,34,
i j K
OPxOQ=|42 31 /=42 +124°k ~122°k +34°i =37%i + 4* ] = [OP xOQ) - JB2) + (a2}
43 31 0

‘@'x@‘:z:\/(sf)z+(4zz)2 =204 +1644 =252 =2 2 =§:>A=i\E=

Hay dos soluciones :

W :4(_@}_4.@
RS 5 5
10 J0) 0
Ay=3-5 Y RyyEd o=
,_ V10 0
5 5
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2.B.- Determinar la posicion relativas de lasrectas [ | —— = —— =

X+4 _y-7 1z
-3 4 1

2X+Yy+22—-4=0

{x+2y—52—5=0

Dos rectas pueden ser paralelas o ser la misma recta, en ese caso sus vectores directores
seran proporcionales; cortarse en un punto (ser secantes) y si ninguno de esos casos se da se

cruzarén
X=-4-31
R(-4,7,0) ~2Xx-4y+10z+10=0
r<y=7+41 =4— S: = -3y+12z+6=0=
v, =(-3,4,1) 2X+y+22-4=0
z=41
3y=122+6=y=42+2=x+2-(42+2)-52-5=0=>x+32-1=0=>x=1-3z
X=1-3
a s,2,0) — — .
riy=2+4u=-<— =V, =V, = Son paralelas o coincidentes
) v, =(-3,4,1)
= u

Veamos si tienen algun punto comin
-4-31=1-3u
7T+41=2+4u > 1=pu—-4-31=1-31= -4 #1= Incompatible

A=u

No son la misma recta = SON PARALELAS
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2 1 -a
3.B.-Dadalamatrizz M ={2a 1 -1
2 a 1

a) Determinar el rango de M segun valores del parametro a

b) Determinar para que valores de a existe la matriz inversa de M. Calcular dicha matriz inversa
paraa=2

a)
2 1 -a
IM|=[2a 1 -1/=2-2-2a%+2a+2a+2a=-2a’+2a="2al-a’)= Si2a(l-a’)=0=
2 a 1
a=0
Si[M|=0=2afl-a%)=0= 1—a2=0:>a2=1:>a=iﬁ:>{aa:11

VaeR-{-1,0,1}=rango(M)=3=3IM™
Cuandoa=-1

2 1 2 11
0 0[=|0 2 0|= Cuandoa=-1= rango(M)=2
-1 1 0 -2 0 0 0O
Cuandoa=0
2 1 0 2 1 0
01 -1|= ~1]/=|0 1 -1|== Cuandoa=0= rango(M)=2
2 0 1 0 -1 1 0 0 O
Cuandoa=1

2 1
0 0 0 |== Cuandoa=1= rango(M)=2
21 1 0 0 2
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Continuacion del problema 3B.-
b)
VaeR-{-1,0,1}= rango(M)=3=3IM "

Sia=2=|M|=2a(l-a?)=22(-2?)=4(-3)=-12=> M =ﬁ-adj(M‘)

2 1 -2 2 4 2 I T A
t o 4 2 |2 2 2 4
M=[4 1 -1|=>M'=[1 1 2|=adiM!)=|- -
2 2 1 2 -1 1 -1 2l -2 -
o 4 2 2 2 2 4
1 2 12 11
3 -5 1 . 3 -5 1
adj(M')=|-6 6 -6 =Mt=—"--6 6 -6
6 -2 -2 B 6 -2 -2

10
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1
(x-2)

b) Halla el area de la region acotada comprendida entre la gréafica de la funcion anterior y las

4.B.- a) Estudiar y representar graficamente la funcion: f (X) =

rectas yzlyX:g

a)
x-—2=0=x=2=D(f)=vxeR-{2}
Puntos de corte con los ejes

ConOX =y=0=1#0=13

ConOY:x:0:>y=(O 12)2 :_:(071)

Simetria

f(-x)= L = 1 —# f(x)= No es simétrica respecto a OY ni al origen de coordenadas
(-x-2)* (x+2)

Asintotas
im—* -1 _1_
X—2" - _ 2 -2 - 0_+ -
Verticales > x =2 = (2 2) (01) 1
lim = = =

S ) O
Horizontales

yzlm(x_lz)zzé:O:ﬂy:O:xaw
. 1 . 1 1
= lim =lim——="=0=>3y=0=>x—> -
V2 AD 2 T Cx—2f g ”
Oblicuas
1
2
mzlim(x 2) =lim ! 2=£:O:>E
X—>00 X x»oox(x_z) o0
1
2
m= lim (x-2) =lim ~ = ! =0=1%
S S
Crecimiento
-2(x-2) 2 ~2<0=>Vxe®R
f'(x)= =— f' 0
) (x-2) (x—2)3:> ()> :{(X—Z)a>03X—2>0:>VX€5R/X>2

11
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Continta el problema 4.B.-
a) Contnuacién

— 0 (-) 0
-2<0 “ >
— (-) 2 (+) ©
X>2 < Qﬁ
(+) L)
f(x) >0 © o f(x)<0
Crecimiento VXe R/ x< 2 Decrecimiento VXe R/ x> 2

No hay méaximos ni minimos porque corresponderia en el punto x =2 en donde hay una
asintota vertical

Concavidad y convexidad

wy_ o—3x=2 6,
f'(x)=-2 -2 2y == f (x)>0:>{

No hay puntos de inf lexién

6>0=Vxe®R
(x-2)'>0=vxe®R

= Cobncavo Vx € R

10 4

1
1
|
1

Y |
'
9 1
1
1
1
84 1
|
'
'
'
74 |
1
1
1
] |
6 '
'
'
|
5 1
1
1
|
'
41 '
'
!
1
3 A 1
1
1
|
|
2 '
|
1
1
1 . X
1
1
_4,‘/ :
T T © T T

8 7 6 5 -4 3 2 1 1 ZI 3 4 5 6 7 8

1

12
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Continta el problema 4.B.-

b)

y=1:>1=——%;—:4x—2f=1:>x2—4x+4:1:>x2—4x+3=0:>A=46—12:4>0:>

(x—2f

X_4+2_3
+ ==
X12=4_ﬁ3 2 = Comox>2=x=3
2575 A2
2
3 1 1 1 .
A=t o frc- [ - et a2 pf (o= {3 -2
S(X_Z) 5 lt E 1 _1 E 2 ti 2
2 2 2 3 5
x=3=>t=1
X-2=t= X_§:>t:£:>dx:dt
2 2

13



