| IES Mediterraneo de Méalaga Examen de Junio 2010 (Ordinario)

Juan Carlos Alonso Gianonatti |

OPCION A

Ejercicio 1.- Calificacion maxima: 3 puntos

5 X? +2 ,
Dada la funcién f(x)= , se pide:

x> +1
a) (0'75 puntos). Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x)
b) (0’75 puntos). Hallar el punto de inflexion de la grafica de f(x)
¢) (0'75 puntos). Hallar las asintotas y dibujar la grafica de f(x)
d) (0’75 puntos). Hallar el &rea del recinto acotado que limitan la gréfica de f(x), el eje de
abcisasylasrectas y=x+2,x=1

a)

. (X)z 2X(x2 ?X]_Z);i;(z(xz + 2) = 2x3 +(i)2(;i));3 —4x - (Xz_i);)z = Crecimiento = f' (X)>O
-2<0=>VVxeR

X 0= {x>0= Ve R/ x>0

(X +1) (x2+1)2>0:>VXeSR

— 00 0 + 00
2<0 (-) (-)
X >0 (-) (+)
(x*+1)°<0 (+) (+)
Solucién (+) f(x)>0 (-) f(x)<0
Crecimiento VXe R/ x<0 Decrecimiento VXe R/ x>0
b)
. (Z+1f —2(x2+1) 20 (x? +1)-4x? X% +1-4x° 1-3x2
fr'(x)=—-2- o =2 =2 =2
(x +1) (x +1) (x +1) (x +1)
2
3
_ _|_2 1
X——ﬁ f _ﬁ —( 3J _§+2
-3 3 ) 30 1
(_ J+l §+1
3
f"(x):0:>1—3x2:Ozxzzizx:i\ﬁ: ,
3 3 V3 1 7
— +2 ~ 42 i
(3 f(ﬁl_ 3) _3"°_3
- - - - -
3 3 V3 41 1+1 4
? 3 3
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Continuacion Ejercicio 1.- Opcion A

c)

x> +1=0= x*> =—-1= X = +4/—1 = No existe solucién = No existen asintotas verticales
Asintotas horizontales

2
X 2 2
—+— 1+— 1+—
X2+2 00 x2 X2 . X 00 1+0
y = lim— =—=1lim = lim = = =
x—o X% 4+ 00 xow X 1 X—>00 1 140
—+— 1+ 1+~
X x 2 X 0
Asintota horizontal y = 1 cuando x — o
2
X 2
—+— 1+— 1+
. XP+2 X2 +2 o .2 ox2 X o 140
y=lim — = 5 =—=lim = = lim = = #
x—>—o X° +1 x—o X< +1 o0 x>0 ¥ 1 X—>0 1 1 1+0
4+ = 1+— 1+—
X% x? X 0
Asintota horizontal y = 1 cuando x — —
Asintotas oblicuas
X% +2 X2 . 2 . 2 1+ 2
. f(x) . 2 X242 o Ly 3 v 3 5 O
m:|lm£:|lmx—+1:|lm3—:—:|lmxs X _imX X _© ®©_Z_g
x—0 X X—®0 X x—>o X° 4+ X 00 x>0 X X X—0 1 1 1
N | +— 1+—
X x3 X 0
No existe cuando X — o
X% +2 x? N 2 1+ 2 1+ 2
. f(x . 2 X242 oo . w3 B Y %2 o o
m=|lm£=|lm X“+1 _jim e =—=lim XX = im XX © %
X—>—00 X X—>—00 X X~>00_X _X o0 X—00 X X X%m_l_i _1_£
x* X3 x° ©

No existe cuando X — —©

D
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Continuacion Ejercicio 1.- Opcién A
d)

X2 +2 1
dx = | xdx + dx = x+arctg x
J.x2+1 I J.x2+1 |
X2 +2 ‘x2+1
—x?-1 1
1
¢ tx2 42

A= '[(x+2) dx+J‘ dx =£-[X2]?2 +2:[x[, +[x] +[arctg x];
-2 0 2

X% +1

A=%~[o2 —(~2¢]+2-o-(-2)]+(1-0)+(arctg 1-arc g o)=—2+4+1+g=[3+%j dx
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Ejercicio 2.- Calificacion maxima: 3 puntos
X y-1 z+4

Dadaslarectas: = —=——=——
2 3 -1

S—X— se pide:
’ - 1 ) .

Zz
4
a) (2 puntos). Determinar la ecuacion de la recta perpendicularary s

b) (1 punto).Calcular la minima distancia entre las rectas r y s

a) Se supone que las rectas se cruzan; toda recta t que se apoya en las dos dadas tiene como
vector director la diferencia entre los puntos de ambas. Como ademas es perpendicular a las

dos los productos escalares de esta con los vectores directores de las rectas es, en ambos
casos, nulo

X=2A
r=<y=1+31
2 (- 1+ Bh—p— A -k — )= { Ly, =y, =0
X=u v_Lv::v W:O
S=1Y=pn
Z=4p

(2h—p, 143k —p,—4-1—4p)-(2 ,3,—1):02 4%—2u+3+9k—3u+4+k+4p:0:>
(2 —p, 1430 —p,—4-1—-4p)-(1,1,4)=0 2 —pu+1+30—pn—16-41-16p=0

140 -pu+7=0 [-252)+18u—126 =0 141
= — 251\ —141=0=> A =— 2"
% —18u—15=0 % —18u—15=0 251
14 —p +7 =0
" s 251+ 217 =0 = p=— 22!
_ 143 + 252 + 210 =0 251

g 2'[_£j_[_£J’1+3'(_£j_(_2£j'_4_[_£j_4'(_2ﬂj
U 2s) s 251) | 251 251 251

— | 282] 217 423) 217 141 868
Vv, = +— 1+ - — At —+—|=
251) 251 251) 251 251 251
v <[ 65 251-423+217 —1004+1009 V(- 65 45 5 _(-13.9,1)
| 251 251 251 251°'251" 251
141 282
X=2-
-~ 251) 251
R y:m.(_&jz_ﬂ
251) 251 _ 282 .,
141) 863 X=—2g ~13
2=-4- 251 172
~251) 251 Stz y=-12 g5
217 251
=51 7= .8
s 217 251
~ 251
217 _ 868
251) 251
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Continuacion Ejercicio 2.- Opcion A

b)

282 217 ( 172 217)° ( 863 868)° 65) (45) (5
dy=dps =4l ——+—| +|——+—| +|——+—| =./| - + + =
251 251 251 251 251 251 251 251 251
’ _\/4225+2025+25 _ 6275 _ 25251 _5-4251
" 2517 251 251 251

Ejercicio 3.- Calificacion maxima: 2 puntos

X+ky-z=0
Dado el sistema homogéneo de ecuaciones <2X—Y + 2z =0 se pide:
X—4y+kz=0

a) (1 punto).Determinar para que valores del parametro k el sistema tiene soluciones distintas
dex=y=z=0
b) (1 punto).Resolverlo para el caso k =3

a)
1 kK -
A=[2 -1 2|=—k+2k+8-1+8-2k>=-2k* +k+15=>Si|[A=0=> —2k* +k+15=0=
1 -4
EESIEN
2K K-15-0= A= (1] ~4-2(-15)=1+120=121>0 = k= V12 4
2:2 o111 _10
4 4

k =

La solucion no es la trivial (x = y = z =0) cuando {k _

3
5
2
b)

1 3 -10 1 3 -10 1 3 -10

2 -1 20|=|0 -7 40|=/0 -7 410 :>—7y+4z:0:7y:4z:>y:;z:>
1 -4 300 0 -7 40 0O 0 O0p

x+3-$z—z:0:>x+ z:Ozx:—gz:Solucién(—gk,;x,kj
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Ejercicio 4.- Calificacion maxima: 2 puntos

1 1 10
Dada las matrices A = ., 1= , Se pide
1 -2 0 1

a) (1 punto).Hallar dos constantes a , b tales que A = aA + bl

b) (1 puntog.Sin calcular explicitamente A®y A*, y utilizando sélo la expresion anterior, obtener
la matriz A

a)
, (1 1 1 1 2 -1 a+b=2
A = . =
_ _ — a=-1
111 2 11 g al a5 b 0 = _ =-1+b=2=b=3=
aA+bl =a- +b- = + a=-
1 -2 0 1 a —-2a 0 b —2a+b=5

a=-1
—2-(~1)+3 =5= Compatible deter minado = { b_g = A% =-A+3l

b)
A*=(-A+31) =A*+917 —6Al = A’ —6A+91 =—A+31 -6A+91 =-7A+12I
A=A A=(-TA+121)-A=-TA* +12IA=-7-(- A+31)+12A=7A-211 +12A=19A - 211l

5 1 1 10 19 19 21 0 -2 19
1 -2 01 19 -38 0 21 19 -59
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OPCION B

Ejercicio 1.- Calificaci6n maxima: 3 puntos

ﬁlnx

Dada las funcién: f(x): X
Xx+k , six<O0

, SIX>0 donde In x significa logaritmo neperiano

de x, se pide:
a) (1 punto). Determinar el valor de k para que la funcion sea continua en ‘R

b) (1 punto). Hallar los puntos de corte con los ejes coordenados

¢) (1 punto). Obtener la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién en el punto de
abcisax =1

a)
1
lim f(X):\/a.—(!nO:O-OO: lim InX:E: Aplicando L' Hopital s — lim X (1)
x—0" 2 x—0* 2% o0 x—0" oy 1 X
‘. 2°In2-/x - =2
JX 24/x
X
f(o)=|ir9f(x)=0+k=k
De (1) lim L = lim —— _ — = lim — 2%
S0 o 2. X — b px 0 2:27:In2-x=2" o0’ 2 (2-In2-x-1)
2+/x 24/x
= — 20 -0 :E:O:Comof(o):limf(x):k:Iimf(x)=0:>k:0
2°(2-In2-0-1) 120-1) -1 X0 x50°
f(x)= \/Yzlxnx , six>0
X , six<0
b)
Punto de corte con OY
x=0= f(0)=0=(0,0)
Punto de corte con OX
Vx-Inx Jx=0=x=0=(0,0)
Cuando f(x)=0= 0= =V Ix=0= Inx=0=x=¢e’=1=(1,0)
x=0=(0,0)
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Continuacion del Ejercicio 1 de la Opcion B

c)
[ Inx+t. \/;j-ZX—ZX-In2~\/§Inx (l nx+ S dx—In2-vx In x]
" 2+/x 2/ X
(X) 22X - 22X
Inx 1
VX Inx+L-JXIn2-Jx In X ﬁ~[+—ln2-|n Xj
' 2X X 2X X
f'(x)=
2" 2"
f(l):\/Iz'llnlzl-Zozo
1 1
—0==.(x-1 =~ (x=-1
\/I('”l oo Inlj 1-(O+1—In2-0j =y-0=2-k-l)=y=2-(-1)
f'(l): 2-1 1 _ 2 :1
21 2 2
2y =X-1=x-2y-1=0
Ejercicio 2.- Calificacion maxima: 3 puntos
X+ay—-z=a

Dado el sistema de ecuaciones:{ ax+ 2z = —2 se pide:
X+2=-2

a) (2 puntos). Discutirlo segun los valores del pardmetro a
b) (1 punto).Resolverlo en el caso a=0

a)

1 a -1

2 : 2 a=0
A=la 0 2|=2a-a’=Si|A=0=2a-a’=0=a-(2-a)=0=
2-a=0=a=2

1 0 1
vx e R—{0,2}=rang(A)=3 = Numero de incognitas = Sistema Compatible Deter minado
Sia=0
1 0 -1/0 1 0 -1/0 1 0 -10
0 0 2-2|=|0 0 2|-2|=|0 0 2 |-2|= Sistema Compatible Indeter minado
10 12 00 2]2 00 0|0
Sia=2
1 2 -1]2 1 2 -12 1 2 -1/2 1 2 -12
2 0 2-2 0 -4 4-6|=|0 -4 4|-6|=|0 -4 4 |-6|= Sistema Incompatible
1 0 1]-2 0 -2 2|-4 0 4 -4|8 0 0 0|2

b)
Sia=0 2z=-2 z=-1 X—(-1)=0 x=-1 Solucién (-1,b,-1)
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Ejercicio 3.- Calificacion maxima: 2 puntos

y—-1 z+1 {X+Z=3 .
, Se pide:

Dadolasrectas: Fr=xX=——=— , S
2 -1 2X—-y=2

a) (1 punto). Hallar la ecuacion del plano © determinado porry s
b) (1 punto).Hallar la distancia del punto A(0, 1, -1) alarecta s
a) Para que r y s generen un plano tienen que ser paralelas, sus vectores directores

proporcionales o iguales, o cortarse en un punto, en este caso los vectores directores no son
proporcionales.

X=A
r= y=1+2}\.:>\7r>=(1’2’_1)
Z:—l-?\.

=V, =V, = Son paralelas

. x=n
35{2‘3 X Ly 2susi=(,2,-1) @)

Analizado su paralelismo, para generar el plano 7 utilizaremos el vector director de las dos, el
vector formado por dos puntos R y S, uno de cada recta y el vector genérico formado por uno
de los puntos R y el punto que genera al plano G, el determinante formado por ellos, al ser
coplanarios, es nulo y es la ecuacién del plano pedido.

: RO,1,-1)
Siendo {S(O ~2.3)
- v, =v, =(1,2,-1) x y-1 z+1
RS=(0,-2, )( )( 4) =>n=1 2 -1|=0=
RG=(x,y,2)-(0,1 ) (x,y-1 z+1) 0 -3 4

8x—3-(z+1)—3x—4-(y—1):0:5x—4-(y—1)—3-(z+1):0:>ns5x—4y—3z+1:0
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Continuacion del Ejercicio 3 Opcién B

b) Crearemos un plano 7, que contenga al punto A y que sea perpendicular a la recta s, su
vector director es el de la recta que es perpendicular al vector generador del plano formado por
el punto A y el genérico G . Posteriormente hallaremos el punto B de corte del plano mt, y la
recta s, siendo la distancia pedida la que hay entre este punto B y el A

Siendo{_, Ve =V :(1’2’_1) :>\ZJ_§A:>\ZJ_EA:O

RA=(x,y,z)-(0,1,-1)=(x,y-1,z+1)
1,2,-1)-(x,y-1,2+1)=0=x+2(y-1)-(z2+1)=0=m, =x+2y-2-3=0
Punto de corte B

De (1)= H+2(—2+2M)—(3—H)—3=0=>M—4+4M—3+u—3=0=>6M—10=>H=16—0=%3

5
X==
35 4 5 4 4 5)° 4\ 4\
Bly=-—2+2-"="—= B(—,—,—j:d(A,s):d(AB): (0--) +(1——j +(—1——j
3 3 3'3'3 3 3 3
5 4
7=3->=2
3 3

-3 (3o -T2

Ejercicio 4.- Calificacion maxima: 2 puntos
Sea el plano 1 que contiene a los puntos: P=(1,0,0),Q=(0,2,00yR=(0, 0, 3). Se pide:

a) (1 punto).Hallar el volumen del tetraedro determinado por el origen de coordenadas y los
puntos P, Qy R

b) (1 punto).Calcular las coordenadas del punto simétrico del origen de coordenadas respecto
del plano &

PO=(1,0,0)-(0,0,0)=(1,0,0) 100
Q—oz(o,z,o)-(o,o,o):(o,z,o):»v=é-‘%-(®x@]:%-o 2 0=%-6:1u3
RO=(0,0,3)-(0,0,0)=(0,0,3) 00 3

10
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Continuacion del Ejercicio 3 de la Opciéon B

b) Generamos una recta r que pasando por O sea perpendicular al plano 7, que tenemos que
hallar, siendo su vector director el del plano. Se halla el punto de corte S de larectay el plano y
que es el punto medio entre Oy O’

PG=(0,2,0)-(1,0,0=(-1,2,0)  [x-1 y z
PR=(0,0,3)-(1,0,0)=(-1,0,3) =n=|-1 2 0/=0=6-(x-1)+2z+3y=0=>
PG=(x,y,z)-(1,0,0)=(x-1,y,2) ~1 0 3

n=6X+3y+22-6=0

— X=6A
{Vr:v“:(6’3’2):>rs y=3Lr=
0(0,0,0) Lo,
Punto de corte S
. 6 36
T 49 49
6-6k+3-3k+2-2x—6=0:>36k+9k+4k—6=O:49k—6=0:k=£:8 y=3-£=E:>
49 49 49
., 6 12
“ a9 49

- = = = —_— =

49 2 © 49 49

18 0+y, 2-18 36 ,[72 36 24)
= = =0

36 _0+% 236 _72

A :>y_—:_ PR R R
49 2 ° 49 49 49 49 49
12 0+z; 2-12 24
49 2 ° 49 49

11





