Matrices y determinantes

Definiciones de Matrices

A = (aij)=Amxn

m = n° filas y n = n° columnas
Orden o dimensi6n = mxn
Matriz cuadrada m=n

Matriz rectangular m #n
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Orden 2x3, dimension 6 Orden 3x2, dimension 6

EnA elelementoa =-4
2x3 12

EnA elelementoa =5
3x2 32

Matriz fila Az

Matriz con una sola fila

Aia = (2 505)

=7
: A1 =
Matriz columna Am . Matriz con una sola columna 1
&
000
Matriz nula, Omxn Matriz en la que todos sus elementos son ceros 0-10 0 0]p-(0 O O O
o0 0 o0 00 oxd

Matriz triangular
superior (inferior)

Matriz cuadrada en la cual todos los elementos
que estan por debajo (arriba) de la diagonal son
ceros

A'(1 0 213 1000
“\4 3 B=(O—1 0) C= 2200
00 4 ’ 1100

4 -2-3 2

Matriz diagonal

Matriz cuadrada en la cual son nulos los
elementos por debajo y por arriba de la diagonal.

Matriz escalar

Es una matriz diagonal en la que los elementos de
la diagonal principal son iguales.

Matriz identidad, I,

Matriz diagonal en la que los elementos de la
diagonal son unos

Matriz traspuesta, AT

Matriz traspuesta de A es la matriz que se
obtiene cambiando ordenadamente las filas por
las columnas

Matriz simétrica:

Matriz cuadrada que verifica que la traspuesta

AT=A coincide con la propia matriz. 3 _7 _»
) . @\ Matriz cuadrada en la que los elementos o1 ‘01
Matriz antisimetrica 0 | simétricos respecto a la diagonal principal son A= 10 - A= O o|

hemisimétrica, A=-AT

ndmeros opuestos. La diagonal es cero




OPERACIONES

Igualdad A=B

A=B Si:

- Tienen la misma dimension

- elementos que ocupan el mismo lugar son
iguales.

’aleaJHﬁ
20T 3 Ve

Sumay resta
A+B o A-B

La suma de dos matrices de igual
dimensién, es una matriz cuyos elementos
se obtienen: sumando o restando los
elementos de las dos matrices que ocupan
la misma posicién.

2 1) (3 2)_(2+3 1+2)_(5 3
0 4) (2 -1) (0+2 4-1) |2 3
[1 2y (2 73\7{1 2y (-2 3 7(71 3)
573,1 4 -7, —4 7_\14,1
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Propiedades

Asociativa: A+ (B+C)=(A+B)+C
Elemento neutro: A+ (- A)=(—-A)+ A=0

Elemento opuesto: A+ (-A) =0
Conmutativa: A+B = B+A

Producto por
un nidmero
k.A con keR

Multiplicamos todos los elementos de la

matriz por el nUmero o escalar.

2 0 1 4 o 2
2.132 0 0Of=|86 o 0
3 1 1 10 2 2

Distributiva 1:k (A+B)=kA+kB

Propiedades PTR—— : _ Conmutativa: k.(d-A)=(k-d)-A
con k,deR Distributiva 2: (k+d)-A=kA+dA Elemento unidad: 1-)A£A- 1=A
Producto o o v
escalar Para multiplicar una matriz fila por una 2

N matriz columna, se multiplica elemento a 2 3 4)3l=(2.243.344.1)=(17
(Mairiz f|.Ia elemento y se suman los productos (2,3, 4)43|=(2-243:3 )=17)
polr matn)z obtenidos. Se obtiene un nimero. A
columna

Multiplicacién
A-B=C

Se multiplica cada fila de la 1° matriz por
cada columna de la 2°. Producto escalar. El
resultado es una matriz que tiene tantas
filas como la 1° y tantas columnas como la

20,
mn Bnp= Ch
foA

columnas

A

Posible

2:1+0+1+1-1
3+1+0+1+0.+1
G+1+1.1+1-1

2:0+0+2+1+1
3:0+0+2+0.1
5+0+1-2+0-1

5+1+1.1+1.0 3 6

2+.1+0.1+1.0 3 1 2

3-1+u-1+u-uJ= -3 0 3
7

La matriz C resultante tiene tantas filas (m)

como A,, y tantas columnas(p) como B..

Propiedades

e Propiedad asociativa A:(B-C)
(A-B)-C Elemento neutro: A - |

e Propiedad conmutativa El
producto de matrices en general
no es conmutativo. AB¥BA

e Distributiva aizquierda:
A-B+C)=A-B+A-C

e Distributiva a derecha:
(B+C)-A=B-A+C-A

e Ladivisién por matrices no esta

A

e El producto de dos matrices puede ser
la matriz nula O sin que lo sean
ninguna de las dos es decir puede ser
A-B=0O con A#0O y B#O

e No verifica la propiedad simplificativa
es decir de A-B=A-C no podemos
afirmar que B=C

¢ No verifica las igualdades notables

definida

(Metodo inductivo) Para calcular la potencia

n-ésima de una matriz, A", se calcula A, A2
Potenciacién A0=| A3, A%,.... hasta que descubramos la ley de
de matrices Al=A formgcu’)_n (_1e las sucesiones que la fo_rman
AP A2=A A Matrlz_C|cI|ca) Hallamos las potencias

3 A A2 sucesivas hasta hallar la matriz identidad.

Solo A=A.A El periodo es el exponente con el que se
cuadradas A" = A. An-t obtiene la matriz identidad.

Dividimos el exponente de la potencia entre el
periodo y el resto es la potencia equivalente.




Determinantes

Determinante |A|

A cada matriz cuadrada A de orden
n se le asigna un escalar (nimero
real) denominado determinante de
A, denotado por |A| o por det (A).

|A] es el nimero obtenido como
suma de todos los posibles
productos de n elementos de la
matriz, de manera que cada producto
aparece necesariamente uno y sélo
un elemento de cada fila y cada
columna

Céalculo de Determinantes Orden 1

|Al=lawu| = an

Calculo de Determinantes Orden 2 1A d1q 2 — 3, Ay, -3y A 2 -1 24— (CD)3=843=11
- =Z24a—(—1)i3=06+>5=
(Regla Sarrus) Foq Fag 3 4
(+) (-)
-12 0
Célculo de Determinantes Orden 3 Gy fp G4 Gy Oy O a=l1 a2
Ay 8y - -
(Regla Sarrus) 2 T o ay; 0o 3 1
Qg Ay s 3 \
|A] =((-1)-(-1)-1)+2-2-0+1-3-0
-(0-(-1)-0-(2:3-(-1))-(2:1-1)
Célculo de Determinantes Orden 3 |4=la, a5 a ST =1+0+0-0+6-2 =5
. 21 22 23 it 22
(Forma alternativa) i
Q51 3 G0y dp
r‘1’11 all l"’ill.‘
Ay My Gy
Calculo de Determinantes Orden 3 |A|= a u a
q 3 32 33
( Forma alternativa) e Sl
r‘1'11 nl! l"’ill.‘
Ayp Gy Gy

1 -1 2] -1 02
. . AM11 = A11 =
: Determinante que se obtiene al 4=10 1 -1 . 2
Menor complementario M; e’ o _
suprimir la fila i y la columna | 1 02 1| 1 2
N AMp = 4431 =
- -0 -1
Se llama adjunto o cofactor del [¢ 1 2 Mas = (-1 ' =6
Adjunto o cofactor elemento aij signo del elemento por B=10 2 2 sl
Ai=(-1)"IM;; el del determinante que se obtiene 12 10

al suprimir la fila i y la columna j

A23=(-1)?*3M23=(-1)(-6)=6

. . + - 4+
La matriz adjunta es aquella en la + —| | + -
Matriz Adjunta Adj (A) que cada elemento se sustituye por — 4+l 4
su adjunto.
J Orden 2 Orden 3
o 0 3 0 3 0
, o ) ‘1 1‘ 7‘5 1‘ ‘5 1‘ 0 5 3
a a . 0 1 2 1 2 0
Ejemplo Matriz Adjunta a_la o "1 1‘ ‘5 1‘ "5 1‘ =[é N ’02]
5 1 AGA= 18 o £ d E o

Célculo de determinantes
desarrollando por una fila
(columna)

Si los elementos de una fila o
columna de una matriz cuadrada se
multiplican por sus respectivos
adjuntos y se suman los resultados
se obtienen el determinante de la
matriz inicial




Propiedades de los determinantes

. | Sise multiplican los elementos de una fila o columna de una matriz por det(FLFy.... KF.. Fo)=kedet(FLFy . Fioe o Fa)
un nimero el determinante de la matriz se multiplica por ese nimero det(C1.Co.... kC.....Cr)=kdet(C1.Co....Cyu. ..y
Si se multiplica una matriz cuadrada de orden n por un nimero el nuevo o _

2 determinante es igual al anterior multiplicado por la potencia n-ésima del det(k-A)=k™det(A)
namero.(n es el orden de la matriz) |

3 Sien una matrlz se intercambian dos filas o columnas, su determinante det (F1,F2,F3)=-det ( F2,F1,Fs)
cambia de signo

4 El determinante de una matriz cuadrada A coincide con el determinante A= IA]
de su traspuesta.

. . . det(F,..... Fi.... k'Fi.... F)=0

5 Si dos filas (o0 columnas) de A son proporcionales, entonces el |A]=0
determinante es nulo. det(Creoes Co ok o Ca)=

6 Si una matriz tiene una fila 0 columna con todos sus elementos iguales IA=0
a cero, el determinante es nulo.

7 El determinante de la matriz inversa es 1/ det(A) der(A'1)=l det(A)

; . — K|=| A |k

8 El determinante de un producto es igual al producto de los |A-BI=IA]-[B| —|A H'ﬁ'
determinantes. |A-A1=1 — |AY] = i
Si en una matriz cuadrada A de orden n, se remplaza una fila (o

9 columna) por la suma de dicha fila (o columna) mas una combinacién det(F1,F2,F3)= det(F1,F2,F3+aFy)
lineal de alguna de las otras entonces su determinante no varia.
Si en una matriz cuadrada A de orden n, una fila o columna es _

10 S , ; |[A]=0
combinacion lineal de las demas, su determinante es cero.

11 El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los
elementos de su diagonal principal

12 | El determinante de la matriz unidad es 1 [lh]=1
Si una fila o columna de una matriz se remplaza en suma de dos 0 mas atb p g ja p gq b p g

13 | filas o columnas, su determinante puede descomponerse en dos 0 mas c+d r s|=|lc r s|+ld ¥ s
determinantes. e+f t ul |le t u |f t u

Calculo del rango por determinantes

Definicion: El rango de una matriz es el numero de filas o columnas linealmente independientes.
Definicidn alternativa: El Rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo.
El rango de una matriz no nula A mxn Siempre cumple 1

1 < rg(A)< min{m, n}

Recomendaciones para el calculo:
Si suprimimos las lineas dependientes (filas o columnas) el rango no varia, es decir:

0 Las lineas que son todos cero.
0 Las lineas que se repiten.
0 Las que sean multiplos o combinaciones sencillas de otras.

Método:

1° Si la matriz A es cuadrada de orden n se calcula det (A). Puede ocurrir:
Sidet (A) # 0rg(4) = n -> las filas de A son linealmente independientes.

Si det (A)= 0 Hallo todos los menores de orden n-1. Con que uno solo de los determinantes es distinto de

cero rg(A) = n -1 -> Las filas de A son linealmente dependientes.
Si todos los menores n-1 son cero.

Hallo todos los menores de orden n-2. Si uno solo de los determinantes es distinto de cero rg(4) =n -2.y

asi sucesivamente

2° Sila matriz A no es cuadrada analizar en primer lugar los mayores determinantes que se puedan extraer de la
matriz. Y se opera igual que el caso anterior.




Calculo del rango de una matriz que depende de un parametro

e Sila matriz es cuadrada se resuelve la ecuacién |A|]=0. Las soluciones son los casos que hay que estudiar.

e Sila matriz es rectangular se resuelve la ecuacién |A’|=0. Donde A’ es una submatriz cuadrada de A con el
mayor tamafio posible. Las soluciones son los casos que hay que estudiar. Da igual la submatriz que se
elija, aunque no salgan los mismos casos, si se llega a las mismas conclusiones.

Matriz inversa

. (A)=A
Propiedades o (A+B)Y=A'+B!
de latraspuesta At e (a-Al=a- Al
e (A-B)Y=B'-A!
: Matriz invertible. Una matriz es regular
b Az e el si y solo si su determinante es distinto de FA1o|A| #0
cero.
oo Matriz no invertible. Una matriz es
stz s el singular si y solo si su determinante es AA1o|Al =0
cero.
Matriz ortogonal, Matriz que al multiplicarla por la t_ 1 _ At
traspuesta nos da la identidad. AAR=l->A"" =4
Las matrices inversas solo
n det( A 0 JA-L existen para las matrices _
Inversa A ( ) 7& N cuadradas y se deben cumplir
que |A|#0.
AALI=ATA =,
71 ]_ . 7 \ t ]. . .tt‘
A = —[Adj(A)]" = — - Adj(A")

Calculo de la Inversa A?

. (A)I=A
e (A+B)'#A1+B1
Propiedades de lainversa A? . (k_A)'J-:%A-l

e (AB)!=BLlAl

° -1 =]

° (At)-l - (A-l)t
[A1] = ﬁ si A es regular

Usamos: A-A1=ATA =I,
La inversa debe de multiplicar por el mismo lado que lo estaba haciendo la original.(No existe propiedad
conmutativa).
AX =B—>AlAX = AB—IX=AB— X=AlB
XA=B— XAA1l=BA!'-XI=BAl-> X=BA*
Ejemplo: (X -XA) +C=B - X (I -A) =B-C- X =(B-C)(I -A)*
Ejemplo X-A1+B =C -> X-Al = (B-C) -> X-A1.-A=(C-B)-A-> X:I =(C-B)-A-> X=(C-B)-A
Hay que determinar siempre si el producto lo hacemos por la izquierda o por la derecha.
A veces es necesario sacar factor coman.
Ejemplo XA -2X = A -> XA-X 2I=A -> X(A-2I)=A -> X=A(A-2])*
Algunas veces no se puede despejar mediante la inversa:
Ejemplo AX =XA Para estos casos opero con incognitas e igualando matrices. Resuelvo sistema resultante.

Sistemas matriciales

Los sistemas de ecuaciones matriciales se resuelven de forma analoga a los sistemas de ecuaciones lineales de
dos ecuaciones con dos incognitas, es decir: por sustitucion, igualacion o reduccion.
La X e Y son matrices.
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