IES Fco Ayala de Granada Sobrantes del 2001 (Modelo 5) Solucion German-Jesus Rubio Luna

UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD.
CURSO 2000-2001. MATEMATICAS II

OPCION A
Ejercicio 1 de la Opcion A de sobrantes 5 de 2001.
o . 1 si x<0
Sea f :R — R la funcién definida por f(x) =9 1-x

1-mx-x> si x>0
(a) [1'25 puntos] Determina m sabiendo que f es derivable.
(b) [1'25 puntos] Calcula j‘l f(x) dx

Solucion
(a)
. i i x<0 LZ x<0
Como es derivable tenemos f(x) =< 1-x y f1(x) =19 (1-x)
1-mx-x*> si x>0 -m-2x si x>0

Como es derivable, lo es en x = 0, es decir f(0) =f‘(0") =f*(0")
f(0") = lim f'(x) = lim () = lim (-m-2x) =-m
Xx—>0" X— X—

x>0

f07) = lim f‘(x)=Ilim f‘(x) =lim 1 5 = 1 > = 11=1; portanto-m=1,dedondem=-1
x—> 0"~ iﬁé) x— 0 (1_)() (1_0)
1 .
— <
La funcién es f(x) = 1-x sl x<0

1+x-x> si x>0
(b)
1 0 1 0 1 1
L f(x) dx :L f(x) dx + jo f(x) dx :L X+ jo (1+x—x% dx =

=[-Ln|1-x|]’, + {x +X—22—);—3} = [ (-Ln(1)) = (-Ln(2)) ] + [ (1 +1/2 — 1/3) — 0] = Ln(2) + 7/6

Ejercicio 2 de la Opcion A de modelo 5 de 2001.

[2’5 puntos] Un hilo de alambre de 1 m. de longitud se corta en dos trozos formando con uno una
circunferencia y con el otro un cuadrado. Prueba que la suma de las areas es minima cuando el lado del

cuadrado es el doble que el radio de la circunferencia.
Solucién

| =2pr=1-x

wid

La funcion a optimizar es la suma de las areas S.
El area del cuadrado es S; = (x/4)2 =x%/16

La longitud de la circunferencia es | = 2nr = 1 - x, de donde r = (1-x)/2n, y por tanto el area del circulo

es S, = nr® = x[(1-x)/2n]* = (L/4m)(x* - 2x + 1)

La funcion a optimizar es:
S(x) = Sy + S, = x%/16 + (1/4n)(X° — 2x + 1).

Calculamos la 12 derivada S‘(x), la igualamos a 0, calculamos la 22 derivada para ver que

efectivamente es un minimo (su valor tiene que ser mayor que 0).
S'(x) = (1/16m)(2nx + 8x — 8)
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De S'(x) = 0, tenemos (2nx + 8x — 8) = 0, y resolviéndolo sale x = 4/(n+4), que sera el posible minimo.

Como S"(x) = (1/16xn)(2x + 8) > 0, independientemente del valor de x, tenemos que x=4/(n+4) es un
minimo.

Veamos ahora que el lado del cuadrado | = x/4 es el doble del radio de la circunferencia r = (1-x)/2n
| = x/4 = [4/(n+4)]/4 = 1/(n+4)

=2r (1-x)/m = (1 — [4/(n+4)])/2n = ( (n + 4 - 4)/(n+4) )In = ( ©/(n+4) )In = 1/(n+4). Luego efectivamente el
lado del cuadrado es el doble del radio de la circunferencia.

Ejercicio 3 de la Opcion A de sobrantes 5 de 2001.
[2'5 puntos] Resuelve el sistema de ecuaciones, dado en forma matricial, AX = - AX + B siendo

10 2 1 X
A=|-1 1 1|,B=|4|y X=|y
3 1 4 1 z

Solucion
AX = - AX + B; 2AX = B. Si existiese A~ multiplicando por la izquierda por A~ obtendriamos
X=1/2-A™"B
Para que exista A~ tiene que ser |A]=0

102
1

JAl=-1 1 1/=-5=%0, luego existe A‘1=|A|-Adj(A‘)
314
1 -13 3 2 =2 3 2 =2
A'=|0 1 1; AdjAY=|7 -2 -3|; A‘l=ﬁ-Adj(A‘)=i- 7 -2 -3
2 1 4 4 -1 1 4 -1 1
3 2 -2)(1 13) (-13/10
Portantox=1/2-A‘1-B=1/2-'El- 7 -2 -3|-|4 =%- -8|=| 8/10
-4 -1 1) (1 -7 7/10

La solucién del sistema es X(x,y,z) = (-13/10, 8/10, 7/22)

Ejercicio 4 de la Opcion A de sobrantes 5 de 2001.-
Considera el plano n=2x+y+2z-4=0
(a) [1'75 puntos] Halla el area del triangulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano dado con los
ejes coordenados.
(b) [0'75 puntos] Calcula la distancia del origen al plano dado.
Solucién

(@)

=i

0,z=0, conlo cual x =2y el punto es A(2,0,0)
0,z=0, conlocualy=4Yy el punto es B(0,4,0)
0,y =0, conlo cual x =2y el punto es C(0,0,2)

El punto B se obtiene resolviendo el sistema t = 0,
El punto C se obtiene resolviendo el sistema n = 0,
AB =(-2,4,0) ; AC=(-2,0,2)
El area del trifiangulo es la mitad del modulo del producto vectorial de los vectores AB y AC
ik
ABXAC =|-2 4 0/=i(8)—j(-4) +k(8) = (8, 4, 8)
2 0 2

A,
El punto A se obtiene resolviendo el sistema =0,y
X
X

Area triangulo = (1/2)-|| ABX AC || = (1/2)- 8% + 4% + 8% = (1/2)- /144 = 12/2 = 6 u.a.
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(b)
d(0, m) = d(O, M), siendo M el punto de corte de la recta r perpendicular al plano = por el origen O. Dicha
recta tiene como vector director v el normal del plano n =(2,1,2)

/

X =21
larectaesr=Jy =1
z=21

M=rnn
2(20) + A +2(2)) —4 =0 —> 9A = 4, de donde A = 4/9 y el punto es M( 2(4/9), (4/9), 2(4/9) ), luego

d(0, m) = d(O, M) = ||OM || =+/(8/9)% + (4/9)” +(8/9) =+/144/81=12/9 u.l.

OPCION B

Ejercicio 1 de la Opcion B de sobrantes 5 de 2001.
4x si 0<x<1
16

(x +12)°

4-x si 3<x<4

si 1<x<3

Considera la funcion f : [0,4] — R la funcion definida por f(x) =

(a) [1 punto] Determina la grafica de f.
(b) [1'5 puntos] Halla el area del recinto limitado por la grafica de fy el eje de abcisas.
Solucién

(a)

La grafica de 1/x* es conocida

25
15

0.5

2 -1 1 2
-0.5

La grafica de % es parecida a la de 1/x* pero desplazada una unidad hacia la izauierda en abcisas,
X +

esta dibujada en rojpo mas abajo.

Las graficas de 4x y de 4 — x son rectas, luego sencillas de dibaujar.

La grafica global es

o)
4 \
N\
3 \
2 \\\\
1 T~
1 2 3 4

(b)

Area :jf f(x) dx :jol f(x) dx +LS f(x) dx +L4 f(x) dx :I: (4x) dx +j13 16

(x +12)?°

4
dx + L (4-x) dx =
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= [2x2]2 + L(iﬂ + {4x-x?2} =[(2) — 0] + [(-16/4) — (-16/2)] + [(16 — 8) — (12 — 9/2)] = 13/2 u.a.

Ejercicio 2 de la Opcion B de sobrantes 5 de 2001.
[2'5 puntos] Considera la funcién f : [0,3] — R definida por f(x) = 3x — 2. Calcula el punto de la gréafica de f
mas cercano al punto (2,6) y calcula tambien el mas alejado.
Solucion
Para calcular el punto mas cercano de f al punto A(2,6) tenemos que minimizar la funcion d(A,X), siendo X
un punto genérico del segmento

Veamoslo graficamente antes
6 - &
,6

/{ 1 15 2 25 3
2
X(X,y) = X(x, 3x-2)

AX = (x-2, 3x-2-6) = (X-2, 3x-8)
d(AX) = || AX | =(x - 2)" +(3x-8)° = d(x)
Derivamos para calcular los extremos relativos

gon _2(X—2)+2(3x—8)-3 _ 10x — 26
d‘x) = =
2(x -2 +(3x -8  J(x—-2)? +(3x —8)?
d ‘(x) = 0; 10x — 26 = 0, de donde x = 26/10 = 13/5. El punto seria X(13/5, 3(13/5)-2) = X(13/5, 29/5).
Veamos si es maximo o minimo, para lo cual entramos en la segunda derivada

10-J(x 2% + (3% — 8 — (10x - 26). X 26
J(x-2)? +(3x -8’

(x—2)> +(3x-8)°

10-/(13/5 - 2)°+ (3(13/5) - 8)° -0
positivo
Para calcular el punto méas alejado del segmento al punto A(2,6), si nos fijamos en la grafica el punto tiene

que ser uno de los extremos del segmento, es decir el (0, -2) o el (3,7). Calculariamos la distancia a ambos
puntos y veriamos que el més alejado, que es el que lo hace méximo, es el (0,-2)

d“(x) =

d “(13/5) =

> 0, luego es un minimo

Ejercicio 3 de la Opcion B de sobrantes 5 de 2001.
[2'5 puntos] Determina todos los puntos del plano 2x —y + 2z — 1 = 0 que equidistan de los puntos A(3,0,-2)
y B(1,2,0). ¢ Qué representa geométricamente?

Solucion

Tomamos un punto genérico de dicho plano X(x,y,z)
d(A,X) = d(B,X), es decir || AX|| = ||BX |l; AX=(x-3,Y, z+2) ; BX = (x-1, y-2, Z)
NAX|| =(x =3)2 +(y)? +(z+2)* =4/(x=1)% +(y —2)° +(2)? = ||BX||. Elevando al cuadrado y simplificando
nos queda —4x + 4y +4z+8=0
Como el punto X es del plano, verifica la ecuacion de dicho plano 2x —y + 2z — 1 = 0. Por tnato los puntos
-X+y+z+2=0
2Xx-y+2z-1=0

pedidos verifican a la vez { , que es la ecuacion de una recta dada en su forma implicita.

Ejercicio 4 de la Opcion B de sobrantes 5 de 2001.
1 21

ConsideralamatrizA=|A 1 A
0 A 1
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(a) [1 punto] Determina para que valores del parametro A la matriz A no tiene inversa.
(b) [1'5 puntos] Calcula, si es posible, la matriz inversa de A para A = - 2.

Solucién
(a) Para que A no tenga inversa tiene que ser |A| =0
1 21
[Al =2 1 A|= 1(1-%2) -AA) + 1(%2) =1-2* = 0; de donde A% = 1, y las soluciones son A = £ 1. Por tanto si
0o 2 1
A=1 o A =-1entonces no existe A"
(b)
Calculemos A™ para i = -2
1 -2 1
A=|—2 1 =2[;|A|=1-(2)°=1-4=-3
0o -2 1
1 2 0 -3 0 3
La matriz inversa es A‘1=iAdj(A‘); A'=| 2 1 =2|; Adj(AY=| 2 1 0 |, Iluego
[Al 1 -2 -1 4 2 3
-3 0 3
A‘lziAdj(At) -La 0 o
Al -3
4 2 3
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