IES Fco Ayala de Granada (Modelo 6 del 2006) Solucién German-Jesus Rubio Luna

Ejercicio 1 de la opcion A del modelo 6 de sobrantes de 2006.
Sea f:R — R lafuncién definida por f(x) = x> +ax® + bx + 1
(8 [1'5 puntos] Determina a, b € R sabiendo que la grafica de f pasa por el punto (2, 2) y tiene un punto de
inflexion de abscisa x = 0.
(b) [1 punto] Calcula las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la grafica de f en el punto de inflexion.
Solucion
(2) 3 2
f(X)= x’+ax"+bx+1
Pasa por (2,2), nos dice que f(2)=2
Punto de inflexién en x = 0, nos dice que f “(0) =0
f(x)= 3x*+2ax+b
fU(x) = 6x +2a
Def“(0) =0tenemos 0 =0+ 2a, dedondea=0
De f(2) = 2, tenemos 2 = 8 + 2b +1, de donde b = -7/2
La funcién es f (x) = x> -7/2x + 1

(b)

El punto de inflexion tiene de abscisa x = 0 (nos lo dice el problema)

La ecuacidn de la recta tangente en x =0 es y — f(0) = f ‘(0)(x — 0)
f0)=1

f'0)=b=-7/2

Luego larecta tangenteenx=0es y—1=(-7/2)(x — 0)

La ecuacion de la recta normal en x = 0 es y — f(0) = (-1)/[f “(0)](x — 0)
f0)=1
f'0)=b=-7/2
Luego larecta normalenx =0es y—1 = (2/7)(x—0)
Ejercicio 2 de la opcion A del modelo 6 de sobrantes de 2006.
. - Lnx si O0<x<1 L .
Sea f: (0, 2) » R lafuncién definida por f(x) = ) , siendo Ln la funcién logaritmo
Ln(2-x) si 1<x<2

neperiano.
() [1 punto] Estudia la derivabilidad de f en el punto x = 1.
(b) [1’5 puntos] Calcula J‘ll'sf(x)dx

Solucion
(a)
_ | Lnx si 0<x<1
()_{uuzm si 1<x<2
Antes de estudiar la derivabilidad en x = 1, estudiaremos la continuidad en x = 1.
f(x) es continuaenx=1si f(1) = lmf(x) = XILn;f(x)

Iirrllf(x) = Iir? Ln(2-x)=Ln()=0
f()= Iirrllf(x) = Iin;(Lnx) =Ln(®) =0

Como f(1) = limf(x)=limf(x) =0, la funcion es continuaenx =1
x—1" X—1

si 0<x<1
f(x) =

—— si 1<x<2
2-X

La funcion es derivable en x = 1 si f {(1%) = (1)
f'(@)=Ilimf'(x)= lim (—1j =-1
x—1"

x—1" - X

e X e
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f(1) = limf(x) = lim G) =1

Como f ‘(1% # £(1), la funcién no es derivable en x = 1

[t (x)ax

Calculamos | = | Ln(2 — x)dx, que es una integral por partes (| u-dv = u-v - | v-du)
u=Ln(2-x) - du =-dx/(2-x); dv=dx — v =] dx = x.

| = x:In(2-X) - | x--dx/(2-x) = x-In(2-x) + [ x-dx/(2-x) = x:In(2-x) + I,

l, = | x-dx/(2-x) que es racional

X X+ 2

Xx+2 | -1

2

I, = [-1-dx + | 2-dx/(2-X) = -x + 2:Ln(2-X)-(-1) = -x - 2-Ln(2-X), por tanto:

I = x:In(2-x) + I, = x:In(2-X) + (-X - 2-Ln(2-X)) = x:In(2-X) - X - 2-Ln(2-X)

Laintegral pedida es [,**f(x)dx = [;*>Ln(2-x)dx = [x:In(2-X) - x - 2-Ln(2-x)],*° =

= ((1'5)-Ln(0'5) - 1'5 - 2.Ln(0'5) ) - ( (1)-Ln(1) - 1 - 2-Ln(1) ) = (- 1’5 — 0'5-Ln(1/2) ) - (0-1-0) =
=-15-05-(Ln(1) - Ln(2) ) + 1 = -0’5 + 0'5-Ln(2)

Ejercicio 3 de la opcion A del modelo 6 de sobrantes de 2006.
. . -3 -1 -2
Considera las matrices A = (ZJ B=(2 1) y C= [6 GJ
() [1'25 puntos] Halla, si existe, la matriz inversa de AB + C .

X X
(b) [1'25 puntos] Calcula, si existen, los nimeros reales x e y que verifican: C{ J = 3( j
y y

Soluciéon

(:): (;j B=(2 1) y C= [61 :j

D-AB+C=| > (2 1)+ el I At Y il P
2 6 6 4 2 6 6 10 8
Existe la inversa de la matriz D si det(D) = 0
-7 -5
=
10 8
D = (L/|D)AG|(D )

-7 10 8 5 (8 5
D'= . Adj(D') = . pt-_t
5 8 ~10 -7 6-10 -7

L))

-1 -2)(x -X -2y 3x . . .
= = . Igualando miembro a miembro tenemos el sistema
6 6 )\y 6X + 6y 3y

-X — 2y = 3X
6X + 6);/ = 3y, y al resolverlo obtenemos x =0 e y =0, por tanto la igualdad solo es cierto parax =y = 0.
Ejercicio 4 de la opcion A del modelo 6 de sobrantes de 2006.
[2'5 puntos] Sea la recta r de ecuaciéon (x — 1)/1 =(y+2)/3 = (z- 3)/(-1) y el plano & de ecuacién
x —y+z+1=0. Calcula el area del triangulo de vértices ABC , siendo A el punto de corte de larectary el
plano &, B el punto (2, 1, 2) de larectar y C la proyeccion ortogonal del punto B Sobre el plano .
Solucion
Delarectar=(x—-1)/1 =(y+2)/3 = (z-3)/(-1) =m € R, tenemos el punto M(1,-2,3) y el vector director u =

=—6+0, luego existe D *
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(1,3,-1)
Del plano t=x -y + z+ 1 =0 tenemos el vector normal n = (1,-1,1)

A es el punto de corte la recta r con el plano =. Ponemos la recta en vectorial y la sustituimos en el plano
r=(xy,z) = (1+m, -2+3m, 3-m)
(1+m) = (-2+3m) + (3-m) + 1 = 0, de donde m = 7/3 y el punto A es A(1+7/3, -2+3(7/3), 3-7/3) = A(10/3, 5, 2/3)

B

1.
o

Para hallar la proyeccion ortogonal de B(2, 1, 2) sobre el plano =, calculamos la recta s que pasa por By es
perpendicular al plano = por tanto su vector director v es el normal del plano n, v =n =(1,-1,1). La recta en
vectorial es s = (x,y,2z) = (2+n, 1 - n, 2+n)

(2+n) = (1-n) + (2+n) + 1 = 0, de donde n =-4/3 y el punto C es C(2-4/3, 1+4/3, 2-4/3) = C(2/3, 7/3, 2/3)

Los puntos del triangulo son A(10/3, 5, 2/3), B(2, 1, 2) y C(2/3, 7/3, 2/3). Si nos hemos fijado en su
construccion es un tridngulo rectangulo, por tanto Suarez es 1/2 de cateto por cateto

B

/f—\ ¢
Area = (1/2)||CA|| ||CB]|

CA = (10/3 — 2/3,5 — 7/3, 2/3 — 2/3) = (8/3, 8/3, 0)
CB =(2-2/3,1-7/3,2 - 2/3) = (4/3, -4/3, 4/3)

o [3-5]-3 0w ] -4

Area = (1/2)||CA|| [[CB|| = %-%ﬁéf - %ﬁ v

Qtra forma de hacerlo
Area = (1/2)||CAXCB||

7K
CAXCB = [8/3 8/3 0 |= i(32/9) —(32/9) + k(-64/9= (32/9, -32/9,-64/9)
4/3 413 413
Area = (1/2)]| CAxCB f| = L.[[32) +[32) o [84) _16 5
2\ 9 9 9) 9

Ejercicio 1 de la opcion B del modelo 6 de sobrantes de 2006.
[2’5 puntos] Se desea construir una lata de conserva en forma de cilindro circular recto que tenga una
superficie total de 200 cm’. Determina el radio de la base y la altura de la lata para que el volumen sea maximo.

Solucidén
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Volumen =V = &rea base por altura = nr’h
Relacion = 200 = 2xrh + 2nr?, de donde h = (100/xr) —r
V(r)= nr’h = nr’[(100/xr) — r] = 100r - 7t

Le aplicamos la técnica de maximos y minimos
Sif‘(@=yf"(@) >0, x =a es un minimo relativo
Sif‘(@=yf"(@) <0, x=aes un maximo relativo

V(r) = 100r - xir°.
V (r) = 100 - 3xr°,

V ‘(r) = 0, nos resultal00 - 3nr’=0, de donde r =+ 100

= +£ Solo vale la solucién positiva porque son
3z \3r’
longitudes.

V “(r) = - 6xr, de donde V (ﬂj = —67r.£ <0, por tanto es un maximo.

V3z) T \ar

Veamos las dimensiones de la lata r _ 10 y h= 100 _ 10 _ 20
\3r . 10 3z 3z
\3r

Vemos que la altura es el doble del radio, es decir la altura coincide con el diametro.

Ejercicio 2 de la opcion B del modelo 6 de sobrantes de 2006.
(a) [0'75 puntos] Haz un esbozo del recinto limitado por las curvas y = 15/(1 +x°) e y=x"—1.
(b) [1'75 puntos] Calcula el area de dicho recinto.
Solucién
(a)
La funcién y = 15/(1 + x°) siempre es positiva (esta por encima del eje de abscisas OX), tiene larectay = 0
como asintota vertical en + «, porque XILrp f(x)=0, y ademas f(0) = 15

La parabola x° — 1 es exactamente igual que x* pero desplazada una unidad hacia abajo en ordenadas OY.
Teniendo en cuenta lo anterior un esbozo de las graficas es
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(b)
Para calcular el area del recinto que delimitan veamos en que puntos se cortan igualando las funciones.
15/(1 + xz) =x* -1, de donde x* = 16 y sus soluciones son x = + 2
3 2

15 ~—x?+1)dx =| 15.artg(x) X x| =
1+x 3 ,
= (15artg(2) — 8/3 + 2) — (15artg(-2) + 8/3 - 2) = 30artg(2) — 4/3 u°. (artg(-2) = -artg(2) )

Ejercicio 3 de la opcion B del modelo 6 de sobrantes de 2006.

Considera el sistema de ecuaciones lineales

L, 2
El area es le(

X+ y-z=-4
3X+Ay+z=A-1
2X + Ay =-2
(a) [1'25 puntos] Clasifica el sistema segun los valores del parametro A.
(b) [1'25 puntos] Resuelve el sistema para A = 1.
Solucion
CY
X+ y-z=-4
X+Ay+z=A-1

2X + Ay = -2
11 -1 11 -1 4
La matriz de los coeficienteses A={3 1 1 |ylaampliada A'={3 1 1 A1-1
2 2 0 2 4 0 =2
11 - 1 1 -
det(A) = [A[=3 21 1 =4 A+1 0|=(-1)@r-2A-2)=-21+2

2 A 0|22F+22F |2 1 O
|A] =0, nos dice que -21 + 2 = 0 de donde A = 1.

SiA #1,rango(A) = rango(A*) = 3 por tanto el sistema es compatible y determinado y tiene solucién Unica.

(b)

Sia =1
111 11 -1 -4
La matriz de los coeficienteses A={3 1 1 |ylaampliada A'=|3 1 1 0
210 21 0 -2
En A como :‘:1—3:—2¢0,rango(A)=2
11 -4 -3 -1 0
EnA'como|3 1 0 =|3 1 0]|=0, por tener dos filas iguales, luego rango(A*) =2

2 1 2BF+32F(-2) |2 1 -2

Como rango(A) = rango(A*) = 2, el sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones que
dependen de un parametro. Tomamos dos ecuaciones y dos incognitas principales. Elijo 23 y 32

3xX+y+z=0
2x+y =-2.Tomando z =a € R obtenemos x=2—-a e y=-6 + 2a, luego la solucion del sistema para i =1
es(x,y,z2)=(2—a,-6+2a,a)con aeR

Ejercicio 4 de la opcion B del modelo 6 de sobrantes de 2006.
[2'5 puntos] Halla las ecuaciones paramétricas de una recta sabiendo que corta a la recta r de ecuacion x =y =
z, es paralela al plano = de ecuacién 3x + 2y — z =4 y pasa por el punto A(1, 2, —-1).

Solucién

Para determinar la recta “s” pedida necesito un punto A (lo tenemos) y un vector director u = (x,y,z). Vamos a
determinarlo

Recta "s”. Corta a la recta “r". Paralela al plano “n". Pasa por A(1, 2, -1)
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—

!

De larectar=x =y =z tenemos el punto B(0, 0, 0) y el vector director v = (1, 1, 1)
Del plano & = 3x + 2y — z = 4 tenemos el vector normal n = (3, 2, -1)

Como la recta “s” es paralela al plano = el vector director de la recta u es perpendicular al normal del plano n, es
decir su producto escalar es cero.
uen =3x+2y-z=0

Como la recta “s” corta a la recta “r” el determinante det(AB, u, v) = 0, siendo A un punto de “s”, B un punto de
“r',yu yv los vectores directores de s y r.

AB =(-1,-2,1)
-1 -2 1

det(AB,u,v)=0=|x y z|=-X(-3)+y(-2)-2z(1)=3x—2y—-z=0
1 1 1

Resolvemos el sistema

3x+2y-z=0

3x — 2y — z = 0, si restamos obtenemos 4y = 0, de donde y = 0. Tomando x = a € R tenemos z = 3x = 3a, ,por
tanto la solucion es (x, y, z) = (a, 0, 3a) con a € R. Estas son las coordenadas genéricas de todos los vectores
directores de la recta “s” buscada. Si hacemos a = 1 tenemos el vector u = (1, 0, 3) y la recta pedida en

x=1+4
paramétricas es s=<y =0
z=-1+31
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