Geometria plana

1. Relaciones angulares
1.1. Angulos en una circunferencia

Veamos las definiciones de los siguientes angulos:

o Angulo central: Se dice al angulo que tiene el vértice en el origen,
dividiendo a la circunferencia en dos arcos de circunferencia.

e Angulo inscrito: Se dice que un angulo que tiene el vértice sobre la
circunferencia y corta a esta en dos arcos de circunferencia.
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Relaciones en los angulos de una circunferencia:

1. Todos los angulos inscritos que abarcan el mismo arco (pasen por A y B)
tienen el mismo valor independientemente donde se sitte el vértice

2. El angulo central vale el doble del angulo inscrito que abarque el mismo arco
de circunferencia.

Graficamente:

Caso particular: Si el arco que abarca el angulo
central es de media circunferencia (90°) entonces los
inscritos seran de 90°.
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1.2. Angulos opuestos por el vértice

Cuando dos rectas se cortan en un punto se forman 4 angulos, siendo dos parejas
de angulos opuestos por el vértice.

Se cumple que los angulos opuestos por el vértice miden lo mismo, siendo
suplementarios (suman 180°) los no opuestos por el vértice.

angulos opuest(?s por el vértice

o+B=180°

1.3. Angulos formados por lados paralelos y perpendiculares

Cuando dos angulos estdn formados por dos lados paralelos puede ocurrir que
estos dngulos sean iguales o suplementarios (sumen 180°)

B=180-a

Cuando dos angulos estan formados por lados perpendiculares puede ocurrir que
estos dngulos sean iguales o suplementarios (sumen 180°)



B=180-

2. Triangulos
2.1. Propiedades generales de los triangulos
Notacion: llamaremos a los vértices A,B.C a sus lados opuestos a, b, cy los angulos

A

A,B,C.
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Propiedad de los dangulos: la suma de los angulos de un tridngulo es de 180°,

independiente de como sea el tridngulo. A+B+C=180°

Demostracion: Si trazamos una recta paralela a uno de los lados por el vértice
opuestos se nos forman con el vértice tres angulos, el angulo del propio tridngulo y dos
mas que son iguales a los otros dos angulos del tridngulo, ya que estan formados por
lados paralelos. Como los tres angulos suman 180° se cumple la proposicion




Propiedad de los lados: los lados de un triangulo cumplen que el mayor siempre es
menor que la suma de los otros dos.

Demostracion: es imposible construir un triangulo si el lado mayor es superior a la
suma de los otros dos, veamoslo graficamente:

a) Construcciéon de tridngulo donde lado mayor es menor que la suma de los otros
0S:
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b) Construccién imposible de tridngulo donde lado mayor es mayor que la suma de
los otros dos:
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Relacion de los lados y dngulos: en todo triangulo al mayor angulo le corresponde
el lado opuesto de mayor tamafio, al menor angulo el lado opuesto es el menor.

b>a>c> B>A>C

A b c

Nota: siun tridngulo tiene dos angulos iguales sus lados opuestos son iguales, y lo
son los tres lados lo son también los tres lados (asi el triangulo equilatero tiene también
los tres angulos iguales)



Ejercicio 1: Decir si son posibles los siguientes tridngulos:

a) a=4cm, b=20cm, c=12cm
b) Isosceles A=80°, B=40°

Ejercicio 2: Calcular el dngulo de un tridngulo isosceles donde el dngulo opuesto al
lado desigual mide 100°.

Ejercicio 3: Calcular los angulos de un triangulo equilatero.

2.2. Relacion en triangulo rectangulo. Teorema de Pitagoras.

Notacion: en un triangulo rectangulo los catetos (lados menores que forman el
angulo recto) se denotan como b y ¢, y la hipotenusa (el otro lado del triangulo) se

denotard como a. Se cumple entonces que A=90°
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Teorema de Pitagoras: en todo triangulo rectangulo se cumple que la suma de
los catetos al cuadrado es igual a la suma de la hipotenusa al cuadrado. Es decir

a’=b*+c’

Demostracion: existe mas de 100 demostraciones diferentes, veamos una de ellas.

Para eso construimos un cuadrado repitiendo 4 veces el tridngulo rectangulo:

Vemos que se generan dos cuadrados, el

grande de lado b+c y el pequefio de lado a. El

b area del cuadrado grande sera igual a la suma del

area del pequefio mas la de los 4 triangulos
(iguales):
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Igualando las areas: éreacuadrado grandezélrea cuadrado pequeﬁ0+4'éreatriéngulo >
1
(b+c)2=az+4-5bc > b*c*+2be=a’+2-be,

simplificando obtenemos el teorema de Pitagoras: b’*+c’=a’



2.3. Propiedades de los triangulos equilateros e isdsceles

En los tridangulos equilateros e isosceles se cumple que la altura del lado desigual
(en los equilateros las tres alturas) dividen a la base en dos partes iguales.
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Triangulo isosceles Triangulo equilatero

Ejercicio 4: Calcular el area de un tridngulo equilatero de lado 6 cm.
Ejercicio 5: Calcular la diagonal de un cuadrado de area 36m’
Ejercicio 6: Calcular el area de un hexagono regular de 8cm de lado.

Ejercicio 7: Calcular el valor de la altura de un trapecio isosceles donde las bases
vale 10 m y 4 m y la altura 4m.

3. Semejanzas de figuras.
3.1. Definicion de semejanza
Definicion: dos figuras se dicen que son semejantes si tienen misma forma de tal
manera que se cumple:
1. Los angulos correspondientes son todos iguales
2. Los lados son todos proporcionales entre si. La razon de

proporcionalidad (cociente entre lados correspondientes) se llama razon de
semejanza

Ejemplo:
1) todos los cuadrados son semejantes (angulos iguales y lados proporcionales)
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Luego la figura F; es semejante a F, (F;=F;) con razén de semejanza de k=

dem _,
2cm

2) Todos los circunferencias son semejantes
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F2
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Luego la figura F; es semejante a F, (F;=F;) con razén de semejanza de k=

lem 1

3em 3
3) Veamos un ejemplo de dos figuras arbitrarias semejantes:

3
£ 2c

La figura F; es semejante a F, (F|=F,) con razon de semejanza k=§c—m = %
cm

En la vida corriente las figuras semejantes que se utilizan son por ejemplo los planos

(en 2 dimensiones) o las maquetas (en 3 dimensiones).

Definicion de escala: el concepto de escala es equivalente al de razon de semejanza,

es la razon métrica entre un plano o maqueta y aquello a lo que representa.

La notacion usual en los mapas es la siguiente 1:1000 que significa que lcm en el

mapa es en realidad 1000cm=10m. Es equivalente a una razon de semejanza k=1000.

Formas de construir figuras semejantes: hay varias formas veamos a partir de un

punto fijo (foco):




3.2. Criterios de semejanza generales de triangulos
La semejanza en tridngulos es tan importante porque todo poligono se puede
dividir en triangulos, y sera semejante si los triangulos que los forman lo son con misma

constante de semejanza.

Gracias al teorema de Tales para comprobar si dos tridngulos son semejantes no
es necesario ver si todos los angulos son iguales y todos los lados proporcionales. En la

practica tenemos 3 criterios:

VAN

Primer Criterio: dos triangulos ABC y A’B’C’ son semejantes si dos angulos

iguales (por ejemplo A=A y B=B"
AN AN
Segundo Criterio: dos triangulos ABC y A’B’C’ son semejantes si sus tres lados
. a b ¢
son proporcionales (—=— =—
a b

=k).
ANV AN

Tercer Criterio: dos tridngulos ABC y A’B’C’ son semejantes si un angulo igual

y los dos lados que lo forman son proporcionales (por ejemplo A=2 2=5= k)

Todas las demostraciones se hacen a partir del teorema de Tales

Ejercicio 8: decir si son semejantes los siguientes triangulos. a) b=7cm, c=6cm;
b’=2,5cm, c’=2cm A = A'=30° b)A = 30°,B = 70°, A’ = 80°, B’ = 70°,

3.3. Area de figuras semejantes

Teorema: sean F1 y F2 dos poligonos semejantes con razon de semejanza k, el area
de F, y F; se relacionan de la siguiente manera: area(F2)=k2area(F1).

La demostracion es sencilla si pensamos que para calcular el area de cualquier
figura multiplicamos dos longitudes (base por altura por ejemple en los tridngulos), y si
ambas se relacionan con k el producto de ellas lo hara con k?

Ejercicio 9: Los lados de un tridngulo miden 3 cm, 4 cm y 5 cm. Se construye otro
semejante a €l cuyo lado menor mide 15 cm. a) ;Cudl es la razon de semejanza? b)
Halla los otros dos lados del segundo triangulo.c) El primer tridngulo es rectangulo.
(Podemos asegurar que el segundo también lo serd?

Ejercicio 10: El gato de Leticia se ha
subido a un poste. Leticia puede ver a su .
gato reflejado en un charco. Toma las -
medidas que se indican en el dibujo y v -~
midela altura de sus ojos: 144 cm. (A qué
altura se encuentra el gato?




Ejercicio 11: Hallar la altura del edificio sabiendo que la mesa 1 m de altura, 80cm de
acho y la regla una altura de 52cm
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Ejercicio 12: Calcular los datos que faltan sabiendo que la figura 1 tiene un area de
4cm’ y la figura 2 de 36cm”. AD=2cm, BC=3,5cm, A,B,=9cm, D,C,=8,4cm
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4. Areasy perimetros de los poligonos

Tablas elaboradas por Jos¢ Maria Arias Cabezas (www.infoymates.es)

Nombre Dibujo Perimetro Area
; P = Suma de los h-
A
Triangulo 2 \d lados A=—
|
|
i 5 P=b+c+d
Cuadrado P=4-a A=2a?
4
Rectangulo 4 P=2(b +a) A=b-a
]
A
Rombo P-4-3 o D_;
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|
Romboide i3 P=2(b+c) A=b-a
i
s
Trapecio P=B+c+b+d ﬁ=B+b




A = Suma de las areas de

P=a+b+c+d s dos triangulos

P=nf A=

5. Perimetros y areas de figuras circulares

L=2nR

A =1R?




-

Sector circular A= -n®
360°

h A=m(R2-2)

Corona circular

Ejercicio 13: Calcular las areas sombreadas

a) b) (lado del hexagono 4 cm, es rectangulo)




g)

12cm

(—Srb

h)




Soluciones
Ejercicio 1:

a) No es posible pues b>a+c
b) No es posible pues si es isdsceles dos angulos iguales, luego dos opciones el
agulo que falta es de 40° 2 40°+40°+80°#£180° o de 80°=> 80°+80°+40°£180

Ejercicio 2:

El angulo que nos dan es el distinto a los otros dos, luego 100°+x+x=180°> x=40°
Ejercicio 3

Los tres angulo son iguales pues los tres lados también lo son, luego 3x=180° > x=60°
Ejercicio 4

Necesitamos calcular la altura, para esto debemos buscar un tridngulo rectangulo cuya
unica incognita sea la altura. Como la altura divide al tridngulo en dos partes iguales:

-> 6cm

3cm

112
a=6cm, b=3cm, c=h > a’=b*+c® > 6=h’+3? >
h=v36 —9 =/27cm

Areazbz;h = 6'7@ = 3v27 cm?
Ejercicio 5:
A=x’=36m>>> x=6m
2,2 42 m 2 ;g 2 10, o
X +x"=6"; 2x"=36; x"=18; x=V18m

X

Ejercicio 6: En el hexagono regular se cumple que el lado del hexdgono es igual al
radio de la circunferencia donde esta inscrita, ya que el tridngulo central es equilatero.
Las razones de ser equildtero es que al ser dos lados el radio de la circunferencia el
triangulo es al menos isdsceles, pero el angulo en principio desigual del triangulo mide
360°/6=60°, luego es equilatero.
perimetro-ap

2

area =

ap=V82 — 42=\/58cm

Perimetro=8-6=48cm

Area=48'2m=24\/ 58 \ 3
~—  —




Ejercicio 7: Tenemos que aplicar el teorema de Pitdgoras cuya unica incognita del
triangulo recto.

4cm

Scm Scm

10cm

(10-4):2=3
h*=5%-3? > h=4m.

Ejercicio 8:

a) b=7cm, c=6cm; b’=2,5cm, ¢’=2cm A= A'=30°

B
B’
A’A C
A C

Veamos si se cumple el criterio 3: b =< —>l =§ —14#15 no semejantes

b ¢ 25

b) 4=30°,8=70°, A'=80°,B'=70°

B
B’
AQC’
A C

A simple vista parece que no son semejantes, pero engaia. Lo que ocurre es que los

2 triangulos son semejantes pero estan girados. Tal que el vértice equivalente de A es

C’, el de C es A’. Vemos como son iguales los tres angulos:
A=30°,8=70°,C =180 — (70 +30) = 80° -> 30°, 70°, 80°
A'=80°,B'=70°,C'=180 — (70 + 80) = 30° >30°, 70°, 80°

Luego son semejantes.

Ejercicio 9:

a) k=15/3=5



b) 4cm-5 = 20cm, Scm-5 =25 cm

¢) Dos triangulos semejantes tienen los angulos respectivamente iguales. Por tanto, si

uno es rectangulo, también lo es el otro.
Ejercicio 10

Los tridngulos formados por Leticia y el charco y el poste con el charco, son
rectangulos. Ademas, los dngulos que forman con el charco son iguales. Luego, los dos
tridangulos son semejantes.

1,44 x 41,44

X
L6 4 1,6

=3,4 El gato se encuentra a 3,6 m de altura

Ejercicio 11

| m

2 m

0,52/x==0,8/24 = x=15,6. La altura de la casa es 15,6+1=16,6 m

Ejercicio 12
AD=2cm, BC=3,5cm, A;B,=9cm, D,C,=8,4cm
Calculemos la constante de semejanza a partir de las areas: k’=36/9=4 > k=2
Luego A;D,=2-2=4cm, B,C,=3,5-2=7cm, AB=9/2=4,5 cm, DC=8,4/2=4,2cm
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