SUCESIONES
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REFLEXIONA Y RESUELVE

¢Cuantas parejas de conejos?

¢Cuantas parejas de conejos se produciran en un afio, comenzando con una pare-
ja unica, si cada mes cualquier pareja engendra otra pareja, que se reproduce a su
vez desde el segundo mes?

Razonando del modo que se propone, llegamos a que el nimero de parejas, mes a mes, es:
1, 1,2, 3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144

Asi, el ndmero total de parejas al final del afo es de 144 (Ia que habia al principio y otras
143 nuevas).

La sucesion de Fibonacci y el nUmero ©

Si dividimos cada dos términos consecutivos de la sucesion de Fibonacci, obtene-
mos:

1 1 2 3 5 8 13 21

12 3 5 8 13 2
1 1 2 3 5 8 13
1 2 15 1,66 1,6 1,6251,615

Comprueba, calculando nuevos cocientes, que el niimero al que se aproximan es
el nimero aureo.

55 89 144
22 = 1,61764...; 22 = 1,61818...; — = 1,61797...
7 = 5 797

34
1++s

=1,61803...
2 ’ 3

Se aproximan al ndmero dureo ¢ =
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Una representacion grafica

Observa esta composicion hecha con cuadrados:

12f2¢

4°

30

52

9‘3

El lado de los cuadrados primero y segundo es 1. A partir del tercero, el lado de
cada uno de los siguientes cuadrados que se van formando es igual a la suma de
los lados de los dos que le preceden. ;Cual es el lado del 8%? ;Y el del 92?

Observa también los rectangulos que se forman sucesivamente:

8:5

Los cocientes entre sus dimensiones forman la sucesion que estudiamos en el
apartado anterior. Se aproximan, por tanto, al nimero ®. Esto quiere decir que
estos rectingulos se parecen, cada vez mas, a rectingulos aureos.

Compruébalo para los cuatro siguientes rectangulos:
13:8 21:13 34:21 55:34
El lado del 8.° cuadrado es 21 y el lado del 9.° cuadrado es 34.

34 1619, 2 —1617...

13 _ 4 eos, % - 1,615 2 :

8

1+5

2

Se aproximan al nimero aureo ¢ = = 1,61803...
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1. Di el criterio por el que se forman las sucesiones siguientes y afnade dos tér-
minos a cada una:

a) 3, 8,13, 18, 23, ... b) 1, 8, 27, 64, 125, ...
©) 1, 10, 100, 1 000, 10 000, ... d) 8;4;2;1; 0,55 ...
e1,3,4,7,11,18, ... 08,3,5-2,7,-9, ...
21,-2,3,-4,5,-6, ... h) 20, 13, 6,1, -8, ...

a) Cada término, a partir del segundo, se obtiene sumandole 5 al anterior: a, = 28, a, = 33.
b) Cada término es el cubo del lugar que ocupa: b, = 216, b, = 343.
¢) Cada término, a partir del segundo, se obtiene multiplicando por 10 el anterior:

¢ = 100000, ¢, =1000000.

d) Cada término, a partir del segundo, se obtiene multiplicando por % (dividiendo entre 2)
el anterior: dg = 0,25, d = 0,125.

e) Cada término, a partir del tercero, se obtiene sumando los dos anteriores: e, = 29,
eg = 47.

f) Cada término, a partir del tercero, se obtiene restando los dos anteriores: [, = 16,
o =—25.
8

g) Cada término es el nimero del lugar que ocupa, con signo positivo si es impar, y ne-
gativo si es par: g, =7, gg=-8.

h) Cada término, a partir del segundo, se obtiene restaindole 7 al anterior: b = -15,
b, =-22
h, .
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2. Forma una sucesién recurrente, a,, con estos datos:
a,=2a,=3,a,=a, ,+a, ,

2,3,5,8,13, 21, 34, 55, ...

3. Escribe los cuatro primeros términos de las sucesiones que tienen como tér-
mino general:

1 n—1
a,=3+5(n-1) b,=3- > c,= D" 2"
d,=(n-1)(n-2) e,=n*+(-1)" n?
0l1=3, d2=8, 6l5=137 614=18 b1=3, b2=%, b3=%7 b4=%
Cl=_2’ C2=47 C5=_8, C4=16 d1=0, d2=0, d5=2, d4=6

e, =0, e,=8, ea=0, ey =32
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4. Construye una sucesion cuya ley de recurrencia sea a,=a, , + n.

Si tomamos, por ejemplo, a, = 1, entonces quedaria: a, =1+ 2 =3, as = 3+3=0,
a4=6+4=10, as =10 +5 =15, a6=15+6=21, a,=21+7=128, ..

5. Da el término general de las sucesiones siguientes que no sean recurrentes:

a) 3, 8, 13, 18, 23, ... b) 1, 8, 27, 64, 125, ...
<) 1,10, 100, 1000, 10000, ... d)8,4,2,1,...
e1,3,4,7,11,18, ... )8,3,5,-2,7,-9, ...
g1,-2,3,-4,5,-0, ... h) 20, 13, 6,-1, -8, ...
a,=3+mn-1-5 b) b, = n?
1\7-1

¢, =10""1 d)dn=8-(7)

e) Es recurrente ) Es recurrente
2g,=CD""1n h)h,=20-7-(n-1
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1. ¢Cuales de las siguientes sucesiones son progresiones aritméticas? En cada
una de ellas di su diferencia y afiade dos términos mas:

a)3,7,11,15,19, ... b) 3, 4, 6,9, 13, 18, ...
<) 3, 6, 12, 24, 48, 96, ... d)10,7,4,1,-2, ...
e) 17,4; 15,8; 14,2; 12,6; 11; ... ) -18; -3,1; 11,8; 26,7; 41,6; ...

a) Es una progresion aritmética con d = 4; ag = 23, a, = 27.
b) No es una progresion aritmética.

¢) No es una progresion aritmética.

d) Es una progresion aritmética con d = -3; dy =5, d, =-8.
e) Es una progresion aritmética con d = 1,6; e, = 9,4; e, =78.

f) Es una progresion aritmética con d = 14,9; fy = 56,5; f, = 71,4.

2. En la sucesién 1a), halla el término a,, y la suma de los 20 primeros térmi-
nos.

Gyy=0a, +19 - d=3+19-4=3+76=79

(ay +ay) 20 (3+79)-20 _

820
2 2

Sy =
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UNIDAD H

3. En la sucesion 1d), halla el término d, y la suma de los 40 primeros térmi-
nos.

dy =d; +39-(=3) =10~ 117 = -107

_ dy +dy) - 40 (10 - 107) - 40 _

o > 5 ~1940

4. En la sucesion 1e), halla el término €00 Y la suma de los 100 primeros térmi-
nos.

epp = €+ 99 (-1,0) = 17,4 — 158,4 = ~141

(e; +e150) 100 (174 — 141) - 100
Si00 = 5 - Al - 6180

5. En la sucesion 1f), halla los términos f, f;; y la suma f; ot e + 16t S1oe
fo=/fi+ 7149 =18 + 104,3 = 86,3
fio =f, + 16 14,9 = —18 + 238,4 = 220,4
En la suma pedida hay 10 sumandos.

+ £ 10 :
s % fg) _ (86,3 + 2220,4) 10 _ 15335
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6. ;Cuales de las siguientes sucesiones son progresiones geoméitricas? En cada
una de ellas di su razén y afiade dos términos mas:

a1l,3,9,27,81,...
0 12,12,12, 12,12, ...
e) 90, —30, 10, -10/3, 10/9, ...

a) Es una progresion geométrica con
b) Es una progresion geométrica con

¢) Es una progresion geométrica con

d) Es una progresion geométrica con

e) Es una progresion geométrica con

b) 100; 50; 25; 12,5; ...
d) 5’ _59 5, _59 5’ _59 cee

r=3; a, =243, a,=729.
; by = 6,25, by = 3,125.

r=1; ¢, =12, ¢; =12
r=-1; d, =5, dg=-5.

_ 1. _ 10 _ _10
rE—— e =—==

3 )

27 7 B

7. Calcula la suma de los 10 primeros términos de cada una de las progresiones

geométricas del ejercicio anterior.

Dayg,=a; - r’=1-3"=19683

Ay =4y 19683 -3-1
r—1 3-1

S

10~
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9
b) by, = by - 72 = 100 - (l) 100 _ 25

2 512 128
25 1
222100
by r—=b, 128 2
Spp = 22— - ~ 199,805
—_1
2
Oy =12 S;p=12-10=120
D dyy=-5 8,=0
1\2 _ -90 -10
= .9 = 0 - |—= = = _ -7
e =e =9 (3 19683 2187
1
———90
¢ e r—e 6561 - 67499
10 r—1 - _l_l - ’
3

8. ;En cuales de las progresiones geométricas del ejercicio anterior puedes cal-
é
cular la suma de sus infinitos términos? Hallala.

Podemos calcular la suma de sus infinitos términos en las progresiones geométricas
con |r|<1:

b
s, - 100100 _ o
1-r 1_1 1
2 2
_ 4 _ 9  _ 90 _
e s, T 1_(_1) 7 67,5
3 3
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9. Calcula: 12 + 22 + ... + 302

30 (30 + D) - (60 + 1) _ 30 - 3161

G A = 9455

10. Calcula: 502 + 512 + ... + 602

60-61-121 495099 _
6 6

= 73810 — 40425 = 33385

(12+ ...+ 60H) - 12+ ... +49% =

11. Calcula: 13 +23+ 33+ ... +153

2., 2
157 167 416 = 14400
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12. Calcula: 23 + 43 + 63 + ... + 203
3443463+ .. +203=Q2-1D3+Q2-23+(2-33+...+2-10)3=
=23.13+23.23+23-35+ . +23-10%=

= 25(13 + 23 + 33 + ...+ 103) =

2. 112
=8~%=8-3025=24200
Pagina 57
. _4n+10 . ..
1. Representa la sucesiéon a, = a1 Y asignale un valor a su limite.
n_
141
12
10 a, =14, a, = 6, az = 445 a,=371;
as =333, ..., d; = 2,03,..
. Ay = 2,06; ... ai 000 = 2,000, ...
A lima, =2
IR ?%¢90ceces |
5 10 15

2
2. Representa la sucesion b, = nT —2n+ 3 y asigna un valor a su limite.

8 )| b, =125 b, =0; by =-0,75;
6 - by =~1; by ==0,75; by =0;
4 I by = 1,25 by = 3; by = 5,25, b, = 8,...,
2} H broo = 2303,...
=..:= 1 lim b, = +oo
)
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3. Estudia el comportamiento de estas sucesiones para términos muy avanzados e
indica su limite:

a)a, - 2”6‘3 b) b, - 2::53
c,=3-2" dd,=-5-L
nd

a) dy, = 2,83; dyy = 32,83; dy o = 332,83,... lima, = +oo
b) by, = 1,133; by = 1,876; by oo = 1,987,... lim b, = 2
Q) ¢yg =—1021; ¢oy = —-1,27 - 103,... lim ¢, = —oco

A dyy = 4999 d, g = 4,999999,... lim d, = 5

4. Di, razonadamente, cuiles de las siguientes sucesiones tienen limite:

__ 2 - n__ 1N
a) u,,——? b) b, = (-1) %
Ac,=CD"n dDd, =D 2
nZ

)y = —0,02; a5, = —0,0002; a1, oy = —0,000002,... lim a,, = 0.
b) by, = 0,714; by, = —0,733; by, = 0,962; by, = —0,962,...

Los términos pares son positivos y tienden a 1; los términos impares son negativos
y tienden a —1. La sucesion no tiene limite.

e =-1,¢,=2, €3 = =3,... Cgop = 1000, ¢y, = —1001,...

Los términos impares son negativos y tienden a —eo; los términos pares son positi-
vos y tienden a +eo. La sucesion no tiene limite.

dd, =25 d, = 0,5;...; dy, = 0,0002; dy, =—0,000196,... limd, =0,
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1. Obtén los ocho primeros valores de a . (términos de la sucesion) yde S . (su-
mas parciales) en cada una de las progresiones siguientes. Calcula en cada
una el lim S,;

a) 125, 50, 20, ... b) 125, -50, 20, ... c)17,-17,17, ...
d)17,17,17, ... e) 10; 12; 14,4; ... ) 10; -12; 14,4; ...
16 32 64
3) ﬂl = 125, ﬂz = 50, ﬂ3 = 20, ﬂ4 = 8, ﬂs = ? = 3,2, ﬂ() = g = 1,28, ﬂ7 = E = 0,512,
ag = %ﬁ = 0,2048.
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UNIDAD H

= 203; 55 = 206,2; S = 207,48; S5 =207,992;

S, =1258, =175; S, = 195; S,
S, = 208,1968.
Como r=2 =04<1; lims, -1 - 125 _ 625 _ 583
5 1-r 1- 2 3
5
D) by = 125; b, =50, by=20; by =—8 by =32 b, =—128 b,=0512; by=—02048.
89,432; S, = 89,2272,

S, =125; §, = =95; 8§,=87; 85=90,2; §=88,92; S, =

Como ,,__E__04<1 lim S,
1—r 1+£ 7

e =17 ¢,=-17; ¢;=17; ¢;=-17; ¢5=17; ¢c=-17; ¢;=17; ¢g=-17.
S, =17, §,=0; §5=17; §=0; S =17; §=0; §,=17; §=0.

§,, no tiene limite.
; d =17, dy=17; d, = 17; dg=17.

=17; d, = 17; dy=17; d; =17
102; 8, = 119; S, = 136.

dd, =
S, =17, S, =34 S;=51; S, = 68; S5 =85 8=

lim S, = +eo.
e e =10; e, =12; e;=14,4; e, = 17,28; e5 = 20,730; ¢4 = 24,8832; e, = 29,85984;
eg = 35,831808.
S, = 10; S, = 22;
Sy = 164,99084.

Como r=12>1; limS§,

99,2992; S, = 129,15904;

= 36,4; S, =53,68; S5=74,416; S, =

= +oo,

20,736; f, = —24,8832; f, = 29,85984;

) fl =10; fz =-12; f5 = 14,4; f4 =-17,28; f5 =
fb = —35,831808.
S, =10; 8, =-2; 53 =

Sy = ~14,999168.

12,4; S, = —4,88; S5=15856; S, =-9,0272; S, = 20,83264;

§,, no tiene limite.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR
Criterio para formar sucesiones

1 | Describe el criterio con el que se forman estas sucesiones y afiade tres tér-
minos a cada una:

111 1 Az > A=
S s oy e 1,V2,V3, 2,75, ...

a)1’273’ 4’ 5’ b) 2 2 3’ 5

0 2,5,10,17, 26, ... d0,3,8,15, 24, ...

e1,3,6,10,15,...
a) Cada término lo obtenemos dividiendo 1 entre el lugar que ocupa el término:

1 1

677 7 8

0 ) g =

b) Cada término es la raiz cuadrada del lugar que ocupa: a; = V6, a; = 7, dg = V8

©) Cada término es el cuadrado del lugar que ocupa mas 1 unidad: a, = 37,
a, =50, ag = 65

d) Cada término es el cuadrado del lugar que ocupa menos 1 unidad: a, = 35,
a, =48, ag = 63

e) Cada término, a partir del segundo, se obtiene sumandole al lugar que ocupa el
término anterior: da = 21, a5 = 28, ag = 36

2 |Escribe los cinco primeros términos de las sucesiones cuyos términos ge-
nerales son estos:

2 n?-1
= b =
a)a, 3+10" b) b, .
oc _3n-1 dd =2"
" m+1l "
e, =1-2-3-...-n f)fn=(—1)”%

a)a, =32, a,=302; a,=3,002; a,=3,0002; a-=3,00002
1 2 3 4 5

3 8 15 _ 24
b)b1=0; b2=3; b3=§; b4=T; bs—?
ac =1 Cz:%§ c3 =2 C4=%, C5=%

_1 N S R S SR S R
d)dl—?, d, g dy E d, G ds 3
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UNIDAD | 2
ee =1; e,=2; e;=0; e, =24; e5=120
f)f1=—1;f2=0;f3 3f4 Ofs——S
3 |Escribe el término general de estas sucesiones:
1 2 3 4 1 1 1
a) —, =, =~ b) 1, =y e
)23 s ) 79’27’
3 8 15 24
A0, =, —, ==, —, d) 5,1; 5,01; 5,001; 5,0001; ...
) 5’10 17° 2 ) 5,15 5 5 5
n 1 n-1
a)a"=n—1 b)bn=(§)
2
_n“-1 _
g, = T dd,=5+ o
4 | Construye dos sucesiones cuyas leyes de recurrencias sean las siguientes:
a, +a, ,
a)a, =0 a,=2 a,=— > n
= — S )
b) a, = a,=2 a,= >
3 5 11 21 43 1 1 1 1
0,212, 2, — = 22 1,211, = —, —, —
a) ) ) 72’478716’52’ ) ) ) ) 72’47 167 1287
5 |Busca una ley de recurrencia para definir las siguientes sucesiones:
1 1
a) 41 7, 3’ _4, _77 cee b) 21 39 %a 57 g’
Da,=4a,=7a,=a, ,—d, , para n>2
b)b,=2,b,=3 b, = n=1 para n>2
n-2
Progresiones aritméticas
6 | De las siguientes sucesiones, di cuiles son progresiones aritméticas y escribe su
término general:
a) 1,2; 2,4; 3,6; 4,8; 6; ... b) 5; 4,6; 4,2; 3,8; 3,4; ...
c1,2,4,7,11, ... d) 14, 13,11, 8, 4, ...
a) Es una progresion aritmética con a; = 1,2 y d =1,2.
a,=12+mn-1-12=12n
b) Es una progresion aritmética con b, =5 y d =-0,4.
b,=5+mn-1 (=04 =-04n+54.
©) y d) no son progresiones aritméticas.
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7 | De las sucesiones siguientes, indica cuiles son progresiones aritméticas:

a)a,=3n b) b, =5n—4
1 8—-3n

c)cn=; dd,= 7

e)en=5+% ) f,=n*-1

Aa,-—a, =3n-3n-D=3n-3n+3=3

n n

Es una progresion aritmética con d = 3.

Es una progresion aritmética con d = 5.

Db, —b, _=5n-4-[5n-1D)-D=5n-4-5n+5+4=5

L o 1
Es una progresion aritmética con d = >

DA=0,/4=3/=8/=15 .

=
4

C)C =1,C =l,c =l,c =l,.“
1 2 2773 3 4 4
_ _ -l _ 1 No es un: NS
C=C = =6 % No es una progresion aritmética.
_8-3n 8-3n-1) _8-3n-8+3n-3 _
dd,-d, |= v 4 = 4 =
Es una progresion aritmética con d = _4—3
n n—-1 7 7 1 1
- =5+ 5+ =5+ _5-2 + ===
e)e”e”—lsz(s 2)525222

So=/fi=3#/3-/;=5 No esuna progresion aritmeética.

8 |Calcula los términos a,, y a,,, de las siguientes progresiones aritméticas:

a)—4,-2,0,2, 4, ...
b) 29 _3, _8, —13, —18, oo

9 %, 1, %, %, %,

Day,=a +9d=-4+9 2=-4+18=14
Ao =y +99d = —4 +99 - 2 = —4 + 198 = 194

b a,=a,+9d=2-9-5=2-45=-43

typp = dy + 99d =2 = 99+ 5 = 2~ 495 = —493
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UNIDAD | 2
ODayg=a;+9d=2+9- L =123

9 |Calcula la suma de los 25 primeros términos de las siguientes progresiones

aritméticas:
a)3,6,9,12, 15, ... b) 5; 4,9; 4,8; 4,7; 4,05 ...
Ac,=4n-2 dd, = 1—22n
Aa; =3 dy=a;+24d=3+24-3=75
(ay +ay) 25 (347525
Sy5 = > = 5 =975
D) by = 5; bys = by + 24d =524 0,1 = 2,6
(by +by) 25  (5+426)-25
Sys = > = 5 =95
Q)¢ =2;5¢,5=98
+ - 25 .
S, = (e, 6225) _ 249825 _ 0
-1 —49
Dy =5 dys = ==
(dy + dyg) - 25 (‘l‘ﬁ)”
1 Hdys) 2 2 -625
= = - =312
SZD 2 2 2 3 75

Progresiones geométricas

10 | De las siguientes sucesiones, ;cuiles son progresiones geométricas? Escribe
tres términos mas en cada una y también su término general.

a) 32,16, 8, 4, 2, ... b) 1; 0,1; 0,01; 0,001; ...
A1, 4,09,16,25, ... D2, 2,2V2, 4,42, ...
a) Es una progresion geométrica con a, =32 y r= %
_ D S Lyt 28
“6_1’“7_37“8_2;%_32'(7) —Zn_l_z n

b) No es una progresion geométrica; by = 30, b, = 49, by = 64, b, = n’.
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©) Es una progresion geométrica con ¢; =1 y r=0,1.

¢ = 0,00001; ¢, = 0,000001; ¢4 = 0,0000001; ¢, =1-0,1"~1=0,1""1
d) Es una progresion geométrica con d; = V2 y r= V2.

dg=8 d,=8\2; dy=16;d, =2 - (V2)" 7' = (V2)",

11 | Calcula la suma de los 25 primeros términos de las siguientes progresiones
geométricas y halla la suma de los infinitos términos en los casos que sea
posible:

1 1
=32, r=— b =10, r=—
a) ul 3 r 2 ) ul r 10
=910 ,._ - -_1
Aa, =271 r=2 d) a, =-5, r__Z
5. = Gps " T—dy _ a, r¥-a s = 4
25 r—1 r—1 S
25
32 (%) _32
a
Q) Sy = —— = 6399999809 ~ 64 5 =L =32 32 _¢4
> l -1 1-r 1_ i l
2 22
25
10 - (%0) ~10
a
) S, = ————— =111 = 10 s o= - 10 _ 100444
5 1 9 1-7r 1 9
10 10
2-10 . 225 _ 5-10
No se puede calcular S porque |r| no es mayor que 1.
1\25
-5) - (——) - (5)
4 -5 -
d—)525= z—4 Soo=—=—=—4
1 1 1-— (_l) 5
4 4 4
Pagina 65

Suma de potencias

12 |a) Demuestra que:
22+42+62+82+102=4(12+22+32+42+52)
b) Calcula la suma de los cuadrados de los 50 primeros nimeros pares.

c) Calcula la suma de los cuadrados de todos los niimeros impares menores
que 100.
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UNIDAD W

D22+ P67+ +10P=2 1?22+ @237+ Q2 D+ (257 =
=22(12+22+32+42+52)

P)22+ 42+ 62+ ... +982 + 1002 = 22(12 + 22 + 32 + ... + 492 + 502) =
50 - 51 - 101

= ZZT = 171700

O 12+32+52+ .. +99% =

=(12+22+32+4%2+ ...+ 992+ 100%) — (22 + 42 + 6% + ... + 98%2 + 100%) =
100 - 101 - 201

=5 171700 = 338350 — 171700 = 166 650

13 |Halla la suma siguiente:
213 + 223+ 233 + ... + 373 + 383 + 393 + 403
213+ . +4403 = (B3 + 23+ ... +203+213 + ...+ 403 —(13+ ... + 209 =

407 - 41% 20% - 212
_ 04 _ 04 = 672400 — 44100 = 628300

Limite de una sucesion

14 | Calcula los términos a0 G100 Y 410000 €N cada sucesion e indica cual es

su limite:

1 2n+5
D4 D= =
c)an=%— d)an=3—7n

21) alO = O’/]T’ a]OO = 076i7 alOOO = 0,661
lima, =0

b) al() = 275’ a]OO = 2,05, ﬂ] 000 = 2,005
lima, =2

) dyy = =0,5 a1y = =0,95; ay gy = —0,995

lima, = -1

D ay,=-67; ayy, =—0697; a, ;,, = —6997

lim a, =—oo

Unidad 2. Sucesiones
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15 |Halla algunos términos muy avanzados de las siguientes sucesiones e indi-
ca cual es su limite:

a) a,=5n—-10 b) b,=100—-mn
_n-3 _ n
Rt D= a1

a) ay, = 40; a,q, = 490; a, 4o = 4990
lim a,, = +oo

b) by = 90; by, = 0 by = =900
lim b, = —oo

) €1y = 0,63; ¢;49 = 0,9603; ¢, 5y = 0,996
limc, =1

dd,, = 0,476; d,, = 0,498; d, ,, = 0,4998

1

lim d,, = 05 =

16 |Estudia el comportamiento de las siguientes sucesiones para términos muy
avanzados e indica cual es el limite de cada una de ellas:

a)a, = 3n*-10 b)b, = 3n—n*
Ac,=10-5n+n? dd, = 1-2n)?
ee,=4-n? 0 f,=1-(n+2)?

a) ay, = 290; a5, = 29990; ay oy = 2999990
lima,, = +eo

b) bl() = _70; blOO =-9 7007 bl 000 ~ —997 000
limb, = —eo

C) ClO = 60’ ClO() = 9510, C] 000 = 995 010
lim ¢, = +eo

dd,, = 361; d, = 39601; d 15y = 3996001
lim dﬂ = +oo

e) e, = —216; e, = —884736; e, ) = —988047 936

lim e, =—o

0 fio = =143; f100 = —10403; /] 40 = =1 004003

lim f, = —oo
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UNIDAD H

17 | Estudia el comportamiento de las siguientes sucesiones para términos muy
avanzados e indica cual es el limite de cada una de ellas:

-1 __5

a)a,= 3n b) b, 3In+2

3 3n

- Dd ="

ey n+1 ) d, n?+1

1 - =100
e

_1)"

9 g,= D" h) hn=%

) a, = 0,03; a,=0,003; @y, =0,0003
lima, =0

b) by, = 0,15625; by, = 0,01656; b, 1, = 0,00167
limb, =0

) €1y = 0,27; ¢159 = 0,0297; ¢, 440 = 0002997

limc, =0

d d,, = 0,297; d,,, = 0,029997; d, y, = 0,002999997
limd, =0

e) e, = 0,01; e, =0,0001; e, =0,000001

lime, =0
D fio =1 figo = =0.01; f; 000 = —0,0001
limf, =0

280=1 801 ==L 8o00=1 o001 =1
La sucesion no tiene limite.

h) by, = 0,0009; by = 0,0099; b, 0 = 0,000999; by ;= —0,000999
lim b, =

PARA RESOLVER

18 | Calcula el 15.° término en la siguiente progresion:
3; 2,75 2,45 2,15 ...
Es una progresion aritmética con a, =3 y d=-0,3.

Por tanto, dys=a; +14d=3-03-14=3-42=-12.
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19

20

21

22

23

Halla el cuarto término de una progresion aritméticaen laque d=3 y
a,, = 100.

tyy = a;+16d — a,=ay —16d =100 - 16 - 3 = 52

Calcula la suma de todos los nimeros impares de tres cifras.

Es la suma de los términos de una progresion aritmética en la que el primer térmi-
no es 101, el Gltimo es 999, y hay 450 sumandos:

g = (101 +999) - 450
2

= 247500

¢Cuanto vale la suma de los 100 primeros multiplos de 7?

Queremos calcular la suma de los 100 primeros términos de una progresion arit-
mética en la que a, =7 y d=7.

(ay + ay) - 1000 (7 +700) - 100
S100 = : = : = 35350

En una progresion aritmética sabemos que d =3, a, =34 y §, = 133. Calcula
ny a,.
a,=a;+n-1-d — 34=a,+n-1"3

(al + an) " n

~ _(a1+34)~n
S”_Z— - 133_2—

34=a +3n-3 — a =37-3n

_(B7-3n+349 - n
2

266 =71n—3n% — 3n:-—7ln+266=0

_ 71+V5041-3192 _ 71 +V1849 _ 71443 _ <”=14/5 (no vale)
6 6 6 n=19

a,=37-3-19=37-57=-20 — a,=-20

133 - 2066 = (71 -3mn

Los lados de un hexagono estan en progresion aritmética. Calculalos sa-
biendo que el mayor mide 13 cm y que el perimetro vale 48 cm.

Llamamos a los lados a,, a,, a;, a,, as y ag.
Sabemos que a; =13 cm y que S, = 48. Por tanto:

a6=a1+5d — 13=a,+5d — a;=13-5d

-6
S6=(“1+2“6) 48 =(13-5d+13)-3 — 48=Q26-5d) -3
48=78-15d — 15d=30 — d=%=2 - d=2

a,=13-5:2=13-10=3 — a,=3

Los lados del hexdgono miden 3 ¢cm, 5 ¢cm, 7 ¢cm, 9 cm, 11 ecm y 13 cm.

Unidad 2. Sucesiones



UNIDAD H

24 |En un cine, la segunda fila de butacas esta a 10 m de la pantalla y la séptima
fila esta a 16 m. ;En qué fila debe sentarse una persona que le guste ver la
pantalla a una distancia de 28 m?

a,=16 — a,=a,+5d=10+5d=16 — d=1.2

.
(La distancia entre las dos filas consecutivas es de 1,2 metros).
Buscamos 7 para que a, = 28 m:

a,=a, +(n-1 -d=88+m-1-12=28 — 88+12n-12=28

12n=204 — n=17

La fila 17 esta a 28 metros.

25 |Escribe los términos intermedios de una progresion aritmética sabiendo que
a,=-3y a;,=18.

ay=a,+9d=-3+9d=18 — d=2L-2L
9 3
L. _ 2 _ 5 _ _ 19 26 B
Los términos son: “1“5’“2__§’ aa—g,a4—4,as—?, a()—?,%—ll,

26 |Halla los dos términos centrales de una progresion aritmética de 8 términos
sabiendo que S; =100 y que a, + 2a4 = 48.

Tenemos que calcular a, y as. Sabemos que:
(a, +ag) -8

SS=2—=(a1+a8)~4=100 - a,+ag=25

a, + 2ag = 48
Restando a la 2.% ecuacion la 1.2, queda:
ag=23 — a;=25-ag=25-23=2 — a; =2

ag=a, +7d=2+7d=23 — d=3

Por tanto:
ag=a; +3d=2+9=11 ay=11
a5=a4+d=11+5=14 a5=14

27 |Enuna progresion geométrica, a, =8 y a;=0,5. Calcula a; y la expresion
de a, .
n

ay=a,-r*=82=05 — r2=00625 — r=i0,25=i%
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29

30

1.°* caso: r= 0,25 =

N

4

_ 4 _ 1\t 1 _

= 8- |=—| = =—=0,0312
a al r (4) 32 5 5 5

_ 1\~ 1! 23 1

— n-1 - = = =

dp =y 7 8 (4) 22n -2 22n-5
2.° caso: r=—0,25=—%

- 4 — 1 _
= = — =0,03125
as ﬂl 4 s

En una progresion geométrica de razén r =3 conocemos S; =1456. Cal-
cula a, y a,.

_dg r—ay _a r—a _a;-729-a, 728a,

r—1 r—1 2 2

S6
=364a, = 1456 — a, =4

a,=a; r>=4-27=108

La maquinaria de una fibrica pierde cada afio un 20% de su valor. Si cost6
4 millones de euros, sen cuanto se valorara después de 10 afos de funcio-
namiento?

— Al cabo de 1 afo valdra — (4 - 109 - 0,8 €
— Al cabo de 2 afios valdra — (4 - 109 - 0,82 €

— Al cabo de 10 anos valdra — (4 - 109 - 0,810 = 429496,73 €

El 1 de enero depositamos 5 000 € en una cuenta bancaria a un interés anual
del 6% con pago mensual de intereses. ;Cual seri el valor de nuestro dine-
ro un afio después?

@ Un 6% anual corresponde a 1—62 = 0,5% mensual. Cada mes el dinero se multipli-
ca por 1,005.
— Al cabo de 1 mes tendremos — 5000 - 1,005 €

— Al cabo de 2 meses tendremos — 5000 - 1,005% €

— Al cabo de 12 meses tendremos — 5000 - 1,005'2 = 5308,39 €

Unidad 2. Sucesiones
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Pagina 66

31 |La suma de los infinitos términos de una progresion geométrica es igual a 4
y a,=1. Calcula a, y larazon.

ay=ap-r=1 — a;=_—-

a
K — Vi 12=4 — 1 =4r—4r?
® 1—-r 1-r r—-r
4r2—4r+1=0 — r—#—%=% - r=% - a,=2

32 |Comprueba, dando a n valores grandes, que las siguientes sucesiones tien-
den a un nimero y di cual es ese nimero:

_5n-3 _1-2n
D 1 Db Sy
2

e, =1+L dda,-2"-5
2" n?

Q) ay, = 2,238; a,o, = 2,473; dy o0 = 2,497
_ 5
lima, =25= >

b) by, = =1,970; b,y = ~=1,9997; b, o = —1,999997
lim bn =2

) ¢} = 1,000977; ¢,y = 1,000000954

limc, =1
d d,, = 0,195; d,, = 0,019995; d, ,, = 0,001999995
lim dn =0

33 | Calcula el limite de las siguientes sucesiones:

_(n—1)? _ n?+1
Va, =Sy Db,
3n+1 4n—-3
= dd =
R R
e)e =~— " f)f =
" =2 S

a) a, = 0,7864; a,,, = 0,9798; a, 1,, = 0,9980

lima, =1

Unidad 2. Sucesiones
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b) by, = 0,5025; by, = 0,500025; by o = 0,50000025
] 1
lim b, = 0.5 = —

O €1y = 9,80; €199 = 30,1; ¢y 50 = 94,90

= 400
lzmcn +

dd,=1 ,756; dioo = 1,973; d o0 = 1,997
lim dn =2

e) ey, = 20,797; e,y = 107,278; €, o = 1007,027

= 400
lzmen +

D fio = 0,760; f100 = 0,909; £} y00 = 0,969
limf, =1

34 | Comprueba si tienen limite las siguientes sucesiones:

a) a, = (1" 2n+1
n

b)b,=1+ (1"

Ac,= 1+

dd

_n+ (D"

" n

Q) dyg = 2,015 ayy = =2,0099; a, o0 = 2,001; @, oy, = —2,000999
Los términos pares tienden a 2 y los impares a —2.
a, no tiene limite.

b) by =0;b,=2,b;=0;b,=2, ...
Los términos impares son 0 y los pares son 2.
b,, no tiene limite.

e =0¢,=1¢65=0;¢,=05; ...; ¢y = 0,02
Los términos impares son cero y los pares tienden a cero.
limc, = 0.

dd, =0;d, =15 d3 = 0,67, dy=1.25; ..;d,=1,01; d, =099

limd, = 1.
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35 | Dadas las sucesiones a,=n* y b, =

1 , estudia el limite de:
1

a)a,+b, b)a,-b, o -
bn
a)An=aﬂ+bn=n2+ 1
n?+1
Ay, = 100,0099; 4, = 10000,0001
lim (an +b,) = +oo
MB, =a, b =n? —1 = n’
By, = 0,9901; By, = 0,9999
lim (6ln . bn) =1
2
OC =1 =_ " 0202+ 1)=nt+n?

Cy = 10100; €y = 100010000

a
17 ") = +o
zm(b) +

n

36 | Durante 5 afios depositamos en un banco 2 000 € al 4% con pago anual de in-
tereses.

a) ¢En cuanto se convierte cada depdsito al final del quinto afio?

b) ¢Qué cantidad de dinero hemos acumulado durante esos 5 afios?

a) Al final del 5° ano:

— Los primeros 2000 € se convierten en 2000 - 1,04°> € = 243331 €
— Los segundos 2000 € se convierten en 2000 - 1,044 € = 233972 €
— Los terceros 2000 € se convierten en 2000 - 1,043 € = 224973 €
— Los cuartos 2000 € se convierten en 2000 - 1,042 € = 2163,2 €

— Los quintos 2000 € se convierten en 2000 - 1,04 € = 2080 €

b) Sumamos las cantidades anteriores:
2000 - 1,045 + 2000 - 1,044 + 2000 - 1,043 + 2000 - 1,042 + 2000 - 1,04 =
= 2000(1,045 + 1,044 + 1,043 + 1,042 + 1,04) =

1,04% — 1,04

= 2000 -
1,04 -1

=11265,95 €

) Suma de una progresién geométrica con a, =104 y r=1,04

Unidad 2. Sucesiones
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37 |Recibimos un préstamo de 2000 € al 10% de interés anual y hemos de de-
volverlo en 4 afios, pagando cada afio los intereses de la parte adeudada mas
la cuarta parte del capital prestado. Calcula lo que tenemos que pagar cada
ano.

a, =500 +2000 - 0,1 =700 €
a, =500+ 1500 - 0,1 = 650 €
az = 500 + 1000 - 0,1 = 600 €
a, =500 + 500 - 0,1 =550 €

38 |Halla el término general de la sucesion: 2, \/E, %, %, 12 , ... y estudia su li-
mite.

a,=N2 =21/n

a, =2 a, = N2 = 14142 a, = V2 = 1,259, a, = V2 ~1,1892; ... a,, = 1,0718

= 1,00696; lim a,, = 1

39 |Dadas las sucesiones a,=n+3 y b, =2—mn, calcula los siguientes limites:
a)lim(a,+b,)
b) lim (an - bn)
c) lim(a,-b,)
a
d) lim -2
bn
aA,=a,+b,=n+3+2-n=5

lim(a, + b,) =5

bB,=a,-b,=n+3-QL-n=n+3-2+n=2n+1
By, = 21; By, = 201; B, = 2001

lim (a, — b,) = +oo

OC,=a, b,=n+3Q-m=2n-n*+6-3n=-n>-n+6
ClO = -104; ClOO =-10094; ClOOO =-1000994

lim (a, - b,) = —eo

a +3
dp ==
D, b 2-n

n

Dy, = —1,625; Dy, = —1,051; D, o = =1,005
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UNIDAD H

2_x+1; x2+1; x2+ x + 1, ses una progresion aritmética?

40 |La sucesion x

Si lo fuese, calcula el quinto término y la suma de los cinco primeros tér-
minos.

Llamamos a; =x*—x+1;a,=x*+1; a5, =x* + x + 1.

Veamos si la diferencia entre cada dos términos consecutivos es la misma:
ay—a; =x*+1-(?-x+D=x*+1-x*+x-1=x
as—a2=x2+x+ 1-(2+D=x?+x+1-x2-1=x

2

Por tanto, si es una progresion aritmética con a, = x* —x + 1 y diferencia d = x.

Asi, tenemos que:
as=a +4-d=x*—x+1+4x=x*+3x+1

g_@ra9 5 Poxr14x?+304 D5 Q2+ 2w+2)-5
5 2 2 2

=(2+x+1D-5=5x2+5x+5

41 |Halla la siguiente suma:
113+ 133+ 153+ 173 + ... + 333
Limamos §= 113+ 133 + ... + 313 + 333

2. 2
13+23+53+...+1o3+115+123+...+323+333=¥=514721

, 162 - 172
2+ 43 +63+ ... +323=213+23+...+165 =8 — - 147968

Por tanto:
P+33+ . +93+113+133 + ... +313 + 333 = 314721 — 147968 = 166753
§=166753 - (13 + 3% + ... +93) = 166753 — 1225 = 165528

CUESTIONES TEORICAS
42 |Sea a, una progresion aritmética con d> 0. ¢Cual es su limite?

Si d >0, la sucesion se va haciendo cada vez mayor. Por tanto, [lim a, = +e.

43 |Si a, es una progresion geométrica con r= —, ;cuil es su limite?

1
3

. 1. 1 . e .
Al ir multiplicando por 3 sucesivamente, los términos se van aproximando a cero.

Es decir, lim a,, = 0.
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44 |La sucesion 3, 3, 3, 3, ... puede considerarse una progresion aritmética y
también geométrica. ;Cudl es la diferencia en el primer caso? ;Y la razén en
el segundo?

— Es una progresion aritmética con d = 0.

— También es una progresion geométrica con r = 1.

45 |En una progresion geométrica cualquiera, a, ar, ar?, ar3, ..., comprueba
que:
a,-ag=a,-as=d;- a;

¢Se verifica también a; - a. = a, - a? Enuncia una propiedad que exprese
los resultados anteriores.

a, ag=a-(a-r)=a* r
ay,-as="(a-r-(a-rY=a* r ¢ Son iguales
ay-a;=(a-rd (a- rd=a* r

as-a,=(@-r)-(a-r=a’-rF
ﬂ4'016=(01'7’5)'(61~75)=a2-73 on iguales

Propiedad: Si a, esuna progresion geométrica, se verifica que a, a,=a, a,
siempre que p+g=m + n.

46 |El nimero 3,9 podemos considerarlo como la suma de los infinitos térmi-
nos de la sucesion:

29 9 9

10’ 100’ 1000’ °*°

Calcula la suma y halla su limite. ;Te parece razonable el resultado obteni-

do?
34t 2D =3409+099+0999+ ... =30
10 100 1000
Si consideramos la progresion geométrica 2.2 L, ... Y sumamos todos

L. 10’ 1007 1000
Sus termmos, queda:

2 9
5 = a, 10 _ﬂ_l
= 1-r .19
10 10
Por tanto: 3 + i+L+ 9 +...=3+1=4

10 100 1000
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UNIDAD H

47 |Inventa dos sucesiones cuyo limite sea infinito y que, al dividirlas, la suce-
sion que resulte tienda a 2.
Por ejemplo: a, = 2n; b, =n + 1

lim a,, = +eo; lim b, = +oo

a,
lim S = i 2 =2
n+1

n

Pagina 67

PARA PROFUNDIZAR

48 | Dibuja un cuadrado de lado V2 ecm y sobre cada lado un triangulo rectangu-
lo is6sceles; después dos, luego cuatro, como indican las figuras:

a) Forma la sucesion de los perimetros de las figuras obtenidas. ¢Cual es su
limite?

b) Forma también la sucesion de las areas. ;Cuil es su limite?

1.°" paso: 2.° paso: 3.%" paso:
1 1
1/2 1/2 1/4
1/4,
1 \/E 1 1/2
\E 1/2

1 1

1 1
Perimetro = 8 cm Perimetro = 8 cm Perimetro = 8 cm

Area =2+ 2 =4 cm? Area =2+ 1 =3 cm? Area=2+%=%cm2

Perimetro = 8 cm

_ n-1
Area=2+2" (%) cm?

... Paso n-ésimo:
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49

50

0)8,8,8,8, ..., P =8 limP, =8

5 1 n-1 ;
b)4, 3, E,...;An=2+2‘(7) lim A, =2
(que es el area del cuadrado de lado V2).

Los términos de la sucesion 1, 3, 6, 10, 15 se llaman nameros triangulares
porque se pueden representar asi:

Calcula a,, y a,
a1=1;a2=1+2=3;a3=1+2+3=6;a4=1+2+3+4=10;

_(A+10) 10 _ 11-10 _

ay=1+2+3+..+10 5 :

55

= A+n)-n

an=1+2+3+,,,+ >

Los términos de la sucesion 1, 5, 12, 22, 35 se llaman nimeros pentagona-
les porque se pueden representar asi:

O

1 5 12 22

Calcula ag a,, v a,.

@ Esos niimeros se pueden escribir asi:

L1+41+4+71+4+7+10;1+4+7+10+13
a,=liay,=1+4=5a;=1+4+7=12a,=1+4+7+10 =22

Observamos que vamos obteniendo las sumas de los términos de una progresion
aritmética con a; =1 y d=3. En el paso n-€simo tendremos:

a,=1+4+7+ . +(0+m-1D-3)=1+4+7+.. . +Bn-2)=

_+@Gn-2)-n_UdA+3n-2)-n _Gn-1D - -n
2 2 2

Por tanto:

a6=%'6=17-3=51;a10= 10 145

Unidad 2. Sucesiones
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51 |Utiliza las propiedades de las progresiones para simplificar la expresion del
término general y calcular el limite de las siguientes sucesiones:

a)u"=l+i+i+."+l

nw n* n?
b)bn=21’l L+l+i+"_+l
w o’ n’

a)an=%(l+2+3+...+n)=L((l+”)'”)=L-(”+”2)=”2+n

n n* 2 n? 2 2n?
Hallamos el limite: ay, = 0,55; dy0 = 0,505 d;ggy = 0,5005; lim a,, =05 = =
_2n _2n(Q+mn) n\_2n (n+n*\_2n*+2n _
byb, = 2B+ 2434 e w E(T) o ( ; ) -
_2nd+2n% _ 2n°(n+ D) 1
2n? 2n?
by = 11; by = 101; by o = 10015 lim b, = +eo
AUTOEVALUACION
1. Halla el término a,, de la sucesion cuyo término general es:
n*—709
a,=———
n+3
" = 47% - 709 _ 2209 - 709 - 30
7 47+3 50
2. Halla el término octavo de la sucesion definida asi:
a, =4, a,=7, a,,,=2a,—a,,

dg = 2a,— a,

a, =4 a,=7

as=2a,—a,=1 a; =2a,—a;=13

as = 2a; —a;=-11 ag = 2a,—as =37

a; = 2das — dg = =59 dg = 2a,— a, = 133
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3. Halla el término general de las sucesiones:
a3, 7, 11, 15, 19, 23, ...
b1, 2, 5, 10, 17, 26, ...
a) Es una progresion aritmética de diferencia d = 4 y primer término a, = 3.

a,=a,+n-Dd=3+n-1- -4=4n-1

n

b) El término general de la sucesion 0, 1, 4, 9, 16, 25, ... es a, = (n— 12
Por tanto, 1, 2, 5, 10, 17, 26, ... tiene por término general a, = (n — D2+ 1
=n?-2n+2.

4. Halla la ley de recurrencia por la que se forman las siguientes sucesiones:
a)7, 8, 15, 23, 38, 61, ...
b1, 1, 1, 3, 5, 9, 17, 31, ...
00, 1, 2, 3, 6, 11, 20, 37, ...
a) Cada término, a partir del tercero, es la suma de los dos anteriores. Por tanto:

a1=7 (’l2=8 an=an—1+an—2

b) Cada término, a partir del cuarto, es la suma de los tres anteriores. Por tanto:
a, =1 a, =1 a3=1 a,=a, | +a

2t a,_3

¢) Cada término, a partir del cuarto, es la suma de los tres anteriores. Por tanto:

n—

a, =0 a, =1 a3=2 a,=a,_,+a

n ta

n—2 n-—3

5. Halla las siguientes sumas:
a)3+7+11+..+43
b)1000 + 1000 - 1,1 + 1000 - 1,12 + ... + 1000 - 1,115
c)80+40+20+10+5+ ...
d)1012 + 1022 + 1032 + ... + 1402
e)33+43+53+ ... +153

a) Es la suma de los once primeros términos de una progresion aritmética de primer
término a, = 3 vy diferencia d = 4.

a,=4n-1 a, =3 a;, =43
a, +a 4
Sy=—— 1= 5+2 S 11=253

b) Es la suma de los quince primeros términos de una progresion geométrica de pri-
mer término a, = 1000 y razén »=1,1.
apr’ —a, ~ 1000 - 1,1 = 1000

Sﬂ — —7._ 1 - Slf’) 11-1 = 31 772,48
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©) Es la suma de los infinitos términos de una progresion geométrica de primer tér-
mino a; =80 yrazén r=1/2.

5 _ nn+1DQ2n+1)
- 6

1012+ 1022 + 1032 + ... + 1402 = (12 + 22+ 32+ .. + 140) — (12 + 22 + 32 + ... + 100%) =

AD12+22+32+ . +n

140 - 141 - 281 100 - 101 - 201 _ 5546940 — 2030100

= 5 5 3 = 580140
e)l3+23+53+“.+n3zw
2.162
55+45+53+...+153=<13+23+33+...+153)—(13+23)=%—9=14391

6. En una progresion aritmética conocemos a,; =43 y ag = 85,6.
a) Calcula a, +a.

b) Obtén el valor de ayr0-

a;s=a; + 14d = 43

“86=“1+85d=85,6} — 85d - 14d = 42,6 — d =00

a,=43-14-0,6 =340

Q) day + dy, = dys + dgg = 43 + 85,6 = 128,6 pues 1+ 100 =15 + 86

(a5 y dgq “equidistan” de a; y dy,).

b)ay,,=a, +219 -d = 34,6+ 219 - 0,6 = 166

7. Halla los limites de las siguientes sucesiones:

5 b 5+3n n?+1
= — = CcC =
an n n n+ 1 n 5"
_ _ _ 5
a) a, =05 dygy = 0,05 ;00 = 0,005 > lim— =0
_ 5+ 3n
b) by, = 3,18 bioy = 3.02 brogy = 3002 = lim === 3
o+l
) €1y = 2,02 €10 = 20,002 C1o00 = 200,0002 — lim it
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